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Definicion
Definimos la serie de Eisenstein de peso k para SLy(Z),

Gr)= Y o k>4

(caer? (et + d)K’

La suma es absolutamente convergente, converge
uniformemente en compactos de H, y

Gk € M(SLy(Z))
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La expansion de Fourier de G es:

Gi(7) = 2¢(K) + 2 27” zak N

con

Ok_1 (n) = Z mk—

m|n
m>0
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Podemos reordenar la serie de la siguiente manera:

n
n=1 (c,d)e7?

mced(c,d)=1
1
= ((k e —
¢(k) Z (cr + d)k
(c,d)ez?
mcd(c,d)=1
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Definicion
La serie de Eisentein normalizada de peso k es

Ex(1) = Gk(7)/(2¢(k))

Por lo visto antes

1 1
Ek(T):E z (cr 1 af

(c,d)ez?
mcd(c,d)=1
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Definicion
Sea P, = {(} 1) :neZ},laparte positiva del subgrupo
parabolico de SL(Z).

Esto nos da una nueva descripcion de Ej.

Eir)=5 >,  J(nm) "

YEP\SL2(Z)

Podemos probar la invarianza de Gx de manera mas elegante,

(Edbk(r) = i)™ S0 ()

+/€PL\SLs(2)
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Definiciéon
Dado I' € SLy(Z) subgrupo de congruencia, el espacio de
series de Eisenstein de peso k de T es:

Ex(I) = Mg(T)/Sk(T)

Gustavo Rama Series de Eisenstein
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Generalizamos la serie de Eisenstein para I'(N). Sean
» N entero positivo.
» V=(cy,d,) € (Z/NZ)? vector de orden N, o sea
mcd(N, med(cy,dy)) = 1.
> 0= (Cavc’,i) € SLy(Z).
» k > 3 entero.
o _[1/2siNe{1,2}
NZU1siN>2

Definiciéon
_ 1 _ -
Ef(T) =en Z (cr 1 dF = €N Z J(v, )

(c,d)=v(N) ~yE(P+NT(N))\T(N)s
mced(c,d)=1
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Proposicién
Para todo v € SL(Z),

(B0l () = BV ()

Corolario

Ex € Mk(T(N))

Podemos simetrizar las series de Eisenstein para obtener
formas modulares de cualquier subgrupo de congruencia I'.

Eir= Y Ellylk € Mk(D)
VEIWN
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Es facil de calcular el siguiente limite,

un  E7(r) = { (1% siv=+(0,1), salvo si kimpary N € {1,2}
Im()—o0 0 en otro caso
por lo que E/ no se anula en oo si v = £(0, 1) y se anula en
otro caso.
SiV = (c,d) € (Z/NZ)? de orden N, entonces E/ no se anula
en la cuspide I'(N)(—d/c) y se anula en las otras cuspides de
F(N).
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Si k es par o N > 2, considero un conjunto de vectores

{v}= {(C, d)} tales que —d/c representantes de las cuspides
de I'(N).

Entonces {EV} es un conjunto li, con e (I (N)) elementos que

es la dimension de &(I'(N)), y {EkV + Sk(r(N))} es una base
de E(T(N)).
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Series de Eisenstein para los subespacios, k > 3
Definicion
- 1
Gi= > oraw
(c,d)=v (N) (cr +d)
Podemos escribir las series de Eisenstein normalizadas en
funcion de las series de Eisentein y al reves:
_ 1 =
Gi(1) = o Z gﬂ(k)E,’;’ Y(7)
N he(z/Nz)~
El(r)=en Y. CIku)GE ¥(7)
ne(zZ/NZ)*
con
> 1
C—T—(k) = Z mk’ C-‘,— M , nec (Z/NZ)X
mh (N mZ (N)
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La expansion de Fourier de G es:

GY(r) = 6(Cy)¢% (k) + + Nk Zak (map, gy = e#™™/N

0 enotro caso

5(0\/):{1 sic, =0 {a"(k): Z/ C;Ilk

_oni)k _
Co= Tealm) = 3 se(mymt
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NeZ*, Gy = (Z/NZ)*, |Gn| = o(N)
Definicion
Un caracter de Dirichlet modulo N es un

x: Gy — C*

homomorfismo de grupos multiplicativos.

El conjunto de caracteres de Dirichlet forma un grupo, al que

denotamos A
GN = HOITI(GN,(CX)
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Se puede probar que Gy y G son isomorfos como grupos,
aungue no canonicamente.

Tenemos las siguientes relaciones de ortogonalidad para Gy y
GNI

B (N) six=1 B (N) sin=1
ZX(”)_{g siii;ﬂ ZX(”)—{g sin#1

ne GN XE GN
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Estamos interesados en los caracteres porque descomponen a
M (T'1(N)) en una suma directa.

Definiciéon
Dado un caracter y modulo N, el subespacio propio asociado a
x de Mg(T'1(N)) es:

Mi(N,x) = {f € Mk(T1(N)) : fir]kx = x(d,)f vy € To(N)}

Se puede probar lo siguiente:
> My(N, 1) = Mk(To(N)).
» M(N,x) = {0} salvo si x(—1) = (=1)*.
> My(T1(N)) = D, Mk(N, x).
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Dado d € (Z/NZ)* defino el operador diamante:
(d) - Mg(T1(N)) = Mk(T1(N))

(d)f = fla]k
donde a = (28) € o(N), 5 = d (N).
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Defino tambien el siguiente operador:

me=—m Y x(d)7Hd)

de(z/Nz)*

Para probar la descomposicion hay que probar:

2 _
1. T = Ty

2. my(Mr(F1(N)) € Mg(N, x).

3. my =1en Mk(N,x).
4. ZXWX =1
5. myomy =0,8ix # X
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Sabemos que B o
Gihlk = G’

para todo v € SL»(Z).

Siv e (Z/NZ)?, v = (0, d) se cumple que:

(0,d)y = (0,ddv) ¥y € To(N)

Por lo que la siguiente suma esta en My ('o(N)),

Z Gf(o’d)

de(Z/NZ)x

Esta otra suma esta en M (N, x),

S @) G(Od

de(Z/NZ)x
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Queremos hallar una base de £(N, x).

Definicién

Dados u, v, 1 € Gu Y ¢ € Gy, tales que (p)(—1) = (—1)k
definimos:

u—1v—-1u-1

G (m) =33 w(@)e (@G ()

c=0d=0e=0

Es facil de ver que GL¥ € My(uv, )
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Teorema

Las series de Eisenstein Gf“° toman la forma:

Crg(e™!
G/(r) = ‘fk JEre(r)
donde E}f“p tiene expansion de Fourier:

Elbcp( Z SO +220- q q= 627rl7'

Donde 6(¢) =1siy =1y d(¢) =0sino,
Uk1 an/m ) -

m|n
m>0
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Definicion
Dados N > 0, k > 3 enteros.

Ank = {(¥, ¢, t) 1 ¢, ¢ caracteres primitivos modulo u, v,
con (¢p)(—1) = (=1)¥, tuv|N}

Se puede probar que |Ay k| = dim(E(T1(N)))
Definicion
Dada (v, ¢, t) € An  defino

E; (1) = EP#(tr)
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Teorema
Dado N entero positivo y k > 3. El conjunto

{Eff’%t C(Y,,t) € AN,k}

respresenta una base de & (I'1(N)). Para cualquier caracter y
modulo N, el conjunto

{E;(W’t (1,0, 1) € ANk, Y = X}

representa una base para Ex(N, x).
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