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Definición
Definimos la serie de Eisenstein de peso k para SL2(Z),

Gk (τ) =
∑′

(c,d)∈Z2

1
(cτ + d)k , k ≥ 4

La suma es absolutamente convergente, converge
uniformemente en compactos de H, y

Gk ∈Mk (SL2(Z))
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La expansion de Fourier de Gk es:

Gk (τ) = 2ζ(k) + 2
(2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

con
σk−1(n) =

∑
m|n
m>0

mk−1
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Podemos reordenar la serie de la siguiente manera:

Gk (τ) =
∑′

(c,d)∈Z2

1
(cτ + d)k

=
∞∑

n=1

∑
(c,d)∈Z2

mcd(c,d)=n

1
(cτ + d)k

=
∞∑

n=1

1
nk

∑
(c,d)∈Z2

mcd(c,d)=1

1
(cτ + d)k

= ζ(k)
∑

(c,d)∈Z2

mcd(c,d)=1

1
(cτ + d)k

Gustavo Rama Series de Eisenstein



Series de Eisentein

Series de Eisentein para SL2(Z)

Series de Eisenstein para Γ(N), k ≥ 3
Caracteres de Dirichlet
Series de Eisenstein para los subespacios, k ≥ 3

Definición
La serie de Eisentein normalizada de peso k es

Ek (τ) = Gk (τ)/(2ζ(k))

Por lo visto antes

Ek (τ) =
1
2

∑
(c,d)∈Z2

mcd(c,d)=1

1
(cτ + d)k
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Definición

Sea P+ =
{(

1 n
0 1

)
: n ∈ Z

}
, la parte positiva del subgrupo

parabolico de SL2(Z).

Esto nos da una nueva descripción de Ek .

Ek (τ) =
1
2

∑
γ∈P+\SL2(Z)

j(γ, τ)−k

Podemos probar la invarianza de Gk de manera mas elegante,

(Ek [γ]k (τ)) =
1
2

j(γ, τ)−k
∑

γ′∈P+\SL2(Z)

j
(
γ′, γ(τ)

)−k
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Definición
Dado Γ ⊂ SL2(Z) subgrupo de congruencia, el espacio de
series de Eisenstein de peso k de Γ es:

Ek (Γ) =Mk (Γ)/Sk (Γ)
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Generalizamos la serie de Eisenstein para Γ(N). Sean
I N entero positivo.
I v = (cv ,dv ) ∈ (Z/NZ)2 vector de orden N, o sea

mcd(N,mcd(cv ,dv )) = 1.
I δ =

( a b
cv dv

)
∈ SL2(Z).

I k ≥ 3 entero.

I εN =

{
1/2 si N ∈ {1,2}
1 si N > 2

Definición

Ev
k (τ) = εN

∑
(c,d)≡v(N)
mcd(c,d)=1

1
(cτ + d)k = εN

∑
γ∈(P+∩Γ(N))\Γ(N)δ

j(γ, τ)−k
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Proposición

Para todo γ ∈ SL2(Z ),(
Ev

k [γ]k

)
(τ) = Evγ

k (τ)

Corolario

Ev
k ∈Mk (Γ(N))

Podemos simetrizar las series de Eisenstein para obtener
formas modulares de cualquier subgrupo de congruencia Γ.

Ev
k ,Γ =

∑
γj∈Γ(N)\Γ

Ev
k [γj ]k ∈Mk (Γ)
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Es facil de calcular el siguiente limite,

l«ım
Im(τ)→∞

Ev
k (τ) =

{
(±1)k si v = ±(0,1), salvo si k impar y N ∈ {1,2}
0 en otro caso

por lo que Ev
k no se anula en∞ si v = ±(0,1) y se anula en

otro caso.
Si v = (c,d) ∈ (Z/NZ)2 de orden N, entonces Ev

k no se anula
en la cuspide Γ(N)(−d/c) y se anula en las otras cuspides de
Γ(N).

Gustavo Rama Series de Eisenstein



Series de Eisentein

Series de Eisentein para SL2(Z)

Series de Eisenstein para Γ(N), k ≥ 3
Caracteres de Dirichlet
Series de Eisenstein para los subespacios, k ≥ 3

Si k es par o N > 2, considero un conjunto de vectores
{v} =

{
(c,d)

}
tales que −d/c representantes de las cuspides

de Γ(N).

Entonces
{

Ev
}

es un conjunto li, con ε∞(Γ(N)) elementos que

es la dimension de Ek (Γ(N)), y
{

Ev
k + Sk (Γ(N))

}
es una base

de Ek (Γ(N)).
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Definición

Gv
k (τ) =

∑
(c,d)≡v (N)

1
(cτ + d)k

Podemos escribir las series de Eisenstein normalizadas en
funcion de las series de Eisentein y al reves:

Gv
k (τ) =

1
εN

∑
n∈(Z/NZ)×

ζn
+(k)En−1v

k (τ)

Ev
k (τ) = εN

∑
n∈(Z/NZ)×

ζn
+(k , µ)Gn−1v

k (τ)

con

ζn
+(k) =

∞∑
m=1

m≡n (N)

1
mk , ζ

n
+(k , µ) =

∞∑
m=1

m≡n (N)

µ(m)

mk , n ∈ (Z/NZ)×
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La expansion de Fourier de Gv
k es:

Gv
k (τ) = δ(cv )ζdv (k) +

Ck

Nk

∞∑
n=1

σv
k−1(n)qn

N , qN = e2πiτ/N

donde

δ(cv ) =

{
1 si cv = 0
0 en otro caso

ζdv (k) =
∑′

d≡dv (N)

1
dk

Ck =
(−2πi)k

(k − 1)!
σv

k−1(n) =
∑
m|n

n/m≡cv (N)

sgn(m)mk−1µdv m
N
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N ∈ Z+, GN = (Z/NZ)×, |GN | = ϕ(N)

Definición
Un caracter de Dirichlet modulo N es un

χ : GN → C×

homomorfismo de grupos multiplicativos.

El conjunto de caracteres de Dirichlet forma un grupo, al que
denotamos

ĜN = Hom(GN ,C×)
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Se puede probar que GN y ĜN son isomorfos como grupos,
aunque no canonicamente.
Tenemos las siguientes relaciones de ortogonalidad para GN y
ĜN :∑
n∈GN

χ(n) =

{
ϕ(N) si χ = 1
0 si χ 6= 1

∑
χ∈ĜN

χ(n) =

{
ϕ(N) si n = 1
0 si n 6= 1
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Estamos interesados en los caracteres porque descomponen a
Mk (Γ1(N)) en una suma directa.

Definición
Dado un caracter χ modulo N, el subespacio propio asociado a
χ deMk (Γ1(N)) es:

Mk (N, χ) = {f ∈Mk (Γ1(N)) : f [γ]k = χ(dγ)f ∀γ ∈ Γ0(N)}

Se puede probar lo siguiente:
I Mk (N,1) =Mk (Γ0(N)).
I Mk (N, χ) = {0} salvo si χ(−1) = (−1)k .
I Mk (Γ1(N)) =

⊕
χMk (N, χ).
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Dado d ∈ (Z/NZ)× defino el operador diamante:

〈d〉 :Mk (Γ1(N))→Mk (Γ1(N))

〈d〉f = f [α]k

donde α =
(

a b
c δ

)
∈ Γ0(N), δ ≡ d (N).
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Defino tambien el siguiente operador:

πχ =
1

ϕ(N)

∑
d∈(Z/NZ)×

χ(d)−1〈d〉

Para probar la descomposicion hay que probar:
1. π2

χ = πχ.
2. πχ(Mk (Γ1(N)) ⊂Mk (N, χ).
3. πχ = 1 enMk (N, χ).
4.
∑

χ πχ = 1
5. πχ ◦ πχ′ = 0, si χ 6= χ′
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Sabemos que
Gv

k [γ]k = Gvγ
k

para todo γ ∈ SL2(Z).
Si v ∈ (Z/NZ)2, v = (0,d) se cumple que:

(0,d)γ = (0,ddγ) ∀γ ∈ Γ0(N)

Por lo que la siguiente suma esta enMk (Γ0(N)),∑
d∈(Z/NZ)×

G(0,d)
k

Esta otra suma esta enMk (N, χ),∑
d∈(Z/NZ)×

χ(d)−1G(0,d)
k
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Queremos hallar una base de E(N, χ).

Definición

Dados u, v , ψ ∈ Ĝu y ϕ ∈ Ĝv , tales que (ψϕ)(−1) = (−1)k

definimos:

Gψϕ
k (τ) =

u−1∑
c=0

v−1∑
d=0

u−1∑
e=0

ψ(c)ϕ−1(d)G(cv ,d+ev)
k (τ)

Es facil de ver que Gψϕ
k ∈Mk (uv , ψϕ)
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Teorema

Las series de Eisenstein Gψϕ
k toman la forma:

Gψϕ
k (τ) =

Ckg(ϕ−1)

vk Eψϕ
k (τ)

donde Eψϕ
k tiene expansion de Fourier:

Eψϕ
k (τ) = δ(ψ)

( ∞∑
n=1

ϕ(n)

n1−k

)
+ 2

∞∑
n=1

σψϕk−1(n)qn, q = e2πiτ

Donde δ(ψ) = 1 si ψ = 1 y δ(ψ) = 0 si no,

σψϕk−1(n) =
∑
m|n
m>0

ψ(n/m)ϕ(m)mk−1
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Definición
Dados N > 0, k ≥ 3 enteros.

AN,k = {(ψ,ϕ, t) : ψ, ϕ caracteres primitivos modulo u, v ,

con (ψϕ)(−1) = (−1)k , tuv |N}

Se puede probar que |AN,k | = dim(Ek (Γ1(N)))

Definición
Dada (ψ,ϕ, t) ∈ AN,k defino

Eψ,ϕ,t
k (τ) = Eψ,ϕ

k (tτ)
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Teorema
Dado N entero positivo y k ≥ 3. El conjunto{

Eψ,ϕ,t
k : (ψ,ϕ, t) ∈ AN,k

}
respresenta una base de Ek (Γ1(N)). Para cualquier caracter χ
modulo N, el conjunto{

Eψ,ϕ,t
k : (ψ,ϕ, t) ∈ AN,k , ψϕ = χ

}
representa una base para Ek (N, χ).
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