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Formas modulares.

Funciones modulares - Interpretacién modular.

Curvas Modulares y Espacios de Moduli.

Puntos Modulares para I' = T'g(V), 1 (N), (V)
Q Punto modular para I'g(N): (E,C) con C < E,C ~Z/NZ.
Q Punto modular para I'1(N) : (E,Q) con Q € E,0(Q) = N.
Q Punto modular para I'(N) : (E, (P,Q)) con en(P,Q) = 1.
Curvas modulares y Espacios de moduli para I’
Q Curva modular para I': Y/(T') = T'\'H.

Q Espacio de moduli para I': S(I") = {Ptos. mod. para I'}/ ~.
©Q Nomenclatura para los casos I' = T'y(N), 1 (N),T'(NV):

@ Curvas modulares correspondientes:Yy(N), Y1 (N), Y (N).
@ Espacios de moduli correspondientes:Sy(N), S1(N), S(N).



Formas modulares.

Funciones modulares - Interpretacién modular.

Curvas Modulares y Espacios de Moduli.

Correspondencia entre los espacios de moduli y las curvas
modulares:

Q Caso I'g(N):
So(N) —=Y3(N) , [Er, (% 4 A7)] = To(N)7.
Q Caso I'1(N):
S1(N) —=Yi(N),[E;, & + A;] = T1(N)r.
Q Caso I'(N):
S(N) —==Y(N),[Er, (% + Ar, % + A;)] = T(N)T.



Formas modulares.

Funciones modulares - Interpretacién modular.

Curvas Modulares y Espacios de Moduli.

Consideremos dos espacios de funciones:
Q Fi(T) = {F : {ptos. mod. para I'} — C : F tiene peso k}
QO My(D)g={f:H — C: fesdeb. mod. para I' de peso k}
Correspondencia entre ambos espacios: Caso I' = I'1 (V)
Q F e Fi() ~ f(1) = F(Br, 5 +Ar)
Q fE€My(T)g~ F(C/A 2+ A) = wy " ()

w2

donde wy = 2N, A = w1 Z + WQZ,Im(Z—;) > 0.



Formas modulares.
Operadores de Hecke.

Operadores de Hecke: Existe una familia de operadores que juega
un papel importante en la teoria de formas modulares que se
denotan por T}, y (n).

@ Son operadores conmutativos en My (I'1(N)) con subespacio
invariante Si(I'1 (V)).

o Puede definirse un producto interno en Si(I'1(N))

(Pettersson) de forma que (n) y T), resultan operadores
normales para (n,N) = 1.

o Si(T'1(INV)) posee un subespacio Si(I'1(N))™" invariante por
lo operadores de Hecke que posee una base de autoformas
para todos los operadores anteriores. Toda autoforma
normalizada para los operadores de Hecke corresponden a
Series de Dirichlet que poseen un producto de Euler y
satisface cierta ecuacién funcional.



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Operadores de doble coclase

o Doble coclase: T'1al'y con ', Ty < Sle(Z) y a € Gl;(@).
o Propiedad: I'1\I'1al's = {161,159, ..., 18} (finito)
o Observacién: Si f € My(T1) yI'i8=T18" = f18lk = f18k
o Definimos el operador de doble coclase (asociado a I';al's) de
peso k en M. como:

fllrals), = f[Bilk + flB2le + .- + flBir V€ My

o Lleva My (T'1) — My (T2)
o Lleva Sk(l“l) — Sk(r2)



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Los operadores diamante (d) y los operadores de Hecke
1y

Consideramos I'o(N) — (Z/NZ)* dado por ( CCL Z ) —d

epimorfismo de kernel ' (V).

Luego I't(N) < To(N) y I'o(N)/T'1(N) = (Z/NZ)*.
Consideremos [I'1al'1] con a € T'o(N) , f[l1al'1]x = flofk
Vf € Mg(I'1(IV)).

Lo(N) x Mg(I'1(N)) = Mp(T'1(IN)) accidn por translacién
que baja a una accién en el cociente:

(Z/NZ)* x Mp(T'1(N)) = Mi(T1(N)) = (d)f = fDolk

para algin vy = ( OZC ?i ) € I'y(N) cont =d (méd N)
(Operador diamante (d)).



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Los operadores diamante (d) y los operadores de Hecke
1y

Descomposicion de M = M (I';(N)) en espacios asociados a
caracteres.
Reinterpretando resultados:

M =P My(N,x)
X

M(N,x) ={f e M:{d)f =x(d)f}

— Descomposicién del espacio M en subespacios propios.



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Los operadores diamante (d) y los operadores de Hecke
1y

Para p primo se define T}, = [I'1 (IV)a,I'1 (N)] con oy = ( (1) 2 )

Observaciones:
o Ty (M)l (N) = {y € My(Z) : v = < é ; )
(méd N),det(y) = p}
o SI Y S Fl(N)apFl(N) = Fl(N)’)/Fl(N) = Fl(N)apFl(N)



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Conmutatividad con los operadores diamantes.

Prop. (d)T), = T, (d).
Corolario: Los subespacios M (N, x) son invariantes para los
operadores de Hecke T;,.



Formas modulares.
Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Férmulas explicitas para los operadores de Hecke T,

Férmulas explicitas

e (o 2 ) pIN
Tl ) e (f 0 e ptw
dondeM:(le Z)GSZQ(Z)



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 1.

Férmulas explicitas para los operadores de Hecke T,

Férmulas mas explicitas

o T, 1(7) = Yoo (am(f) + In(@)p*az (()1)) a"



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 2.

Operadores inducidos por transformaciones lineales en
V.

o Consideremos V =@ Q(C/A, 7 + A).
— GUV) x Fr(T1(N)) = Fr(T1(N))

T(C/A,7+A) = ai(C/Ai,7i + Ai) =

TF(C/A7+A) = a;F(C/Ai,7i + As)



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 2.

Definicién de los operadores de Hecke como operadores
en F(['1(V))

Segunda definicién de los operadores diamantes (d) y de Hecke T,:
o Para (d,N) =1: (d)(C/A, 7+ A) = (C/A,dr + A).
o Para N € ZT: T,(C/A, 7+ A) = L 3 (C/N, 7+ N)
A’ superlattices de A de indice n tal que oc/y/(7) = N.



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 2.

Propiedades multiplicativas de los operadores de Hecke.

Q (d1)(d2) = (drda).
Q o Si(m,n) =1 entonces T, T, = Trnn-
o Ty :Tzf si p|N.
) Tpe = Tpe—1Tp - pre—szm
(donde T, (C/A, 7+ A) = 5 (C/LA, 7+ LA) para
(n,N)=1)



Formas modulares.

Operadores de Hecke - Interpretacién 2.

Resumiendo informacion.

En el anillo de series de potencias formales H[[z]] se cumple:
00 t_ 1 o
0 ) ST X" = =% S p|N.
o0 t_ 1 :
° Yo TnX' = oz, xr st N

Si f € My(N,x) se cumple que T),.,,(f) = n*2x(n) f
y por lo tanto en M (N, x) se satisface:

oo 1
T,n°=1I ( )
7; " P\ - Tp=s + x(p)ph=1-2




Formas modulares.

Correspondencia entre ambas definiciones.

Recordando ambas definiciones.

Operadores de Hecke - version doble coclase:

10
TP = [Flapl—‘l]aap = ( 0 P )

Operadores de Hecke - versiéon modular:

T,(C/A, 7+ A) = 1—1) > (C/A, T+ A)



Formas modulares.

Correspondencia entre ambas definiciones.

Correspondencia de ambas definiciones

Idea de la correspondencia:

1
ML (V) 2 My (T (V)

ey

Fi(L1(N)) —— Fp(T1(N))

2 Analizar superlatices de ', son IV = (T, %) hay p + 1

posibilidades. obtener férmula para TISQ). Comparar con la

férmula para T,Sl).



Formas modulares.

Correspondencia entre ambas definiciones.

Gracias.
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