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Notacao

o D < 0 discriminante fundamental (i.e., vV'D ¢ R, D = disc Q(v/D));
o C{(D) = grupo de classes de Q(v/D);
o h(D) = |C¢(D)| ntimero de classes de Q(v/D);

e j = fungao j-invariante:

(1 +240 3251 (X d3)‘1")3

. -
0= e (020a=d)
nz
j(i) = 1728, g-expansao de j:
T+1) =j(7), ) —_
jE 1/ ; jE ; j(627rz/3) =0, 1
—T)=I\T) i(r) = =
J J “(ino) = 100, J(7) p + 744 + 196884q +
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6dulos singulares (1/2)

SejaT el (J(r) >0)

o Ponto CM: 7 | A72+ Br+C =0 (

AB,CcZ, A>0, )

ged(A, B,C) = 1, tnica

e Modulo singular: j(7) (j = j-invariante, 7 ponto CM)

Pontos CM Formas quadréticas

TED Ax?® + By + Cy?

o disc(7) := B2 — 4AC
o 7~7 < (A,B,C)~ (A,B C)
o 7€ — (A B,C) reduzida

1. Intro
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Médulos singulares (2/2)

Pontos de Heegner Ap F.Q.B.s prim.s reduzidas de disc. D

. 2 2
Pontos CM 1 € .7, (a,b,¢) > azr® + bxry + cy
disc(r) = D t.q. b —4dac=D, e
B —a<b<a<coul<b<a=c
W w
TD — @ ou ﬂ <_> Forma principal
D=0(4) D=1(4) (1,0,—2) ou (1,1, 152)

Escreva Hp := corpo de classes de Hilbert de Q(v/D).
° Hp = QVD,i(rp)) (Ifn: QWD) = [Qliro) : @] = (D)
o {j(r)| 7 € Ap} = Gal(Q/Q(v/D))-conjugados de j(7p)

e j(7p) é um inteiro (!) algébrico
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A equacao 2® — Dy? = 1728

Considere a equacio diofantina 3 — Dy? = 1728 (= j(i)).
e Fatoracao de diferencas de moédulos singulares
e Solugdes do tipo (j(rp), j(p) — 1728) = (23, Dy?)
e Ideia: ABC = poucas sol.s assim = minorantes pra h(D)

ABC : a,b,c € 7Z coprimos. Ve > 0, 4C: > 0 t.q.
=== 14
(a+b=c) | max{lal, o, el} < Co( TTyjapcp)

Exemplo (Problema do nimero de classes 1)

Gross—Zagier: h(D) =1 = =z, y/|D| € Z. Mas entao

abc
5(rp)| < max{|z|?, |yv'D|%, 1728} < C. - |z -yVD|'*®
< C. - |j(rp)|E1+9),

entao ha apenas um numero finito de D < 0 com h(D) = 1. A
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Como cresce h(D)?

O qué sabemos?

e h(D) — oo quando D — —oo (Heilbronn, 1934)

o Listar h(D) (valores pequenos de |D|)
o Estimar h(D) (valores grandes de |D|)

o —D €{3,4,7,8,11,19,43,67,163} sao todos os D t.q. h(D) =1
o Resolvido por Heegner (~1952) [baseado em Weber]
o Refeito e clarificado por Stark, Birch (1967~9)
o Solucdo de Baker (~1970) [baseado no Teorema de Baker]

o h(D) cresce essencialmente como |D[Y?  (HRG = err ~ (loglog |D)*!)

h(D
s > (og D)

} > (log |D1D2|)71

o Hecke (1917): Se L(s,xp) # 0 préx. 1, entdo

h(D1)  h(D2)
|1)1|1/27 |D2|1/2

o Landau (1918): max{
h(D

o Siegel (1935): ml/)Q > |D|™¢ (ndo-condicional/nao-efetivo)
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O teorema de Granville-Stark

Teorema (Granville-Stark, 2000)

“N.e. zeros de Siegel”

Conj. abc uniforme — pra L(s,xp), D <0

Ve

anville

Estudar z® — % = 1728 A. G?

e ABC uniforme em corpos de nimeros (abc-U)

abc-U = minorantes para h(D)

e Minorantes h(D) <= “n.e. zeros de Siegel”
H. Stark
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A equacao 2® — y? = 1728

e Solugdes do tipo (j(rp), j(p) — 1728) = (23, y?)

ABC (em Q) :

log max{|al, [b, ||} < (1+¢)| > logp
plabe

log -condutor

+O.(1)

e Aplicando a mesma légica para 23 — y% — 1728 = 0, obterfamos:

log max{|z[?, [y[?} < log max{laf*, |yl?, 1728}

Como tornar

C

| Ot

isto preciso?

logmax{|z|3,|y|*} < (6 + ') - erro

b
ag (1+¢)log-cond(12|zy|) + erro
<

(1 + ¢) log max{|z|?, |y|*} + erro

Tafula, C. (DMS, UdeM)
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ABC' em corpos de nimeros (1/2)

Seja K/Q um corpo, V(K) lugares, V(K)"" C V(K) lugares nao-arq..

Para um ponto P = [zg : - - : ] € P}, definimos:

e altura (ingénua, abs, log) ht(P) o (log) condutor N (P)

1
log ((max{ |l } o 2 folos)
[K : Q] ’UGVZ(K) ( K2 ) [K . Q} UGV(K)non
Ji,7<n t.q.
v(xi)Av(z;)
Para a, b, c € Z coprimos, 0
@ ht([a:b: c]) = logmax{|al, |b], |c|} vp =Py
Do~ Py NQ
° NQ([a b C]) B ]-Og (Hp\abcp) fv = [Kv : qu]
_ « integral = ht(« log™ |
Praa e @, ht(a) = ht([a: 1)). & =T aZeA g [o7]

A = {conjugados of a}
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ABC' em corpos de nimeros (2/2)

abc em corpos de niimeros

Fize K/Q um corpo de nimeros. Entdo, para todo € > 0 existe C(K,e) € Ry
tal que, Va,b,c€ K | a4+ b+ c= 0, temos

ht(la:b: ) < (1+&) (NK([a b d]) + log(rdK)) +C(K,¢),

onde rdi = |AK|1/[K:Q] € o discriminante-raiz de K.

@ Ideia [G-S]: Resolver z® — y? = j(i) em diferengas de médulos singulares:

(o). i(rp) = 1728) = (ey?)  [2® —y* = 1728

J(tp) € Hp iLVID = Hp(x,y) ([ﬁ/) : Hp] < 6)

ATV AE R BTG = 1
Proposigao (para 0 < & < z47)

rdg, <6v/IDI | ht(j(rp)) <

1 _35E ((1+¢e)log |D| +2C(Hp,e)) + O(1)
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O qué obtemos?

Assim, para todo € > 0 pequeno, temos:

ht(j 1 2C(H
lim sup t(p)) < te + lim sup __%C(Hp,e) _ :
D——oc0o 310g‘D’ 1—5e D——o0 (1 _55) log‘D’
: [Hp : Q] = h(D),
? .
Como progredir? (Note que: log(rds ) = log | D] + O(l))

e Uniformidade: C(K,¢e) = C(¢) (= limsup <1)

o Uniformidade fraca: C(K,¢) = o-(logrdg) (= limsup <1)

o Uniformidade O-fraca: C(K,e) = Oc(logrdgx) (= limsup < +o0)
@ S. Mochizuki (2020):Jr C(K,e) = O([K : Q]**9) (insuficiente!)

TIgnorando certas tecnicalidades.
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Minorantes para h(D)

ABC uniforme (fraca) = ht(j(7p)) < (34 o(1)) log | D]

Mas ao mesmo tempo

az® + bxy + cy2

ht(j(mp Z 10g 7-(a b C))| reduzida
a,b,c) 7
1 " Dl ey
us
— + 0(1),
A(D) (a,zb,:c) ¢ ey = YD
€ portanto: o 2

g-expansao!

() =+
i(r) = p +0(1)
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Faixa critica

A L-fungao de Dirichlet de um caractere primitivo y (mod ¢):

L) =Y X i) > 1)

n>1 n
e Produto de Euler (R(s) > 1): b
1
o L(s,x) = 1;[ W
e Equacao functional: R(s)
o L*(s,x) = 7x(s) L(s, x) ¢ inteira 0 I -

o L*(s,x) =W(x)L*(1—s,%)

(onde |W(x)| = 1)
e TNP de Dirichlet:
o L(1+it,x)#0,VteR.
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Regioes livres de zeros classicas

[Gronwall 1913, Landau 1918, Titchmarsh 1933]

Escreva s = o + it (0 = R(s), t = 3(s)), e
seja x (mod ¢) um caractere primitivo.
Existe A > 0 tal que, na regiao

A

seClo>1———
— logq(t| +2)

I

a fungao L(s, x):
e (x complexo) ndo possui zeros;

e (x real) possui no maximo um zero,
que se existe é necessariamente real e
simples — o zero de Siegel.

D=

Dezembro 2021
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Caracteres de Dirichlet reais primitivos

{

Caracteres de Dirichlet
reais primitivos

—{®

D discriminante
fundamental

Q(vVD) p (mod |DJ)
Fatoracao D=Dy---D; XD = XD, *** XD,
(p) decomposto xp(p) =1
Ramificagao (p) inerte xp(p) = -1
(p) ramificado xp(p) =0
00 Real / Complexo xp(—=1)=1/xp(-1)=-1
Lfungio | Com)®) = DN@ ™ | Lis,x0) = X xplnn~?
Reciprocidade quadrdtica <= (g /p)(5) = ¢(s)L(s,xD)

Tafula, C.

(DMS, UdeM)

Dezembro 2021

19 / 40



“N.e. zeros de Siegel” para D < 0

Conjectura (“n.e. zeros de Siegel” para D < 0)

Existe 6 > 0 tal que L(3, xp) # 0 para 1 — L <p <1

log |D|
Equivalentemente:
I/ Ha relag()es precisas entre as quantidades
(D 7 (1,xp) < log|D)| L(1,xp), 1t(j(7p)), e h(D):
(2) ht(j(p)) < log | D] WD) «— ht(j(7p)) (visto)

ht(j(7p)) +— % (1,xp) (Teo 1)

(3) h(D)

‘D| Z a %(1,XD) +— zero de Siegel (delicado)

v

Tafula, C. (DMS, UdeM)
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Teorema 1 (T., 2021)

Para discriminantes fundamentais D < 0,
L/
L

1 . 1
(1,xp) = = ht(j(7p)) — 3 log [D| 4+ C + 0p——oo(1)
—_————

6

termo de erro

onde C = —1.057770. . ..

fObs.: (Colmez, 1993) Seja ED/(C uma curva eliptica ¢/ CM por Z[rp]. Entao:
r
—2htpai(Ep) = log|D| + = (O Xp) + log 27.

@ Colmez + Teo 1 = |htru(EDp) — %ht(j(mm =2.65537...+ 0p_—oo(l)

’ H Termo de erro ‘ ’ H Termo de erro ‘
Colmez (1993) || O(loght(j(rp))) Dimitrov (2016)* || O(1)
G-S (2000) || O(loglog|D|) T. (2021) || —1.05...+0(1)

*Nao publicado.
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Grafico de ht(j(7p))

2.0

ht(j(p))/3log | D|

0.5

|D| x 100
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Grafico de % (1,xp)




Constantes de Euler—-Kronecker

A funcao ¢ de Dedekind de Q(v/D) é dada por:

C(S)L(Sv XD)

> L)

o/ €CL(D)

onde ((s, o) = Z N - for &/ € C{(D) — (zeta parcial)

a mtegral
Em geral, conforme s — 1:
o (k(s) = +a+0(s—1)

° E(s) =~y +x +O0(s— 1)

o (x(s, ) =22 +xgR(A)+0(s - 1)

(Thara, 2006)

YK = co/c-1

Euler—Kronecker:

A(), o € Clx

Limites de Kronecker:

ZR

MECE (D)

1 I
K= > A) v+ 7 @Lxp) =
o eCly
Téfula, C. (DMS, UdeM) 3. Zeros de Siegel
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Correspondéncia para D < 0 (Ideais—Formas—Pontos)

(folw,y) la€ o] «— & __ | Classes de ideais | & — [T €[ fa(r,1) =0, a€ ]
| wecup) -l
_Nz+8y) g 7 AN
fal@y) = N@ 7 47 AN
(@=oZ+p2) [/ /labe) — [z+(2p2)z]  EETEAON
L [(a,b,¢)] — [_b ;“a‘/ﬁ} L
Formas quad.s (prim., pos-def) | - - - - _ _ _ _ 3 ) R Pontos de Heegner
[(a,b,c)] € FormQuad(D)/~ [-=--~-~ oo [7] € Ap/SLy(Z)
[ e+ 4] +— 1)
Zeta parcial Zeta de Epstein Série de EIS?I}Stem
- _— real-analitica
(s, o) © Zi(a,b,0))(5) < E([7], s)
1 1 (1)
> @ > 5 2 T
aCor N(a) (oyez? (az? 4 by + cy?) ez |mT + n|
a integral (z,y) # (0,0) (m,n)#0
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Limites de Kronecker para Q(v/D) (D < 0)

_ 1 2 ’ (a,b,c) —-b++vVD
4(57%) N wD<\/W) E(T‘QZ’S) g reduzida & 7 = 2

e Para 7 € b fixo, a expansao de Laurent de F em s =1 é:

E(r,s) = pom] + W(Q%(T) —log (1) +U(T)) + 27 (v —log2) + O(s — 1)
onde:
Uy =14y (Z 2) el (= 2oalatn) - F30)
n>1 \d|n

s

1
R(A) = 5%(7'%) —1log (1) +U(Ter) — P log |D| +2v —log?2

Vv Vv
termo </ -dependente D-dependente constante
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Teorema da equidistribuicao de Duke

Ap ={7y | & € CUD)} € equidistribuido em F.

Se f: . # — C é Riemann-integravel, entao:
lim —— Y f(r) f
D——oco h D
MGCZ (D)
Y
wy z=x+1y
Yrsrsl)
7200500
20400000000 3 dxd
i du = 2&5Y W. Duke
“eay T y?

Elemento de
drea hiperbdlico
:c normalizado

S, UdeM) 3. Zeros d Dezembro 2021 27 / 40



Demonstracao do Teorema 1

1
FLK: R(«) = g%(w) —log 3(7y) + U(7er) — 5 log |D| + (27 — log 2)
° / U(z) dp = 0.000151 . ..
F 1
[ log S(7er)
h(D) mecZuD)

° / log(y) du = 0.952984.. ..
T é dificil sem o
teorema de Duke!

° / (1og+ l7(2)| — 27ry> dp = —0.068692. ..
F

| (pelo Teo. de Duke)

11 s 1 ,
YTo(D) = G(h(D) we%e:([)) log J(Tgf)|> 5 log| D]+ C" +o(1)
¢
r 1 , 1
71 x0) = Ght(j(70)) — F1og|D| +C+o(l) | o

C = —1.057770...
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Teorema principal

L
=(1,
[( XD) 0

abc uniforme (fraco) = limsup W B

D——o0

ht(7 abc-U
@ Algébrico: limsupw < 1 T(Granville-Stark, 2000)
A7gebrico og

D——o0

ht(j
@ Analitico: limsupM > 1 (T., 2021) [ndo-condicionall]
3log |D|

D——o0

COROLARIO PRINCIPAL:
abe-U fraco V5B 4+ o(1)
= R|L = l— ——
+ PI‘Op 1 max{ﬁ € | (/87 XD) 0} < log ’D‘ J

Dezembro 2021 30 / 40
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A soma ), %

Seja D < 0 um discriminante fundamental.

e Fdérmula classica (Eq. functional 4+ produto de Hadamard)

Cewn= (3 ) - pes(2) -5 ()

e(xp)
o Por reflexdo: t
, 1 — 0 zeros of L(s,
Lio,x)=0 = & ¢ ( ﬁ)
0, 1 — o zeros of L(s,X) . /
. .
o Assim: L RN 1
1 1 r 1
> ;= 31081Dl+ 7 (Lxn) - 5(’Y+10g77>
(xp)
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Pareando zeros (1/2)

Em geral, escrevendo (p € faixa critica, € > 0):

1 1 1 1

II = + + + areamento
=(0) ote Dte 1—pte 1-p+te (pareamento)
obtemos:
I,-1(0) 1 L 1 " /o+1
————2 = —log|D| + — — = == 1
o(xp)

@ Objetivo: Estimar IIy na faixa critica

o Ideia: Perturbar ¢ em Il

Tafula, C. (DMS, UdeM) 4. Maj.s para h(D) Dezembro 2021 32 / 40



Pareando zeros (2/2)

Lema 1 (lema do pareamento)

E Para todo s € S, temos:

Io(s) > ) (o= 1)

v

@ Tome 0<e <1, M >2, e considere
By = {s NG ! !

oc>1—-—, |t|<7}
Entao, em &\ (Ba U (1 — Ba)) temos:

M VM

|Io(s) — c(s)| < 5MeTl.(s)

Tafula, C. (DMS, UdeM) 4. Maj.s para h(D)
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Demonstracao do corolario principal

Para todo zero nao-trivial ¢ de L(s, xp), temos:

m(L) < (1 - %) log D]+ Z-(1,xp) + (VB - 1)

1-op

@ Usando que abc-U fraco + Teo 1 = lim sup ﬁ <0,se f€[0,1] ¢
D——

um zero de L(s, xp), entao
1 13\1
—— < | |1=—=) z+0(1)])log|D]|.
1-p (< \/5)2 ()) eP

VB +o(1)
log|D| |

@ Como ((1— %)%)_1 = /5y, rearranjando: | < 1 —

Tafula, C. (DMS, UdeM) 4. Maj.s para h(D) Dezembro 2021 34 / 40



I[solando o zero de Siegel (1/2)

Usando o segundo lema do pareamento:

Suponha que para x (mod ¢) primitivo, L(s, x) ndo possui zeros (exceto um
possivel zero de Siegel 5 = 3,) na regiao

1 1
s€Clo>1-—, [t|<——7,
f(a) f(a)
para alguma f : Z>5 — R com 2 < f(q) < logg. Entao:

R( 10 = 125 +0(V@hea)

o RLZ cléssica: f(q) = O(logq).

/

L
“n.e. zeros de Siegel” <= f(

17XD) < IOg’D‘J

Tafula, C. (DMS, UdeM) 4. Maj.s para h(D) Dezembro 2021 35 / 40



I[solando o zero de Siegel (2/2)

Um inteiro ¢ é k-suave se todos seus fatores primos sao < k.

Regiao livre de zeros de Chang (2014)

Para x (mod ¢) primitivo, L(s, x) nao possui
zeros (exceto um possivel zero de Siegel) em
1
c>1-—, |t|§1},

{SGC f(a)

onde f : Z>2 — R satisfaz:

f(q) = o(log q) para médulos ¢°M-suaves M.-C. Chang

v

e RLZ de Chang + Proposigao 2:

K ) = 5 +O(VFID) Tog D).

onde fp :=max{f € R | L(B,xp) = 0}.
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Demonstracao do Teorema Principal

r 1
70.x0) = =5 +O(VFID) Tog D)
e Como 1 15 >0, e \/f(|D|) log|D| = o(log |D|) para discriminantes
—bp

fundamentais |D|°()-suaves, segue que

lim sup 7%(1’ )
D——co log | D|

|D|°™M) -suave

> 0. (]

Corolario (“n.e. Siegel zeros” forte)

Assuma abc uniforme fraco. Para qualquer A > 0, quando D — —oco por
discriminantes | D|°M-suaves, todos salvo um niimero finito de Ds

satisfazem A
R| L 1— .
max{/@ € | (/87XD)} < log]D|
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Majorantes para h(D)

Para discriminantes fundamentais D < 0, temos que:

j’glogwr +0(1) < ht(j(rp)) < (1+0(1))3log D)

T \/7 1 = 1
(1+0(1))310g|D| > g ShD) < (\f’LO(logm)) 3log|D| >

(a,b,c) (a b)

onde:
* ~
@ desig.s estrela “<” sao condicionais em abc uniforme fraco.

@ se D é |D|°M-suave, entdo desig.s estrela tornam-se igualdades
(assintéticas) estrela.

o HRG = igualdades assintéticas estrela para todo D, com termo de erro

O(“g2el2l). (B.g., ht(j(rp)) = 3log|D| + O(loglog |D|) sob HRG).
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iMuchas gracias!
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