Soluciones de la VII Olimpiada Iberoamericana de Matematica Universitaria

2004

1) Sea p un polinomio de grado menor o igual a 4 con p(1) = p(—-1) =0,p(0) =1y

tal que, para todo x € [—1,1], p(z) < 1. Encuentre el mayor valor posible de

/_ 11 p(t) dt.

Si p(1) = p(-1) = 0, p(z) es un polinomio de la forma

Solucion:

p(z) = (22 — 1)(az® + bz + ¢).
[1 punto]

Como p(0) = 1y p(x) < 1 para todo = € [—1,1], tenemos que 0 es punto de
méaximo local de p(zx), y luego p'(0) = 0. Asi, como p(z) = (2 — 1)(az? + bx + ¢),
debemos tener ¢ = —1 y, como p'(zr) = 2z(ax?® + bx + ¢) + (2? — 1)(2az + b),
0 =p'(0) = —b, de donde b = 0. [+ 1 punto]

Asi, p(z) = (2% — 1)(az® — 1), y, como 0 es punto de méaximo local, debemos
tener p”(0) = —2(1 4+ a) < 0, de donde a > —1. Asi, p(z) = (1 — 2?)(1 — az?) <
(1—2*)(1+2?) =1—2* para —1 <z < 1,y p(z) = 1 — z* satisface las condiciones

1 1

2

del enunciado. Asi, / p(t)dt < / (1—tYdt=2— = g . [+ 2 puntos]
-1 -1

2) Considere la matriz real cuadrada S de orden r y entradas

n
Sij = E k’H_J.
k=1

Calcule det S (en funcién de 7).



Solucién:
Sea A la matriz con entradas a;; = j°.
Podemos escribir S = AA*, de donde det S = (det A)2.

Escriba

(1 2 3 ... n) /111...1\(1

12 22 32 ... n? 1 2 3 ... n 2
A=113 22 3 ... =1 22 3 ... nr |- 3
\1* 20 30 oan)  \anttoontogent o plembn) \ n)
4 D
donde det A = det V' - det D.
Claramente det D = n! [2 puntos]
La matriz V' es una matriz de Vandermonde:
detV= J[] G-9)=mn-1)!(n—2)---21!
i<i<j<n
Asi, det S = (1!...2!...31...(n = 1)!-n!)2
Observar la relevancia de la matriz V' y de su determinante: [2 puntos]
Calcular det V. [2 puntos]

3) Sean Ny, N,, N3 matrices reales 2 x 2 tales que NZ = N2 = N2 = 0.

Pruebe que si existen numeros reales x;, xo, £3 no todos nulos con
$1N1+$2N2+$3N3 =0

entonces existen indices ¢ # j y un nimero real r con N; =r N;.

Solucion:



El caso N; = 0 es trivial.

Claramente debemos tener tr N; = tr Ny = tr N3 = 0.

. a G
Escriba N; =
by —a
a3 + bic 0
Tenemos N2 = [ '
0 a% + b101
Asi, a? 4 bic; = 0. Analogamente, a3 + bycy = a2 + bzcz = 0. (*)

[2 puntos]
12 solucion:

El conjunto de los puntos (a,b,c) € R® tales que a? + bc = 0 es un cono circular

b+c 2 b—c\?
recto en R® pues a2+bc=a2+< ) — <—> )
P V2 V2

Asi todo plano pasando por la origen intersecta el cono en 0, 1 6 2 rectas. Si existen

x1, Tg, T3 no todos nulos con z; Ni+x2 No+x3 N3 = 0 entonces (ay, by, ¢1), (az, be, c2),
(a3, b3, c3) estan en la interseccién del cono con el plano z1a + z2b + z3¢ = 0, donde

hay dos puntos colineales, como queriamos demostrar.
22 solucién (a partir de (*))

1
Se ¢; # 0, podemos, multiplicando N; por — , suponer ¢; = 1. Tenemos asi 3 casos
&

a considerar:

Ci =C=c¢C3 = 1

Tenemos b; = —a? . Asi los 3 puntos (a1, by), (az, b2), (a3, b3) estdn sobre la parabola
b= —a? Siz Ni+ 29 No+ x5 N3 =0 entonces los 3 puntos son colineales pero, es-

tando sobre una pardbola, esto significa que dos de ellos coinciden, como queriamos.

[+ 2 puntos]

ca=c=1c=0



0 0
Podemos suponer N3 = ,osea, a3 =0, bg=1, c3=0.
10

Sizy Ny + x9 Ny + 23 N3 = 0 entonces 1 + x5 = 0y x1a; + z2 a5 = 0, de donde
as = a1 y No = N1, como queriamos.

Cp =C3 = 0

En este caso podemos escribir Ny = r N3.

32 solucién (a partir de (*))

Como en la segunda solucién dividimos en casos, ahora haciendo

1
(azl,bz——) ou | N=c ou | N=5b
00 10

Los dos puntos con a = 0 tienen que ser tratados separadamente. Los puntos de la
forma a = 1 forman una hipérbole, donde no existen 3 puntos colineales.

(4 2 puntos por tratar el caso a = 1)

4) Sea {0, 1}" el conjunto de las sucesiones de n términos con valores 0 6 1. Decimos
que dos puntos de {0, 1}" son vecinos si difieren en una tnica coordenada.
Los conjuntos A, Ay, ..., Ax son disjuntos y su unién es {0,1}". Sabemos que

para cualesquiera i # j existen a; € A; y a; € A, tales que a; e a; son vecinos.

Pruebe que
n > 2logy k — logy logy k — 1.
Solucién:
Como {0,1}" tiene 2" elementos y Aj, Ag,..., A son disjuntos, debe existir
J < k tal que A; tiene a lo sumo 2"/k elementos. [1 punto]

Como, para todo 7 < k con i # j, existen a; € A; y a; € A; tales que a; y a; son

vecinos, y hay k£ — 1 posibles elecciones para i # j, debemos tener k — 1 < n-2"/k,

4



pues hay como méaximo 2" /k elecciones para a; € A;, y cada uno de estos a; tiene
n vecinos. Asi, tenemos k(k — 1) < n-2". [+3 puntos]
Como f(n) = n-2™ es uma funcién creciente, es suficiente mostrar que f(2log, k—
log, log, k—1) < k(k—1) para concluir el resultado, pero f(2log, k—log, log, k—1) =
(2log, k —log, log, k —1)22182k—logzlogs k=1 — (9100, k —log, log, k—1)-k2/(21og, k),

log, 1 1 1
de donde f(2log, k — log, log, k — 1) < k(k — 1) e 1 — 82lo&k+ L 1

2log, k k
2logy k < k(logylogy k + 1). Para k = 2 vale la igualdad, para k£ > 4 tenemos
k% < 2F de donde 2log, k < k < k(log, log, k+1), y para k = 3 2log, 3 < 3(log, log,
34+1) & 9 < 8-(log, 3)%, pero log, 3 > g, de donde 8- (log, 3)* > 8; =12 > 9. Asi,
el resultado vale para todo k > 2. [+2 puntos]
5) Sea ¥ C C el conjunto de todas las raices de polinomios ménicos de grado k y
coeficientes enteros.

i)Muestre que T MR es denso en R pero T, no es denso en C.

ii)Determine si T3 es denso en C.

Obs: Un polinomio es monico si su coeficiente de mas alto grado es igual a 1.

Un conjunto X es denso en R (resp. C) si para todo z € R (resp. z € C) y todo

€ > 0 existe w € X con |z —w| < e.

Solucién:

a+ Va2 — 4b

a) Las raices de 2 — ax + b = 0 son dadas por — 5 y, si no son reales,

a . ,
su parte real es 2 que es la mitad de un entero. Asi, ¥ no es denso en C, pues

1 1
no hay, por ejemplo, ningin elemento de ¥, a una distancia menor que 1 de 1 + 1.

[1 punto]
Por otro lado, dado x € R, tenemos, para cada k£ € N, suficientemente grande,
= (z+k)—k=22+2kz+k? -k, de donde |(/[2® + 2kz + k2] — k) — z| =
1
2 2] _ /72 2 1
\/L.’E +2kz + k J \/37 +2kz+k ‘ S \/|_a:2+2k$+k2j+\/a;2+2km+k2 S T+ k » que
tiende a 0 cuando k tiende a infinito, lo que muestra que T2 MR es denso en R, pues




V2% + 2kz + k2] — k =: y satisface la ecuacién (y + k)? = |22 + 2kz + k*| € Z, y

luego pertenece a Ty . [1 punto]
b) Las raices z1, T2 y 73 de 2* — az? + bz — ¢ = 0 satisfacen
(*) X1+ To + XT3 = a, T1xo + 123+ Tox3z = b, T1Tox3 = C.
[1 punto]

Vamos a probar que €3 es denso en C. Dado un nimero complejo o + fi,
a, B € R, queremos mostrar que él puede ser aproximado por elementos de €3 con
error arbitrariamente pequenio. Suponemos sin pérdida de generalidad 5 # 0. Sea

R = o? + 82. Para cada a € N grande, la ecuacién
P(z) == 2 — az® + (2a(a — 2a) + R)x — R(a — 2a) =0
tiene raices a + i, «— fi e a — 2a, por (*). Vamos a mostrar que la equacién
Q(z) == 2* — ax® + [2a(a — 2a) + R]z — |R(a — 2a)] =0

tiene raices proximas a o + i, « — i e a — 2q, si a es suficientemente grande.
[2 puntos, por considerar esas ecuaciones con a grande]

Dado ¢ € R, tenemos, con b = 2a(a — 2a) + R,

Pla—2a+¢)=Pla—2a+¢)— Pla—2a) =
=3¢(a — 20)% + 3% (a — 20) + €* — a(2e(a — 20) + &%) + be =

=¢(a—2a)? — 2¢(a —¢)(a — 2a) + (Re — 2ae® + &*) = ea* + O(a),

mientras |Q(a —2a+¢) — Pla—2a+¢)| < |a —2a+¢|+1 = O(a). Asi, dado
e>0, Qla—2a+¢)=¢eca’?+0(a) >0y Qa—2a—¢) =—ca’2+ O(a) < 0,
si @ € N es suficientemente grande, de donde @Q(z) tiene una raiz en el intervalo

(a — 2a — €, a — 2a + €). En outras palabras, Q(z) tiene una raiz ¢ — 2@, con



& = a + o(1), donde utilizamos la notacién o(1) para representar términos que

tienden a 0 cuando a crece. Las otras raices de Q(z), digamos y; e ys, satisfacen
Y1+ Yy =0a— (a—2a&) =2& =2a+ o(1)
y1-y2 = |R(a —2a)]/(a — 2&) = R+ o(1),

de donde y; e y, son iguales a a+ fi+o(l) y a— fi—o(1), una vez que a+ i e a— f3i
son raices de la ecuacién 2% — 2az + R = 0, pues satisfacen (a+ 87) + (o — i) = 2«

e (a+Bi)(a—pBi)=ao®+ % =R. [+ 2 puntos]
6) Para cada entero positivo n, sea
Xp={-2n+1,-2n+3,...,-1,1,...,2n—3,2n — 1}

el conjunto de los enteros impares de médulo menor que 2n. Sea P, C [z] el conjunto
de los polinomios p de grado menor que 2n tales que |p(z)| < 1 para todo z € X,,.
Sea g(n) = max,ep, p(0) el mayor valor posible de p(0) para p € P,,. Pruebe que el

limite

existe y calcule su valor.

Solucién:
Dados los 2n valores p(a), a € X,,, el polinomio p(z) € P, que asume los valores
p(a) para a € X,, es determinado (por interpolacién de Lagrange) por la expresién

(*) plx)=> p) - ] <Z — z> . [1 punto]

a€Xy beXn\{a}

Asi, si |p(a)| < 1 para todo a € X,,, tenemos

p0) <> I

a€ Xy beX,\{a}

b
a—bl|’
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valendo la igualdad si, para cada a € X,,, escogemos en (*), para cada a € X, ,

p(a) € {—1,1} con el mismo signo que  [] ( — ) Por lo tanto, tenemos

beX,\{a} \O& —
a€Xn be X, \{a} ‘
[+ 1 punto]
n
Queremos calcular lim 9(n)
n—o [n(n)
b
Vamos entonces estimar los términos [[ |——|, con a € X,,. Tenemos
beXn\{a} | @ — D

b
Xp, ={2/-1,1—-n < j <n} Sia=2-1¢€X,, ‘:
be X \{a}
II |a—b]. Tenemos [] |b/=(1-3-----(2n—1)) /|2] —1] =
beXn\{a} / beXy\{a} beXn\{a}
(2n)! 2 .
~ 2j—1l,y I l|a—bl=2-4----. (2j4+2n—2)-2-4----- 2(n—j) =
2n - beX,\{a}

22n= 1(n+] —D)!(n — 7). Asi,

I b (2n)!(n + 7)(2n)!  n+j ( on )(m)

— - N — 7)194n—1 _ 112]95 _ = 94n—119; _ 1| .
beXa\fa} " b‘ (n+7)(n— )21 -n22j — 1| 21|25 — 1| \n +j

y por lo tanto

1 n+7 2n 2n
s = X g (),
T 24n 127 —1] \n+j/\n

. c. n , ..
Para estimar g(n), notemos inicialmente que ( ) es (por la férmula de Stirling
n

(2n)!  (2n)™ e VAnm
nl2 (n™ e~ \/2n7)?

[+ 1 punto]

o por algin argumento equivalente) asintGticamente

22n

Nz




Note ahora que

(Qn )/(2n>_ n!? o n n-1 n—j+1
n+j n) (m+)n—35" n+l n+2 n+j

Sij>linn-\/n,
J _ -2 . 2 2
227" 1> /S (Inn - +/n) >lnn

n+r ~n+j n+lnn-yn = 2

r=1

de donde

J 2r —1 In’n 1
H 1-— <exp|— < —, para n grande.
n+r 2 n

2 2 2 2
Como( n)z( n,),sijg—lnn-\/ﬁtambiéntenemos( n)/( n)<
n—+) n—7 n—+) n
Lo 2n ) L i > inn-/n [+ 1 punto]
— uego — siempre que nn-/n. unto

nay g n+j n n pre que 7| = p

Por otro lado, si |j| < +/n/lnn,

(/=T (-2 ) =T (k)

r=1 r=1

> 7 > exp( 2 )s1-2
exp | ————— exp(| — - .
=OPAT,C j+1) — P In?n) — In?n




Asi,

et (7))

jl<vafinn
™) n+ 2
j n
g 7 () ( )+
2 |j|<%mn 2 =11 A\ntj

1 n+j
< X w6

L <jl<vminm

1 n+j
2 ol ( ><n+g>

n>[j|>v/ninn

2n .
< (n) . 2n\ n.—i-j 2n. n
- 24t |J—1| n/) |27 =1\n+j

lj |<\/_/l

N o (2n Z 1 N n om\? 1
24n=1\ n 127 =1  2*-1.\/n \n n

n<|jl<yminm

1 nl
Tenemos que 3 51| es del orden de —ln <\/\/:/Z£l) = Ininn

—<[|jl<vninn
Inn

2n + ) 2n il 2n n 2n (2n
"\ n nJ n-+j =V n-+j n’n\ n

(
< (ﬁ + li—?ﬂ) (2"> =0 (n (i’:)) para |j| < v/n/lnn, de donde

Inn n

(2:) n 2n n+j 2n n-: (2:)2
. — - . =0 7‘[7’)’” 3
12j — 1|\ n 12/ — 1| \n+j 24n-1

94n—1 Z
< Inn. Por lo tanto, mostramos que

AN

= o(lnn), e

l7l<v/n/inn

pues > ,
il<vipinn 127 =1

1 n on > on\ dn—1
Z 24n—1|2]_1|(n) _g(n) _O(n(n> 2 -lnn ’

Jl<vn/inn
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22n 2 24n
) nmw

20 2 2
ero es asintéticamente = ——,dedondeo (n (P72t 1 Ip n) =
p ( ) ) ( — (%)

o(lnn).

Por otro lado,

Z 1 n 2n 2_ n 2n 2 Z 1
24n=1 125 —1] \n) 21 \ 125 — 1

li]<vn/inn li|<vn/lnn
P n 2in Vvn . Inn
es asintoticamente -— - In|—, que es asintéticamente —— , o sea,
24n—1  ng Inn T
n 1
lim o) _ 1. [+ 3 puntos]

n—oo Inn ™

7) Sea § = {—1,1} el conjunto de todas las sucesiones con valores 1 y —1. Para

p,q € S, definimos
k)q(k
plqg<s lim E Mz().

n—00 n
k<n

Muestre que existe f: & — S tal que si p # ¢ entonces f(p) L f(q).

Solucién:

Sea 6(7,1) = {%J mod 2. Note que 6(j,7) = 0 se i > log, j. Defina

FENE)Y = T @) *.

0<i<log, k

Sean p,q € S, p # q. Sea a el menor entero tal que p(a) # ¢(a). Afirmamos que,

para todo entero positivo b,

Y ek Fa) k) Do

2a+1.b§k<2a+1(b+1)

De hecho, vamos a probar que si 2¢71h < j < 2971ph 4+ 2% entonces

F@)G) F@)6) E ~(F@)G +29 - (F@) G +29.
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Efectivamente,

Analogamente
(f(9)(G +2%) = q(a) - (f(2))(5)-

Como p(a)g(a) = —1, tenemos la igualdad (**), de donde (*). De (*), tenemos

Y ()RS (@)(k) = Y. RS (@)(k) <20

y por lo tanto
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