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Problema 1 (4 puntos)
Sea p un polinomio de grado menor o igual a 4 con p(1) =p(—1) =0,
p(0) = 1y tal que, para todo = € [—1, 1], p(z) < 1. Encuentre el mayor

valor posible de
1
/ p(t) dt.
-1
Problema 2 (5 puntos)

Considere la matriz real cuadrada S de orden n y entradas

n

Sij = E kH—].

k=1
Calcule det S (en funcién de n).

Problema 3 (5 puntos)
Sean N, Ny, N3 matrices reales 2 x 2 tales que N} = N2 = N2 = 0. Pruebe
que si existen numeros reales x1, 9, x3 no todos nulos con

.TlNl + $2N2 + .Z‘3N3 =0
entonces existen indices ¢ # j y un nimero real r con N; = rN;.[B

Problema 4 (6 puntos)
Sea {0,1}" el conjunto de las sucesiones de n términos con valores 0 6 1.
Decimos que dos puntos de {0, 1}" son vecinos si difieren en una tnica
coordenada.

Los conjuntos Aj, As, ..., Ag son disjuntos y su unién es {0, 1}". Sabemos
que para cualesquiera 7 # j existen a; € A; y a; € A; tales que a; e a; son
vecinos. Pruebe que

n > 2log, k — log, log, k — 1.



Problema 5 (7 puntos)
Sea Z), C C el conjunto de todas las raices de polinomios ménicos de grado
k y coeficientes enteros.

(a) (2 puntos) Muestre que Z, N R es denso en R pero Z, no es denso en C.
(b) (5 puntos) Determine si Z3 es denso en C.

Obs: Un polinomio es monico si su coeficiente de més alto grado es igual a
1. Un conjunto X es denso en R (resp. C) si para todo z € R (resp. z € C)
y todo € > 0 existe w € X con |z —w| < €.

Problema 6 (7 puntos)
Para cada entero positivo n, sea

X,={-2n+1,-2n+3,...,-1,1,... ,2n—3,2n — 1}

el conjunto de los enteros impares de médulo menor que 2n. Sea P, C R[z]
el conjunto de los polinomios p de grado menor que 2n tales que |p(z)| <1
para todo z € X,,. Sea g(n) = max,ecp, p(0) el mayor valor posible de p(0)

para p € P,. Pruebe que el limite

o 9()
n1—>oo In(n)

existe y calcule su valor.

Problema 7 (7 puntos)
Sea S = {—1,1}" el conjunto de todas las sucesiones con valores 1 o —1.
Para p,q € S, definimos

. p(k)g(k)
plq <<= nh_)ngo]KZnT—O

Muestre que existe f : & — S tal que si p # ¢ entonces f(p) L f(q).



