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Problema 5 de Hilbert

Hilbertacercadelosproblemas j

League

Thurston MathOverflow roro

Efiniatesucturas
simultaneas

1 Grupa simetrías
objetosgeométricos

E combinatorias

algebraicas

Ungrupoes un conjunto G con una operación asociativa conneutro

e inverso todogrupo es un subconjunto cerradodelas
biyeccionesdeotroconjuntocon laoperacióndecomposición



Y A

2 Grupostopolig Songrupos con una topologíacompatiblecon
sus operaciones

Típicamente simiramos transformacionescontinuasdeunespacio

topológico estasvienencon unatopologíanaturalquenos

permiteindicar si la transformación estácercade la identidad

Ejemplos
enterosp ádicos Zp y Zp

Unadescripeig Zp Lo ip 13 tal que contop producto

Lain o

ya o

It I En n o definido inductivamen

conf 2nsXntYntfn con

8ns O si xn.my Ip
s1sixnrtYn ittu i7p

acta
El D 40,0 es elneutro

El I p Yo p n t p x2 b

ejemplo p 2 el inversode 110,0
es 1,1 1,1 __

Otra Tomarlos racionales definiruna norma púdica

completary tomanaquellosquetienen valuación positiva



Obj En Zp hay subgrupos pequeños
De hecho 5ns EstabaEkptq Xi s o si ian

es un subgrupo cerrado yabierto

Notarque Zp q
I Grupoabelianofinito EYazcíclico

Esto permite pensaren estructurade limiteiner

7mg Zz
7
2 47

Idea quepermiteconstruir muchosotrosgrupos
topológicosinteresantes

a partirde gruposfinitos grupos profinitos

3 Gruposdelie Songrupos topológicos con laestructura

adicionaldeser variedadesdiferenciables

Ejemplos

GLal R matrices dxd invertibles

Slack g eGlace dekg 1

SOPig s qeGlp R y dejaxpt txp xp Xp invariant

l Gruposdematrices

ObsNotienengrupos pequeños 7 distancia normadematriz



y Eso tq t ge Blida 7 no tq g Blid e

deme Si g tiene v p demódulo 1 es obvio

Si todo v p es demódulo 1 es a Jordan es ok

b rotación esángulo
pequeño iteradose va

usando la exponencial se puededar una pruebaconceptual

que generaliza a TODO pupo de Lie

Qué dice el problema 5 de Hilbert

Se puedeeliminar lahipótesisde servariedaddiferenciable

y seguir sabiendoqueelgrupo
tiene lasmismascaracterísticas

NotaHaygrupostopológicosquenoson siquiera localmente
euclídeos nadé

jjjjj
Sea G un grupo topológico localmente

precisa euclídeo es G un grupode Lie

unadelaspero esdecir 7 estructura diferenciable única
razonablemente

en G que lo hacegrupode Liepopular



PIÑA Montgomery Zippin n 1950
Gleason

LapruebadeGleasonfueluegorefinadaporYamal 41953

paraobtener una
versiónmássatisfactoria

teorema Gleason Yamato Si G es ungrupotopológico

localmentecompacto sin subgrupospequeños entonces

G admite una túnica estructuradegrupodeLie

el resultadodeYamato I U entornode la identidad
esdehechomásgeneral Tqno 7 6 SU subgrupo

Orasformulaciones
No es obvioque localmenteeuclídeo
sinsubgrupospequeños

Version local Falso En flor 1970ciertasotrasinterpretaciones

Hilbert Smith Sea G grupo topológico

tq admite morfismocontinuo e inyectivo en Home N
con M variedad es G grupode Lie



9
Problemaabierto Se sabe enalgunoscasos

ey Si es Lip M en lugardeHomo N

Report Jeepin 97
si dimM 53 ms Pardon4013

Abrepuertas aotraspreguntas Quégruposactúanenvariedades
ver KMann Thestructureofhomeomorphismanddiffeomorphismgroups

SALGUNASAPLÍCA
NoticesAms v68 no4 ron

se Sea M variedadRiemanniana

Isom M S Diff M es un grupodeLie

corolariodirecto deGleasonYamate pero tb se puede
demostrar a mano

TeoremadeGromó Sea T un grupo

finitamentegenerado con crecimiento polinomial

T es virtualmente nilpotente



otras aplicaciones eg combinatoriaaditiva ver libro
deTerenceTao sobreel problema 5deHilbert

SAJASEASEESTRATEGIAPREBA
Vale lapenacomenzarpor unresultadomássencillo con
un saborsimilar

teorema cantan VonNeumann 1930

Sea HCG un subgrupocerradode un grupode lie

G Entonces H es un subgrupode lie

Ideas Supongamosque If acumula en la identidad

Gino H es discreto es de lie

Objetivo construir un grupo
a 1 parámetro dentro

de H

Usamos elmapaexpongil esep TaG G

dadopor exp donde 4 es la
solución

de la ecuacióndiferencial y por a

siendo p s Palp X con Lp G G es
x lospre



Se puedeverque exp TipG G es un difeode

un entorno deOETidG en unentornode id en G

Si hasid tomamos Hnetidt tq hasexp kn

Entonces elegimos subsucesión tal que

ÉÉ

Igf HaoE TaG denorma 1
Afirmación 4 t exp tHad E H

deme FijamostoeIR Como hasid 1Huh O

Sea Kiko 9 Ito hullHull 0 sexplant
Como H esfruto ht exp knHn E H

ComoHascerrado es hirsh EH

Porcontinuidad de exp has exptoto HEH

De forma similar podemos definir

As Tal como losvectores XEta6

expltX s H y unapruebasimilar implicaque



existe un entorno de id en G donde exp H EH

Eso pruebaque H es grupo de Lie y

Observación Un modelo localde un entornode id en G

estádadopor el espaciodegruposse un parámetro

U G 4 A G morfismo continuo

A V G le ponemos la topologíadela convergenciauniforme

y ña exp se puede identificar UCG I TaG

álgebrade Lie de G

Otan Si 9 R G grupocontinuoa un parámetro

es automáticamente liso dehechoanalítico
pues 3 X 4 t sexp EX

Lo bueno es que U G tienesentidoparagrupostopológicos

en general Sea 6 grupotopológico

U G 29 RosG homomorfismocontinuo



En U G usamos topologíade convergencia en compactos

Y Y si tiro tenemos 4
y

ll E

Claramente si 4 EU G podemosdefinir

146016 como 79 4 9 A

PH Es posibledefinir 9 4 si 9,46061

Idg 9 4 A slim E YAN

Esta ideahaceaguaportodoslados pq esconmutativo

pq tienelímite

jpg estáenUcl

Asumiendoquesepuede tb es relevante encontrarpropiedades

de U G quesean buenas

Un resultado clásicoquees útil

Prof Sea un espaciovectorialtopológicolocalmente

compacto es VER paraalgún d



Ejemplo IT s Rt el toroinfinito
con la topologíaproducto es un grupotopológico compacto

Notanque ULT es mediogrande

To tienesubgrupospequeños Lo RIP
Sonsubgruposqueconvergen a laidentidad

Una de las ideasclaveque introduce
Gleasones la deponer

una métrica enelgrupo G quehoy se conoce
como

métricadeGleason

DefSeaG un grupotopológico Una
métricadeGleason en G

es una distancia invariante a izquierda

d GxG IR o

quegenera la topologíadeG y cumpleque 7C
o tq

i Propiedaddeescape Si geG es tq digiid sEn
entonces d g id 7 E dLg id

ii Propiedaddeconmutadores Si g heG están en Bydid

entonces
d g h id S alg id dth id



Teorema Si G es un grupo topológico localmentecompacto

con una métricadeGleason es es un grupode Lie

Ifa Conestas propiedades se puedeprobarque U G

es un espacio vectorial topológico localmente compacto

y aplicar una estrategiasimilar a la delteorema
de Cartón VonNeumann

y

cómo construir métricasdeGleason

Herramientas MedidadeHaar
Noexistenciadegrupospequeños

sonclaramente obstrucciónpara la
propiedad deescape

TeoremadePeterWeyl
etc Lo estosirveparamostrarel

casocompactoquees
necesario

parademostrarque
Localmenteeuclídeo

sinsubgrupos

pequeños



SELTIEMPOPERMITE

El caso compacto

teorema Von Neumann Sea G grupotopológicocompacto

y localmenteeuclídeo G esgrupodeLie

2µm
1 Patente VU entornode ideG existe no y

C G Gla a morfismocontinuo tal

que Kere s U

2 Loanterior deestructuradelímite inverso a G

Edf I N Naa ON r ta QUEhid

deforma talque G Elim GIN

Hayque usar que G es localmenteeuclídeopara

verqueeste límite no puede sermuy feo


