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Préactico 2: Nociones topoldgicas elementales de R" (dltima parte)

1. (a) Expresar los nimeros complejos siguientes en la forma a + b7, calcular el médulo,
y representar graficamente.

(1+4)2, 1/0+1i), (1+d)/(1—26), °+i'C.
(b) Construir una representacién del conjunto de puntos del plano complejo que verifican

lz2| <1, z4+z=1, |z2—1|=z+1|, |z—i|+|z+1i =4

2. (a) Demostrar que si P(z) es un polinomio de coeficientes reales, se cumple P(z) =
P(z).

(b) Utilizar (a) para demostrar que las raicies no reales de un polinomio de coeficientes
reales se presentan por parejas. ;Cuantas raices reales puede tener un tal polinomio de
grado n?

3. Probar que en los siguientes casos no existe el lim, ) (0,0) f(z,y):
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4. (a) Sean f,g : U(C R") - R, y a € U. Probar que si lim,_,, f(z) =0y g es una
funcién acotada en alguna bola reducida de centro a, entonces lim,_,, f(x)g(x) = 0.

(b) Calcular los limites de la siguientes funciones para (z,y) — (0,0):

1 zy? ry3
T sen
.’,U2 _|_y2 _jL'2 +y2 1'2 +y4

5. (a) Probar que si lim, ) .(4p) f(7,y) = L y existen los limites unidimensionales:
lim,—q f(z,y) vy lim,_; f(x,y) entonces existen los limites iterados y:

lim (;gr%f<x,y>) = lim (lim f(r.)) = L

r—a

(b) Verificar que los limites iterados de f(z,y) = (x —y)/(z + y) existen en (0,0) pero
son distintos. Comentar.

() Verificar que los limites iterados de f(z,y) = (zy?)/(2?y? 4+ (z — y)?) existen y son
iguales en (0,0) pero no existe el lim(, ) _(0,0y f(,y). Comentar.
(d) Se considera f : R? — R definida por:

fla,y) = {g”sen(l/y)? z z; i 8_

Mostrar que el lim, ) (0,0) f(x,y) = 0, pero un limite iterado no existe. ;Esto con-
tradice la parte (a)?



6. Calcular:
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7*. Se considera f : R? — R. Mediante el cambio de variable 2 = rcosf, y = rsen¥,
con @ € [0,2m) obtenemos f(z,y) = g(r,0).

(a) Supongamos que g(r,0) = fi(r)f2(0). Probar que si f2 estd acotada en [0,27) y
lim, o f1(r) = 0 entonces lim(, 4)_.(0,0) f(z,y) = 0.

(b) {Qué sucede si fa no esta acotada?

(c) Calcular:

2
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(d) Demostrar o dar un contraejemplo:

v € 0,27) lim g(r,0) = 0,=  lim x,y) = 0.
[0,27) lim g(r, 6) e o f (®Y)

8. Dada f: X C R" — R™, tenemos

flay, ... ) = (fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn)),

y a cada funcién fr: X € R” — R (k = 1,...,m) la llamamos funcidn coordenada.
Demostrar que la funciéon f es continua en un punto a, si y solo si, son continuas las
funciones coordenadas en a.

9. Demostrar la equivalencia entre (a) f(x) es continua en a y (b) Para toda sucesién
(xg) C X, zp, —-ase verifica f(xy) - f(a).

10. En cada caso hallar el dominio y estudiar la continuidad de f, donde f esta definida
por las siguientes férmulas:

flay) =a* +y* —42®y®  f(z,y) =log(x® +3°) f(z,y) = Arcsen(z/\/z% + y?)

5. Investigar la continuidad de f: R? — R definida mediante

V1—a?2 -2 siz?4y? <1,
f(fE, y) = s .2 2
0, siz®+y° > 1.
11. Sea f: R"™ — R una funcién continua. Probar que:
(a) Si f(z) > 0 entonces existe § > 0 tal que f(B(z,d)) > 0. (Conservacién del signo.)
(b) {z € R": f(z) >0} = f~1(0,+00) es un conjunto abierto.
(c) {z € R": f(z) <0} = f~1(—00,0) es un conjunto abierto.
)

(d) {z € R": f(z) =0} = f71(0) es un conjunto cerrado.



12. (a) Demostrar que la composicién de funciones uniformemente continuas es uni-
formemente continua.

(b) Estudiar la continuidad uniforme de f(z) = 1/ en el intervalo (0, 1).
(c) Estudiar la continuidad uniforme de f(z) = cos (2?) en los intervalos [0, 27| y R.

13. Una funcién f: D C R™ — R se dice lipschitziana, cuando existe k > 0 tal que:
[f(@) = f)| < klz =yl Va,yeD.

(a) Probar que una transformacién lineal T: R” — R es lipschitziana, determinando
una constante que verifique la definicidn.

(b) Probar que una norma N (z) definida en R™ es una funcién lipschitziana, y determinar
una constante que verifique la definicidn.

(c) Probar que toda funcién lipschitziana es uniformemente continua.

(d) Probar que f: [0,+00) — R tal que f(z) = y/x es uniformemente continua pero no
lipschitziana.

14. Demostrar que (a) la unién de una familia finita de conjuntos compactos es un
conjunto compacto; (b) la interseccién de una familia arbitraria de conjuntos compactos
es un conjunto compacto; (¢) El producto cartesiano de un conjunto finito de conjuntos
compactos es un conjunto compacto.

15*. Demostrar que si toda cobertura por conjuntos abiertos para un conjunto X C R"
admite una subcobertura finita, entonces el conjunto X es cerrado y acotado, es decir,
X es compacto. (Se trata del reciproco del teorema 18 de las notas.)

16. (a) Asumiendo que R es conexo demostrar que son conexos los conjuntos [0, 1],
[0,1), (0,1] y (0,1). (b) Demostrar que los intervalos finitos son conexos. (c) Demostrar
que un intervalo arbitrario es conexo. (d) Demostrar que un conjunto conexo en la recta
es un intervalo.

17. Demostrar que un conjunto convezro es conezo. ;Es cierto el reciproco?



