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Arboles

= Un arbol es un grafo conexo y aciclico (sin ciclos).

= Un bosque es un grafo aciclico, o sea, una unién disjunta de
arboles.

= Una hoja en un grafo es un vértice de grado 1.

= Un arbol generador de un grafo G es un subgrafo generador
de G que es un arbol.
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Demo: Por induccién. Si ng =1 o 2, no puede pasar. Si ng = 3,
entonces G es un tridngulo y tiene un ciclo.
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Lema 1

Si mg > ng — 1 entonces G tiene un ciclo.

Demo: Por induccién. Si ng =1 o 2, no puede pasar. Si ng = 3,
entonces G es un triangulo y tiene un ciclo.

Sea G con ng >3y mg > ng — 1. Si todo vértice de G tiene
grado al menos 2, entonces G tiene un ciclo (ejercicio).

Si no, saco un vértice v con gr(v) < 1. Ahora G’ = G — v cumple

mg >mg—1>ng—2=n¢g —1

Por hipétesis inductiva G’ contiene un ciclo, y como G’ es un
subgrafo de G, es también un ciclo en G. O
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Demo: Por induccién. Si ng = 1 o 2, se verifica.
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2mg = Zgr(v) 2221:2n(;
veG veG

y 2mg > 2ng, implica mg > ng — L.
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Si no, sea v de grado 1 (no puede haber vértices de grado cero por
ser G conexo no trivial). Como v no puede ser punto de corte,

G' = G — v es conexo.



Propiedades
Algoritmos

Introduccién

Lema 2
Si G es conexo, entonces mg > ng — 1.

Demo: Por induccién. Si ng = 1 o 2, se verifica.
Sea G conexo, ng > 3. Si todo vértice de G tiene grado al menos

2, entonces

2mg = Zgr(v) 2221:2%-

veG veG

y 2mg > 2ng, implica mg > ng — L.
Si no, sea v de grado 1 (no puede haber vértices de grado cero por
ser G conexo no trivial). Como v no puede ser punto de corte,
G' = G — v es conexo.
Por hipétesis inductiva mg: > ng: — 1. Entonces

mg=m¢g +1>ng =ng—1
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Son equivalentes:

1. G es un arbol.
2. Todo par de vértices de G esta unido por un lnico camino.
3. G es conexoy mg = ng — 1.

4. G es aciclicoy mg = ng — 1.
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Demo: (<) Si todo par de vértices de G esta unido por un tnico camino,
claramente G es conexo. Ademds, si hubiera un ciclo, cualquier par de
vértices del ciclo estaria unido por al menos dos caminos distintos. Luego
G es un arbol.

(=) Si G es un arbol, es conexo, luego todo par de vértices estd unido
por al menos un camino. Supongamos que u y v estan unidos por al
menos dos caminos distintos, Py : U= wo, Wy,...,Wx =V Yy
Py:u=2z,z,...,z. = v. Sea i el primer indice tal que w; # z;.
Entonces i > 0,y w;_1 = z_1.

U=Wo=2Zp W =Z;" Zi
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G es un arbol < todo par de vértices de G estd unido por un tnico camino

Demo: (<) Si todo par de vértices de G esta unido por un tnico camino,
claramente G es conexo. Ademds, si hubiera un ciclo, cualquier par de
vértices del ciclo estaria unido por al menos dos caminos distintos. Luego
G es un arbol.

(=) Si G es un arbol, es conexo, luego todo par de vértices estd unido
por al menos un camino. Supongamos que u y v estan unidos por al
menos dos caminos distintos, Py : U= wo, Wy,...,Wx =V Yy
Py:u=2z,z,...,z. = v. Sea i el primer indice tal que w; # z;.
Entonces i > 0,y w;_1 = z_1.

U=Wo=2, W.=Z;4

Ademds, w;,...,wx = v = z,,...,z inducen en G un subgrafo conexo.
Sea P un camino minimo entre w; y z; en ese subgrafo inducido.
Entonces w;_1Pw;_1 es un ciclo en G, absurdo. O
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Demo: (=) Si G es un arbol entonces es conexo y por Lema 2,
m¢ > ng — 1. Ademds, como es aciclico, por Lema 1, mg < ng — 1.
Luego mg = ng — 1.
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m¢g > ng — 1. Ademds, como es aciclico, por Lema 1, mg < ng — 1.
Luego mg = ng — 1.

(<) G es conexo, probemos por induccién que es un drbol. Si ng =1,
vale. Supongamos ng > 1. Por 2m¢g =~ .- gr(v) , G tiene al menos
un vértice v de grado menor o igual que uno. Como es conexo, v tiene
grado 1, y entonces no es punto de corte. Luego G’ = G — v es conexo y
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G es un arbol & G es conexoy mg =ng — 1

Demo: (=) Si G es un arbol entonces es conexo y por Lema 2,

m¢g > ng — 1. Ademds, como es aciclico, por Lema 1, mg < ng — 1.
Luego mg = ng — 1.

(<) G es conexo, probemos por induccién que es un drbol. Si ng =1,
vale. Supongamos ng > 1. Por 2m¢g =~ .- gr(v) , G tiene al menos
un vértice v de grado menor o igual que uno. Como es conexo, v tiene
grado 1, y entonces no es punto de corte. Luego G’ = G — v es conexo y

nG/flznt2:melsz/.

Por hipdtesis inductiva G’ es un arbol, y entonces G era un arbol
también (v tiene grado 1, no puede pertenecer a un ciclo). O
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Luego mg = ng — 1.
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mg, = ng, — 1. Pero entonces
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G es un arbol & G es aciclicoy mg = ng — 1

Demo: (=) Si G es un arbol entonces es aciclico y por Lema 1,
m¢ < ng — 1. Ademds, como es conexo, por Lema 2, m¢g > n¢g — 1.
Luego mg = ng — 1.

(<) G es aciclico. Supongamos que tiene t componentes conexas
G, ..., Gt. Cada una de ellas es un arbol, y por la equivalencia anterior,
mg, = ng, — 1. Pero entonces

t t t
mg :chi :Z(n(;, —1)2211(;/. —t=ng —t.
i=1 i=1 i=1

Luego t = 1, por lo tanto G es conexo. O



Propiedades
Algoritmos

Introduccién

Teorema

Todo arbol no trivial tiene al menos dos hojas.




Introduccién JAIChICCaces

Algoritmos

Teorema

Todo arbol no trivial tiene al menos dos hojas.

Demo: Si T es un arbol no trivial, por ser conexo tiene una arista
vowp. O vy es una hoja, o puedo elegir un vecino v; de vg, tal que
v1 # wy. En cada paso, o v; es una hoja o tiene un vecino distinto
de v;_1 y también distinto del resto de los vértices del camino,
porque T es aciclico. Como los vértices son finitos, hay algin v
que es una hoja. Con el mismo argumento a partir de wy, hay
algin w; que es una hoja, y es distinto de todos los v;. O
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2. Un vértice de un arbol no trivial es un punto de corte si y sélo
si no es una hoja.
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Demo: 1. Sea T un &rbol y vw una arista de T. Como en T hay
un tnico camino entre v y w (es v-e-w), no existe camino que una
vywenT —e.
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Introduccién

Teorema

1. Toda arista de un arbol es un puente.

2. Un vértice de un arbol no trivial es un punto de corte si y sélo
si no es una hoja.

Demo: 1. Sea T un &rbol y vw una arista de T. Como en T hay
un tnico camino entre v y w (es v-e-w), no existe camino que una
vywenT —e.

2. En cualquier grafo, una hoja nunca puede ser punto de corte.
Sea T un arbol no trivial y v vértice de T que no es hoja.
Entonces tiene al menos dos vecinos, z y w. Como en T existe un
dnico camino que une a z y w (es zvw), no existe camino entre z
ywen T —v. O
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Idea de demo: («) Sea T un a.g. de G. Sean v, w vértices de G.
En T existe un camino de v a w. Como T es subgrafo de G, en
particular es un camino en G de v a w. Por lo tanto G es conexo.
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Introduccién

Teorema

Un grafo es conexo si y sélo si admite un arbol generador.

Idea de demo: («) Sea T un a.g. de G. Sean v, w vértices de G.
En T existe un camino de v a w. Como T es subgrafo de G, en
particular es un camino en G de v a w. Por lo tanto G es conexo.

(=) Por induccién. Si G es trivial, G es un a.g. de si mismo. Si no,
sea v un vértice de G. Por hipétesis inductiva, cada componente
conexa G; de G — v tiene un a.g. T;. Como G era conexo, v tiene
un vecino v; en cada G;. Sea T el grafo obtenido agregando a la
unién de los T; el vértice v y las aristas v;v. T es un a.g. de G: es
facil ver que es conexo y que mt = nt — 1, sabiendo que los T;
son conexos y mt, = nt, — 1. O
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Todo grafo conexo no trivial tiene al menos dos vértices tales que
al sacar alguno de ellos, sigue siendo conexo.
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Corolario

Todo grafo conexo no trivial tiene al menos dos vértices tales que
al sacar alguno de ellos, sigue siendo conexo.

Idea de demo: Si G es conexo, tiene un arbol generador 7. Como
G es no trivial, T también, y por lo tanto tiene al menos dos hojas
v, w. Como T — vy T — w siguen siendo arboles, son drboles
generadores de G — v y G — w, respectivamente. Luego G — v y
G — w son conexos. |
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asociado un peso.
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Arbol generador minimo

= Un grafo pesado es un grafo tal que sus aristas tienen
asociado un peso.

= El peso de un subgrafo es la suma de los pesos de sus aristas.

= Un arbol generador minimo en un grafo pesado es un arbol
generador de peso minimo.
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ponderados (con peso), no dirigidos, conexos y sin lazos.
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Hipdtesis
Los algoritmos de Kuskal y Prim son algoritmos para grafos
ponderados (con peso), no dirigidos, conexos y sin lazos.

Si bien su aplicacién es de la mds diversa tenemos un ejemplo tipo
que es el siguiente:
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Los algoritmos de Kruskal y Prim

Hipdtesis
Los algoritmos de Kuskal y Prim son algoritmos para grafos
ponderados (con peso), no dirigidos, conexos y sin lazos.

Si bien su aplicacién es de la mds diversa tenemos un ejemplo tipo
que es el siguiente:

Ejemplo

Tengo que construir caminos entre ciertos pares de ciudades, de
modo que todo el pais me quede conectado.  Cémo puedo hacerlo
minimizando la longitud total del camino construido?
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Partir de un subgrafo generador cuyo conjunto de aristas es vacio,
y en cada paso agregar una arista de peso minimo que no forme
ciclos con las demds aristas del conjunto, hasta haber agregado
n — 1 aristas.
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Algoritmo de Kruskal para AGM

Partir de un subgrafo generador cuyo conjunto de aristas es vacio,
y en cada paso agregar una arista de peso minimo que no forme
ciclos con las demds aristas del conjunto, hasta haber agregado

n — 1 aristas.

Ej:

Veamos en la siguiente diapositiva otro ejemplo
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Sumando los pesos tenemos= 5+5+6-+7+7+9
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Sumando los pesos tenemos= 5+5+6+47474+9=39
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Demostracién de que Kruskal construye un AGM

Para ver que el algoritmo construye un arbol generador, como en
cada paso el subgrafo B elegido hasta el momento es generador y
aciclico, basta ver que el algoritmo termina con mg = ng — 1. Si
mg < ng — 1, B es no conexo. Sea B; una componente conexa de
B. Como G es conexo, va a existir alguna arista con un extremo en
Bi y el otro en V(G) — By, que por lo tanto no forma ciclo con las
demds aristas de B. Entonces, si mg < ng — 1, el algoritmo puede
realizar un paso més.
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Demostracién de que Kruskal construye un AGM

Para ver que el algoritmo construye un arbol generador, como en
cada paso el subgrafo B elegido hasta el momento es generador y
aciclico, basta ver que el algoritmo termina con mg = ng — 1. Si
mg < ng — 1, B es no conexo. Sea B; una componente conexa de
B. Como G es conexo, va a existir alguna arista con un extremo en
Bi y el otro en V(G) — By, que por lo tanto no forma ciclo con las
demds aristas de B. Entonces, si mg < ng — 1, el algoritmo puede
realizar un paso més.

La demostracién siguiente estd basada en le existencia de arboles
generadores minimales para grafos con peso, no dirigidos, conexos
y sin lazos, demostrada por Otakar Borusvka cuyo articulo se
puede consultar en

http://www.cmat.edu.uy/ marclan/TAG/Sellanes/boruvka.pdf
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y {e1. e, ..., e,_1} la secuencia de aristas de Tk en el orden en
que fueron elegidas por el algoritmo de Kruskal.
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W el extremo de f que no estaba en W, hasta que W = V(G).
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termina construyendo un adrbol generador del grafo.
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Sea G un grafo, P el arbol generado por el algoritmo de Prim y
{e1,e,...,e,-1} la secuencia de aristas de P en el orden en que fueron
elegidas por el algoritmo de Prim. Para cada arbol generador minimal T
de G definimos £(T) como el maximo k < ntal que Vj < k, s € T.

Ahora, sea To un AGM que maximiza /. Si /(To)= r = n, entonces Ty
coincide con P, con lo cual P resulta ser la solucién éptima (minimal). Si
r<n-—1,entonces e, ¢ T. Como Ty es conexo, en Ty hay un camino
C que une los extremos de e,.
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Sea un grafo G en la hipétesis establecidas y sea n = |V|y m = |E|, con
m > 2, podemos usar la ordenacidn por insercién para enumerar y volver
a etiquetar las aristas (en caso necesario) como e, ..., e, donde

p(e1) <--- < p(em). El nimero de comparaciones necesaria para hacer
esto es O(mlog(m)). Luego una vez enumeradas las aristas en ese orden
(de peso no decreciente), realizamos el paso 2 del algoritmo un maximo
de m — 1 veces: una vez por cada una de las aristas e, e, ..., en
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Para cada arista €;, con 2 < i < m, debemos determinar si e; provoca la
formacién de un ciclo en el arbol o bosque desarrollado hasta ese
momento (después de considerar las aristas e, ..., €_1). Esto no puede
hacerse en una cantidad constante de tiempo (es decir O(1)) para cada
arista. Sin embargo todo el trabajo necesario para la determinacién de
ciclos puede hacerse como méaximo en O(nlog(n)) pasos.
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En consecuencia, definiremos la funcién de complejidad f en tiempo para
el peor caso, con m > 2, como la suma siguiente:

= el nimero total de comparaciones necesaria para ordenar las aristas
de G en orden no decreciente, y
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numero de aristas de K,,.



Propiedades

Intra idn 5
Liedieci Algoritmos

Complejidad del algoritmo de Kruskal

En consecuencia, definiremos la funcién de complejidad f en tiempo para
el peor caso, con m > 2, como la suma siguiente:

= el nimero total de comparaciones necesaria para ordenar las aristas
de G en orden no decreciente, y

= el nimero total de pasos realizados en el paso 2 que determina la
formacién de un ciclo.

A menos que G sea un arbol, se sigue que n < m, ya que G es conexo.
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También podemos dar una medida en funcién de n, el niimero de vértices
de G; n—1 < m, puesto que el grafo es conexo y m < (J) = @ el
numero de aristas de K,,.

En consecuencia mlog(m) < n?log(n?) = 2n®log(n) y podemos expresar
la complejidad en tiempo del peor caso del algoritmo de Kruskal como

O(n? log(n))
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Acerca de la funcién de complejidad en tiempo para el peor caso para el
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en las hipdtesis ya sefialadas, las implementaciones usuales requieren
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Complejidad del algoritmo Prim y comparacién

Acerca de la funcién de complejidad en tiempo para el peor caso para el
algoritmo de Prim, cuando aplicamos dicho algoritmo a un grafo G como
en las hipdtesis ya sefialadas, las implementaciones usuales requieren
O(n?) pasos.

Algunas implementaciones recientes de este algoritmo han mejorado la
situacién, de modo que ahora son necesarios O(mlog(n)) pasos.

La pregunta que nos hacemos es jque algoritmo nos conviene usar? y la
respuesta depende del nimero de aristas. Si casi todas las aristas posibles
estan en el grafo (es decir m = O(n?)), la complejidad del algoritmo de
Kruskal seria O(n?log(n)), y por lo tanto el algoritmo de Prim serfa més
eficiente. Por otro lado, si el nimero de aristas m = O(n), el algoritmo
de Kruscal correria en tiempo O(nlog(n)) que es menor que el tiempo
necesario por el algoritmo de Prim en las implementaciones usuales.
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