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Introduccion

Esta tesis trata de teoremas ergddicos. Entendemos por teorema ergodico
aquel que hace una afirmacién sobre lo que le pasard casi seguramente a
cierto tipo de sucesiones aleatorias.

Histéricamente el primer teorema de este tipo es la Ley de Grandes
Numeros, que afirma que para sucesiones de niimeros aleatorios que son inde-
pendientes e idénticamente distribuidos y ademés cumplen una condicion de
acotacion (que en este caso es que tengan esperanza finita) casi seguramente
la sucesién de promedios parciales convergerda a un ntimero fijo (no aleatorio)
que es la esperanza de cualquiera de las variables. Las primeras versiones de
este teorema fueron demostradas a principios del siglo XIX, pero las obser-
vaciones empiricas que motivan el teorema son mucho mas antiguas.

El Teorema Ergddico de Birkhoff, que fué publicado por primera vez en
[Bir31], es analogo a la Ley de Grandes Nimeros, con la diferencia de que el
tipo de sucesiones aleatorias a las cuales se aplica es més amplio (sucesiones
estacionarias de esperanza finita, en lugar de independientes) pero a su vez
la conclusion es mas débil (casi seguramente los promedios parciales tendran
limite, pero este limite serd aleatorio).

Este tltimo teorema tiene importancia atn en el estudio de sucesiones
deterministas (y de hecho el teorema tiene sus origenes en la Mecanica Es-
tadistica). El vinculo viene dado de la siguiente manera: Si f : M — M es
una transformacién medible de un espacio de medida M que ademas preser-
va una medida de probabilidad en M, el teorema de Birkhoff implica que
dada una funcién integrable ¢ : M — R se cumple que para casi todo punto
x € M los promedios

LS (@)
k=0

tienen limite. Esto muestra que el teorema da informacion sobre casi todas
las trayectorias de un sistema determinista.

7



Los conceptos que hoy se llaman “Exponente de Lyapunov” y “Regular-
idad Lyapunov” fueron introducidos por Lyapunov en el siglo XIX para el
estudio de la persistencia de la estabilidad asintética de cierta trayectoria de
una ecuacion diferencial, al alterar la ecuacién ligeramente (ver [BP01] y las
referencias alli contenidas para un resumen histérico mas detallado).

En la década de 1960, empezé a verse que la regularidad Lyapunov, y
la existencia de exponentes de Lyapunov no nulos estd también vinculada
con el comportamiento cadtico de los iterados de un difeomorfismo de una
variedad compacta.

En este contexto fué que, a mediados de la década del 60, Oseledets
demostré un teorema que garantiza la regularidad Lyapunov para casi todas
las érbitas de un difeomorfismo f con respecto a cualquier medida invariante
(ver [Ose08]).

El teorema de Oseledets puede verse como una generalizaciéon del Teore-
ma de Birkhoff. Es una afirmacién sobre lo que le pasard casi seguramente a
la sucesion de productos parciales B, = A,, - -+ A; de una sucesion aleatoria
estacionaria de matrices invertibles {A,,} C GL(NN) que cumple cierta condi-
cién de acotacién (andloga a la condiciéon de integrabilidad necesaria en el
teorema de Birkhoff).

Notemos que el teorema de Descomposicion Polar nos permite escribir
B, = O,P, donde O, es ortogonal y P, es simétrica y positiva. Una vez
hecho esto, puede verse que la regularidad Lyapunov (como se define en
el capitulo 6) es una afirmaciéon unicamente sobre la sucesién de matrices
positivas {P, }.

A fines de los '80 (e.g. en [Kai89]), Kaimanovich observé que, por lo
menos en el caso de matrices de determinante 1, la conclusion del teorema
de Oseledets puede obtenerse de la afirmacién de que casi seguramente la
sucesiéon {P,} se mantiene cerca de una geodésica en el espacio de de las
matrices positivas Pos(V).

En [KM99] Karlsson y Margulis demostraron un teorema muy general
que puede resumirse en lo siguiente: Sea X un espacio métrico completo que
cumple ciertas hip6tesis de hiperbolicidad. Si {p,} es una sucesién aleato-
ria estacionaria de isometrias de X, que cumple una condiciéon de acotacién,
entonces dado x € X casi seguramente la sucesion (p; o --- o p,)(z) se man-
tendra cerca de una geodésica en X.

El objeto de esta tesis es mostrar la conexion entre las distintas ver-
siones del teorema de Oseledets y los teoremas ergddicos analogos al de
Karlsson y Margulis (i.e. teoremas que muestran la existencia casi segura



de una geodésica cercana a cierta sucesién aleatoria). Surge naturalmente la
siguiente pregunta ;Puede generalizarse el teorema de Karlsson y Margulis
a sucesiones aleatorias que no provienen de aplicar isometrias al azar?

Una potencial aplicacion de este tipo de generalizacion seria responder
a la siguiente pregunta: Sea f : M — M un homeomorfismo isotépico a la
identidad en una variedad de curvatura seccional no-positiva M y asociemos
a cada € M la sucesién de puntos en el cubrimiento universal M de M
dada por {F"Z} donde ¥ es un levantado de x y F' es un levantado de f.
. Existe una geodésica cercana a {F"Z} para casi todo z € M?

Una respuesta afirmativa a la anterior pregunta, generalizaria la nocion de
vector de rotacién que actualmente se utiliza para homeomorfismos isotopicos
a la identidad en el toro. Notemos que en este contexto no puede aplicarse
el teorema de Karlsson y Margulis ya que (salvo en casos excepcionales) no
existe una isometria que lleve 7 a F'Z. Aun en el caso de que el grupo de
isometrias actie transitivamente en la variedad, no es claro como se podria
hacer para aplicar dicho teorema.

El teorema 5.14 de esta tesis generaliza el teorema de Karlsson y Margulis
a sucesiones aleatorias que no necesariamente provienen de aplicar isometrias
al azar. Ademds, en el mismo capitulo, se da una respuesta afirmativa a la
pregunta sobre vectores de rotacién, en el caso de superficies hiperbdlicas
compactas. Si bien ese caso ya era conocido, los métodos del capitulo (i.e. el
uso del teorema 5.14 sumado a un lema geométrico) pueden generalizarse a
dimensiones mayores.

En el capitulo 4 se le da la estructura hiperbdlica al espacio de matrices
positivas y simetricas Pos(/N) y en los capitulos 6 y 7 se demuestra el teorema
de Oseledets a partir del teorema 5.14.

En los primeros tres capitulos se desarrollan las herramientas necesarias
de la teorfa ergddica clésica (i.e. la teoria ergddica de sucesiones de nimeros
aleatorios) en forma escencialmente autocontenida. De estas herramientas, el
Teorema Ergddico de Kingman (ver [Kin68]) y el Lema de Karlsson-Margulis
(lema 4.1 en [KM99]) son especialmente relevantes para la demostracién del
teorema 5.14.
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Capitulo 1

Ley de Grandes Niumeros

En este capitulo nos adentramos en el tema de los teoremas ergddicos
empezando por el més simple, la Ley de Grandes Numeros.

Empezamos introduciendo la notaciéon y la terminologia probablistica
para los conceptos de teoria de la medida (ver por ejemplo [Ash00]).

Luego damos una demostraciéon de las cotas de Chernoff para variables
Bernoulli (una excelente exposicién del tema de las desigualdades exponen-
ciales estd dada en [Tal96]) y con esto demostramos el teorema para este tipo
de variables.

Damos luego una pequena discusion de equidistribucién de una sucesion y
utilizamos el concepto para mostrar como se deduce el teorema para variables
acotadas a partir del teorema para variables Bernoulli.

El caso general, lo obtenemos a partir de la clasica desigualdad maximal
(debida a Garsia, ver [Shi96] o [Man83]) que se interpreta como una afir-
macién sobre la continuidad de los promedios %Zk<n f(zy) cuando f varia
poco en distancia L. -

Hemos ido armando este camino que mezcla las demostraciones clasicas
del Teorema Ergddico de Birkhoff con las cotas de Chernoff, mas que nada
para entender el teorema maximal en el contexto méas sencillo posible.

1.1. Variables Aleatorias y Distribuciones
Denotaremos por (£, F,P) a un espacio de probabilidad, donde F es la
o-dlgebra de conjuntos medibles (que también llamaremos eventos), y P es

la medida de probabilidad.
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14 CAPITULO 1. LEY DE GRANDES NUMEROS

Una variable aletoria X es una funciéon X : 0 — R que es Borel medible.
Si A C R es un conjunto boreliano, tiene asociado via X un evento que
denotaremos de las siguientes formas:

{lweQ: X(w)e A} ={X e A} =X"1(4)

Escribiremos la probabilidad de este evento como sigue:

P{weQ: X(w) e A}) =P(X € A)

En general probabilidades escritas en la forma:
P(X cumple la propiedad P)

deben ser interpretadas como se explicé anteriormente tomando en este caso
A ={x € R: z cumple la propiedad P} que debe ser un conjunto boreliano.

Si A C Q es un evento (equivalente a A € F o A medible) tiene asociada
la variable aleatoria 14 que vale 1 en Ay 0 en 2\ A. A esta variable la
llamaremos la indicatriz de A.

Se dice que una variable aleatoria X tiene esperanza finita si se cumple
que:

E(|X]) = [, |X|dP < +00

En este caso se dice que la integral de Lebesgue

Mmzéxw

es la esperanza de X (equivalentemente su valor medio o valor esperado).
La distribucién de una variable aleatoria X es la medida p en los bore-
lianos de R definida mediante:

u(A) = B(X € A)

Puede demostrarse por induccién (en L') que para toda funcién medible
f iR — R que es p-integrable se tiene:

Mﬂanéﬂ@M@)

en particular tomando f(x) = x para todo z se tiene una férmula para la
esperanza en funcién de la distribucion.
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Si Xi,..., X, son variables aleatorias, su distribucién conjunta es la me-
dida p en los borelianos de R™ que cumple:

p(Ay x - xA,)=P(X; € Ain---NX,€A,)=P(X, €4, -, X, €A,)

para toda m-upla de borelianos Ay, ..., A, C R.
En este caso si f : R® — R es p-integrable se tiene:

E(f(Xy,..., X)) = /Rn flz, .o ) dp(zy, ... xy)

En el caso de una sucesion de variables aleatorias Xi,..., X, ... si de-
notamos por RY al conjunto de sucesiénes de reales dotado con la topologia
de la convergencia puntual se tiene que la funcién F : Q — RY definida
mediante:

F(w)(k) = Xp(w) Vk € N

es borel medible. Se define entonces la distribucién de la sucesiéon { X, }, como
la medida p en los borelianos de RN que cumple:

u(A) = B(F € A)

El conjunto A C RY formado por las sucesiones que tienen limite es un
conjunto boreliano. Por lo tanto dado una sucesién de variables aleatorias
X1,...,X,, ... queda definida la probabilidad:

P(X,, tiene limite cuando n — +o00) = P(F € A)

Definimos a partir de {X,} una nueva sucesiéon de variables aleatorias
dadas por las sumas parciales S,, = X; + - - -+ X,,. Tendra particular interés
para nosotros la siguiente probabilidad:

1
P(—S, tiene limite cuando n — +00)
n

En particular nos interesa la pregunta siguiente: ;Que condiciones se
pueden imponer sobre la distribucién conjunta que garanticen que la proba-
bilidad anterior sea 17

Una primer condicién intuitiva (una vez que se entendié lo que trata
de modelar este formalismo) es la hipétesis “Todas las X, tienen la misma
distribucion”. Con esto se intenta modelar lo que sucede si tiramos muchas
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veces un mismo dado o una misma moneda (el resultado de la tirada n-ésima
serfa X, (w) para cierto w desconocido, y la hipdtesis es que las probabilidades
de cada resultado no dependen de n). Sin embargo esto resulta insuficiente
como mostraremos a continuacion.

Tomemos {,} una sucesién de ceros y unos tal que s, (la definicién
de s, es obvia) no tiene limite cuando n — +oo. Luego tomemos X; una
variable aleatoria tal que P(X; = 1) = P(X; = 0) = 1 y definamos:

. Tp siX1:0
X"_{ 1l—2, siX;=1

Todas las variables de esta sucesion tienen la misma distribucién pero se
tiene:

1
P(—S,, tiene limite cuando n — 400) = 0
n

Vemos entonces que para tener éxito en demostrar que los promedios
convergen con probabilidad 1 se debe tener alguna hipdtesis sobre las dis-
tribuciones conjuntas de las variables X,,.

1.2. Independencia

Sean X,..., X, variables aleatorias con distribuciénes u1, ..., u, respec-
tivamente. Sea p su distribucion conjunta. Se dice que las variables son in-
dependientes si:

=1 X X

Es decir si su distribucion conjunta es la medida producto de las distribu-
ciones individuales.

Se dice que un conjunto numerable de variables aleatorias {X,,} son in-
dependientes si cualquier subconjunto finito lo es.

El teorema central de este capitulo el siguiente (la demostracion se da en
la seccién 1.5):

Teorema 1.1 (Ley de Grandes Numeros). Si Xi,..., X, ... son variables
aleatorias de esperanza finita, independientes, e idénticamente distribuidas
entonces:

p(%sn L E(X)) =1
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Notemos que dado que todas las variables tienen la misma distribucién
E(X,) = E(X,) para todo n. Ademés definiendo Y,, = X,, — E(X,,) se tiene
E(Y,) = 0 y es claro que alcanza demostrar el teorema solo para variables
de esperanza nula.

1.3. Borel-Cantelli

El siguiente cldsico lema (que no demostraremos) es una consecuencia
casi trivial de la desigualdad P(AU B) < P(A) + P(B)

Lema 1.2 (Borel-Cantelli). Si A;,...,A,,...€ F y>, P(A,) < +oo en-
tonces

P(n U A,) =P{w € Q:w € A, para infinitos valores de n}) =0

m n>m

El lema muestra que si para una sucesién de variables aleatorias:
1
ZIP’(#SH\ > €) < 400
n

entonces 1
P(—|S,| > € para infinitos valores de n) =0
n

Si la desigualdad anterior se cumple para numerables ¢ > 0 arbitraria-
mente pequenos entonces obtenemos:

IP’(%S” =1

Esto muestra que el lema reduce el problema de demostrar el teorema 1.1
a encontrar buenas cotas para P(]S,| > ne).

Esto puede lograrse en algunos casos importantes mediante la siguiente
observacién:

P(Sy, > ne) = E(1(s,—nes0y) < E(exp(Spt — net)) para todo ¢ > 0

El método consiste en elegir ¢ > 0 para minimizar el lado derecho de la
desigualdad. Bajo ciertas hipotesis esta cota es finita y decrece exponencial-
mente en n.
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En particular la desigualdad:

exp(t) + exp(—t) 12

5 < GXP(E)

que se verifica tomando series de potencias de ambos lados nos permite de-
mostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3. Si X1,...,X, son variables aleatorias independientes tales
que para todo n se tiene P(X, = 1) = P(X,, = —1) = 3 entonces para todo
e > 0 se cumple que:

(—1|S|> )<2 (— —62)

p € exp(—n

no " - 2

DEMOSTRACION: Por las observaciones anteriores tenemos la desigualdad

1
P(=5S,, > ¢€) < exp(—net)E(exp(S,t)) para todo t > 0
n

Para variables independientes la esperanza del producto es el producto
de las esperanzas (esto es un caso particular del teorema de Fubini). Como
en nuestro caso ademas tienen todas la misma distribucién se obtiene:

exp(t) + exp(—t) t2

) < explng)

E(exp(Snt)) = E(exp(Xit))" = (

Substituyendo en lo anterior y tomando ¢t = € se obtiene:

P15, > ) < exp(—nS)
S > €) < exp(—ng

La desigualdad para IP’(%S,L < —¢) se obiene por el mismo método, y con
esto el resultado deseado. [

Con esto estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.4. 57 Xy,..., X, ... son variables aleatorias independientes tales
que P(X,, = 1) =P(X,, = 0) = 1 para todo n, entonces:

LI

1
IP)_n
<nSH2
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DEMOSTRACION: Definamos Y;, = 2(X,,—3) el teorema se reduce a demostrar

que %(YI +--4Y,) = %S’n — 0 cuando n — 400 en un conjunto de
probabilidad 1.

Como la sucesién {Y,,} estd en hipétesis del teorema anterior se tiene que:
1 -
ZIP’(#SH\ > €) < 400
n

para todo € > 0. Por lo tanto por el lema de Borel-Cantelli se obtiene el
resultado. [

Con los mismos métodos obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.5 (Ley de Grandes Nimeros para variables Bernoulli). Si Xy, ..., X,, ...

son variables aleatorias indpendientes tales que P(X, = 1) =p, P(X,, =0) =
1 — p para todo n, entonces:

1

DEMOSTRACION: Si se cumple el teorema para la sucesion de variables {1 —
X, } entonces se cumple para {X,} por lo tanto podemos asumir p > % o lo
que es lo mismo p > 1 — p. Otra simplificacién sencilla se obtiene definiendo
Y, = ﬁ(Xn — p) para lograr E(Y,,) = 0. Alcanza demostrar

1. N
P(—S, —0)=1donde S, =Y, +---+Y,
n

La tnica dificultad técnica para repetir los argumentos ya utilizados
estd en acotar:

E(exp(~Yi0) < Blep(i0)) = pesp(t) + (1= p) exp({ 1)

para t > 0.
Tomando series de potencias y descartando los términos negativos se ob-
tiene:
an t2n

E(exp(Yit)) <1+ Z(P +(1-p) 1- p)2n) (2n)!

n>1

Por 1ltimo las desigualdades groseras p(1—p)?" + (1 —p)p** <2y (2# <

L nos dan:
2:n!

(5)™ 2

E(exp(Yit)) <1+ Z (1-p)?

n>1

n
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Con esta cota y el método ya utilizado (esta vez con t = %) se obtiene:
1, = 1 —p)%e
P15,1 > 0 < 2exp(-n L2
n

Con lo cual por el lema de Borel-Cantelli se obtiene el resultado. [

1.4. Equidistribucion

Definicién 1.6 (Sucesién Equidistribuida). Dada una medida de probabili-
dad p definida en los borelianos de R y una familia numerable de conjuntos
borelianos A,, C R, decimos que una sucesiéon {x,} C R es equidistribuida si
se cumple que:

1
lim — 14, A; todoi € N
fm 3 Ly, (ex) = () para todo ¢

k<n

Cuando la medida p es la de Lebesgue en el intervalo [0, 1] y la familia A;
consiste en los intervalos de extremos racionales la definicién anterior coincide
con la nocién pertinente en el Teorema de Equidistribucién de Weil®.

En nuestro caso cobra interés gracias al siguiente lema:

Lema 1.7 (Equidistribucién de las Sucesiones Aleatorias). Si X,..., X,, ...
es una sucesion de variables independientes de distribucion p entonces para
toda familia numerable de borelianos {A; }ier se tiene que:

P(X,, equidistribuida respecto a p y {A;}) =1

DEMOSTRACION: Para cada A; las variables Y,, = 14, o X,, son independi-
entes, de igual distribucién, y toman solo dos valores, por lo tanto por el
teorema 1.5 se tiene que:

P(%ZYk —E(V1)) =1

Intersectando los numerables conjuntos de probabilidad 1 que se obtienen
para cada ¢ se deduce el resultado. [

Esto ya es suficiente para demostrar la ley de grandes ntimeros en el caso
de variables acotadas. La clave es el siguiente lema:

'En una versién simple este teorema muestra que {na mod 1},en es equidistribuida
si « es irracional. Una discusién detallada puede encontrarse en [Fur81]
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Lema 1.8. Sea p una medida de probabilidad boreliana en R y f : R — R
una funcion medible acotada. Si {I;}icr es la familia de todos los intervalos
de extremos racionales y {x,} C R es una sucesion equidistribuida respecto
apy{A; = f"YI;)} entonces:

3t = [ fladuta

k<n

«

DEMOSTRACION: Definamos para cada N € N las siguientes versiones “re-
dondeadas” de f:

k
€= Nluay s
kEZ

k+1
9= Lyt s
kEZ

Se tiene que e < f<gy por lo tanto:

—Z e(xy) Zf% ngk

k<n k<n k<n

Dado que f es acotada se tiene que e y ¢ son simples (combinaciones
lineales finitas de funciones indicatrices) La equidistribuciéon de xn implica
que el lado izquierdo tiende a [, e(x)du(z) y el lado derecho a [; g(x)dpu(x)
cuando n — +o00. Como esto se cumple para todo N se obtiene el lema, dado
que [, g(z) — e(x)dp(xr) — 0 cuando N — +o00. O

Es clave en la demostracion que f sea acotada. Pongamos por ejemplo
f(x) =z y p la distribucién normal estandard, p cumple:

p([a,b]) = \/%/ exp(—%:cz)dx Va <b

Si x,, es una sucesion equidistribuida respecto a los intervalos de extremos
racionales es posible cambiar los valores de x,, (cosa que no afecta la equidis-
tribucién, ya que n! tiene densidad cero en N) poniendo valores positivos
enormes y lograr que:

hm Zxk—+oo;«é/xdu
k<n

Concluimos esta seccion con una versiéon de la Ley de Grandes Numeros
para variables acotadas.
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Teorema 1.9 (Ley de Grandes Nuimeros para variables acotadas). St Xi,..., X, ...

es una sucesion de variables aleatorias acotadas, independientes, e idéntica-
mente distribuidas, de esperanza finita entonces:

1
P(=S, — E(X1) cuando n — +00) =1
n

donde S,, = X1 +---+ X,,.

DEMOSTRACION: Sea p la distribucién de X; y tomemos f(x) = x en un
intervalo acotado que contiene a X;(€2) y f(z) = 0 en el complemento de
este intervalo. Existe un conjunto de probabilidad 1 en el que f(X,) = X,
para todo n. Intersectando este conjunto con el conjunto en el cual la sucesién
es equidistribuida para la familia {A;} de intervalos de extremos racionales
en R (obtenido en el lema 1.7) y aplicando el lema 1.8 se obtiene el resultado.

U

1.5. Desigualdad Maximal

Hasta ahora hemos demostrado el siguiente resultado:

Teorema 1.10. 5i Xy,...,X,,... es una sucesion de variables aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas, y f : R — R es una funcion
medible y acotada se tiene que:

P(=S, — E(f(X1)) =1 donde S, = f(X1) + -+ f(X,)

S|

Para demostrar el teorema 1.1 la idea natural de tomar una sucesion
cualquiera de variables de esperanza finita y truncarla en cotas cada vez may-
ores funciona. Pero requiere el siguiente teorema que muestra la continuidad
de los promedios en funcién de la norma L!.

Teorema 1.11 (Desigualdad Maximal). Sean X1, ..., X, ... variables aleato-
rias independientes de distribucion p. Y sean f,g : R — R dos funciones
medibles y p-integrables. Para todo € > 0 se cumple:

—_

Plups ST 1A — g (X} > ) <

k<n

E(]f(X1) — g(X1)])

€
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DEMOSTRACION: Sea h(z) = |f — g|(x) para todo z. Y, fijado € > 0, defi-
namos las variables:

mn—max{z (Xp) —€):m<I1<n}

Dado que los eventos {M;,, > 0} son crecientes en n se tiene que:

sup{ Z [f(Xk) = 9(Xi)l} > €) = HmP(My,, > 0)

k;<n

Por otro lado:
Ml,n = h(Xl) — e+ Mgm S h(Xl) — €+ M2,n+1

multiplicando por la indicatriz de A = {M;,, > 0} y tomando esperanzas se
obtiene:

0 <E(M1a—Mspi1la) (h(X1)14) — €P(M;,, > 0)

<E
< E(h(X1) = P(My,0 > 0)
donde la primer desigualdad es cierta porque las variables M, v My ,q1
tienen la misma distribucion y estamos tomando valor esperado en el conjunto
donde la primera de ellas es positiva.

Por lo tanto para todo n se tiene:

eP(M,,, > 0) <E(h(X)))

de lo cual tomando limite se deduce el enunciado. [

Con esto estamos en condiciones de completar nuestra demostracién de
la Ley de Grandes Numeros.
DEMOSTRACION DE LA LEY DE GRANDES NUMEROS: Sean Xi,...,X,,...
variables aleatorias de esperanza finita, independientes e idénticamente dis-
tribuidas con distribucién p. Consideremos en L'(R, B, 1) (i.e. el conjunto de
funciones f : R — R, medibles y p-integrables) el siguiente subconjunto:

F={f€L'(R,B ) Zf (Xk) = E(f(X1))) = 1}

k<n
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Nuestro objetivo es demostrar que F = LY(R, B, p).

Evidentemente F es un subespacio vectorial. Ademds las funciones con-
stantes estan incluidas en F trivialmente, mientras que las funciones indica-
trices lo estan gracias a la demostracion de la Ley de Grandes Numeros para
variables Bernoulli que dimos anteriormente.

Por ltimo, consideremos una sucesion { fys}pen C F de funciones pos-
itivas que crece a un limite f € L'(R, B, u) cuando M — +oo. Alcanza con
mostrar que f € F para terminar la demostracién.

Para cada € > 0, a partir de cierto M se cumple [E(f(X1) — far(X1))| < 5
y por lo tanto, por la desigualdad maximal, se obtiene lo siguiente:

Pllimsup |~ Y (%) ~ E(F(X0)] > €) <

k<n

Pllimsup|= 3 F(X) — B(fu(X0)| > 5) <

k<n

]P’(Hmnsup |% Zf(Xk) — %ZfM(Xk)‘ > %) <

k<n k<n

Poup{s ST 1F(X0) — fur(Xl} > 5) < ZB(F(X) — fu(X0))

k<n

Como el lado derecho tiende a cero cuando M — 400 obtuvimos para
todo € > 0

P(limsup |~ Y /(X0 ~ E(f(Xa)] > ) =0

k<n

lo cual muestra que f pertenece a F, como se buscaba. [



Capitulo 2

Teorema de Birkhoff

En este capitulo demostramos el Teorema Ergddico de Birkhoff (la de-
mostracién cldsica estd bien explicada en [Shi96] y [Man83]) y armamos un
pequeno diccionario entre los lenguajes probabilisticos y dindmicos.

Para discutir el concepto de ergodicidad, damos la demostracién clasica
de la Ley Cero-Uno de Kolmogorov (ver [Ash00]).

Luego para mostrar el caso ergddico del teorema de Birkhoff, utilizamos
una versién aditiva del lema de A.Karlsson y G.Margulis (ver [KM99]).

El lema es equivalente en esta version al clasico teorema ergdédico maximal
de Garsia, pero la demostracién es distinta, y tiene la virtud de que puede
adaptarse para dar cotas inferiores a procesos subaditivos (la demostracién
del teorema maximal se extiende a procesos subaditivos pero sélo da cotas
superiores).

A Karlsson y G.Margulis utilizaron el lema para dar una demostracién
del caso ergddico del teorema subaditivo de Kingman, nosotros adaptamos
esta demostracion al Teorema de Birkhoff y queda especialmente sencilla.

Luego introducimos la esperanza condicional, y la utilizamos para exten-
der la misma demostracién al caso no ergodico.

2.1. Procesos Estacionarios

Mientras que la motivaciéon para demostrar la Ley de Grandes Ntmeros
viene de consideraciones puramente probabilisticas, la preocupacién princi-
pal de este capitulo serd demostrar un teorema que tiene sus origenes en
consideraciones dinamicas.

25
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Sin embargo, la mateméatica detras de ambos resultados es bésicamente
la misma, y existe un diccionario completo entre el lenguaje dinamico y el
lenguaje probabilistico que intentaremos presentar en parte aqui.

Empecemos con las definiciones:

Definicién 2.1 (Transformacién que preserva medida, sistema dindmico que
preserva probabilidad). Sea (X, X, 1) un espacio de probabilidad. Se dice que
T : X — X preserva p, si es medible y se cumple pu(T~*A) = pu(A) para todo
AeX.

Un sistema dindmico que preserva probabilidad es una cuaterna (X, X', u, T')
donde (X, X, 1) es un espacio de probabilidad y 7" : X — X preserva .

Este es el punto de partida de la teoria ergédica. Puede demostrarse que si
X es un espacio topoldgico compacto, X su o-algebra de Borel, y T': X — X
una funcion continua, entonces existe alguna medida u de probabilidad que
es preservada por 7T

Nuestro interés en este capitulo es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Si (X, X, u, T') es un sistema
dindmico que preserva probabilidad, y f € L*(X, X, u) entonces:

n—1

1
p{re X : — g foT*x tiene limite cuando n — +oo}) = 1
n
k=0

La similitud de este teorema con la Ley de Grandes Numeros (Teorema
1.1) es evidente. Se hard atin mas explita con las siguiente definiciones.

Definicién 2.3 (Proceso Estacionario). Un proceso estacionario (o sucesién
estacionaria de variables aleatorias) es una sucesion X, ..., X,,... de vari-
ables aleatorias que cumplen que para todo k,n € N la distribucién conjunta
de Xgi1,..., Xgin esigual a la distribucion conjunta de X,..., X,,.

Los dos ejemplos que nos interesan son los siguientes:

= Si Xq,...,X,,... son variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, entonces forman un proceso estacionario.

» Si (X, X,n,T) es un sistema dindmico que preserva probabilidad y
f X — R es medible, la sucesion de variables aleatorias definida
mediante X,, = f o T""! es estacionaria.
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Hemos mostrado entonces que el siguiente enunciado es, en principio, més
general que el teorema ergodico de Birkhoff como lo enunciamos antes:

Teorema 2.4 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Si Xi,..., X,,... es una
sucesion estacionaria de variables aleatorias de esperanza finita entonces:

1
P(—=S,, tiene limite cuando n — +o00) =1
n

Mostraremos ahora que ambos enunciados son equiventes. Para esto fije-
mos de aqui en adelante:

RY = {z:N— R}

el conjunto de sucesiones de niimeros reales (convengamos que 0 ¢ N de
aqui en m4as).

En RY hay una topologfa natural que es la topologia producto (en la cual
x, — x siy solo si x,(k) — z(k) para todo k € N). Sea B la o-élgebra de
Borel asociada a esta topologia.

Por dltimo consideremos la transformacién “Shift”, 7' : RY — RN dada
por:

(Tx)(k) =2z(k+1) Vk e N

Existe una gran variedad de medidas de probabilidad yu tales que (RN, B, u, T)
es un sistema dinamico que preserva probabilidad, por ejemplo:

= Una medida concentrada en una tnica sucesién constante (i.e. z(k) =

z(1) Vk € N).

= Una medida concentrada en la érbita bajo el shift de una sucesiéon
periédica. Es decir, dados z € RN y p € N tales que x(k) = z(k+p) Vk €
N, consideramos una medida que asigna igual probabilidad a cada uno
de los puntos z, T'x, T?x, ..., TP 1.

= Una medida producto de un tnico factor (i.e. u es el producto de nu-
merables copias de cierta medida Boreliana v en los reales)

= Combinaciones lineales convexas de medidas invariantes, como las an-
teriores.
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De hecho mostraremos que cualquiera de las dos versiones enunciadas del
Teorema de Birkhoff, es equivalente a demostrar que el teorema se cumple
para caso particular (RN, B, u, T') con f(z) = x(1) y p cualquier probabilidad
invariante (la dificultad estd en gran diversidad de posibilidades para pu).

Esto se hace de la siguiente manera, sea Xi,...,X,,... un proceso esta-
cionario proveniente de cierto espacio de probabilidad (€2, F,P). La funcién
F: Q — RY dada por:

(F(w))(k) = Xp(w) Vk € N

es Borel medible (porque cada X}, es medible) y por lo tanto se puede definir
una probabilidad p (llamada la distribucién del proceso) dada por:

u(A) =P{w e Q: F(w) € A})

La definicién de proceso estacionario es equivalente a decir que (RN, B, u, T)
es un sistema dindmico que preserva probabilidad (i.e. Xi,..., X,, ... es esta-
cionaria si y sélo si su distribucién es invariante bajo el shift) . Ademéds se
tiene por definicion:

1
P(=S, tiene limite cuando n — +o0) = pu(A)
n

donde
1 n 1 n—1
A={zeR": Elh’ngx(k)} = {z e RY: EllimEZf(Tk:c)}
k=1 k=0

Hacemos notar que la construccion anterior, muestra que la Ley de Grandes
Numeros es un caso particular del Teorema Ergddico de Birkhoff, de hecho
se deduce del caso (RY, B, i1, T') donde p es el producto de numerables copias
de cierta probabilidad v definida en los borelianos de R.

2.2. La Ley Cero-Uno de Kolmogorov

Dedicaremos ahora una seccion a exponer una propiedad de las variables
independientes que ayuda a entender el Teorema Ergddico de Birkhoff y las
dificultades adicionales que ofrece con respecto a la Ley de Grandes Nimeros.

Un hecho poco intuitivo en principio es la existencia de funciones de in-
finitas variables que no dependen de ninguna cantidad finita de sus variables.
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Por ejemplo, la funciéon que le asocia el limite a cada sucesion que tiene limite,
o simplemente la funcién indicatriz de las sucesiones que poseen limite.

Andlogamente existen subconjuntos borelianos de RN tales que pertenecer
a ellos no depende de ninguna cantidad finita de coordenadas. Son los llama-
dos “eventos de cola”:

Definicién 2.5 (Evento de cola). Sean RY B y T las sucesiénes de reales,
su o-algebra de Borel, y la transformacion shift. Y definamos

B,=T""B
Un evento A € B es un evento de cola si

AeB,VneN

Los eventos de cola forman una o-algebra que llamaremos la o-dlgebra
de Cola y denotamos por

B = NpBy,

El tipico ejemplo de evento de cola es, el ya mencionado, conjunto de
sucesiones que tienen limite.

El siguiente teorema debido a Kolmogorov muestra que la o-algebra de
cola es casi trivial desde el punto de vista de las sucesiones de variables
aleatorias independientes.

Teorema 2.6 (Ley Cero-Uno de Kolmogorov). Sean Xi,...,X,,... vari-
ables aleatorias independientes, y sea A € By, entonces:

P{Xn}tnen € A}) =0 0 P({Xn}nenw € A}) = 1

DEMOSTRACION: Sea p la distribucion del proceso { X, } (en particular P({ X, },en €
A) = p(A) y p es un producto numerable de ciertas medidas de probabilidad
borelianes reales) y definamos la familia de conjuntos independientes de A

con esta medida:

Ba={B€B: (AN B) = u(A)u(B)}

mostraremos que A € B4 de modo que pu(A) = u(A)? y se obtiene el resul-
tado.
Para esto verificamos que:
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= Para cualquier conjunto B € B la familia de conjuntos independientes
de B es cerrada bajo uniones crecientes numerables e intersecciones
decrecientes numerables (i.e. Bg es una clase monétona y por lo tanto
si mostramos que contiene un algebra de conjuntos contiene la o-algebra
generada).

» Para cualquier B € B que es de la forma B = {z € RY : z(1) €
By,...,z(n) € B,} para cierto n € N y ciertos borelianos B, C R
se tiene que B,.; C Bp. Esto se cumple porque en este caso la clase
monoétona Bp contiene un algebra generadora de la o-algebra B,
porque g es una medida producto.

= Como A € B, para todo n € N se deduce de lo anterior que B4 contiene
un generador de B y por lo tanto B4, = B. En particular A € B4.

U

El resultado anterior permite demostrar que en el caso de variables inde-
pendientes se tiene:

1
P(—S,, tiene limite cuando n — +o00) =001
n

Otro resultado interesante es que en caso de existir el limite deberia ser
constante (notemos que no asumimos que las variables tenian la misma dis-
tribucion y por lo tanto este resultado no se deduce de la Ley de Grandes
Ntmeros). Formalizamos esto con la siguiente definicién y corolario:

Definicién 2.7 (Funcién de Cola). f : RY — {—o0o} UR U {+00} es una
funcion de cola si es medible respecto a la o-algebra B, es decir si cumple:
f7H(B) € Bs

para todo boreliano B C {—oco} UR U {400}.

Corolario 2.8. Si X1,...,X,,... es una sucesion de variables aleatorias
independientes y f : RN — {—oo} UR U {+00} es una funcién de cola
entonces existe a € {—oo} UR U {+o0} tal que:

P(f(X1,Xs,...)=a)=1

En particular el corolario muestra que en el caso independiente las vari-
ables lim sup,, %Sn y liminf,, %Sn son constantes en un conjunto de probabil-
idad 1.



2.3. ERGODICIDAD 31

2.3. Ergodicidad

Una dificultad del Teorema Ergddico de Birkhoff es que existen procesos
estacionarios tales que lim,, %Sn no es constante.

Para ver un ejemplo de esto consideremos una variable X; tal que P(X; =
0) = P(X; = 1) = 3 y tomemos:

Xn:lenEN

El proceso asi definido es estacionario pero:

1 1 1
P(lim—-S, =0) =P(lim -5, =1) = =
(lnn ) (lnn ) 2

Desde el punto de vista dinamico el fenémeno se entiende de la siguiente
manera. Supongamos que (X, X, u,T) es un sistema dindmico que preserva
probabilidad y que existe un conjunto A € X con 0 < p(A) < 1y tal que
T-'A = A. En este caso es claro que la érbita de los puntos de A y los
de X \ A no tienen relacién y por lo tanto los promedios de Birkhoff no
necesariamente seran iguales. De hecho:

n—1

0<,u({xEX:%ZIA(Tkx)zl}):,u(A) <1
k=0

Queremos distinguir ahora los procesos, o sistemas dinamicos que evitan
este fenomeno. Lo hacemos con las siguiente definiciones.

Definicién 2.9 (Conjunto invariante). Sea (X, X, u, T') un sistema dindmico
que preserva probabilidad. Se dice que un conjunto A € X es invariante si
cumple T7'A = A. Los conjuntos invariantes forman una o-dlgebra que
denotaremos Xr.

Definicién 2.10 (Sistema Dindmico Ergddico). Sea (X, X', 1, T') un sistema
dindmico que preserva probabilidad. Se dice que el sistema es ergdédico (a
veces se dice que T' es ergddica o que p es una medida ergédica) si todo
conjunto invariante tiene probabilidad cero o uno.

La traduccion de este concepto a procesos estacionarios se hace mediante
la transformacién shift.
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Definicién 2.11 (Proceso Ergddico). Sea Xji,..., X,,... un proceso esta-
cionario de distribucién . Se tiene que (RN, B, u, T) es un sistema dindmico
que preserva probabilidad, donde T es la transformacion shift. Se dice que el
proceso es ergddico si para todo A € Br se tiene pu(A) =00 p(A) = 1.

Una primera observacion es que aunque un sistema dindmico que preserva
probabilidad (X, X, u,T) no sea ergédico, existen funciones f : X — R
medibles tales que el proceso definido mediante X,, = f o 7™ ! si lo es. El
ejemplo obvio son las funciones constantes.

Un sistema dindmico (X, X', u, T') es ergédico si y s6lo si para toda funcién
f : X — R medible el proceso X,, = foT" ! lo es.

En el caso de la transformacion shift se tiene que todo conjunto invariante
es también un evento de cola (aunque el reciproco no es cierto como muestra
el conjunto de sucesiones que valen cero en infinitas de sus coordenadas pares)
esto nos da el siguiente corolario de la Ley Cero-Uno de Kolmogorov.

Corolario 2.12. 57 X1,..., X, ... son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas entonces forman un proceso estacionario y ergodi-
co.

El anédlogo a lo que eran las funciones de cola para procesos independientes
son las llamadas funciones invariantes:

Definicién 2.13 (Funcién Invariante). Dada una transformacién 7' : X —
X de un conjunto cualquiera X en si mismo se dice que una funciéon f : X —
{—00} URU {+0o0} es invariante si se cumple f = foT.

El siguiente lema es analogo al que enunciamos sobre funciones de cola
para procesos independientes:

Lema 2.14. 5i (X, X, u,T) es un sistema dindmico ergédico y f : X — R
es medible e invariante entonces existe ¢ € {—oo} UR U {+00} tal que:

Wlre X fn) =) =1
es decir f es constante c.t.p. (casi todo punto).
Las funciones: ] 1
limsup —95,, y liminf —§5,
n n n n

son invariantes bajo el shift cuando pasamos el proceso a RY (mediante el
viejo truco de la distribucién) y por lo tanto obtenemos lo siguiente.
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Lema 2.15. 5i X1,..., X, ... es un proceso estacionario ergodico entonces:
) 1 , .1
limsup —5,, ¥y liminf -5,
no N non

son constantes casi sequramente (i.e. en un conjunto de probabilidad 1)

Vemos entonces que para los procesos ergddicos es razonable que haya
una demostracion mas sencilla del Teorema Ergddico de Birkhoff, porque el
limite de los promedios, en caso de existir, deberia ser constante. Como la
Ley de Grandes Ntiimeros es un caso particular, es razonable que el limite sea
E(X3). En la siguiente seccién damos una demostracion de este hecho.

2.4. Lema de los Lideres

Consideremos la sucesién finita 2, 1, —2, 10, —8, 0,4, —6. Llamamos lideres
a aquellos términos que encabezan alguna suma de términos consecutivos
cuyo resultado es menor o igual a cero. En este caso los lideres son:

L={1,-2,10,-8,0,4, —6}

La inclusién de —2, —8,0 y —6 es trivial porque los términos mismos son
menores o iguales a cero. El término 1 es lider por la suma 1 — 2. 10 es lider
porque tenemos la suma 10 —8+0+4 —6 < 0.

La observacion crucial para esta seccién es que la suma de los lideres es
menor o igual a cero.

Formalizamos la definicién como sigue:

Definicién 2.16 (Lideres de una sucesion finita). Si zq,...,z, € R decimos
que x;, es lider de la sucesion si existe [ > k tal que

Tp+-+x <0

La observacién sobre la suma de los lideres se convierte en el siguiente
lema:

Lema 2.17 (Lema de los lideres (F.Riesz)). Si xy,...,2, € R y se define
L=A{keA{l,...,n}:xy eslider en xy,...,x,} entonces:

keL
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DEMOSTRACION: Si L = () entonces el enunciado es cierto (con la convencién
clésica de que sumas vacias valen cero).

Si L # () tomemos k = min(L) y I > k tal que zx + -+ + 2; < 0. Dado
que los términos no lideres son positivos se tiene:

Z T = Z vy <xp+--+x <0

eLN{1,...,l} i€Ln{k,...,l}
El resultado se deduce por induccién dado que LN{l+1,...,n} es sim-
plemente el conjunto indices de los lideres de la sucesiéon z;,1,...,z, (la

propiedad de ser lider depende s6lamente de los términos siguientes al térmi-
no dado). O

La consecuencia de interés para nosotros es la siguiente:

Lema 2.18 (Karlsson-Margulis). Si Xi,...,X,,... es una sucesion esta-
cionaria de variables aleatorias de esperanza positiva entonces:

P(S,, > 0 para todo n) > 0

DEMOSTRACION: Por el lema de los lideres se tiene que para todo n se
cumple:

Z )(Icl{Xl€ es lider en Xy,...,Xn} < 0

1<k<n

Tomando esperanza:

Z E(Xk;l{Xk es lider en Xk,---7Xn}) S 0

1<k<n

Utilizando la estacionariedad:

Z E(X11{X1 es lider en X1,...,Xn+17k}) <0

1<k<n

Reordenando los indices:

Z E(Xll{Xl es lider en X17---7Xk}) <0

1<k<n

Usando la definicion de lider se tiene que si definimos

Ay = {S; <0 para algun i < k}
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obtuvimos la desigualdad:

> E(Xila,) <0

1<k<n

Observemos que Ay C Ajyq para todo k. Si se tuviera lim, P(Ay) = 1
entonces existe K > 0 tal que E(X;14,) > 3E(X;) > 0 para todo k > K.
Esto estda en contradiccién con la validéz de la desigualdad obtenida para
todo n.

Lo anterior es suficiente para demostrar el Teorema Ergddico de Birkhoff
en el caso ergodico:

Teorema 2.19 (Teorema Ergédico de Birkhoff: Caso Ergédico). Si Xy, ..., X, ...

es una sucesion estacionaria y ergodica de variables aleatorias de esperanza
finita entonces:

P(%sn —E(X;)) =1

DEMOSTRACION: Fijemos a < E(X;). Aplicando el lema anterior a X,, — a
se obtiene que:

1
P(—S,, > a para todo n) >0
n
De esto se deduce que

P(lim inf{%Sn} >a)>0
y por la ergodicidad
P(lim inf{%Sn} >a)=1
Como esto vale para todo a < E(X;) se obtiene:
P(liminf{%Sn} > E(Xy)) =1
Aplicando el mismo razonamiento a la sucesion 2E(X;) — X,, se obtiene:
IP’(h’msup{%Sn} <E(Xy) =1

Por lo tanto se concluye el enunciado. []

Notemos que en el caso de variables independientes, lo anterior es una
demostracion de la Ley de Grandes Numeros que utiliza sélamente la Ley
Cero-Uno de Kolmogorov.
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2.5. Radén-Nikodym, Esperanza Condicional

Demostraremos ahora el caso no ergédico del Teorema Ergddico de Birkhoff.
En esta seccion utilizaremos el lenguaje dindmico, principalmente porque fa-
cilita hablar del concepto de conjunto invariante.

Sea entonces (X, X, u, T') un sistema dindmico que preserva probabilidad.
Y tomememos una funcién f € L' (X, X, u). La identidad:

n—1

1
/fd,u:/—ZfoT’“d,aneN
A AT

valida para todo conjunto invariante A € X, hace razonable pensar que el
limite de los promedios en caso de existir debe integrar lo mismo que f en
cualquier conjunto invariante.

El primer paso para demostrar esto entonces es mostrar que existe una
tal funcion.

Teorema 2.20. Sea (X, X, u,T) un sistema dindmico que preserva proba-
bilidad y sea f € LY (X, X, ). Existe una funcién g € LY(X, Xp, ) (i.e. g es
medible, invariante, y u integrable) tal que:

/fd,u:/gd,uVAeXT
A A

DEMOSTRACION: La ecuacién v(A) = [, fdu define una medida signada
en la o-dlgebra de conjuntos invariantes Xr. Ademads esta medida signada
es absolutamente continua respecto a p. Por lo tanto el teorema de Radon-
Nikodym garantiza la existencia de g = d;“; y su unicidad a menos de

T
modificaciones en conjuntos invariantes de medida nula. [J

La funcién g del teorema anterior es llamada la esperanza condicional de
f respecto a la o-algebra X y se denota:

g =E(f|Xr)

El teorema anterior nos permite restringirnos a probar el Teorema Ergddi-
co de Birkhoff en el caso de una funcién f € L'(X, X, u) que integra cero en
cada conjunto invariante (i.e. E(f|Xr) = 0).

Como es razonable, la demostraciéon del teorema en el caso general se
basa en una modificacién del lema de Karlsson-Margulis para conjuntos in-
variantes.
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Lema 2.21 (Karlsson-Margulis modificado). Sea (X, X, u,T) un sistema
dindmico que preserva probabilidad y f € LY(X, X, ). Para todo A € Xp de
medida positiva y todo a < ﬁ fA fdu existe un subconjunto B C A medible,
invariante, y con u(B) > 0 tal que:

n—1

1
liminf =Y " foT*z>aVz € B
1mn1nn foT" x> aVr €

k=0

DEMOSTRACION: Aplicamos el lema de Karlsson-Margulis de la seccién an-

terior a (A, X N A, ﬁ, Ty4) y la funcién f — a. Con esto se obtiene que:

n—1

1
u({xeA:—E foTFxr >aVneN}) >0
n
k=0

Tomemos ahora

n—1
1
B:UT’"{:CEA:EZfoT’“:c>aVnEN}

n>0 k=0

se tiene que pu(By) > 0y By cumple el enunciado. excepto que no es invari-
ante.

Sin embargo, para todo n > 0 se cumple T7" By C By y ambos conjuntos
miden lo mismo. Por lo tanto definiendo:

B=()T"B,

n>0

obtenemos un conjunto invariante de probabilidad positiva que cumple el
enunciado. [

Damos ahora la demostracién del Teorema Ergédico de Birkhoff.
DEMOSTRACION DEL TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF: Supongamos
(X, X, i, T) un sistema dindmico que preserva probabilidad, y f € L*(X, X, ).
Por el Teorema 2.20 existe g medible e invariante que integra lo mismo que
f en todo conjunto invariante. Alcanza probar el teorema para f — g y por
lo tanto asumimos sin pérdida de generalidad E(f|Xr) = 0.

Definamos (incluyendo explicitamente el caso 400 — (—00) = +00)

n—1 n—1
1 1
A= Xl — T*z — lim inf — Thz >
{zr € 1mnsupnkz%fo z — limin nkz%fo T > €})
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y supongamos por absurdo que para cierto € > 0 se tiene
1(Ae) >0

Por el lema de Karlsson-Margulis se tiene un conjunto medible invariante
A C A con u(A) > 0 tal que

n—1

1
limninfgkz;foTkx > —§ Vi e A

Ademas el mismo lemma aplicado a —f nos muestra que existe un con-
junto medible invariante B C A con p(B) > 0 tal que:

n—1

1 €
1{ —Ej TFe < -VzeB
1mnsupnk:0fo ;1:_3 T

Pero esto contradice que B C A.. [J



Capitulo 3

Teorema de Kingman

Este capitulo tiene dos objetivos principales.

El primero de ellos es demostrar el Teorema Ergddico Subaditivo de King-
man [Kin68]. El teorema es interesante por la cantidad de aplicaciones que
tiene, por ejemplo da como corolario trivial el clasico teorema de Furstenberg
y Kesten [FK60] sobre la norma de un producto aleatorio de matrices.

Otro objetivo es demostrar el lema de Karlsson-Margulis en su versién
subaditiva (ver [KM99]).

La demostracion que damos del teorema de Kingman en el caso ergodico
es bédsicamente la de [KM99] con una notacién un poco modificada. Nos
tomamos el trabajo de extenderla al caso no ergddico, cosa que los autores
no hicieron.

Introducimos el concepto de distancia dirigida porque captura lo que para
nosotros es un proceso subaditivo. En si, esta definicién no cumple otra fun-
cién que hacer mas intuitivos algunos de los pasos que se utilizan para acotar
este tipo de procesos.

La notacion se adapta bien a la familia de procesos subaditivos que es-
tudiaremos mas adelante en la tesis, que son todos de la forma d(z,,x,,)
donde {z,} es una cierta sucesién aleatoria en un espacio métrico (por ejem-
plo, la parte positiva de los productos parciales de una sucesién de matrices
aleatorias).

39
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3.1. El lema de Fekete

Definicién 3.1 (Sucesién subaditiva). Decimos que una sucesién a € RY es
subaditiva si se cumple:

a(m+mn) <a(m)+a(n) Vm,n € N

Los ejempos bésicos vienen de funciones concavas como log(n) y v/n.
La observacién basica respecto a este tipo de sucesiones es que %a(n)
tiene limite (posiblemente igual a —oc0).

Lema 3.2 (M.Fekete). Sia € RY es subaditiva entonces:
1 1
lim —a(n) = inf —a(n) € {—co} UR
n n n n
DEMOSTRACION: Dado t > fnf,, ta(n) existe m € N tal que:

1
— <t
—a(m)

Para cada n € N escribimos n = gm +r con ¢, > 0y r < m. Con esto
se obtiene:

—a(n) < —(qa(m) +ra(1)) <

3

m

a(m) + —la(1)
n

y por lo tanto tomando limite superior

a(m) <t

1
limsup —a(n) < —
n oM m

3.2. Distancias Dirigidas

Convengamos la siguiente notacion para los enteros no negativos Z, =
{0} UN.
Definicién 3.3 (Distancia Dirigida). Decimos que a € R% es una distancia
dirigida si:
a(n,n) =0Vn € Z;
a(m,n) = —a(n,m) Ym,n € Z,

a(l,n) <a(l,m)+a(m,n) ¥l <m <n
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El primer ejemplo basico es definir a mediante:
a(m,n) =n—m
En este caso se cumple a(l,n) = a(l,m) + a(m, n) para todo {,m,n € Z,.
Todas las distancias dirigidas que cumplen esto son de la forma:
n—1

_, Ak
a(m,n) = { A .
ap sim>n

sim<n

para cierta sucesion ay.
Otra manera de fabricar ejemplos es tomar una distancia d en Z, y definir:

alm,n) = {

El ejemplo siguiente muestra que no todas las distancias dirigidas vienen
de distancias (ni siquiera las que toman valores positivos cuando m < n):

dim,n) sim<n
—d(m,n) sim>n

En este ejemplo a(0,1) = 2,a(1,2) = 1,a(0,2) = 0 y se tiene |a(0,1)| =
2>1=1a(0,3)] +a(3,2)].
Toda funcién definida para m < n que cumple:

a(l,n) <a(l,m)+a(m,l) Yl <m <n

puede extenderse de manera tinica a una distancia dirigida definiendo a(n,n) =
0 para todo n y a(n,m) = —a(m,n) para todo m < n.

Lo anterior muestra que si consideramos Z, como los vértices de un grafo
dirigido cuyas aristas son los pares (m,n) con m < n dar una distancia dirigi-
da es equivalente a asignar un peso a cada arista. Con esto cada camino en
el grafo (dado por una sucesién finita (ny, ..., ny) € Z%)) tiene una longitud
dada por:

e

-1

a(ng,nj1)
1

<.
Il
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La condicién de subaditividad garantiza que si el camino es creciente (i.e.
n; < n;yq Vi) entonces:

N

-1

a(ny,ng) < )y a(ng,nj)
1

<.
Il

Para caminos no crecientes la longitud puede ser menor a la de la arista
que une los dos extremos. De hecho una propiedad importante es:

a(m,n) +an,m+1) <a(m,m+1) Vm,n € Z,

Definamos para todo m,n € Z, la funciéon b(m, n) = a(m,n)+a(n, m+1).
Se tiene entonces:

b(m,n) <a(m,m+1)Vn € Z,
Necesitaremos también las siguientes identidades:
a(0,n) =b(0,n) +b(1,n)+---+bn—1,n)

a(0,n) +a(n, k) =b(0,n) +b(1,n) +---+ bk —1,n)

3.3. Procesos Subaditivos
Definiremos ahora lo que significa elegir una distancia dirigida al azar.

Definicién 3.4 (Elemento Aleatorio). Un elemento aleatorio de un espacio
topoldgico X es una funcién Borel medible a : 2 — X donde (€2, F,P) es un
espacio de probabilidad. La distribucion de a es la medida boreliana p en X
definida mediante:

u(A) = Pla € A)

Consideramos ahora el conjunto de las distancias dirigidas D C R% con
la topologia de la convergencia puntual.

Definicién 3.5 (Proceso Subaditivo). Un proceso subaditivo es un elemento
aleatorio a del espacio de distancias dirigidas.
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Una definiciéon equivalente es que un proceso subaditivo es un conjunto
{z(n,m)}nmez, de variables aleatorias que cumplen:

x(m,n) = —z(n,m) Ym,n € Z,

z(l,n) < z(l,m) +x(m,n) Yl,m,n € Z, conl <m <n

El ejemplo obvio consiste en tomar una sucesion Xi,..., X,,... de vari-
ables aleatorias y definir:

a(n,m) = Xp41 + -+ X, para todon <m

extendiendolo luego a una proceso subaditivo de la manera obvia (la mayoria
de los ejemplos vendran definidos sélamente para m < n y se dard por
entendido que se toma la unica extension posible).
Un ejempo un poco menos obvio a partir de las mismas variables aleato-
rias es:
a(n,m) = |Xp41 + - -+ X,,,| para todo n < m

Si en los ejemplos anteriores la sucesion Xi,..., X, ... es estacionaria
entonces el proceso subaditivo a es estacionario en el sentido que definiremos
a continuacioén.

Definicién 3.6. Sea el shift T': D — D dado por
(Ta)(n,m) =a(n+1,m+1)

Un proceso subaditivo a es estacionario si su distribucion es invariante
bajo T

Esta definicién es equivalente a decir que para todon € N y todo conjunto
de borelianos {A;;}o<i j<n se tiene:

P(a(i, j) € Aij para todo 0 < 4,5 < n) =P(a(i+1,j+1) € A;; para todo 0 < i,j < n)

En particular, para un proceso subaditivo estacionario, la distribucion de
a(m,n) depende unicamente de n — m. Més en particular atn, si se tuviera
que a(m,n) tiene esperanza finita entonces E(a(m,n)) = E(a(0,n —m)).

Notemos ademds que si a es un proceso subaditivo y E(a(m,n)) existe
para todo m,n entonces se tiene:

E(a(0,n+m)) < E(a(0,n))+E(a(n,n+m)) = E(a(0,n))+E(a(0,m)) ¥n,m € N
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y por lo tanto por el lema de Fekete

lim lIEf,(a(O, n)) = flgf %E(a(o, n)) € {—ooc} UR

n n

Enunciamos ahora el teorema de Kingman ( [Kin68]), cuya demostracién
es uno de los objetivos de este capitulo:

Teorema 3.7 (Teorema Ergddico de Kingman). Sia es un proceso subaditivo
y estacionario que cumple

E(Ja(m,n)|) < 400 para todo m,n € Z;

1
lim —E(a(0,n)) > —oo

nn
entonces
1
P(3lim —a(0,n)) =1
non

Los ejemplos muestran que este teorema generaliza el Teorema Ergddico
de Birkhoff.

Dado un sistema dindmico que preserva probabilidad (X, X, u,T') y una
sucesion de funciones medibles f,, : X — R que cumplen:

Joom < fot+ fmoT™ ¥n,m e N
se obtiene un proceso subaditivo estacionario mediante la ecuacién:
a(m,n) = fu_moT™ ¥Ym <n
Si las funciones f,, cumplen la igualdad

fn—l—m - fn+fmoTn

entonces se tiene:
fn:f1+...+floTn—1

Esto muestra como enunciar el Teorema Ergddico de Kingman en el con-
texto dinamico:
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Teorema 3.8 (Teorema Ergédico de Kingman Versién Dindmica). Sea (X, X, 1, T)
un sistema dindmico que preserva probabilidad. Si la sucesion {fn}tnen C
LYX, X, 1) cumple:

fn+m§fn+fmoTn V’I’L,WEN

1
lim—/fndu > —00
n n
entonces: ]
p({xr € X : 3lim gfn(ff)}) =1

Las dos versiones del Teorema Ergodico de Kingman son equivalentes.
La demostracion de este hecho, es andloga al caso del Teorema Ergddico de
Birkhoff que hicimos anteriormente.

3.4. Acotaciéon Superior

En esta seccién utilizaremos que a(0, n) puede acotarse superiormente por
un proceso aditivo mas un resto pequeno. Esto se hace mediante la desigual-
dad basica

a(0,n) < a(0,m) 4+ a(m,2m) + - - -+ a((qg — 1)m, gm) + a(gm,n)

donden=gm+ry0<r<m.

Aplicaremos la versién aditiva del lema de Karlsson-Margulis (lema 2.18)
para acotar superiormente los valores de a(0,n) en un conjunto de probabil-
idad positiva.

Para mostrar que el resto no afecta esta acotacién utilizaremos el siguiente
hecho elemental de probabilidad:

Lema 3.9. 5i X4,...,X,,... es una sucesion de variables que tienen la
misma distribucion y son tales que E(|X4|) < 400 entonces en un conjunto
de probabilidad 1 se tiene:

1
-X,—0
n

DEMOSTRACION: La demostracién consiste en notar que para todo € > 0 la

variable truncada:
—+o0

de{lxl\ﬂke,(kﬂ)e)} < | X1
k=1
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tiene esperanza finita y por lo tanto:

+oo

> " keP(IX1| € [ke, (k + 1)e)) < 400

k=1
reordenando esta suma absolutamente convergente y cambiando probabil-
idades del tipo P(X; € A) por P(X,, € A) (que son iguales porque las
variables tienen igual distribucién) se obtiene:

+00 1
ZP(E|X"“| > €) < 400
k=1
Por dltimo se utiliza Borel-Cantelli (lema 1.2) para concluir que en un
conjunto de probabilidad 1 se tiene %|Xk\ > € sélamente para un numero
finito de valores de k € N. [J

El teorema de esta seccion es el siguiente:

Teorema 3.10 (Lema de Acotacién Superior). Sia es un proceso subaditivo
estacionario tal que a(m,n) € L*(Q, F,P) para todo m,n € Z, y ademds

1
lim —E(a(0,n)) <0

n n

entonces
P(3IN € N:a(0,n) <0 para todon > N) >0

DEMOSTRACION: Tomemos m € N tal que E(a(0,m)) < ¢t < 0. Por el lema
2.18 aplicado a la sucesion estacionaria t—a(0,m), ..., t—a(km, (k+1)m), ...

se tiene que:
n—1

IP’(Z a(km, (k+1)m) <ntVn e N) >0
k=0
Ahora para cada n € N escribimos n = gm+r con 0 < r < m y utilizando
la subaditividad obtenemos en el conjunto de probabilidad positiva obtenido
anteriormente:
-1

a(0,n) < Z a(km, (k + 1)m) + a(gm,qm + 1)

=}

k=0

gt + a(gm,qgm + r)

a(gm,qm +1)" +---+algmn+m —1,gn+m)*
q

A

IN
<

(t + )
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Por el lema anterior en un conjunto de probabilidad 1:

algm,gm+1)" +---+algm+m—1,gqm+m)"
q

— 0 cuando ¢ — 400

con lo cual se obtiene la tesis. [J

Notemos que la variable a(0, 1) podria ser siempre estrictamente positiva
sin contradecir las hipdtesis, por lo tanto no es posible mejorar el resultado
demostrando que con probabilidad positiva se cumple a(0,n) < 0¥n € N.

3.5. Lema de Karlsson-Margulis

Modificaremos ahora los métodos utilizados en la version aditiva del lema
de Karlsson-Margulis (lema 2.18) para acotar inferiormente los valores de
a(0,n) en un conjunto de probabilidad positiva. En particular mostraremos
el siguiente resultado:

Corolario 3.11. Sia es un proceso subaditivo estacionario tal que a(m,n) €
LY, F,P) para todo m,n € Z, y ademds

1
lim —E(a(0,n)) >0
non
entonces
P(a(0,n) > 0 para todo n € N) >0

El resultado siguiente, que llamaremos el lema de Karlsson-Margulis (ver-
sién subaditiva) implica inmediatamente el anterior mediante la desigualdad:

a(0,n) + a(n, k) <a(0,k) Yk <n

Teorema 3.12 (Lema de Karlsson-Margulis). Si a es un proceso subaditivo
estacionario tal que a(m,n) € L*(Q, F,P) para todo m,n € Z, y ademds

1
lim —E(a(0,n)) > 0

n n

entonces

P( para infinitos n se cumple a(0,n)+a(n, k) > 0 para todo k € {1,...,n}) >0
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DEMOSTRACION: Definamos b mediante:
b(m,n) = a(m,n) +a(n,m+1)
Se tiene que:

a(0,n) = z_: b(k,n)
k=0

Aplicando el lema de los lideres a b(0,n),...,b(n — 1,n) obtenemos:
n—1
Z b(k, 1) Lip () tider en b(k,n),...b(n—1,n)} < 0
k=0

tomando esperanza

n—1

Z E(b(k, 1) Lip(k,n) tider en b(k,n),....b(n—1,m)}) < 0
k=0

usando la estacionariedad

n—1

k=0

reordenando los indices

Z E(b(0, k) Lip(0,k) tider en b(0,k),...5(k—1,k)}) < O
k=1

Definiendo
Ay ={b(0,k) lider en b(0,k),...,b(k —1,k)}
={3j€{0,...,k =1} :0(0,k)+---+b(j, k) <0}
— {3 € {1, K} (0, k) + alk, j) < 0}
hemos obtenido

> E(b(0,k)14,) <0V eN
k=1
Definamos por conveniencia los complementos de los Ay:

By ={a(0,k) +a(k,7) >0Vje{l,...,k}}
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Nuestro objetivo es mostrar que la probabilidad de pertenecer a infinitos

By, es positiva, es decir:
P B) >0
n k>n
Para esto mostraremos simplemente que P(By) no tiende a cero cuando
k — +o0.
Utilizando la estacionariedad se obtiene lo siguiente

S E(b(0,k)) = i E(b(k, n)) = E(a(0,n)) = nC + o(n)

donde C' = lim,, E(a(0,n)) > 0.

Esto junto con la igualdad

n

iE(b(O, k) = iE(b(O, F)la) + Y E(b(0,k)1p,)

k=1

y el hecho de que el primer sumando es menor o igual a cero muestra que

nC + o(n) < i E(b(0,k)15,)

k=1

Ahora de lo anterior y la desigualdad b(0, k) < a(0,1) se obtiene (dividi-
endo entre n):

C+o(1) < % iE@(O, Dlg,)

Dado que a(0,1) € LY(Q,F,P) la funcién v(A) = E(a(0,1)14) es una
medida signada y es absolutamente continua respecto a PP. Por lo tanto si
cuando k — 400 se tiene que P(By) — 0 entonces v(By) — 0. Esto implicaria
que el lado derecho de la desigualdad anterior tenderia a cero.

Como por hipétesis C' > 0 esto no puede suceder y por lo tanto:

P(()J Bi) >0

n k>n
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3.6. El caso Ergddico

Recordemos el espacio D de distancias dirigidas con la topologia de la
convergencia puntual y el shift T': D — D dada por:

T(a)(m,n)=a(m+1,n+1)

Un proceso subaditivo estacionario es un elemento aleatorio de D tal
que su distribucion es invariante bajo 7. Si ademés T' es ergddica para la
distribucion entonces decimos que el proceso es ergddico.

La hipotesis de ergodicidad simplifica la descripcion del limite de %a(O, n)
gracias al siguiente lema:

Lema 3.13. Si a es un proceso subaditivo y estacionario entonces:

1 1
P(liminf —a(0,n) = liminf —a(l,n+1)) =1
n n n n

DEMOSTRACION: La desigualdad:
a(0,n) <a(0,1) +a(l,n)

implica que

1 1 1
liminf —a(0,n) < liminf —a(1,n) = liminf 1
fm in na( ,n) < fm in na( , M) fm in n—la( , M)

1
= liminf —a(1,n + 1)
non
Por lo tanto para todo a € R se tiene:
1 1
{liminf —a(1,n+ 1) < a} C {liminf —a(0,n) < a}
n n n n

pero por la estacionariedad la probabilidad de ambos conjuntos es la misma.
Por lo tanto coinciden a menos de un conjunto de probabilidad nula. En el
complemento de la union de los conjuntos de medida nula que se obtienen
para a € Q se cumple la tesis. [J

El lema anterior implica que lim inf,, %a(O, n) coincide en un conjunto de
probabilidad 1 con una funcién invariante. Por lo tanto bajo la hipotesis de
ergodicidad debe ser casi seguramente constante. Claramente la afirmacion
andloga para lim sup,, +a(0, n) tiene la misma demostracién. Hemos mostrado
entonces el siguiente resultado:
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Lema 3.14. Si a es un proceso subaditivo, estacionario y ergodico entonces
las variables, limsup,, ~a(0,n) y iminf, +a(0,n), son casi sequramente con-
stantes.

Con esto podemos dar una demostracion del caso ergdédico del Teorema
Ergodico de Kingman.
Teorema 3.15 (Teorema Ergddico de Kingman: Caso Ergédico). Si a es un
proceso subaditivo, estacionario y ergddico, y C = lim, E(a(0,n)) # —oo
entonces:

P(lim la(O,n) =C)=1
non

DEMOSTRACION: Fijado ¢t < C el lema de Karlsson-Margulis (lema 3.12)
aplicado al proceso subaditivo a(m,n) — (n — m)t implica:

1
P(ga(o,n) >tVneN)>0

y en particular

1
P(lim inf —a(0,n) > t) > 0

non
Por la ergodicidad esto implica

1
P(liminf —a(0,n) > t) =1
non
y luego intersectando en niimerables ¢ menores que C' se obtiene:

1
P(liminf —a(0,n) > C) =1
n

n

Fijando ahora t > C' y aplicando el lema de acotacién superior (lema
3.10) al proceso subaditivo a(m,n) — (n — m)t se obtiene:

1
P(IN € N: —a(0,n) <tVn > N)>0
n
y en particular
1
P(limsup —a(0,n) <t) >0
no N

Utilizando la ergodicidad e intersectando en numerables valores de ¢ se
obtiene: )
P(limsup —a(0,n) < C) =1
n

n
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3.7. Descripcion del Limite

Al igual que hicimos en el capitulo sobre el Teorema Ergddico de Birkhoff,
cambiaremos a la notaciéon dinamica para el caso no ergodico.

Supongamos que lim,, f,/n = g existe c.t.p. Hemos mostrado en el caso
ergédico que g = lim,, % [ fadp. En el caso general uno esperarfa que al menos

se cumpla:
1
[ ot =tim - [ g
A nonJa

en cada conjunto invariante A € Xp (recordemos la notacion X para la
o-dlgebra de conjuntos medibles e invariantes).

Mostraremos que existe una funcion invariante g que cumple lo anterior,
y luego mostraremos que efectivamente es el limite de f,,/n.

Recordamos antes de empezar la notacién E( f|Xr) (esperanza condicional
de f respecto a la o-dlgebra Xr) para la funcién (definida de manera tnica a
menos de modificaciones en conjuntos invariantes de medidad nula) medible
e invariante que integra lo mismo que f en cada conjunto invariante A € Xp.

Lema 3.16 (Descripcién del Limite). Sea (X, X, u, T') un sistema dindmico
que preserva probabilidad y { fn}nen C LY (X, X, 1) una sucesion de funciones
integrables a valores reales que cumple:

fneran_'_fmoTn vm7n€N

1
lim—/fnd,u> —00
non

Entonces existe una funcion g € L'(X,Xp,u) (i.e. medible, invariante, vy
p-integrable) que cumple:

1
/gd,u:lim—/fnd,u VA e Xp
A nonJa

Ademds g es unica a menos de modificaciones en conjuntos invariantes de
medida nula.

DEMOSTRACION: Fijemos versiones de E( f,,|Xr) para cadan € N. 'Y notemos
que puede tomarse E( f,, oT™|Xr) = E(f,|Xr) para todo m € Z, (esto puede
hacerse porque fA fnoT™dy = fA fndp para todo A € Xr).
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La desigualdad
foom < faot fmoT™ Vm,n € N
implica que en un conjunto invariante de probabilidad 1 se cumple
E(fnsm|Xr) < E(fol Xr) + E(fr o T"|Xr) Vm,n € N
y por lo tanto
E(fnim|Xr) < E(fol Xr) + E(fm|Xr) Ym,n € N

Trabajaremos a partir de ahora en el conjunto en el cual se cumple la
desigualdad anterior.

La sucesiéon E(f,|Xr) es subaditiva y por el lema de Fekete (lema 3.2)
existe el limite:

o1 e
g= hgn EE<fn|XT) = Hﬁf EE<fn‘XT)

que es una funcién medible e invariante por serlo cada E(f,|Xr).

Se tiene TE(f,|Xr) < E(f1|Xr) € LY(X,Xr,p) y por lo tanto podemos
usar el lema de Fatou (para lim sup) y deducir que en cada conjunto invariante
A € Xr se cumple:

1 1
[ o=t [ SB(f 2=t [ fdn
A noJan N Ja

Esto muestra que g € LY(X,Xr, 1) v, dado que ademés se tiene g <
LE(f,|Xr) para todo n se obtiene la propiedad deseada para la integral de
g en cada conjunto invariante.

Si ¢’ cumple las mismas propiedades que g se tiene que g—¢g’ es invariante e
integra 0 en cada conjunto invariante. Esto muestra que el conjunto invariante
{r € X :|g(x) — ¢'(x)| > €} tiene medida nula para todo € > 0. Con esto se
obtiene la unicidad buscada. [J

Daremos ahora una demostracion del Teorema Ergédico de Kingman:

Teorema 3.17. Sea (X, X, u, T) un sistema dindmico que preserva probabil-
idad y { fn}nen C LY (X, X, 1) una sucesion de funciones integrables a valores
reales que cumple:

fn+m§fn+fmoTn Vm,nEN
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1
lim —/fnd,u> —00

n—+oo N,

Entonces lim,,_ o, fn/n existe c.t.p. y coincide con la funcion g dada por
3.16 en un conjunto invariante de medida 1.

DEMOSTRACION: Sea g € LY(X, Xr, ) dada por 3.16.
Considerando la sucesién de funciones f,, — ng se deduce que podemos
asumir

1 1
lim— [ f,dp = inf —/ fodp =0VA € Xp
nonfa non fq

Nos restringimos al conjunto de medida 1 provisto por el lema 3.13 en
el cual las funciones liminf, % fn y limsup,, % fn son invariantes. Se busca
demostrar que ambas valen cero c.t.p..

Definamos para cada € > 0 el conjunto medible e invariante
;o]
Ac ={z € X :liminf — f,, () < —€}
noon

y supongamos por absurdo que para cierto € > 0 se tiene u(A.) > 0.

El lema de Karlsson-Margulis 3.12 aplicado al espacio de probabilidad
(A, X N A, ﬁ) y el proceso definido mediante a(m,n) = fo_pm o 17}
para todo m < n, implica la existencia de un conjunto medible A C A, con
pu(A) > 0 tal que:

1
—fn(z) > —eVr € Ay todon € N
n

y en particular

1
liminf — f,(z) > —e Vo € Ay todon € N
noon

Lo cual contradice la definicion de A..
Anélogamente, si definimos:

1
B ={z € X : limsup — f,,(x) > €}
non

El Lema de Acotacién Superior 3.10 muestra que se tiene p(B.) = 0 para
todo € > 0. Y con esto, se obtiene el resultado. [



Capitulo 4

Geometria de las Matrices
Positivas

En este capitulo dotamos a las matrices positivas de una estructura de
variedad riemanniana y estudiamos algunas propiedades de esta estructura
(e.g. sus geodésicas y propiedades métricas de los triangulos).

Este espacio es un ejemplo de variedad de curvatura semi-negativa (o
no-positiva) en la cual cualquier par de puntos estd unido por una tnica
geodésica (i.e. espacios de Cartan-Hadamard). Y, a través de la descom-
posicién polar, juega un papel central en el teorema de Oseledets que de-
mostraremos mas adelante.

Empezamos introduciendo la norma de Frobenius que usaremos de aqui en
mas en todos los espacios de matrices. Luego demostramos algunas propiedades
bésicas del mapa exponencial, en particular mostramos la diferenciabilidad
utilizando resultados de series de potencias en varias variables reales (ver
[KP02]) y daremos formas exactas para el diferencial en distintos puntos.

El teorema de descomposicion polar sirve para adelantar trabajo hacia
la demostracion del teorema de Oseledets, y también para introducir las
matrices positivas y la accién natural de GL(n) sobre ellas.

Hemos preferido ver Pos(n) como una subvariedad y no como el cociente
GL(n)/O(n) porque de este modo es mas obvia la estructura diferencial y se
pueden hacer cuentas mas facilmente.

El primer trabajo que estudiamos (que fué [KLO06]) tenia la frase “Las ma-
trices invertibles actian como isometrias sobre las positivas” entre paréntesis
sin ninguna referencia o explicacién adicional. Luego pasaba a explicar que
esto implicaba que el resultado del trabajo (que era sobre los valores de ciertas

25
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funciones de Busseman en sucesiones aleatorias en ciertos espacios métricos)
implicaba en particular el teorema de Oseledets.

Fué un gran dolor de cabeza tratar de entender esa frase. Y un gran
placer cuando finalmente dimos con las referencias adecuadas (que ademas
son altamente recomendables por estar muy bien escritas) que son [Lan99]
y [Bha07].

4.1. Norma de Frobenius

Denotamos por R™*" las matrices de m filas y n columnas con entradas
reales.

Si A = (a;;) € R™™ denotamos la matriz transpuesta por A* = (aj;) €
Rm*m,

Identificando R™ con las matrices de n filas y 1 columna, el producto
interno usual en R" esta dado por:

(v,w) =v*w Yv,w € R"
Si A = (a;;) € R™" denotamos la traza de A por Tr(A) = >, ., @i
Con esto se puede definir un producto interno en R™*™ mediante:
(A,B) =Tr(A*B) VA, B € R™*™"

Puede verificarse mediante un calculo directo que este producto interno
coincide con el usual si identificamos R™™ con R™.

La norma que proviene de este producto interno es la llamada norma de
Frobenius. Explicitamente si A = (a;;) se tiene:

2 _ 2
| A[[* = Z @i
0,
Supongamos A, B € R"*" y denotemos A = (vy,...,v,)" donde v} € R"

es la i-ésima fila de A. Anédlogamente fijemos B = (wy, ..., w,) donde w; € R"
es la i-ésima columna de B. Se tiene por lo anterior:

1A]I* = Z i
1B]* = Z oo |
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Laigualdad AB = ((v;, w;)) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz implican
lo siguiente:

IABII> = Y [ w)P < > il Pllwyll* = 1A]%1 B
1<i,j<n 1<i,j<n

Por lo tanto hemos mostrado que:
[AB|| < [[A[[l| Bl VA, B € R*™"

Otra observacién que utilizaremos sin mencion es que el valor absoluto
de cada entrada de una matriz A estd acotada por ||A]|.

4.2. Mapa Exponencial
Definimos el mapa exponencial
exp : RdXd N RdXd

mediante la siguiente serie de potencias de matrices (con la convencién A° = T
donde I es la matriz identidad)

1 n
exp(A) = Z HA
n>0
Para cada n la funcién p,(A) = >°p_; HA" es continua (simplemente
porque A — A" es continua como funcién de las entradas de A) y la esti-
macion:

1 n
Ipa(4) = P (A < 1A

permite ver que p,, converge uniformemente en compactos cuando n — +00
y por lo tanto exp es una funcién continua.

Tomemos x = (x1,...,x422) € R% un vector que contiene las entradas de
la matriz A € R4,
Definamos para cada multiindice k = (kq,...,kg) € Zf la norma de la

suma |k| = ky + -+ - + kgz. Y utilicemos la notacién:

k __ k1 kg2
e —.CL’l "'xdg
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Cualquier entrada de A™ es un polinomio homogéneo de grado n en las
d* coordenadas de . Por lo tanto si f(z) es una cierta entrada de la matriz
exp(A) se tiene:

@)= Y mat

Para ciertos coeficientes ap > 0. Ademas por las estimaciones anteriores
esta serie es uniformemente absolutamente convergente en compactos de RY.

Mostraremos a continuacion un resultado general sobre funciones analiticas
reales que implica que existen las derivadas parciales de f de todos los or-
denes y se calculan derivando la serie término a término. En particular la
funcion exp es C*°.

Teorema 4.1. Supongamos que la serie

E akxk

N
keZy

es uniformemente convergente en los compactos de RY. Entonces define
una funcion C* cuyas derivadas parciales de todos los ordenes se calculan
derivando la serie término a término.

DEMOSTRACION: Supongamos que cierta serie f = >_ f,, de funciénes con-
tinuas converge uniformemente en compactos de RY y definamos (la ¢ se
coloca en la i-ésima coordenada):

g(z) :Z/ an(xl,...,t,...,xN)dt donde x = (z1,...,2N)

La convergencia uniforme y el teorema fundamental del calculo implican
que a%ig =f.

Por lo tanto para mostrar nuesto resultado alcanza con probar que la
derivada formal respecto a x; de la serie

E akxk

N
keZy

es uniformemente convergente en compactos para todo ¢ (y luego proceder
por induccién para derivadas de mayor orden).
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Fijemos entonces [ = (0,...,1,...,0) un multi-indice con un 1 en la coor-
denada i. Utilicemos también la notacion (k+1); para la i-ésima coordenada
de la suma coordenada a coordenada de los multiindices & y [.

En esta notacién la derivada formal esta dada por:

Z (k’ -+ l)i(l]H_lfL‘k

N
keZl
Necesitaremos la siguiente identidad:

Z<k+l)i:n;1(n;rvjizl)

|k|=n

La identidad se deduce observando que la cantidad de N-tplas con |k| = n
estd en biyeccién con las maneras de poner N — 1 “separadores” en un total
de n+ N —1 lugares (e.g. ——/———//— donde hay 9 lugares y 3 separadores
se corresponde con k = (2,3,0,1)). De esto se deduce que

SN (k+1);= Zn+1:(n+1)<n;]]i;1)

kl=n [k|=n

y por lo tanto si se suma unicamente la entrada i-ésima de cada N-upla se
obtiene la N-ésima parte del total.

Probaremos ahora la convergencia uniforme en compactos de la serie
derivada.

Fijemos T > 0. Las hipdtesis implican que Ekezf aiT*! es convergente

y por lo tanto existe C' > 0 tal que |a;| < C /T para todo k.

Para cierto 0 < p < 1 fijo consideremos los x = (z1,...,7y) € R tales
que |z;| < pT para todo i. La siguiente desigualdad demuestra la convergencia
absoluta uniforme de la serie derivada en este compacto, y dado que es valida
para todo T' se deduce el enunciado:

C
>k + Diapax®| <) (b + l)iT|k‘+1P|k‘T‘k|

kezy n |kl=n

:% p"Z(k—i—l)z
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g

Las siguientes propiedades adicionales se deducen operando directamente
con la serie que define la funcién exp:

1. exp(A™'BA) = A ' exp(B)A para todo par A, B € R™*™ con A invert-
ible.

2. Si A, B € R™™ conmutan entonces exp(A + B) = exp(A)exp(B) =
exp(B) exp(A).

Denotemos por GL(n) C R™ ™ el subconjunto formado por las matrices
invertibles. La primer propiedad implica que:

I =exp(A—A)=exp(A)exp(—A) =exp(—A)exp(A)

y por lo tanto exp(A) € GL(n) para todo A € R™*™.
El diferencial del mapa exponencial en un punto A evaluado en una matriz
B es por definicién:

A+1tB) — A
DAexp-Bzyx%eXp( + t) exp(4)

Si Ay B conmutan se tiene
Daexp-B =exp(A)B
mientras que en el caso general (i.e. no conmutativo) se obtiene
1 k m—1—k
DAe>qo-B_B+Zﬁ > AFBA
m>2 " 0<k<m-1

En particular Dgexp : R™*"™ — R™ " es la funcion identidad.

4.3. Descomposicién Polar

Denotemos por Sym(n) el subconjunto de las matrices simétricas (i.e. que
cumplen A* = A) de R™*". Este subconjunto es un subespacio vectorial de
dimensién n(n + 1)/2.

Ademads usaremos O(n) para el conjunto de matrices ortogonales (i.e. que
preservan el producto interno o equivalentemente son invertibles y cumplen

A* = A7),
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El teorema espectral implica que si A € Sym(n) entonces A se diagonaliza
en una base ortonormal de R". Equivalentemente existe B € O(n) tal que
B~'AB es diagonal.

Por ultimo, denotamos por Pos(n) C GL(n) el conjunto de matrices
simétricas que ademas tienen todos sus valores propios positivos.

Por ejemplo idéntificando Sym(2) con R? mediante el mapa:

a c “
(Cb)H b
c

El subconjunto Pos(2) queda idéntificado con la componente del cono abierto
{(z,y,2)* € R®: 2y — 2* > 0}

que contiene a (1,1,0)*.

En general Pos(n) es un subconjunto abierto en Sym(n) que es un “cono”
en el sentido de que si P, Q € Pos(n) se tiene aP € Pos(n) para todo a > 0
y P+ @Q € Pos(n).

El teorema espectral muestra que toda P € Pos(n) tiene una tnica raiz
cuadrada positiva (i.e. Q € Pos(n) tal que Q* = P). También muestra que
toda matriz P € Pos(n) tiene un tnico logaritmo simétrico (i.e. A € Sym(n)
tal que exp(A) = P).

Nuestro interés en el subconjunto Pos(n) es a causa del siguiente resultado
clasico de algebra lineal:

Teorema 4.2 (Teorema de Descomposicién Polar). Si A € GL(n) entonces
existen P € Pos(n) y O € O(n) tales que A = OP. Ademds esta descomposi-
cion es unica.

DEMOSTRACION: Tomemos la matriz simétrica P? = A*A € Sym(n). Mostraremos
que, de hecho, esta matriz es positiva. En efecto, sea v € R™ un vector propio
de P? se tiene

0 < ||Av|]* = (Av, Av) = (P, v) = A||v]|

de modo que todo valor propio de P? es positivo (en particular P? es invert-
ible).

Tomemos entonces P = (A*A)% la Unica raiz cuadrada positiva de A*A
(que existe gracias al teorema espectral). Se tiene que O = AP~! es ortogonal
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por el siguiente célculo (que consiste inicamente en pasar matrices de un lado
al otro del producto interno tomando transpuestas):

|Ov||* = (AP~ v, AP™ v) = lv]|?

Hemos mostrado entonces la existencia de P € Pos(n) y O € O(n) tales
que A = OP. La unicidad de la desomposicién se deduce simplemente no-
tando que si A = O'P’ se tiene (P')? = A*A y por lo tanto P’ = P, ademds
O = A(P)' = AP~ = 0.0

El siguiente lema muestra la acciéon natural de las matrices invertibles
sobre las positivas.

Lema 4.3. Si A € GL(n) y P € Pos(n) entonces A*PA € Pos(n) .

DEMOSTRACION: Tomemos ) € Pos(n) la tnica raiz cuadrada positiva de
P. Se tiene que A*PA = (QA)*QA es el cuadrado de la parte positiva de la
descomposicion polar de QA. [

El propésito de este capitulo es dotar a Pos(n) de una estructura rieman-
niana que hace que los mapas de la forma P — A*PA sean isometrias, y
estudiar las propiedades de esta estructura (e.g. sus geodésicas y su curvatu-
ra).

4.4. Estructura Riemanniana en Pos(n)

En la discusion sobre la diferenciabilidad del mapa exponencial implicita-
mente hemos dado a R™*" la estructura diferencial que viene de identificarlo
con R™.

Dado que Sym(n) es un subespacio de R"*" hereda una estructura difer-
encial, que coincide con la que obtenemos al identificarlo mediante cualquier
base con R™™.

El conjunto de matrices positivas Pos(n) es un subconjunto abierto de
Sym(n) ! y por lo tanto tiene una estructura diferencial obvia en la cual el
espacio tangente TpPos(n) en cualquier matriz positiva es Sym(n).

IEs la componente conexa que contiene a la matriz identidad de la interseccién del
subespacio Sym(n) con el abierto {A : det(A) # 0}.
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Una estructura riemanniana en Pos(n) consiste por lo tanto en dar un
producto interno en Sym(n) para cada matriz P € Pos(n). Utilizaremos el
producto interno de Frobenius en el tangente a la matriz identidad:

(A,B); = (A, B) = Tr(A*B) = Tr(AB) VA, B € Sym(n)

En el resto de las matrices positivas definiremos el producto de manera
que sea invariante bajo la operacién P +— QP(Q) donde P, Q) € Pos(n). Por lo
tanto no queda otra opcién mas que definir:

(A,B)p = (PT2AP™2, P2BP™2),
= Ty(P 2AP P :BP"%)
=Tr(P'AP'B)

NI

Dado que las operaciones de multiplicar, tomar traza, y de invertir una
matriz son funciones C*>° de las matrices involucradas (esto ultimo puede
verse a partir de la expresion de la inversa en funcién de determinantes de
submatrices) este producto interno también lo es.

Por lo tanto hemos dado una estructura riemanniana a Pos(n). Mostraremos
ahora la propiedad de interés, con respecto a la forma polar de un producto
de matrices:

Teorema 4.4. Para toda matriz A € GL(n) el mapa pa : Pos(n) — Pos(n)
definido mediante:
es una isometria.

1

Ademds pa es invertible y (pa)~" = pa-1.

DEMOSTRACION: El mapa p4 puede extenderse con la misma definicién a
una transformacién lineal de todo R™*™. Por lo tanto su diferencial en todo
punto es p4. El siguiente cédlculo verifica que efectivamente el diferencial de
pa preserva el producto interno.

(A*BA, A*CA) g-ps = Tr((A*PA)TA*BA(A*PA)TA*CA)
=Tr(A'P'BP'CA)
=Tr(P'BP'C)
=(B,C)p

La verificacién de que (pyg)~t = pa-1 es trivial. [
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4.5. Geodésicas y Distancia

En el espacio vectorial Sym(n) tenemos el producto interno de Frobenius.

En Pos(n) hemos colocado el producto interno de Frobenius en el tangente
a la matriz identidad, y luego hemos definido la métrica de modo que la
operacién P +— A*PA sea una isometria para toda A € GL(n).

Ya hemos mostrado que el mapa exponencial es C* e invertible entre
Sym(n) y Pos(n). Mostraremos a continuaciéon que, de hecho, exp es un
difeomorfismo.

Lema 4.5. Si A = (a;;) € Sym(n) es diagonal con valores propios \; = a;;
entonces definiendo:
C =Dyexp-B = (c;)

se tiene

i N .
Cij = { eki?jj i o N7
e Zbij S1 )\z = )\jbij
Ademds para todo A € Sym(n) si elegimos U € O(n) y A" € Sym(n)
diagonal de modo que A = U YA'U. En este caso se tiene para todo B €
Sym(n):
Dyexp-B=U"'Dy(exp-B)U

En particular D4 exp es invertible para todo A € Sym(n) y por lo tanto
exp es un difeomorfismo.

DEMOSTRACION: Fijemos entonces A = (a;;) con a; = A\; y a;; = 0 si i # j.
Para todo B € Sym(n) se tiene:

m—1
1
Dyjexp-B =B+ Z ] Z AFBA™TIR = (cij)

m>2 " k=0
y por lo tanto:

m—1
1 k m—1—k
k=0

m>2
= f(Xi, Aj)bij
donde )
1 ~ k. m—1-k
flay) =143 —> oty
k=0

m>2



4.5. GEODESICAS Y DISTANCIA 65

Es fécil verificar que f(x,z) = e* para todo z € R. Adems4s se tiene:

(=) y) = () + 3 o~y =" e

m>2

Por lo tanto hemos demostrado la afirmacién sobre c¢;;.

En general el teorema espectral asegura que para todo A € Sym(n) exis-
ten A’ € Sym(n) diagonal y U € O(n) tales que A = U~ A'U. Tomemos el
mapa py : Sym(n) — Sym(n) definido mediante py(S) = U~'SU. Se tiene
pu o exp = expopy. Y dado que py es lineal la regla de la cadena demuestra
la afirmacion sobre D 4 exp.

La afimacion de que exp es un difeomorfismo se sigue del teorema de
la funcién inversa ya que mostramos que su diferencial es invertible en todo
punto de Sym(n). Hacemos notar que el mismo teorema implica que la inversa
tiene la misma diferenciabilidad que exp, es decir la funcién log : Pos(n) —

Sym(n) que asocia a cada matriz positiva su unico logaritmo simétrico es
c>. 0

El siguiente paso natural es utilizar el difeomorfismo exp : Sym(n) —
Pos(n) para comparar las estructuras métricas en ambos espacios.

Lema 4.6. Si A, B € Sym(n) conmutan entonces:
1D exp-Bllexp(a) = || Bl

donde la norma sin subindice indica (como siempre) la norma de Frobenius.
En general para todo A, B € Sym(n) se cumple:

[Daexp-Bllexp(a) = | Bl

DEMOSTRACION: En el caso conmutativo se tiene:

N

Dyexp-B) exp(4) 2 ||
exp(A) B exp(A)~z||

1D exp - Bllexp(a) = [l exp(A)”
= [[exp(A4)”
= 18]

N

Supongamos ahora que A € Sym(n) es diagonal de valores propios \; = a;;
y definamos

et —e¥

o= { 55 1t

e siz =1y
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Hemos mostrado anteriormente que si B = (b;;) € Sym(n) se cumple que
Dyexp-B = (f(\;, Aj)bi;) por lo tanto en este caso:

t\.’)\»—l

1D exp B2 = || exp(A) 2 (D4 exp -B) exp(A) 2|
= || exp(A)~2 exp(A) B exp(A)~z|?

- (e FOn )bije‘%%‘)z
_E: (Xis ;)b

Alcanza entonces con mostrar g(x, y)2 > 1 para todo x,y € R.
Explicitamente se tiene:

ex_ —67%! :
mez{ Ty st 7y
1 siz=y

M\»—l

En el caso = y claramente g(x,z)> > 1. Por lo tanto alcanza discutir

el caso x # y en el cual g(z,y) = W En este caso se demuestra la

desigualdad notando que por el teorema del valor medio Smtﬂ = sinh’(0t) =
cosh(0t) para cierto 6 € [0,1]. Y que cosh(t) > 1 para todo t € R.

En el caso general escribimos A = U'A'U con U € O(n) y A’ € Sym(n)
diagonal y el resultado se obtiene del caso anterior utilizando que el mapa
pu : Pos(n) — Pos(n) definido mediante py(P) = U~'PU = U*PU es una
isometria. [

Un corolario importante:

Corolario 4.7 (Comparacién entre Sym(n) y Pos(n)). Para todo P,Q €
Pos(n) se tiene:

d(P, Q) = [[log(P) —log(Q)]|

DEMOSTRACION: Sea [ : [0,1] — Pos(n) diferenciable y tal que 3(0) =
P, 3(1) = Q. Definamos « : [0,1] — Sym(n) mediante:

a(t) =log(B(t)) vVt € [0, 1]

El lema anterior implica que la longitud de  es mayor o igual a la de a.
A su vez la longitud de « es mayor o igual a la distancia entre sus extremos
que es exactamente || log(P) —log(Q)|. O
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A través de este corolario y las isometrias P — A*PA obtendremos una
féormula explicita para las geodésicas en Pos(n) y para la distancia entre dos
puntos:

Corolario 4.8. El mapa exp : Sym(n) — Pos(n) es el mapa exponencial
asociado a la métrica en Pos(n) en el tangente de la matriz identidad.

Si denotamos por d(P, Q) la distancia entre dos matriz positivas P y @
se tiene:

d(P, 1) = [[log(P)]|

d(P,Q) = | log(Q 2 PQ"2)| = | log(P~ QP 2)|

La curva dada por o(t) = P! parat € [0,1] es la inica geodésica (a menos
de reparametrizaciones) entre la matriz identidad y P € Pos(n). En general
para P, Q) € Pos(n) la iunica geodésica de P a Q) estd dada por:

t
B(t) = P (P—%QP—%) P? parat € [0,1]
En particular esto implica que la métrica en Pos(n) es completa.

DEMOSTRACION: Fijemos A € Sym(n) y P = exp(A4) € Pos(n). Dada una
curva diferenciable [ : [0,1] — Pos(n) con 5(0) = I y 5(1) = P definimos
a:[0,1] — Sym(n) mediante 3(t) = exp(«a(t)).

Cuando a(t) = tA se obtiene que 5([0,¢t]) tiene longitud ¢||Al|, y por el
corolario 4.7 la curva (3 el la de menor longitud que une I con P! para todo
t. En particular § es geodésica.

Con esto hemos obtenido todas las geodésicas por la matriz identidad (ya
que tenemos una para cada valor inicial de la derivada). Mas explicitamente,
la geodésica entre la matriz identidad y una matriz P € Pos(n) es tnica a
menos de reparametrizaciones y puede definirse mediante:

B(t) = exp(tlog(P)) = P" para todo t € [0, 1]
Esto muestra la afirmacion:

d(P, 1) = |[log(P)]|

Y también muestra que exp es el mapa exponencial de la métrica en la
matriz identidad.



68 CAPITULO 4. GEOMETRIA DE LAS MATRICES POSITIVAS

Para P, € Pos(n) la geodésica y la distancia entre ellos se obtienen
a partir de lo anterior utilizando la isometria X P:X P2 que mapea la
identidad a P.

La métrica es completa porque las geodésicas estan definidas para todo
tiempo. [J

4.6. Paralelogramos y Convexidad

En términos intuitivos, lo que hemos mostrado hasta ahora es que Pos(n)
como espacio métrico, se obtiene del espacio vectorial con producto interno
Sym(n) aplicando un estiramiento (dado por exp) en casi todas las direcciones
(una excepcién notable son las rectas por 0, que no son estiradas).

Es razonable entonces, imaginar a Pos(n) como un espacio hipérbolico en
el sentido de que las distancias son mayores y en general “hay mas espacio”
que en un espacio euclideo. Esto puede demostrarse rigurosamente con varias
definiciones formales distintas (por ejemplo puede mostrarse que en Pos(n)
todas las curvaturas secionales son menores o iguales a cero).

Es claro que la hiperbolicidad que posee Pos(n) no es uniforme. En
particular el subespacio de las matrices positivas diagonales es totalmente
geodésico, e isométrico a las matrices simétricas diagonales (con el producto
interno de Frobenius) a través de exp. Por lo tanto este subespacio tiene
curvatura cero.

Mostraremos en esta seccion algunas propiedades métricas de Pos(n) que
reflejan hiperbolicidad.

Obtuvimos, hasta el momento, suficientes isometrias de Pos(n) como para
enviar cualquier punto a cualquier otro. Agregaremos una isometria mas que
puede definirse basicamente como una simetria central.

Definicién 4.9. Fijado un punto P € Pos(n) definimos la simetria central
con centro P como la transformacién que mapea a(t) a «(—t) para toda
geodésica a con a(0) = P.

Lema 4.10. La simetria central con respecto a cualquier punto es una isometria.

DEMOSTRACION: Conjugando cualquier simetria central con una isometria
que evia el centro a la matriz identidad, vemos que alcanza con demostrarlo
para la simetria con respecto a la matriz idéntidad. Esta es la transformacién
dada por:

P+ P71 VP € Pos(n)
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Para cada P, (@ € Pos(n) fijando A = P~2QP: se tiene:

d(P,Q) = [[log(A)|| = || — log(A)|| = || log(A™")[| = d(P~", Q")
O

Para seguir demostraremos un analogo a la ley del paralelogramo. Nos
tomaremos la pequenia molestia de definir explicitamente los términos basicos
a utilizar, aunque asumimos que todo lector proveria definiciones equiva-
lentes.

Definicién 4.11 (Punto Medio). El punto medio entre A, B € Pos(n) es el
tnico M € Pos(n) tal que d(A, M) = d(M, B) = 3d(A, B).

Definicién 4.12 (Paralelogramo). Un parelogramo es una cuatro-upla orde-
nada (A;, Ay, Az, Ay) € Pos(n)* de vértices que cumple que el punto medio
de A; y As, coincide con el de Ay v Ay. Los lados son los segmentos geodésicos
entre A; y A; donde (4,7) € {(1,2),(2,3),(3,4), (4,1)}. Las diagonales son
los segmentos entre A; y As, v entre As y Ay. Dos lados son opuestos si no
comparten ningun vértice.

El lema 4.10 muestra que los lados opuestos de un paralelogramo miden
lo mismo.

La siguiente “Ley del semi-paralelogramo” muestra que los lados de un
paralelogramo en Pos(n) crecen més en relacion a la longitud de las diagonales
que en el caso euclideo.

Lema 4.13 (Ley del semi-paralelogramo). Para todo paralelogramo (A, B, C, D)
en Pos(n) se cumple:

d(A,C)* +d(B, D)* < d(A,B)* +d(B,C)* +d(C,D)* +d(D, A)?

DEMOSTRACION: Mediante una isometria llevamos el punto medio de las di-
agonales del paralelogramo a la matriz identidad. Por lo tanto nos reducimos
al caso (P,Q, P71, Q7).

La desigualdad se obtiene utilizando la ley del paralelogramo en el espacio
euclideo Sym(n) y la comparacién entre este espacio y Pos(n) dado por 4.7
como sigue:

d(P, P™1)? +d(Q,Q")* = 4| log(P)||* + 4 log(Q)I”
= |[log(P) — log(Q)[I* + || 1og(Q) — log(P~H)||?
+ [ log(P~1) = log(Q Y [I* + || log(Q ") — log(P)|I?
<d(P,Q)?+d(Q,P ) +d(P 1, Q") +d(Q, P)?
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g

Siguiendo con las comparaciones con espacios euclideos demostraremos
ahora una desigualdad de la paralela media para triangulos.

Definicién 4.14. Un triangulo en Pos(n) es un terna de puntos A, B,C €
Pos(n) que se llamarén vértices. Los lados del triangulo son los segmentos
geodésicos entre los vértices.

Lema 4.15 (Desigualdad de la paralela media). Dado un triangulo A, B,C' €
Pos(n) si se toma M el punto medio de A y B, y N el punto medio de A y
C se cumple:

d(M,N) < %d(B,C)

DEMOSTRACION: Completando un paralelogramo (A, C, B,C") donde C’ es
la imagen de C' por la simetria central de centro M se obtiene utilizando la
ley del semi-paralelogramo:

d(A, B)2 +d(C,C")2 < d(A,C)* + d(C, B)? + d(B, C")? + d(C", A)?

Dado que los lados opuestos miden lo mismo y que M es punto medio del
segmento C'C":

d(A, B)* +4d(C, M)* < 2d(A, C)* + 2d(B, C)?

Tomando M’ la imagen de M por la simetria central de centro N se tiene
un paralelogramo (A, M, C, M’) y andlogamente se obtiene:

d(A,C)? +4d(M,N)? < 2d(A, M)* +2d(M,C)? = %d(A, B)? +2d(M, C)*
Substituyendo una desigualdad en la otra obtenemos:
4d(M,N)? < d(B,C)?
O
La desigualdad de la paralela media puede reescribirse como sigue:
Lema 4.16 (Desigualdad de la paralela media). Para todo par de geodésicas
a,: R — Pos(n) tales que (0) = B(0) se cumple:

d(a(t), B(t)) Vt € R

=
o

—~
[N}

=
—~
[N}

N
IN
DO | —
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Recordemos que una funciéon f : R — R se dice que es convexa si para
todo a,b € R se cumple:

fta+ (1 —16)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b) Vt € [0,1]

La desigualdad de la paralela media tiene como consecuencia la convexi-
dad de la distancia entre geodésicas.

Dado que en el caso euclideo las distancia entre el tiempo t de dos
geodésicas es lineal en ¢ es razonable asumir que en un espacio hiperbdli-
co sea “supra-lineal”. Todo encaja, si observamos que toda funciéon convexa
es el supremo de numerables funciones lineales.

Lema 4.17 (Convexidad de la distancia geodésica). Para todo par de geodésicas
a,: R — Pos(n) la funcion f: R — R tal que:

es convexa.

DEMOSTRACION: Fijados a,b € Ry ¢ = %(a + b) comenzaremos mostrando
que f(c) < 3(f(@) + /).

Para esto consideremos una geodésica vy tal que y(a) = a(a) y v(b) = 5(b).
Por la desigualdad triangular y la de la paralela media tenemos:

f(e) = d(a(c), B(c)) < d(a(e),v(c) + d(v(c), B(c))

A0 (). 1) + 3d(3(a). 7(a)) = 5(7(a) + F(1))

<
- 2

DO | —

La demostracion se completa con un hecho totalmente general: toda fun-
cién continua que cumple f(3(a+b)) < i(f(a)+ f(b)) para todo a,b € R es
convexa.

Dado que la hipotesis y la tesis de esta afirmacién son invariantes pre
o post componer f con una transformacion afin r — Az + B con A > 0,
alcanza con demostrar la afirmacion en el caso a = 0,b =1, f(0) = 0.

Lo que se quiere demostrar en este caso es f(t) < f(1)t Vt € [0, 1].

Para esto se utiliza inducciéon en n para demostrar que la afirmacién es

k

cierta para t = 57 con k € {0,...,n}. Y luego el caso general se obtiene

utilizando la continuidad. [
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Capitulo 5

Hiperbolicidad y Escoltas
Geodésicas

En [Kai89] Kaimanovich noté que el teorema de Oseledets sobre productos
de matrices aleatorias puede interpretarse diciendo que la parte positiva del
producto de las primeras n matrices esta cerca de la potencia n-ésima de
cierta matriz fija. Y que esto es una afirmaciéon sobre la cercania de una
geodésica a la sucesion de partes positivas.

Con esto él fue capaz de dar una nueva demostracion del teorema y ex-
tenderlo a otros espacios simétricos distintos de Pos(n).

En [KM99] A.Karlsson y G.Margulis encuentran una manera de demostrar
el mismo teorema apelando unicamente a la distancia (en contraste con uti-
lizar la estructura de variedad o métrica riemanniana) y esto abri6 la puerta
a demostrar el mismo tipo de teoremas sobre “escoltas geodésicas” para suce-
siones aleatorias, pero en espacios métricos mucho més generales (e.g. se han
usado estos resultados para demostrar resultados sobre paseos aleatorios y
funciones armonicas en ciertos grupos).

En este capitulo aislamos el concepto de “escolta geodésica” de Kaimanovich,
y mostramos con ejemplos por qué este concepto aparece vinculado a espacios
hiperbdlicos. En esta discusion la palabra “hiperbdlico” basicamente significa
algo asi como de curvatura seccional menor o igual a cero, o CAT(0), pero
no necesitaremos darle una defincién exacta.

Aprovechamos para dar algunos ejemplos especialmente sencillos en el
disco hiperbdlico y en el plano de los teoremas ergddicos que se pueden de-
mostrar con estas técnicas. Hacemos notar que ésta es un area de investi-
gacién activa (ver por ejemplo [KLOG6)).

73
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Utilizaremos algunos hechos de geometria en el disco hiperbdlico que
pueden encontrarse demostrados en [And05].

5.1. Escape Lineal y Geodésicas Escoltas
Empecemos con las definiciones.

Definicién 5.1 (Escape Lineal). Sea {z,},cz, una sucesién en un espacio
métrico.

Se dice que la sucesion tiene velocidad de escape A si existe y es finito el
siguiente limite:

1
A =lim —d(xg, x,)

n n

Si ademas se cumple que A > 0 entonces decimos que la sucesién se escapa
linealmente a infinito.

Definicién 5.2 (Geodésica Escolta). En una variedad riemanniana: Dada
una sucesion {, }nez, decimos que es escoltada por una geodésica o si a(0) =
xo y existe A € [0,400) tal que:

1
—d(a(An), x,) — 0 cuando n — +00
n
Sucesiones que cumplen lim,, d(xg, z,)/n = 0 son trivialmente escoltadas
por cualquier geodésica av con a(0) = .
En el caso de sucesiones que se escapan linealmente a infinito tenemos la
siguiente definicién equivalente de geodésica escolta:

Lema 5.3. Una sucesion {xn}n€Z+ con velocidad de escape A > 0 es es-
coltada por una geodésica o parametrizada por longitud de arco si y sélo si

a(0) =z y:

—d(Yn, Tn) — 0 cuando n — +oo
n
donde y,, = a(d(zg, x,)).

La demostracion consiste en usar la desigualdad triangular en el triangulo
Ty Yn, (An).
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5.2. Escoltas en el disco de Poincaré

Sea D = {2z € C: |z < 1} C C el disco de Poincaré con la métrica
riemanniana usual dada por:

9 2

(v,w), = <1—7|2|2) (v, W) Yo,w ER* 2z €D

donde el producto interno del lado derecho es el usual en R2.
Se tiene entonces:

2 2
|v]|. = 1_7|Z|2Hv|] Vo eR? zeD

Con esto se calcula facilmente:

1
d(0, z) = log ( + 121

1—|z]

) = arctanh(|z|) Vz € D

Utilizando las isometrias del disco de la forma ¢,(z) = (z — a) /(1 — @z)
un calculo un poco mas engorroso conduce a:

|z — w|?
(1 =12 = [w]?

2
] = sinh (%d(z,w)) Vz,we D

En particular cuando |z| = |w| se obtiene:

d(z,w) = 2arcsinh (‘12__|:|Jl)
Una muestra de la hiperbolicidad de ID es que el perimetro del circulo de
radio r (i.e. {z € D : d(0,z) = r}) crece exponencialmente a medida que r
tiende a +o00. De hecho vale:

[perimetro del circulo de radio r| = 27 sinh(r)

Intuitivamente el crecimiento exponencial de los perimetros de los circu-
los, implica que si una sucesion {z,},ez, con zy = 0 se escapa linealmente a
infinito y no lo hace en una direccién dada (i.e. z,/|z,| no tiene limite cuando
n — —+00) debe tener saltos d(z,, z,+1) arbitrariamente grandes.

De hecho podemos permitir saltos de crecimiento sub-lineal en n y obtener
el siguiente resultado:



76 CAPITULO 5. HIPERBOLICIDAD Y ESCOLTAS GEODESICAS

Lema 5.4. Si una sucesion {zn}nez+ C D se escapa linealmente a infinito y
cumple d(z,, zn+1) = o(n), entonces, es escoltada por una geodésica.

DEMOSTRACION: Podemos suponer aplicando una isometria que zg = 0. Sea
A > 0 la velocidad de escape de la sucesién {z,}.

Consideremos el triangulo geodésico 0, z,, z,+1 (notemos que dos de los
lados son segmentos del plano) y denotemos por 6 el angulo en el vértice en
0. Tomemos:

R B T EA g e
" Zn+1 si ‘zn‘ > ‘Zn+1|

Definimos y, tal que |y,| = |z,| de la siguiente manera: Si z,, = z,
tomamos ¥, sobre el segmento entre 0 y z,.1 en caso contrario tomamos y,
sobre el segmento entre 0 y z,.

Consideremos el triangulo iséceles formado por 0, x,,, y,. Denotemos a =
d(0,z,) =d(0,y,) vy b =d(x,,y,). Se tiene b < d(zy,, 2n+1)-

La ley ley del coseno para tridngulos hiperbdlics (para una demostracién
ver [And05]) en este caso nos da:

cosh(a)? — cosh(b)
sinh(a)?

cos(0) =
Restando 1 a ambos lados obtenemos:

. _ 1—cosh(b)
cos(6) =1 = sinh(a)?

Utilizando que sinh(z) > % y que cosh(b) — 1 < e® para z grande,
obtenemos para n suficientemente grande:

1 — COS(Q) S 4€b72a S 4672An+0(n)

Con esto ya se ve que # — 0 cuando n — +oo y por lo tanto para n
suficientemente grande, podemos aplicar la desigualdad z* < 4(1 — cos(z))
valida para x > 0 suficientemente chico. Al hacerlo obtenemos lo siguiente
(siempre para n suficientemente grande):

] < 467An+0(n)
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Esto implica que 6 es sumable en n y por lo tanto existe lim,, z, /|2y
Sea « la geodésica parametrizada por longitud de arco tal que «(0) = 0y
lim,, a(n) = lim,, 2, /|z,|. Mostraremos que « escolta a {z,}.

Fijado € > 0 existe NV > 0 de modo que para todo n > N se cumple:

0 < ef(Afe)n

d(0,z,) < (A+€)n

Esto implica que para todo n > N se tiene que el angulo ¢ entre el
segmento 0, z, y a cumple:
(b < ;67(1476)” — Cef(Afe)n
11— (A9
Fijemos ahora w,, = a(d(0, 2,,)), a = d(0, z,) = d(0, w,,). Utilizando |z,| =
|w,| obtenemos para n > N:

L — Wy, C —(A—e)n
d(z,,w,) = 2arcsinh 20 = wnl < 2arcsinh Bt
1 — |z,)? 1 — tanh($)?

= 2 arcsinh <C’e_(A_E)" COSh(g)2> < 2arcsinh (C’e_(A_e)"+“)

< 2 arcsinh (Ce’(A’E)"HA“)”) = 2arcsinh (2Ce*")
< 2log(2C) + 4en

En particular esto implica que limsup,, d(z,,w,)/n < 4e. Como esto es
vélido para todo € > 0 obtenemos que « escolta a {z,}. O

Estamos (por fin) en condiciones de dar una muestra del objetivo central
de esta tesis. Hemos definido en 3.4 lo que es un elemento aleatorio de un
espacio topologico. Pongamos en el grupo de isometrias de D la topologia
de la convergencia uniforme en compactos. El siguiente resultado significa
que si elegimos isometrias al azar y aplicamos la composiciéon de ellas a un
punto en DD, casi seguramente, la sucesién que se obtiene es escoltada por
una geodésica (hay una hipétesis técnica que dice que no elegimos isometrias
demasiado grandes).

Teorema 5.5 (Paseos al Azar en D). Siq,...,%,,... es una sucesion esta-
cionaria de isometrias aleatorias de D que cumplen:

E (d(0, ¢n(0))) < +00
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entonces definiendo z, = (Y1 0 ---01,)(0) se obtiene:

d(0, zy,
P (M tiene limite cuando n — +oo) =1
n

P ({z,} es escoltada por una geodésica) = 1

DEMOSTRACION: Observemos que si m < n se cumple que:

d(zm, zn) = d((¢1 0+ - 09 )(0), (Y1 0+ - 0 ¥,)(0))
= d(0, (Yms10---0y)(0))

Esto, junto con la estacionariedad de las 1, implican que a definido me-
diante:

a(m, n) = d(zm,2n) sim<mn
"l —d(zm, 2n) Sim>n

es un proceso subaditivo estacionario.
Ademés se tiene:

E(a(0,1)) = E(d(0,%1(0))) < +oo

y esto junto a la subaditividad implica E(|a(m,n)|) < +oc para todo m,n €
Z,.

De modo que estamos en hipdtesis del Teorema ergddico de Kingman 3.7
que asegura la existencia del limite:

1
lim Ed(O, zn) = A(w)

para casi todo w € € donde (€2, F,P) es el espacio de probabilidad del que
provienen las .
En aquellos puntos en los que A = 0 la sucesion es escoltada trivialmente.
Para el resto, observamos que por el lema 3.9 existe un conjunto de prob-
abilidad 1 en el cual d(z,, z,+1) = o(n). Y por lo tanto podemos aplicar el
lema 5.4 y obtenemos el resultado. [

El lema 5.4 tiene también una aplicaciéon dinamica.
Teorema 5.6 (Vector de Rotacién). Sea I' un subgrupo de isometrias de

D que actia discontinuamente, de modo que M = D/T es una superficie
compacta.
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Sea f: M — M un difeomorfismo isotopico a la identidad que preserva
una medida de probabilidad boreliana .

Figemos F : D — D el levantado de f que también es isotopico a la
identidad, y fijemos para cada v € M un levantado arbitrario T € D.

Para p casi todo x la sucesion { F™(Z) }nez, es escoltada por una geodésica.

DEMOSTRACION: Notemos que, como [ es isotépica a la identidad, F' con-
muta con todo elemento de I' y por lo tanto se tiene que d(Z, F'Z) no depende
del levantado de .

Definamos para cada x € M:

a(m, n) d(F™z, F"z) sim<mn
T —d(F™E, F'E) osim >n

Esto es una distancia dirigida para cada = € M y dado que (M, B(M), i)
es un espacio de probabilidad (la o-algebra es la de Borel) hemos definido un
proceso subaditivo.

Para cada n € N, y cada familia de borelianos {A4;; }o<; j<n, se cumple:

p({x € M :a(i,j) € Ay Y0 <i,j <n})=pu(fH{z e M:a(i,j) € Ay Y0 <i,j <n})
= u({x € M - d(F'f(z), F' f(z)) € Ay; Y0 < i, j < n})
=p({z € M :d(F"'z, F''7) € Aj; Y0 <i,j <n})

—p({r € Miali+1,j+1)€ Ay Y0 <i,j < n})

lo cual muestra que a es un proceso estacionario (en penultima igualdad
utilizamos que f es isotdpica a la identidad).

Ademaés dado que a(m,n) es acotada para cada m,n € Z, estamos en
condiciones de utilizar el Teorema Ergddico de Kingman 3.7, y obtenemos
que el limite:

lim lal(f, F'z) = A(x)
non

existe para p-casi todo x.
Por 1ultimo se tiene:

/ d(F"s, ) / d( iz, F fra)du(z)

I
\

d(z, FZ)du(z) < +oo
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de modo que por el lema 3.9 para y casi todo z € M se cumple d(F"z, F"'7) =

o(n).
En esas condiciones podemos aplicar el lema 5.4 y obtener el resultado.

U

5.3. Escoltas en el plano

Consideramos ahora sucesiones en el plano C con la distancia usual d(z, y) =
[z —yl.

Desde el punto de vista geométrico el hecho de que el perimetro del circulo
de radio 7 sea una funcién lineal de r (en lugar de una funcién con crecimiento
exponencial como en D) hace que sea razonable pensar que en el caso plano
es més dificil lograr la existencia de geodésicas escoltas.

De hecho, la sucesién dada por

T, = ezlog(n)n

se escapa a infinito a velocidad 1 y ademdas cumple d(x,,, z,+1)/n — 0 pero
sin embargo no es escoltada por ninguna geodésica. Esto muestra que el lema
5.4 no es valido en el plano.

Para garantizar la existencia de una geodésica escolta es necesario utilizar
alguna hipdtesis que controle cuanto puede variar el angulo que forma x,, con
Tm. Pero a su vez si buscamos demostrar un teorema ergodico analogo a 5.5
con métodos similares a los ya usados, la condicién debe darse tinicamente
en términos de las distancias relativas entre los puntos de la sucesién.

Definicién 5.7 (e-dngulo). Sea X un espacio métrico. Decimos que y € X
estd en el e-angulo de = a z para cierto par z,z € X si se cumple:

e “d(z,y) + d(y,z) < d(z, 2)
Denotemos el e-angulo entre z y z mediante:
[z, 2]e ={y € X : e7d(x,y) + d(z, 2) < d(y,2)}

Observamos que la definiciéon no es simétrica en x y z.
Para z,z € C, el 0-angulo entre ellos es un segmento, mientras que el
+o0-angulo es un disco centrado en z, explicitamente:

[,2]o =[x, 2] ={te+ (1 —t)z: t € [0,1]}
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[, 2] 100 ={y € C: |z —y| < |z — 2|}

Ademas las homotecias del plano envian e-angulos en e-angulos. Mas ex-
plicitamente, si tomamos A > 0y z,z € C se tiene:

Az, Azl = Mz, 2le = { Dy y € [z, 2]}
[07 )‘x]e = )\[O,l‘]E - {Ay VIS [va]e}

Claramente las isometrias del plano preservan los e-angulos, asi que al-
canza con entender los e-angulos entre 0 y 1 para entender todos los posibles
en C.

0.2

0 0.25 05 0.75 1.0
-0..

Figura 5.1: El borde de [0, 1]o2, es decir el 0,2-angulo entre 0 y 1 en C.

El siguiente lema, muestra que si y € [z, z]. y € > 0 es chico, entonces el
angulo entre los segmentos [z, y| y [z, z] es chico. Utilizamos (z, w) = Re(zw)
para el producto interno que se obtiene identificando C con R2.

Lema 5.8. Six,y,z € C cumplen z € [z,y]. entonces:
(z—zy—2) >0
[(z =, i(y —2)| < Ve* — 1z —z,y — )

DEMOSTRACION: Podemos asumir x = 0,y = 1.
En este caso tenemos e °|z| + |1 — z| < 1. Utilizando la desigualdad
1 — Re(z) < |1 — 2| se obtiene:

e ‘|z] < Re(z)



82 CAPITULO 5. HIPERBOLICIDAD Y ESCOLTAS GEODESICAS

esto implica que Re(z) > 0. Ademas elevando al cuadrado se obtiene:
Im(z)? 4+ Re(2)? < e*Re(z)?

lo cual implica facilmente el resultado. [

Un poco de geometria analitica aplicada al estudio de los triangulos iscéce-
les, lleva al siguiente corolario que claramente nos acerca a demostrar un
resultado sobre escoltas.

Corolario 5.9. Si x,y,z € C cumplen z € [x,y]. y w sobre la geodésica que
va de x ay cumple d(w,z) = d(z,x) entonces:

d(w, 2)* < 2(ef — 1)d(z, 2)*

DEMOSTRACION: Aplicando una isometria nos reducimos al caso z = 0,y €
[0,400) con Im(z) > 0. En este caso tenemos w = |z|.

El caso z = 0 es obvio.

En el caso restante el lema 5.8 nos asegura que Re(z) > 0y 0 < Im(2)/Re(z) =

A < +ve2? — 1. Por lo tanto:
R
VIHA VI+ N

Y calculando a fuerza bruta se obtiene:

2
|z —w]* = ﬁ(\ﬂ + A2 =122 < 2(V1+ A2 = 1)]z)* < 2(ef — 1)]2)?
O

Vimos hasta ahora que si z,y,z € C cumplen z € [x,y|. se tiene un
control sobre el angulo entre z — x y y — x, y también se tiene un control
sobre la distancia entre z y w =z + |z — z|(y — ) /|y — x|

El control obtenido es bueno, porque las cotas tienden a cero cuando € lo
hace.

Definicién 5.10 (Sucesion e-alineada, Sucesion alineada). Sea X un espacio
métrico. Una sucesion zg, ..., Z,,... € X se dice que esta e-alineada si existe
un valor K € N e infinitos valores de n € N tales que:

xy € [z, xp]e VK <k <n

Decimos que una sucesion esta alineada si esta e-alineada para todo € > 0.
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La importancia de esta definicion viene dada basicamente por dos razones.

La primera es que el lema de Karlsson-Margulis 3.12 permite mostrar que
una gran cantidad de sucesiones que se obtienen en forma aleatoria estan
alineadas.

La segunda razon es que podemos mostrar que en muchos espacios las
sucesiones alineadas son escoltadas por una geodésica.

El siguiente lema muestra el vinculo entre alineamiento y escoltas geodésicas
en el caso plano (utilizaremos el hecho de que una sucesién {z,} en el plano
es escoltada por una geodésica si y solo si %:pn tiene limite!):

Lema 5.11. Sea {2n}nez, C C una sucesion que se escapa linealmente a
infinito.
Si {x,} estd alineada entonces es escoltada por una geodésica.

DEMOSTRACION: Aplicando una isometria podemos suponer zy = 0.

Fijado € > 0 existe K € N y una sucesién n; — 400 tal que xy € [0, z, ]
para todo K < k < n,;. Tomemos para cada uno de estos valores de n; la
geodésica «; : [0,400) — C parametrizada por longitud de arco, tal que,
a;(0) =0y a;(|xn,|) = zp,. Se tiene por el lema 5.9 que:

daa(laal), 2) < F(0)|on] VI <k <
donde f(e) = 1/2(e€ —1).

Tomamos una subsucesion convergente puntualmente de «; (alcanza con
tomarla para que sea convergente en un valor |zx|). El limite es una cierta
geodésica o que cumple a(0) =0 y:

d(a(lze]), 2x) < fle)|an] VK <k

Esto implica que:

d(a(1), z/|xk|) < fle) Vb > K
En particular se tiene:

d(= ZE) < of(e) Vh, K > K

Jzx] Jaw]

!Esto sale directamente de la definicién al conocer que las geodésicas son de la forma
t— x4 ty.
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El razonamiento anterior y el hecho que lim. .o f(e) = 0, muestran que
xn/|z,| es de Cauchy y por lo tanto tiene limite.
De lo anterior se deduce:

donde A es la velocidad de escape de {z,}. Por lo tanto {x,} es escoltada
por una geodésica. [

Como aplicacién de este resultado demostraremos el resultado analogo a
5.52.

Teorema 5.12 (Dindmica de Isometrias en C). Si ¥,...,%,,... es una
sucesion estacionaria de isometrias aleatorias de C que cumplen:

E (d(0,9n(0))) < 400

entonces definiendo z, = (Y1 0 ---01,)(0) se obtiene:

1 , .
—z, tiene limite cuando n — +00
n

DEMOSTRACION: Definimos para m < n
a(m,n) = d(zm, zn)

y extendemos cambiando de signo al caso m > n.

De este modo obtuvimos un proceso subaditivo. Se muestra que este pro-
ceso es estacionario y tiene esperanza finita con el mismo argumento usado
en 95.9.

Mostraremos en 5.14 que esto implica que con probabilidad 1 o bien
d(zo, z,)/m — 0 o la sucesién estd alineada.

Asumiendo esto por el lema 5.11 se obtiene el resultado. [J

2El resultado andlogo a 5.6 puede deducirse usando tinicamente el teorema ergédico de
Birkhoff.
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5.4. Alineamiento de sucesiones aleatorias

Lo primero que haremos en esta seccion es reducir la condicién de que
una sucesion esté alineada a la afirmacién de que cierto niimero es mayor o
igual que la velocidad de escape de la sucesion.

Luego, vamos a utilizar el Teorema de Kingman 3.17 y el lema de Karlsson-
Margulis 3.12 para demostrar que ciertas sucesiones aleatorias estan alineadas
casi-seguramente.

Lema 5.13. Sea {xn}n€Z+ UNa SUCESLON eN UN eSPacio MELrico que se escapa
linealmente a infinito con velocidad de escape A > 0.
Si se cumple:

L= h’}r{n limsup min {d<x0’ Tn) = d(xn,xk)} > A

n  K<k<n k
entonces {x,} estd alineada.

DEMOSTRACION: Notemos que el limite L existe porque la funcién de K
involucrada es creciente.

Supongamos que L > A. Por la definicién de L se tiene que fijado € > 0,
existe K € N tal que:

lim sup ngig {d@jo’ Zn) ; A2, 1)

}>e A

Ademas (por la definicién de A) podemos elegir K de modo que:
d(xg, zg) < Ae‘k Vk > K
Juntando ambas cosas se tiene que para infinitos n € N se cumple:
d(wg, 1) — d(w,, 1) > ke A > e *d(zp,21) VK <k <n

de modo que:
xy € [To, Tplae VK <k <n

En otras palabras {z,} estd 2e-alineada. Como esto es verdad para todo
e > 0 se obtiene el resultado. [J
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Teorema 5.14 (Alineamiento de Sucesiones Aleatorias). Sea zg, ..., Ty, ...
una sucesion de elementos aleatorios de un espacio métrico X tal que:

a(m,n) = d(xm,, x,) Ym <n

es un proceso subaditivo estacionario con E(la(m,n)|) < oo para todo

m,n € Zy.
Entonces casi sequramente, existird el siguiente limaite:
d(zg, x
lim d(wo, )
n——+oo n

y cuando es positivo la sucesion estard alineada.

DEMOSTRACION: Podemos suponer (tomando la transformacién shift en
Rzi, la distribucién del proceso a como medida de probabilidad, y f, la
evaluacién en el par (0,7n)) que hay un sistema dindmico que preserva prob-
abilidad (2, F,P,T) y una sucesién de funciones medibles f, :  — R tales
que:

a(m,n) = fu_moT™ ¥Ym <n,m,n €7

Consideremos la funcion invariante A : 2 — R dada por el lema 3.16 que
cumple:
1
E(Alg) = lim —E(a(0,n)1g)
non
para todo conjunto invariante E. Por el teorema de kingman 3.17 se tiene
A = lim,, %a(O, n) casi seguramente.
Definamos L : R — [0, +o00] mediante:

o . . x(0,n) + x(n, k)
L(z) = méx(0, h}I(n lim sup Klglign{ ’

1))

El lema 5.13 implica que nos alcanza con demostrar P(L(a) > A) = 1.
Supongamos que L(a) > ¢ > 0 en cierto punto de . Esto implica que
para todo € > 0 existe K e infinitos n tales que:

a(0,n) +a(n, k) >te bk VK <k<n
Agrandando K un poco podemos asegurar:

a(1,n) + a(n, k) > a(1,0) + a(0,n) + a(n, k)
> a(1,0) +te k >te*(k—1)VK <k <n
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Lo cual implica L(a) o T > te™%.

Dado que este razonamiento es valido para todo € > 0 hemos demostrado
que {L(a) >t} C {L(a)oT > t} para todo t € R (para t < 0 es trivial).
Pero la estacionariedad de a (o lo que es lo mismo, el hecho de que T' deja
invariante a la medida) implica que ambos conjuntos miden lo mismo y por
lo tanto coinciden a menos de un conjunto de probabilidad nula. Como esto
es valido para todo t € R tenemos P(L(a) o T = L(a)) = 1 y por lo tanto
podemos asumir que L(a) es invariante.

Supongamos por absurdo que para cierto € > 0 el conjunto invariante £ =
{L(a) < e “A} tiene probabilidad positiva (notemos que en este conjunto
A>0).

Tomemos el proceso b(m,n) = (a(m,n) — (n —m)e “A)lg. Este proceso
cumple:

lim %E(b(o, n)) = (1— e )E(Alp) > 0
Por lo tanto aplicando el lema de Karlsson-Margulis 3.12 se obtiene:
P( para infinitos n se cumple b(0,n)+b(n, k) > 0 para todo k € {1,...,n}) >0
Dado que b(0,n) + b(n, k) = (a(0,n) + a(n, k)1 — e” Ak esto implica:
P{L(a) > e “A}NE) >0

contrario a la definicién de E.
Por lo tanto P(L(a) > A) = 1 como se buscaba. [J

5.5. Escoltas en Pos(n)

Como tultimo ejemplo de los conceptos de alineamiento y escoltas, tra-
bajaremos con el espacio de matrices Pos(n). Mostraremos que, también en
este espacio, las sucesiones alineadas que se escapan linealmente a infinito
son escoltadas por una geodésica.

Lema 5.15. Sean x,y, z € Pos(n) tales que z € [z, y]..

Y fijemos w = «(d(x,z)), donde o es la geodésica parametrizada por
longitud de arco que cumple a(0) =z y a(d(x,y)) = y.

Entonces se cumple

d(w, 2)? < 4(1 — e *)d(x, 2)?
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DEMOSTRACION: Fijamos A = d(z,z) = d(z,w),B = d(z,y) — A,C =
d(z,y). Hacemos notar que B = d(w,y) si d(z,z) < d(xz,y) y B = —d(w Y)
en caso contrario. En ambos casos |B| < C' (en el primero porque d(z,y) =
A+ |B| <A+ C =d(z,2z)+d(z,y), y en el segundo porque C = d(z,y) >
d(z,x) —d(z,y) = A= (A= |BJ)).

Con la notacién anterior la condicién z € [z, y]. equivale a:

e ‘A+C<A+B

o lo que es lo mismo

A+B-C>e ‘A

Sea m el punto medio del segmento [z, w]. La convexidad de la distan-
cia entre geodésicas dada por 4.17 (el caso limite cuando una de las dos es
constante) nos da:

d(y,m) <méx(|B|,C) = C
lo cual implica

d(x,m) > d(xz,y) —d(y,m) > A+ B—-C>e ‘A

Ahora completando un paralelogramo x, w, ', z (con 2’ el punto simétrico
de x respecto a m), la ley del semi-paralelogramo 4.13 da:

d(w, 2)* +d(z,2')* = d(w, 2)* + 4d(x, m)* < 44
por lo tanto se obtiene:
d(w, 2)? < 4(A* — d(z,m)?) < 4(1 — e >)A?

como se buscaba. [J

Demostraremos ahora la correspondencia entre alineacion y existencia de
una escolta.

Lema 5.16. Sea {xn}n€Z+ una sucesion de matrices positivas que se escapa
linealmente a infinito a velocidad A > 0.
Si {x,} estd alineada entonces es escoltada por una geodésica.

DEMOSTRACION: Fijemos f : [0, +00) — [0, +00) dada por f(e) = /4(1 — e~2).
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Para cada € > 0 existe K. € N e infinitos n tales que zy € [zg,Zn]c
para todo K. < k < n. Tomando la geodésica «,, tal que «,(0) = 0y
an(d(zo, x,)) = ,, se tiene por 5.15 que:

d(xg, an(d(xg, zg))) < fle)d(xg, zx) VK. <k <n

Tomando limite de «,, en una subsucesién de valores de n en los que se
cumple lo anterior® se obtiene una geodésica o, parametrizada por longitud
de arco que cumple «a(0) = z¢ y tal que:

d(zy, ae(d(zo, x1))) < fle)d(zo, x1) VE > K.
Dados €, ¢ > 0 y tomando K = méax(K,, K.) obtenemos:
d(wk; ac(d(xo, 2x))) < [f(€)d(wo, vk)
d(zk, ae(d(zo, 7x))) < f(€)d(wo, Tx)
lo cual implica:
d(ac(d(zo, 7k)), e (d(wo, 7)) < (f(€) + f(€))d(x0, 2K )
Utilizando la convexidad de la distancia entre geodésicas 4.17 obtenemos:
d(ae(1), ae(1)) < f(e) + f(€)

Por lo tanto a.(1) es de Cauchy y tiene limite cuando € — 0. Esto implica
que a, tiene un limite puntual que llamaremos «. Se tiene que « es una
geodésica parametrizada por longitud de arco que cumple a(0) = 0 y ademas
(triangulando con «.):

d(ald(zo, 1)), 1) < (d(a(1), ac(1)) + f(e))d(xo, 21) Yk > K,

lo cual implica que « escolta a {z,}. O

3 Alcanza con tomar una subsucesién tal que a,(t) converge para algin ¢, como puede
verificarse utilizando el mapa exponencial. Otra opcién es utilizar el teorema de Arsela-
Ascoli que garantiza la existencia de una subsucesiéon uniformemente convergente en com-
pactos.
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Capitulo 6

Regularidad Lyapunov

En este capitulo obtenemos a partir de lo anterior una versién del famoso
teorema de Oseledets para productos de matrices invertibles aleatorias. Una
demostracion alternativa del mismo resultado basado sélamente en el teo-
rema de Kingman y en el producto exterior de espacios vectoriales puede
encontrarse en [Kre85|.

6.1. Version Geodesica

Teorema 6.1 (Teorema de Oseledets: Versién Geodésica). Sea Ay, ..., Ay, ...
una sucesion estacionaria de matrices aleatorias invertibles de N X N que

cumplen:
E(||log(ArA)||) < 400 Vn € N

Si Ap -+ Ay = O, P, donde P, € Pos(N) y O,, € O(N) y fijamos Py = I
entonces se cumple:

P({ P2} es escoltada por una geodésica ) = 1
DEMOSTRACION: Se tiene para todo n € N

P2 = (A, - A (A, - A)
— AT AT A A
= (pa, -0 pa,))
donde para cada A € GL(N) el mapa py4 : Pos(IN) — Pos(N) es la isometria
dada por ps(P) = A*PA para todo P € Pos(N).

91
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Consideremos el proceso subaditivo a que cumple:
a(m,n) =d(P3, P )Y0<m <n

La igualdad siguiente (que se deduce simplemente de que las ps son
isometrias) implica que a es un proceso estacionario:

a(m,n) =d((p1o---oppn)(I),(pro--0py)(I))
(L, (pm o0 pu)(I))
(I,A, - A A, Ap) YVO<m<n

d
d

Por hipétesis tenemos E(a(0,1)) < +oo, esto implica por subaditividad
E(Ja(m,n)|) < 400 para todo m,n € Z,.. Por lo tanto estamos en condiciones
de aplicar el teorema 5.14.

Se obtiene que casi seguramente {P2},>¢ o bien cumple

d(l, py)
n

— 0 cuando n — 400

o se escapa linealmente a infinito y esta alineada.
En el primer caso cualquier geodésica por la identidad escolta a {P,}? en
el segundo caso se tiene que existe una escolta por 5.16. [J

6.2. Regularidad Lyapunov

Definicién 6.2. Una sucesién By, ..., B,,... de matrices de GL(NV) se dice
que es Lyapunov regular si se cumple:

» Existen una filtracién de subespacios! {0} =V, CV; C--- C V,, =RV

=

y numeros x; < --- < X, tales que para todo 1 <7 < m se cumple:

1
lim — log (|| Byell) = xi Yo € Vi \ Viy

11P%10g(\det(3n)\) = ) (dim(V;) — dim(Vi_y))x;

1<i<m

1La palabra“filtracién” significa en este contexto, cadena creciente respecto la inclusién.



6.2. REGULARIDAD LYAPUNOV 93

Los x; son llamados “exponentes de Lyapunov”.

El teorema 6.1 implica que la sucesion de productos parciales es casi-
seguramente Lyapunov regular, como mostraremos a continuacion. Utilizamos
a partir de ahora || Al|, = max,|=1 [|Av|| para denotar la norma de operadores
de una matriz A.

Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 6.3. Para toda matriz A € GL(N) se cumple:
[ log([|Allo)] < [[log(A™A)]]

DEMOSTRACION: Notemos que A*A es una matriz positiva y que su maximo
valor propio es exdctamente ||A]|2. De esto se deduce el enunciado utilizando
que la norma de Frobenius de la matriz simétrica log(A*A) es simplemente
la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus valores propios. [J

El resultado que vincula la regularidad Lyapunov con la existencia de una
escolta geodésica es entonces el siguiente:

Teorema 6.4 (Regularidad Lyapunov). Sea B, una sucesion de matrices
invertibles de N x N con By =1, y fijemos B, = O, P, donde P, € Pos(N)
y O, € O(N). Si eziste ) € Pos(N) tal que:

d(Q™, P;) = o(n)

Entonces {B,} es Lyapunov Regular. Ademds fijando eX* < --. < eXk
los valores propios de Q, y W1, ..., Wy los subespacios propios asociados, se
tiene que los exponentes de Lyapunov de B, son x1 < ... < Xk y la filtracion
asociada es

Vo={0CVi=W, CVo=W,oWo G - C V=W, - W, =R"

DEMOSTRACION: Notemos que |det(B,)| = det(P,) y para todo v € R se
tiene || B,v|| = || P,v||. Por lo tanto la regularidad Lyapunov es una afirmacion
sobre la sucesion P,, inicamente.

Ademas tenemos por hipotesis:

d(P;,Q™) = o(n)

Calculando explicitamente la distancia obtenemos:
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d(P;. Q) = || log(Q™"P,P,Q™")|| = o(n)
Aplicando 6.3 a P,,QQ~" obtenemos:

1
—log(||P.Q"||,) — 0 cuando n — 400
n

Supongamos entonces que eX! < --- < eX™ son los valores propios de @)
mientras que W; es el subespacio propio asociado a eXi. Si v € W; se obtiene:

1 _ 1
—log([|[Pavl]) = xi = —log([| Z,Q7"v[]) — 0 cuando n — +o0

%log(HanH) — x; cuando n — +00
Ahora tomemos la filtracion:
M =VoCcWV=WCVh=W oW, C---CV,, =W, &---dW,, =RY
Supongamos que para algin i € {1,...,m} se tiene v € V;\ V;_;. En este
caso v = vy + - - -+ v; donde v; € W; para todo j <14y v; # 0. Por lo tanto:
log([| Prvll) = log([[ Povr + - - - Pouil])

y esto da para n suficientemente grande (cosa de no salirnos del dominio del
logaritmo)

n -n Pnl)‘
log(| Py ) +log(1 2:”]” < 1og(|P.@"0l)) < log(|Puus]) +log(1+ 3 Lozl

= 1Pl < [P
lo cual, dado que si v; # 0 se tiene que ||P,v;|| es equivalente a €™, nos da:
1
—log([[Pool]) = xi Vo € Vi\ Vi
n
lo cual equivale a “media” regularidad Lyapunov.

La mitad que nos falta demostrar equivale a log(det(P,))/n — det(Q).
Se deduce facilmente como sigue:

N
= log(det(Py) — det(@)] = = | log(det(PQ )] < | log(|E,@ ") — 0
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4

Notemos que la demostracién anterior implica la siguiente version del
teorema de Oseledets:

Teorema 6.5 (Teorema de Oseledets: Versién Regularidad Lyapunov). Sea
Ay, ..., A, ... una sucesion estacionaria de matrices aleatorias invertibles
de N x N que cumplen:

E(||log(ArAy)|) < 400 Vn € N

Sea B, = A, --- Ay y fijemos By = I entonces casi sequramente la suce-
sion { By }nez, es Lyapunov Regular.
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Capitulo 7

Teorema de Oseledets: Version
Invertible

En este capitulo demostraremos la version del teorema de Oseledets mas
utilizada en dinamica. En contraste con el capitulo anterior trabajaremos con
sucesiones bi-infinitas de matrices {A, }nez-

El teorema garantiza la existencia de ciertos subespacios tales que Vi &
-+-®V;, = RY con un comportamiento especifico de las normas de los vectores
al aplicar los productos parciales de la sucesién {A,} en cada subespacio.

Con respecto a 6.5, la dificultad adicional escencial es que la afirmacion
ya no refiere iinicamente a la parte positiva de los productos parciales de la
sucesion. En particular los subespacios V; no son ortogonales.

En [Man83] se obtiene una demostracion en el caso de que {A,} esté casi
segurmente acotada (en realidad Mane trabaja con el diferencial de un difeo-
morfismo de una variedad riemanniana compacta). Un resumen, escrito por
V.Oseledets, de las distintas versiones del teorema puede encontrarse en

[Ose08].

7.1. Exponentes a futuro y pasado

En todo el capitulo { A, },ez denotara una sucesién estacionaria bi-infinita
de matrices invertibles aleatorias de N x N que cumple:

E(||log(ArAn)||) < oo Vn € Z

97
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Fijaremos también la sucesién de productos parciales:

Ap - An m<n
B(m,n) = I m=mn
B(n,m)™ m>n

Para v € RY definimos el exponente de Lyapunov a futuro y, (v) y el
exponente de Lyapunov a pasado x_(v) como los siguientes limites en caso
de existir:

X+(0) = Tm_log(| B0, n)e])

n—-4o0o

, 1
X-(v) = lm_~log(| B(O, n)el)

El siguiente teorema resume los resultados de la seccién anterior, y agrega
la medibilidad de la matriz positiva cuyas potencias acompanan a la parte
positiva de los productos que se consideran.

Teorema 7.1. Sea { A, } ez una sucesion estacionaria de matrices aleatorias
inveribles de N X N tal que

E(||log(Ar An)||) < 0o Vn € Z

Entonces existen matrices positivas aleatorias Q4+ y (QQ_ tales que casi
sequramente:

1.
d(Q%", B(0,n)*B(0,n)) = o(n) cuando n — +00
d(Q**, B(0,n)*B(0,n)) = o(n) cuando n — —oo
2. SieXi < ... < eXi son los valores propios de Q y Vi*,...,V." los
subespacios propios respectivos, y ademds se define X1 < ... < X y
Vio,..., V. andlogamente para (Q— se cumple:

X+(v) =X siysdlosive Vi @& &VI\VI" & &V

x-(v)=x; siysolosiveV, &--- OV \V, & DV,
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DEMOSTRACION: Fijemos
B(0,n) = O,P,, P, € Pos(N),0, € O(N) Vn € Z
Por 6.1, casi seguramente existe una matriz (). € Pos(N) tal que:
d(Q%", P?) = o(n) cuando n — +00

ademas la convexidad de la distancia entre geodésicas 4.17 implica:
1 1
dQ4, Pr) < 2_d< 2" P?) — 0 cuando n — +00
n

de modo que @, es una matriz aleatoria (i.e. es medible por ser limite puntual
de funciones medibles).

Las afirmaciones respecto a los subespacios VT estan dados por 6.4.

La matriz aleatoria () _ se obtiene con exactamente el mismo método y sus
propiedades se deducen de la misma manera (notemos que d(Q-*", P2 ) =
o(n) cuando n — +oo de modo que 6.4 se aplica a Q~'). [J

7.2. Invariancia de y

Notemos que 7.1 applicado a {A,_, }nez garantiza la existencia casi se-
gura de matrices positivas Q1 (m) para cada m € Z tales que si exi (m <
.-+ < X (M) son los valores propios de Q4 (m) y Vi*(m) son los subespacios
propios asociados se cumple:

Tim_ 2 log(||B(m,m + )ol)) = x (m)
si y s6lo si
veViim) @& e Vi m)\Vi"(m) & .- e Vl(m)
El siguiente resultado muestra que, casi seguramente, los exponentes
X; (m) no dependen de m y también muestra que V" (m) = B(0,m)V,*.

Lema 7.2. Casi sequramente Q)+ (m) es ortogonalmente conjugada a Q)+ para
todo m € Z y ademds:
X+(v) = x;

sty solamente si para algun m se cumple:

B(0,m)v € Vi"(m) @ -+ @ V" (m) \ Vi (m) © - -- @ VT, (m)

71—
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DEMOSTRACION: Aplicando 7.1 a las sucesiones {A,,_,, }nez obtenemos un
conjunto de probabilidad total en el cual estan definidas todas las matrices
aleatorias Q1 (m).

En dicho conjunto los valores propios de )+ (m) y sus subespacios propios
quedan determinados por los limites:

1
1 —1 B
i~ log(|B(m, m -+ n)ol)
Notemos ademas que dos matrices positivas son ortogonalmente conju-
gadas si y s6lamente si tienen los mismos valores propios (contando multipli-
cidades).

Pero se tiene:

1 1
| —1 B =1 —1 B(0
i —log([|B(m,m +n)ell) = lm_—log(| B0, m +n) B(m, 0)¢])

= I log(||B(0 B(m.0
i log(1B(0, m +n) B(m, 0)]))
= X+<B(m7 O)’U)

Lo cual demuestra el enunciado. [J

7.3. Relaciéon entre Q. y ()_

En esta secciéon mostraremos que (), y )_ tienen los mismos valores
propios con las mismas multiplicidades. Esto implica que los valores posibles
para x4+ (v) y x—(v) son los mismos exponentes x; < ... < Y-

Lema 7.3. Existe una sucesion m; — 400 tal que casi seqguramente:
d(Q+(=mu)*™, B(=my,0)" B(~my,0)) = o(m)

DEMOSTRACION: Se obtiene por la estacionariedad de la sucesion {4, },ez
que cuando m — +00:

P(d(Q+(—m)™™, B(—=m,0)"B(—=m,0)) > em)
P(d (Q+( )*", B(0,m)"B(0,m))
P — 0

(d(Qz™ P2) > em) —
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Por lo tanto es posible, mediante un procedimiento diagonal, obtener una
sucesion m; — o0 tal que para todo € > 0 se cumple:

> P(d(Q(—mu)*™, B(—my, 0)* B(—my,0)) > em;) < +00

leN

Y esto implica por el lema de Borel-Cantelli 1.2 que esta sucesion cumple
el enunciado. [J

Lema 7.4. Casi sequramente (Q_ es ortogonalmente conjugada a Q) .

DEMOSTRACION: Fijemos la descomposicién polar B(0, —m) = O_,,P_,. Se
cumple:

B(—m,0)*B(-m,0) = (B(0,-m)B(0, —m)*)"' = 0_,,P-20~}
Ahora por 7.1 se cumple casi seguramente:
d(Q~*™, P? ) = o(m) cuando m — +00

Utilizando que, invertir y luego conjugar por una matriz ortogonal, es una
isometria de Pos(n) se obtiene

d(O_,Q*™0~}  B(~m,0)*B(—~m,0)) = o(m) cuando m — +o0

Si {m; }ien es la sucesion provista por 7.3 se obtiene por la desigualdad
triangular que casi seguramente:

d(O_p,@*™O~L Q4 (—my)*™) = o(my) cuando | — +oo

— —my

Utilizando 4.17 y el hecho de que conjugar por una matriz ortogonal es
una isometria se obtiene:

d(Q—> O:}mQ—l—(_ml)O—ml) = d(O—le—O:rlnl’ Q-l—(_ml))
< L4000

< m S Q)P = 01— oo
l

Dado que la clase de conjugacién por matrices ortogonales de Q4 (m) es
un conjunto cerrado, que no depende de m (por 7.2), se tiene que ()_ debe
pertenecer a dicha clase. [
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7.4. Splitting

Siguiendo con la notaciéon de la secciéon anterior, fijemos las variables
aleatorias k y:

X1 <...<Xk

los logaritmos de los valores propios de () y Q.. Estos valores coinciden gra-
cias a 7.4, que ademads asegura que los subespacios propios asociados tienen
la misma dimension.

Sea entonces para cada i € {1,...,k}, V;" el subespacio de valor propio
eXi de Q4+, y V; el subespacio del mismo valor propio para )_.

Notemos que por 7.2, casi seguramente para cada m € Z se tiene que
)+ (m) tiene los mismos valores propios y multiplicidades que Q).

Gracias a esto tltimo podemos definir i € {1,...,k}, V."(m) el subespacio
propio de valor propio x; de la transformacién @4 (m) que tendrd la misma
dimensién que V,* casi seguramente.

Mostraremos ahora que los subespacios V" y V;" no pueden estar dis-
puestos de cualquier manera en R".

Lema 7.5. Casi seqguramente se cumple
X-(v) < x4(v) Yo € RY

DEMOSTRACION: Trabajemos en la interseccién de los conjuntos de proba-
bilidad total dados por 7.1, 7.2,7.3, y 7.4.

Suponiendo que x_(v) > x; mostraremos que x4 (v) > x;.

Con esta suposicién, se cumple:

| B(0, —m)v|| < e”™XiFteM) cyando m — +oo
Denotemos ahora w,, = B(0, —m)v/||B(0, —m)v|| que tiene norma 1. Se
cumple:

| B(—m, 0)w,,|| = V] ’ > [[ofle™ D) s foo

1B(0, —=m)v|

Fijemos Q,, = \/B(—m,0)* B(—m, 0), se tiene:
Q]| > [Jv]le™Xte@) 1y — 400

Por 7.2 alcanza con demostrar que para cierto m se tiene w,, ¢ V;"(—m)®
@ V: (—m), para obtener x, (v) > x;.
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Tomando la subsucesion de valores de m dada por 7.3 se cumple:

d(Q+(—m)*™, Q;,) = o(m)

o explicitamente

[10g(Q+(—=m) " Qm@mQ+(—m)~™")[| = o(m)

Por 6.3 esto implica

|QnQ (=)™l = ™
Si se tuviera w,, € V;" (—m) & ---® V" (—m) para todo m en la subsuce-
sion, se cumpliria:
|@mwml| = [|@m@+ (=m) ™" Q4 (=m) " wp]|
< 1QnQ+ (=m) (|| Q4 (—1m) My || < emximrtelt)
lo cual es falso. Por lo tanto hemos mostrado que w,, ¢ V" (-m) @ --- @
VT (—m) para algtin m y por lo tanto x4 (v) > x;. O

El resultado anterior implica que las filtraciones “a pasado” y “a futuro”
de la sucesién Lyapunov regular B(0,n) deben intersectarse para dar una
descomposicién (o “splitting”) de R™ en suma directa de subespacios en los
cuales x4, = x_. Esta es otra versién del teorema de Oseledets.

Teorema 7.6 (Oseledets: Version Invertible). Sea {A,}nez una sucesion
estacionaria de matrices aleatorias invertibles de N x N tal que:

E(||log(ArAn)||) < 400 Vn € Z
Defininamos para m,n € Z:

A,1--A, m<n
B(m,n) = I m=mn
B(n,m)™" m>n
Entonces existen QQ+ y QQ_— matrices positivas aleatorias tales que casi
sequramente se cumple:

1.

U
—
NE]

s
—
=

S
N~—

*
oS/
N
=

S
~—
~—

I

o(n) cuando n — +oo

=3
QO
| [\
. 3
el
\.O
S

~%
@
=

[l

o(n) cuando n — —oo
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2. Q+ y Q_ son ortogonalmente conjugadas.

3. St tomamos las variables aleatorias k y x1 < ... < xx tales que eX' <
oo < eXk son los valores propios de Q1 y QQ—, y definimos para cada
i, V" y V= los subespacios propios de valor propio eXi para Q4 y Q_
respectivamente se tiene:

Vire-aVinV, e -V, ={0}

4. Definiendo V; = Vi*®--- @V, ' NV, @ - -@V, setiene RN = Vi@ --®V},
y ademds:
X+(v) = x=(v) = xi Yo € V;

DEMOSTRACION: Tomamos Q, y _ dados por 7.1 que garantiza que son
medibles (i.e. que son matrices aleatorias) y que cumplen la propiedad 1.
Por 7.4 se tiene que casi seguramente se cumple 2. Mientras que 7.5
implica 3, dado que un vector nonulov e V¥ @@V NV @ - @V,
tendria x4 (v) < xi-1 < xi < x—(v).
Falta demostrar que RY = V;@- - -®V;. Para esto fijemos d; = dim(V;") =
dim(V;7). Se tiene por lo anterior que:

Vite-aVinVi @@V, ={0}
lo cual implica (usando dim(X NY) = dim(X) + dim(Y) — dim(X +Y))
V1+EB"‘69V;1L1€BV;EB'“EBV1; =R"

y (por la misma férmula para la dimensién de una intersecciéon) dim(V;) = d;.
Si0#v=wv+---+v; conv; €V para todo j se tiene x4 (v) < x;, por
lo tanto:

Vit + Vi) N Vi = {0}

Esto implica que:
dim(Vi+---4+Viyy) = dim(Vi+- - -4+ V) +dim(Vi41) = dim(Vi+- - -4+ V;)+d; 1
Dado que V; = V| se obtiene por induccién que:

Vl@...@Vk:RN
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7.5. Version Diferenciable

Dado un difeomorfismo de una variedad riemanniana, los vectores tan-
gentes tienen asociados exponentes de Lyapunov como se define a contin-
uacion.

Definicién 7.7 (Exponentes de Lyapunov). Sea M una variedad rieman-
niana y f : M — M un difeomorfismo. Para cada (z,v) € T'M definimos
los exponentes de Lyapunov a futuro y a pasado (x4 y x_ respectivamente)
como los siguientes limites en caso de que existan:

.1 n
X+(v) = Tim_ = log(||D,. /")

.1 n
X-(v) = lm_—log(| Dyf"o])

En este contexto demostraremos la siguiente version del teorema de Os-
eledets!.

Teorema 7.8. Sea M una variedad riemanniana compacta, f: M — M un

difeomorfismo, y p una probabilidad boreliana en M que es f-invariante.
Entonces para p casi todo x € M eziste 1 < k(x) < dim(M), subespacios

Vi(z) ® - @ Vi(z) = T, M, y exponentes x1(z) < ... < xx(x) tales que:

X+(v) = x-(v) = xi Yv € Vi(x) \ {0}

1
lim — log(\detD ™ Zdzm Xi(2)

n—oo

DEMOSTRACION: Cubrimos M con numerables conjuntos medibles disjun-
tos tales que en cada uno de ellos tenemos una base ortornormal de T, M
que varia continuamente respecto a x. Utilizando dichas bases ortornormales
identificamos cada espacio tangente T, M con RY donde N = dim(M).

Definamos para cada n € Z, la matriz A, (v) asociada a Dgn(,)f. La
funcién A,, : M — GL(NN) es medible para cada n € Z. Ademds se cumple
que A, o f = A, 1 para todo n € Z.

INotemos que estd bien definido el determinante de cualquier transformacién lineal
entre dos espacios vectoriales con producto interno de la misma dimensién finita (simple-
mente fijando bases ortonormales en ambos espacios).
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Sean ahora Fj, ..., FE, C GL(N) conjuntos borelianos. Para todo k € Z
se cumple:

w{x : Agi1 € Er, .oy Agin € Ex})
=u(f Yo : Agp1 € B, ..., Apyn € ELY)
=p({z: Agp1of € By, ..., Agpno f € Ei})
= p({z : A2 € B, .., Apyngr € Ei))

De modo que {A, },ez es estacionaria.
El teorema se deduce directamente de 6.5 y 7.6. [
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