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Capitulo 1

Variedades Diferenciables

Primero explicaremos de forma breve las nociones de diferenciabilidad de fun-
ciones en R"™, enunciando la Regla de la Cadena y el Teorema de la Funcién
Inversa, que el lector deberia conocer de cursos antoriores. Después definiremos
las variedades diferenciables y daremos algunos ejemplos. Luego recuperaremos
la nocién de diferenciabilidad en las variedades, para ésto es necesario definir
el espacio tangente. Finalmente, para estudiar la integraciéon sobre variedades
en el capitulo siguiente, necesitaremos dos conceptos: el de orientacion y el de
variedad con borde.

1.1 Funciones Diferenciables

Dados un conjunto abierto U de R™ y una funcién f : U — R™, decimos que f
es diferenciable en x € U sii existe una transformacion lineal, que llamaremos
diferencial de f en z, d, f : R® — R™, tal que

fy) = f@) =def(y —x) +7(y),Vy €U (L.1)

donde r : U — R™ verifica

lim W _ g
v—z ||y — |
Naturalmente, decimos que f es diferenciable en U, si f es diferenciable en
todos los puntos de U. Un hecho importante es que si dicha transformacién
lineal existe, ésta es tnica. Esto lo probaremos ahora, al calcular su matriz
asociada en las bases candnicas de R™ y R™. Definamos la derivada parcial de

f respecto de x; como

31 () =y L2+t = 1)
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donde {ey,...,e,} es la base candnica de R"™. Para abreviar escribiremos a

veces fy, en lugar de %. Observemos que si f = (fi, ..., fn), entonces

L= (L@ ew)

1.1 Proposicién. La entrada (j,7) de d,f es %(w), parai =1,...,ny
j=1..,m.
Demostracién. Observemos que la columna i-ésima de d f es d. f(e;), tomem-

os y = x + te; y al dividir la ecuacién (1.1) entre ¢ obtenemos
(z + te;)

va que d, f es lineal, y luego

L (@) = du e

1.2 Definicién. Diremos que

1. fesdeclase COen U (o f € C°(U)) sii f es continua en U;
arifgm son continuas
1Oy

2. fesdeclase C"en U (o f € C"(U)), r = 1, sil z-
enU,conip=1,..,np=1..,ryj=1..m;
3. fesdeclase C*® en U (o f € C(U)) sii f es de clase C" para todo r.

En adelante diremos que una funcién es diferenciable cuando es de clase C*°.
1.3 Regla de la cadena. Si f y g son diferenciables en z y f(z), respecti-
vamente, entonces g o f es diferenciable en x y ademds
de(go f) =dsaygodsf
El resultado siguiente nos da una manera geométrica de interpretar al difer-

encial de una funcion.
1.4 Aplicacién. Sea f: U C R® — R* una funcién diferenciable. Entonces
para todo v € Im(d,f) existe una curva « : (—€,e) — U, € > 0, diferenciable

tal que a(0) =py 4 (foa)lo=.
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Demostracién. Sea w € R™ tal que v = d,f(w). Consideremos la curva
a : R — R™ dada por «a(t) = tw + p. Esta curva es diferenciable y verifica
a(0) = p. Como « es en particular continua existe € > 0 tal que a(—e,e) C U.
Redefinamos o = aj(_¢). Luego por la regla de la cadena tenemos lo que
queriamos

C(foally=dpflw) =v

1.5 Definicion. Vamos a prescindir ahora de que el dominio sea abierto
para definir que una funcién sea diferenciable. Tomemos un conjunto A C R™ y
una funcién f : A — R™ cualesquiera. Decimos que f es diferenciable sii para
todo p € A existe F' : U — R™ diferenciable, p € U abierto de R", tal que

Flanu = flanu-

1.6 Ejemplo. Sea A C R? el ejede las zy f : A — R dada por f(z,0) = 0.
Oservemos primero que f es diferenciable ya que se puede extender a todo el
plano como la funcién nula. Ahora consideremos la siguiente extension de f,
a todo el plano, dada por ¢g(z,y) = y, que es también diferenciable. El punto
es que las dos extensiones dadas no tienen el mismo diferencial. Mas adelante
cuando estudiemos variedades con borde, necesitaremos el siguiente resultado
sobre el conjunto H" = {(z1, ..., x,) : , > 0}.

1.7 Proposicién. Sea f : H" — R™ diferenciable en p € OH"™. Entonces
para toda extensién F' de f, el diferencial de F' es el mismo.

Demostraciéon. Sea F' : U — R™ una extensién de f, p € U. Vamos a
calcular d,F(e;), i =1,...,n. Sea a: (—¢,¢) — U tal que a(0) =py &(0) = e,.
Entonces

= lim =
t—0+ t t—0+ t
Como la tultima expresién no depende de la extension F', cualquier otra ex-
tensién tendra el mismo diferencial.

1.8 Definicién. Una funcién biyectiva f : A C R® — B C R™ es un
difeomorfismo sii f y f~! son diferenciables; y en éste caso diremos que A y B
son difeomorfos.

Observemos que en particular f v f~! son continuas, abiertas y homeomor-
fismos. Es un ejercicio verificar que la composicién de difeomorfismos es un
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difeomorfismo.

1.9 Teorema de la funcién inversa. Si d,f es invertible entonces existe
U entorno de x tal que fjy : U — f(U) es un difeomorfismo.

1.10 Observacion. Los conjuntos R™ y R™ son difeomorfos sii m = n. En
efecto, si existiera un difeomorfismo f : R” — R™ tendriamos por la regla de la
cadena que

idR7b = df(x)f_l o dIf

idpm = dxf o df(w)fil;

luego dy(py f~ = (dof)', y por lo tanto m = n. Obviamente, si m = n, idg»
es un difeomorfismo.

1.11 Proposicién. Los conjunto H™ y R™ no son difeomorfos entre si.

Demostracién. Supongamos que existiera un tal difeomorfismo f : H* — R™.
Sean z € H" con la tdltima coordenada nula e y = f(x). Como f es diferenciable
en x existe una extensién F' : U — R”, donde U es un abierto de R" y p € U.
Luego f~'o Flyam» = idynme y por la regla de la cadena dyf~tod,F = idgn.
Entonces el diferencial de F' en x es invertible y por el teorema de la funcién
inversa existen abiertos VC Uy W CR" talesquex € V,y e Wy Fy - W
es un difeomorfismo. Como f es abierta, f(V NH") es un entorno de y, luego,
por la continuidad de F', existe z € V con la ultima coordenada negativa tal
que F(z) € f(V NH"). Pero entonces el punto F(z) tendria una preimagen,
por F, cuya tltima coordenada no es negativa (y por lo tanto distinta de z)
contradiciendo que F' es inyectiva. Absurdo.

1.2 Variedades Diferenciables

A continuacién definiremos el objeto central de estas notas.

2.1 Definicién. Un conjunto M C R* es una variedad diferenciable de di-
mensidonn > 0sii Vp € M existe un difeomorfismo ¢ : U — VNM, donde p € V
y Uy V son abiertos de R” y R¥, respectivamente. En este caso decimos que M
estd inmersa en R* y que ¢ es una parametrizacién (o una carta) alrededor de p.

Observemos que ¢ es una parametrizacion alrededor de cualquier punto de

(U).

En general llamaremos superficies a las variedades de dimension 2.
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Los ejemplos mas sencillos de variedades (de dimensién n) son los abiertos
de R™, ya que si U es un abierto de R™, la funcién idy es una carta alrededor de
todos los puntos de U. A continuacién mostraremos més ejemplos de variedades.

2.2 El grafico de una funcién diferenciable. Si f: U C R™ — R es
una funcion diferenciable, con U abierto, definimos

M = {(z, f(z)) e R"™ 12 € U}.

Vamos a probar que M es una variedad de dimensionn. Sea ¢ : U — M C
R™*! definida como

p(x) = (z, f(2)),

que es diferenciable. Vamos a mostrar que ¢ es un difeomorfismo entre
U y M. Observemos primero que ¢ es invertible y que ¢ ' : M — U es
igual a mpr donde T : Rt — R" es la proyeccion dada por m(xy, ..., Tpi1) =
(x1,....,2,). Como m es diferenciable, ¢~ también lo es por definicion. Si
tomamos V = R"! tendremos que VN M = ¢(U) y entonces p : U — VN M
es un difeomorfismo.ld

Ahora vamos a ver un resultado que de alguna manera complementa al an-
terior.

2.3 Proposicién. Sea M C R? una superficie. Entonces, para todo p € M
existe una parametrizacion alrededor de p que es un grafico.

Demostracién. Tomemos una parametrizacién ¢ : U € R? — M C R3
alrededor de p = p(up, vp). Si @ = (1, P2, 3) entonces

<P1u(uo, Uo) <P1v(uo7 Uo)
Ao = | P2u(u0,v0) 20 (0, v0)
903u(uo, Uo) wsv(uo, Uo)

tiene rango 2, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

Sﬂzu(um Uo) <,02U(U07 Uo)

det( Sﬁlu(umUO) SDM(UO,UO) > £0

Definamos ¢ : U — R? por ¢(u,v) = (¢1(u,v), p2(u,v)) = (i, ). Entonces
d(uy,v)@ €8 un isomorfismo, y por el teorema de la funcién inversa, tenemos
V c Uy W C R? tales que (;3 = ¢ : V — W es un difeomorfismo. Luego
Yv=po é_l : W — M es una parametrizacién que es un grafico, ya que
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Y(a, @) = (4,0, ¢p3 0 é_l(ﬁw 0)).00

La esfera y la Proyeccion Estereografica. Vamos a probar que S™ =
{x € R . ||z|| = 1} es una variedad de dimension n. Para esto definamos
S = ent1 y N = =S5 los polos sur y norte de la esfera, respectivamente; y
construyamos pg : R" x {0} — S™ — S, que cubra a toda la esfera menos el polo
sur, de la siguiente forma

vs(x) =t(x)S + (1 —t(x))x;

dondet : R"x{0} — R es una funcion que hallaremos asi: como @g(x) € S
y S es perpendicular a x, aplicamos Pitdgoras y obtenemos

1=t(x)? + (1 — t(x))?|||
de donde
|z|]* £1
tr) = —5——.
)= a1
_ =[P=1

= =[P+
L es diferenciable observemos

pero como ps(x) # S deducimos que t(x) Luego t es diferenciable

y por lo tanto ¢ lo es también. Para ver que @~
que

ps'(z) = s(z)S+ (1 — s(z))x con ||z]| = 1 (1.2)

para hallar s(z) imponemos que 5" () esté en el plano R™ x {0} (es decir
S perpendicular a pg'(z)) y entonces

x-S
S(.’II) - T - S - 17
que es diferenciable ya que ||z|| =1 y x # S. Para ver que ¢g" es diferen-

ciable, observemos que la formula (1.2) nos permite extender a cpgl al conjunto
{(z1, .-, Tnt1) : Tnt1 < 1} de manera diferenciable; con lo cual tenemos que
9051 es diferenciable. Con lo cual concluimos que pg es un difeomorfismo.
Analogamente se puede construir ¢ que cubra a toda la esfera menos el po-
lo norte, con lo cual queda toda la esfera cubierta. Si hacemos lo mismo
que para pg obtendremos que oy = T o pg donde T : R"t1 — R+l ¢s
T(:L'la [X3) xnaxn+1) = (xlv ooy Ly *xn—i-l)'

Para que formalmente pg y wn sean cartas de S™ estas deberdn tener do-
minios en abiertos de R™. Para esto bastard considerar la funcion inclusion
i:R" — R"™! dada por i(z1,...,xn) = (21, ..., Tn,0) y ahora si iops yiopn
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son efectivamente parametrizaciones de S™.[J
Vamos a ver otra forma de obtener variedades.

2.4 Definicion. Dada una funcién f : U C R®™ — R™ diferenciable, deci-
mos que x € U es un punto regular de f sii d,f es sobreyectivo y que p € R™
es un valor regular sii toda preimagen de p es un punto regular.

2.5 Proposicién. La preimagen de un valor regular es una variedad.

1.3 Espacio Tangente

En el caso de una superficie inmersa en R? uno puede interpretar geométricamente
al plano tangente por un punto de S como el plano por el origen que, cuando
se traslada al punto, mejor aproxima a la superficie. Formalizaremos esta idea
de la siguiente manera.

3.1 Definiciéon. Sea M una variedad diferenciable y ¢ : U — M una
parametrizacién alrededor de p = (). Definimos el espacio tangente a M en
P como

T,M = d o(R")

Veamos que T,M no depende de la parametrizacién escogida. Supong-
amos que ¥ : V — M sea otra parametrizaciéon alrededor de p, probare-
mos que do(R™) = dy(R"), siendo y = ¢~!(p). Para ver esto definimos
U = =1 (@(U) (V). V = 6L e(U)N0(V)), & = pg ¥ = 1. Como
1 son difeomorfismos, U y V son abiertos. Observemos que f : U — V, definida
como f = 1&‘1 o @, es un difeomorfismo por ser composiciéon de difeomorfismos.
Luego d, f es un isomorfismo lineal ya que fo f~' = idy y f~'o f = idy
(solo resta aplicar la regla de la cadena). Como d, f es un isomorfismo tenemos
que d, f(R™) = R™. Ahora, como ’l/A) o f = ¢ aplicamos la regla de la cadena y
obtenemos

dypod, f = d,

luego

dypody f = dgp

y entonces

dyp(R") = dyp(df (R™)) = dyp (R").
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Antes de ver la siguiente proposicién debemos observar que la dimensién de
una variedad estd bien definida. Esto es porque un abierto de R™ no puede ser
difeomorfo a otro de R™ a menos que n = m. Esto se demuestra de manera
analoga a que: R™ es difeomorfo a R™ sii m = n.

3.2 Proposicién. Para todo p en M C R¥, dim(7,M) = dimM.

Demostracién. Sean U C R™ y W C RF abiertos y ¢ : U — W N M una
carta alrededor de p = ¢(x). Como ¢~! es diferenciable, se puede elegir un
abierto V' de R* tal que WN M C V C W, para el cual existe F : V — R"
diferenciable, tal que

Fyvav =¢"

Luego F o ¢ = idy y por lo tanto d,F o dyp = idgr» y luego
n =dim (d,F(dzp(R™))) < dim dyo(R") <n

= dimT, M = dim d,o(R") =n

3.3 Corolario. Si ¢ es una parametrizaciii entonces dgp : R" — T, M es
un isomorfismo lineal.

1.4 Funciones diferenciables en Variedades
Sean M C R*¥ y N C R! variedades y f : M — N diferenciable. Para todo p en
M se define

dpf . TpM — Tf(p)N

como

dpf = dpFi1, 1

siendo F : W — R! una extensién de f en un entorno de p, esto es,
F: W — R! es diferenciable, W C R* es un entorno de p y F\VVmM = f|WmM'

Hay que verificar que la definicién no depende de la extensién utilizada y
que d,F(T,M) C Typ)N. Para esto, sea ¢ : V — N una parametrizacién
alrededor de f(p). Tomemos ahora otro entorno de p, W C W, de forma que
FW N M) C (V) (esto es posible por la continuidad de f) y W N M sea la
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imagen de una carta ¢ : U — M. Ahora podemos definir f =y~ tofoop,
que es una funcién diferenciable de U en V. Como F' es una extensién de f,
fow=Foyp. Luego tenemos que ¥ o f = F o ¢ y por la regla de la cadena

dy o dlf = d,F o dyp,siendo ¥(y) = f(p) (1.3)

Como T, M es la imagen de d¢, los vectores de T), M son de la forma d, p(v)
con v € R™; y luego al aplicarles d,F' obtenemos d,9(d, f(v)), que es indepen-
diente de F' ya que f no depende de F. Por otra parte, de (1.3) sale que

dp F(T,M) C dyp(R™) = T,y N.O

4.1 Regla de la cadena en variedades. Sean f : M — Ny g: N — Z fun-
ciones diferenciables en p y f(p) respectivamente, entonces go f es diferenciable
en p y ademas

dp(go f)=dspygody,f

Demostracién. Sean F' y G extensiones locales de f y ¢ alrededor de p y
f(p), respectivamente. Podemos suponer que la imagen de F estd contenida en
el dominio de G, ya que F' es continua. Como G o F' es una extension local de
go f, ya tenemos que g o f es diferenciable en p. Luego,

dp(go f) =dp(G o F)ir,m = (dyp)G 0 dpF)j7,m

donde la primera igualdad es por la definicién del diferencial de funciones
entre varidades y la segunda es por la regla de la cadena usual. Continuemos la
cuenta

(d(p)G o dpF) i1y = dy(p)G 0 (dpFirym) = dpGodpf = dypygodyf

donde la iltima igualdad es porque

dpf(TyM) C Ty, NO

4.2 Corolario. Si f: M — N es un difeomorfismo entonces para cualquier
p € M tenemos que dp f es un isomorfismo lineal y ademas

(dpf) ™" = dypf "



12 CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

4.3 Teorema de la funcién inversa (en variedaes). Sea f : M — N
diferenciable tal que d,, f es un isomorfismo, para algiin p en M. Entonces existe
un entorno U de p tal que

fiv : U — f(U) es un difeomorfismo.

Demostracién. Sea @ : V — N una paramerizacién alrededor de f(p).
Elegimos una parametrizacién ¢ : W — M, alrededor de p = ¢(z) tal que
fle(W)) € ¢(V). Podemos entonces definir f = ¢p=' o f o . Como d,f es
un isomorfismo, dwf también lo es, ya que d,p y df(p)w_l lo son (por el cri-
terio anterior). Luego, el teorema de la funcién inversa usual permite hallar
un abierto U C R” tal que f|f] U — f(U) es un difeomorfismo y por lo tan-

to fl,@ o(U) — f(p(U)) es un difeomorfismo. Para concluir, basta tomar
U =)0

1.5 Orientacion de Variedades

Laidea bésica de la orientacién se puede ver en S*. Consideremos dos parametriza-
ciones f,g: (0,27) — S* dadas por

f(0) = (cosB,senb),

g(0) = (cos 0, —sen¥).

Diremos que f v g inducen orientaciones opuestas en S! ya que f la recorre
en sentido antihorario y g en sentido horario. La definicién formal es la siguiente.

5.1 Definiciéon. Una variedad M es orientable sii existe una familia F' de
parametrizaciones cuyas imégenes cubren a M ysipo: U - My ¢y :V — M
son dos parametrizaciones de F' que verifican W = o(U) N (V) # ¢ entonces
det(d, f) > 0 para todo x € ¢~ H(W), siendo f =1 0 p|,-1(w).

Una orientacién de M es una familia F' como arriba que es maximal.

Hay que agregar un caso particular a esta definicién, que se da cuando la
dimensién de la variedad es cero. Estas apareceran naturalmente como el borde
de un intervalo compacto, por ejemplo. Diremos que orientar un punto es asig-
narle un signo.

Una orientacién de M permite orientar cada espacio tangente de M por
medio de las parametrizaciones de F'. Sea ¢ : U — M una parametrizacion
de F alrededor de p = ¢(z). Elegimos como orientacién de T, M la de la base
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{d.p(e1), ..., dzp(e,)} siendo {eq, ..., e, } la base candnica de R™.

Siy : V. — M es otra parametrizacién de F' alrededor de ¢(y) = p, hay
que probar que {dzp(e1),...,dzp(en)} y {dytv(e1), ..., dyt0(e,)} tienen la misma
orientacién. Para ello basta observar que dyy o d,f = d y que {e1,....,en} vy
{d.f(e1),....,dsf(en)} definen la misma orientacién porque det(d, f) > 0, luego
{dyp(er), ... dyp(en)t y {dy(daf(e1)), ... dytp(du f(en))} = {dup(er), ..., dup(en) }

tienen la misma orientacion.

1.6 Variedades con Borde

Como vimos anteriormente los conjuntos H” y R™ no son difeomorfos y con-
secuentemente H" no es una variedad. De forma analoga se puede probar que
{z € R" : ||z|| < 1} no son variedades. Estos objetos son fundamentales en la
teoria que estamos exponiendo y tendran su lugar como variedades con borde,
concepto que definiremos ahora.

6.1 Definicién. Un conjunto M C R es una variedad con borde (de di-
mensién n > 0) sii para todo p € M existen un abierto W de R* que contiene
a p y un abierto U de R"™ tales que W es difeomorfo a U N H". El borde de
una variedad con borde es M, la unién de las imagenes de los mapas ¢ siendo
® = Purrrx{o} ¥ ¢ : U — M una parametrizacion.

La primera observaciéon que debemos hacer es que las variedades (sin borde)
son variedades cuyo borde es vacio. Las tres proposiciones siguientes quedan
como ejercicio.

6.2 Proposicién. El borde de H" es R"~! x {0}.

6.3 Proposicién. Sea U un abierto de H" (es decir, existe V' C R™ abierto
tal que U = H"NV) y f: U — H" un difeomorfismo sobre su imagen. Entonces
f(UNOH™) C OH™.

6.4 Proposicién. El borde de una variedad con borde de dimensién n es
una variedad sin borde de dimensién n — 1.

6.5 Observacion. Gracias a la proposicién xx podemos definir el espacio
tangente en puntos del borde, de la misma forma que antes.

6.6 Orientacién del borde. Dado p € M decimos que un vector w €
T,M es entrante sii w = dyp(v) siendo ¢ : U — M una parametrizacién con

polx)=pyuv-e, >0.
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Hay que probar que la definiciéon no depende de la parametrizaciéon. Para
esto consideremos otra parametrizacion ¢ : V' — M alrededor de p = ¢(y), sin
perder generalidad podemos suponer que p(U) = (V) y luego podemos definir
f=1v"1top. Comop € M podemos elegir ¢ para que x € OH". Por el ejercicio
sabemos que f(U NOH™) C OH", en particular y € OH"™. Sea v € R™ tal que
w = dyp(v) con v - e, > 0. Observemos que d,p(v) = dy¥(d, f(v)), por lo cual
s6lo hay que verificar que d, f(v) - e, > 0.

Sea g : R — R dada por
g(t) = f(z + tv) - en

Como f(xz) € H", g(t) > 0sit > 0, ademds g(0) = 0 porque f(z) =y €
OH"™. Entonces ¢’(0) > 0y d,f(v) - e, > 0. Como d,f es un isomorfismo y
d, f(OH™) = OH" (porque f(U NOH") C JH™) sabemos que d, f(v) - e, > 0.

6.7 Proposiciéon. Si M es orientable entonces 0M también lo es.

Consideremos M orientada. Decimos que {v1, ..., v,—1} C T,0M tiene la ori-
entacién de la normal saliente sii {N,v1, ..., vn—1} tiene la orientacién de T, M
y N es un vector normal saliente.

Ahora vamos a dar una manera de caracterizar a las superficies orientables

de R3.

6.8 Proposicién. Una superficie S C R? es orientable sii existe un cam-
po continuo de vectores unitarios normales a S, es decir sii existe una funcién
N : S — R3 continua tal que para todo p € S se verifica que ||[N(p)|| = 1y
N(p)LT,S.

Demostracion. El directo: Si S es orientable consideremos una familia de
parametrizaciones compatibles F'. Tomemos ¢ € F' y definamos

_ ©u(u, v) A oy (u,v)
\I@u(u,v) A @1}('”*’”)”

N(p(u,v))

Si tomamos dos cartas que cubran a un mismo entorno, la compatibilidad
de las mismas garantizan que N esté bien definido. La continuidad de N es clara.

El reciproco: Sean N un campo continuo de vectores unitarios normales a S

vy ¢ una carta de S con dominio conexo. Decimos que ¢ es compatible con N
sii

N'Spu/\ﬁav>0
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es decir que "apuntan para el mismo lado”. Si ¢ fuera una carta no compati-
ble con N entonces poT es compatible, donde T : R? — R? es T'(xz,y) = (x, —y).
Entonces definamos

F' = {¢: ¢ es compatible con N} U {poT : ¢ no es compatible con N}

Entonces F’ es una familia de cartas compatibles y S es orientable.
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CAPITULO 1.

VARIEDADES DIFERENCIABLES



Capitulo 2

Integracion en Superficies

En éste capitulo definiremos las integrales de campos sobre curvas y superficies;
para ésto asumiremos las integrales de Riemmann en R" y usaremos la parti-
cién de la unidad explicada en el apéndice. Luego demostraremos los teoremas
clasicos de Gauss y Stokes.

2.1 Integrales de Linea

1.1 Definicion. Una curva parametrizada de clase C" es una funcién « :
[a,b] — R™ de clase C". La imagen de a (que usualmente llamaremos traza)
no tiene por que ser una variedad, ya que por ejemplo o puede tener autoint-
ersecciones; es mas, posteriormente nos interesard que la curva sea cerrada, es
decir a(a) = «(b), sin que necesariamente se ”peguen”diferenciablemente (i.e.
é(a) 6u(b)

atal 7 Taom):

1.2 Definicion. Un campo de vectores de clase C" en un abierto U C R"
es una funcién X : U — R” de clase C".

1.3 Definicién. (Integral de un campo sobre una curva.) Dados una curva
parametrizada « : [a,b] — U y un campo de vectores X : U — R"™, definimos la
integral de X sobre a de la siguiente manera,

/@X:/:X(a(t))-d(t) dt

Si interpretamos a una curva como la trayectoria de una particula puntual
y al campo como una fuerza, la integral anterior representa el trabajo realizado
por dicha particula.

1.4 Proposicién. Dados « : [a,b] = U, X : U - R*y f : [¢,d] — [a,D]
diferenciables tales que, ¢ < d, a < b, f(¢) =ay f(d) = b entonces,

17
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=l
a aof

Dada una curva « : [a,b] — R"™ definimos a~* : [-b,—a] — R"™ como
a~!(t) = a(—t). Esta es una curva con la misma traza pero recorrida en senti-
do inverso.

1

1.5 Proposicién.

Jx=m)

Dadas dos curvas parametrizadas « : [a,b] = R™ y 8 : [b,c] — R", a(b) =
B(b), definimos a3 : [a,c] — R™ como

1.6 Proposicién.

/WX:/(XX—F/BX

1.7 Proposicion. Dados dos campos X e Y y dos nidmeros p, g € R,

/pX—i—qup/X—H]/Y

Una funcién « : [a, b] — R™ es diferenciable por pedazos sii existen oy, ..., oy,
diferenciables tales que a = aq...a,,. Obsérvese que o necesariamente es con-
tinua. Definamos la integral de un campo sobre una curva diferenciable por
pedazos de la siguiente manera

/Xi X
« i=1v %

Como la descomposicién de e como aj...au, no es Unica, hay que probar que
la integral definida anteriormente no depende de la descomposicién escogida.

Si para un campo X existe una funcién f : U — R tal que X = V f decimos
que X es de gradiente o que f es un potencial de X.

1.8 Teorema. Independencia del camino. Dado un campo X : U — R"
diferenciable, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. X es de gradiente

2. faX depende solo de los extremos de «, para toda « diferenciable por
pedazos

3. fa X =0, para toda « diferenciable por pedazos cerrada.

Demostracién. (1 = 2) Si «: [a,b] — U diferenciable entonces,

AX/abX(a(t))-d(t) dt/abe(a(t))~d(t) dt

bq
::L;%Uowﬁyﬁ F(a(b) — f(a(a))

Sia=a...a, cON @ : [ag,b;] — U diferenciable

X = Z X = Zf(ai(bi)) — flai(as))

@ i=1"7 % i=1

como «;(b;) = ay1(asy1) para i = 1,...,n — 1, la suma es telescépica y
tenemos que

/X=fm®D—ﬂM®)

(2 = 1) Supongamos primero que U sea conexo. Elegimos pg € U y defini-
mos f: U — R como

f(p):/aX

siendo « : [—a,0] — U una curva que una a py con p. Como U es abierto
y conexo sabemos que existe una tal a. Resta probar que Vf = X; para ésto
probaremos que para todo p € U

0
Bl‘i

fp)=X({p)-e;, i=1,..,n.

Definimos oy : [0,t] — U como a;(7) = p + Te;, de ésta forma du(7) = e;.

Entonces
f(p+t6i):/aatXZ/aX—F/atX:f(p)—F/atX
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la primera igualdad es cierta porque aqy; es una curva diferenciable por
partes; y luego

f(p+t€i)—f(10)=/ X:/o X(p+7e;)-e; dr

Sumando y restando fot X(p) - e; dr obtenemos,

f(p—l—tei)—f(p)z/o X(p+7e;) e dT—/O X(p)-e; dT+/O X(p)-e; dr

Como X es continuo, para todo € existe un ¢ talque si |7| < § entonces

1X(p+7ei) = X ()|l <€

por lo tanto

/OX(p—I—Tei)fi dT—/OX(p)~ei dr /O[X(p—&-Tei)—X(p)]-ei dr| <

t t t
S/ | X (p+7e;) — X(p) - el drg/ |\X(p+Te¢)—X(p)||dT</ € dr = te
0 0 0

la segunda desigualdad es por Cauchy-Schwartz. Como € es arbitrario ten-
emos que

17/t ¢
lim—[/ X(p+7’ei)~€id7'—/X(p)~€id7':|:0
0 0

t—0 t
entonces
0 o flotte)—fp) [ _
8%ﬂmfgg . fggoX@%QM—X@%@

como queriamos probar. Pero si U no es conexo, descomponemos a U como
unién disjunta de abiertos conexos,

U=Ju

y para cada i definimos f; : U; — R talque Vf; = X,y f: U — R como
f(p) = fi(p) con p € U;.
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(2= 3)Si a: [ab — U es una curva cerrada, elegimos otra curva = :
[a,b] — U constante tal que () = a(a), Vt € [a, b]; luego

/QX=/7X=/;X(7(15))W(T¢) at =0

(3= 2) Sean o : [0,a] - U y B:[0,a] — U dos curvas que unen a p con gq.
La curva af8~! es cerrada y diferenciable por pedazos. Luego

0:/ X:/X+ X
aB—1 «a pB—1

va que §(t) = 0.

y entonces

[x=fx

O

2.2 Integracion en Superficies

Sea M C R3 una superficie orientada. Sea X : M — R? un campo diferenciable
y con soporte compacto. Si ¢ : U — M es una parametrizacién que tiene la
orientaciéon de M y sop X C ¢(U), hacemos la siguiente definicién (que en
principio depende de ¢):

/M X.nda= /UX(gp(u,v))-(@u A y) dudv

Observar que

/ Xnda—/X u,v) Pu [|ow A pol] dudv
H@u/\@vH

PuNp : ,
y que n(u,v) = m es normal a la superficie y de médulo uno.

Por otra parte da := ||¢u A ¢y|| dudv podemos pensarlo como un elemento
de drea, de ahi la notacién [,, X.n da.

Para ver que la definicién no depende de ¢, consideremos otra parametrizacién
¥ : V — M que tenga la orientacién de M, tal que sop X C o(U) Ny(V). Co-
mo hicimos anteriormente, podemos suponer que ¢(U) = ¢(V), eventualmente
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restringiendo U y V. Luego f = ¢ ' oy : U — V estd definida y es un difeo-
morfismo. Escribiendo f = (f1, f2) tenemos o(u,v) = ¥(f1(u,v), fa(u,v)). Por
la regla de la cadena:

S0u:w1/,off1u+wvoff2u

(Pv:wuofflv+wvoff2v

Luego

Ou N oy =Py 0 f ANy o f(frufov — foufrv) = [(wu/\wv) of]det(df)

Observar que det df > 0 ya que ¢ y v tienen la misma orientacién. Usando
el cambio de variable f tenemos

/V X (4, 0))-(tb A tby) o = /U X6 (r0))). (B A 00) (f (s 0))] | det(df (u, 0))] du o =

| X ton o) duds
va que det(df) > 0.

2.1 Observacién. Sisop X C ¢(U), sop Y C ¢(U), a, b € R entonces

/(aX—l—bY).ndaza/ X.nda—l—b/ Yon da
M M M

Definiremos ahora f a X-n da cuando sop X es compacto. Sea F' un cubrim-
iento de M por imagenes de parametrizaciones que tienen la orientaciéon de M.
Sea {p;} una particién de la unidad subordinada a F'. Definimos

/M Xnda= Z /M(piX).n da

Observese que Vi, 3 p(U) € F tal que sop (p;X) C ¢(U), luego

/M(piX).n da

estd definida Vi.
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Por otra parte, todo p € M tiene un abierto U, entorno de p que corta solo
a una cantidad finita de sop p;; como sop X es compacto y los U, lo cubren,
existen pi, ...,pn € sop X tales que U,,,...,Up, cubren a sop X. Como los sop
pi que cortan a sop X son los que cortan a algtin Up, y los sop p; que cortan a
cada U,, son una cantidad finita, sélo para una cantidad finita de valores de 7,
sop p; corta a sop X. Portanto p; X se anula salvo para una cantidad finita de
valores de %, luego

;/M(piX).n da

es una suma finita.

Observemos que si sop X C ¢(U), ambas definiciones de [,, X.n da coinci-
den en virtud de la observacién 1.

Para ver que || a X-n da no depende de la particién de la unidad utilizada
supongamos que {u;} es otra particién de la unidad. Entonces

piX.n da = /pi(E-,u-X).nda:
L fpnin =3 f o

Z/ (2, pitt; X).n da:Z/ pipi X.n da
i JM i ' M

ya que sop pift; C sopp; C (U) y alli vale la linealidad y por la misma
razén que antes las sumas en j son finitas. Por otro lado desarrollando

zi:/M,uiX.n daz%:/Muiij.n da

luego fM X.n da estd bien definida.

2.2 Ejemplo. Dada f: U C R? — R? diferenciable, sea ¢ : U — R3 dada
por o(u,v) = (u,v, f(u,v)) y M = ¢(U). Tememos

Pu = (Loafu)v Pov = (Oylva)

Pu NPy = (_fv,_fuyl)

Si X es un campo en R3 dado por X (z,y, 2) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(z,y, 2))
tenemos
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/ X.nda= / X(u,v, f(u,v)).(=fo, —fu, 1) dudv =
M U
/{—P(u,v,f(u, 0)) fu(u,v) — Q(u,v, f(u,v)) fo(u,v) + R(u,v, f(u,v))} dudv

2.3 Ejemplo. Sean S ={r e R®: ||r|| = R} y E: R* — 0 — R? el campo
definido por

B(r)=

= dmeo [|7]B

En electromagnetismo, esta funcién representa el campo eléctrico generado
por una carga ¢ situada en el origen y la siguiente integral es el flujo de F a
través de la superficie S.

q r r
E.nda:—/i.—da:
/s dmeo Js R3] |7

q 1 q
drey Jg R? “ R24meg /s “

q 2 q
4R = =
R247e T €0

Por tanto tenemos la ley de Gauss:

/E.n da = g
S €0

2.3 Teorema de Stokes

Dados U C R? abierto y X : U — R? un campo diferenciable, X = (P,Q, R),
se define rot X : U — R? como:

106X = (Ry — Q.. P. — Ry, Qy — )

3.1 Teorema. (Stokes) Sean M C R® una superficie con borde orientada
y con OM orientado con la normal saliente y X un campo diferenciable en un
entorno de M, con soporte compacto en M. Entonces:
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/ X:/ rot X.n da
oM M

La primera integral debemos interpretarla como una integral de linea. Para
ésto debemos admitir que toda variedad de dimensién 1 es la unién de las trazas
de curvas parametrizadas.

3.2 Lema. Sean A, B funciones reales definidas en H? y de soporte com-
pacto, entonces

/Hz(Bu ~ A dudy = /RA(u,O) du

Demostracién.

o0 +oo o0 t
/ B, = / dv B, du = / dv lim B, (u,v)du =
H=2 0 —o0 0

t——+o0 ¢

/OOO{ lim (B(t,v) — B(—t,0))} du = 0

t—+o0

ya que lim;_, 4 o B(£t,v) = 0. Por otra parte

+00 +o0 +o00 t
— A, = —/ du Ay dv = —/ du lim Ay (u,v)dv =
H?2 — 00 0 — 00 t—-+o0 0

+00 Foo
- / {Jim (AGw,t) = A@,0)} du= [ Alw,0)du

—00 — 00

Demostracién. (Stokes) Como las funciones

X —>/ rot X.nda
M

X — X
oM

son lineales, alcanza con suponer que MN sop X C ¢(U). Definimos

(A’ B) = (X((p(u,v)) . SOUAX(@(U" U)) ' QDU)
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un célculo directo muestra que

B, — A, =rot X (o(u,v)) - oy A @y

ya que ambos miembros resultan ser iguales a

(Ry - Qz)(nguS@Sv - 803u§021)) + (Pz - Rm)(@lv@iﬂu - SDSUSolu) + (Q"c - Py)(@lu@Qu - @271@11))

Luego

/ rotX~nda:/rotX(ap(u,v))-((pu/\gov)dudv:
M U

/Bquv:/ BU,*AU:/A(I%O):
U H? R

[ X0y euwoydu= [ x
R oM

2.4 Teorema de Gauss

Sea M una variedad orientada. Denotaremos por —M a la variedad M con la
orientacién opuesta.

4.1 Proposiciéon.

/X-nda:—/ X -nda
M -M

Demostracién. Por los argumentos ya expuesto, es suficiente con probar la
proposicién cuando sop X C ¢(U), con ¢ : U — M una parametrizacién con la
orientacién de M. En ese caso,

/ X-nda:/X((p(u,v))~<pu(u,v)/\<pv(u,v)dudv
M U

Sean U = {(—u,v) : (w,v) € U} y ¢ : U — M dada por 9 (u,v) = o(—u,v).
Es claro que ¢ y 9 definen orientaciones opuestas.Por otra parte ¢(U) = ¢ (U)
y por tanto,

X~nda:/X(Q/J(u,v))~1/Ju(u,v)/\1/1v(u,v)dudv:
-M U
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/X —u,0)) - Pu(—u, V) A py(—u,v) dudv = — /X (u,v)) - @u(u,v) A @y(u,v) dudv
donde la 1dltima la identidad resulta del teorema del cambio de variable. [J

Sea U C R? abierto, X : U — R? diferenciable. Definimos div X, la diver-
gencia de X, como

divX(p) = tr(d,X)
siendo ¢r la traza; o sea, que si X = (P, @, R) entonces divX = P, +Q,+R..

4.2 Teorema. Teorema de Gauss. Sea M C R? variedad de dimensién
3 con borde y orientada con la orientaciéon de R3, OM orientada con la normal
saliente. Si X : M — R3 es diferenciable y con soporte compacto, entonces

/ divX = X -nda
M oM

4.3 Lema. El teorema de Gauss vale si M = H?.

Demostracién. Sea X = (P, Q, R), entonces
/ diVX:/ P,+Qy+R, =
H3 H3

oo (oo} oo [ee] oo oo oo (oo} oo
:/ dz/ dy/ Pwdx—i—/ dz/ dm/ dey—i—/ daj/ dy/ R, dz
0 —00 —o00 0 —o00 —o00 —o00 —0o0 0

Obsérvese que como sop X es compacto, la misma técnica del teorema de
Stokes permite afirmar que

oo (oo}
/ P, dx = / Qydy
— 00 — 00

Por otra parte,

/ R.(z,y, 2)dz = —R(x,1,0)
0

y por tanto
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/ divX = —/ R(x,y,0)dxdy
H3 R2

Para calcular f oms X - nda, recordemos que OH? tiene la orientacién de la
normal saliente. Por la proposicién,

X~nda:f/ X -nda
OH3 —OH3

Obsérvese que ¢ : R? — R? dada por ¢(x,y) = (z,y,0) tiene la orientacién
de —OH3. Luego

—/ X -nda=— | X(o(,y)) ¢z N pydrdy =
_OH3 R2

[ X(e..0) esdudy = — / R(z,y,0) dedy
R2 R2

Demostracién. (Teorema de Gauss)

Como las funciones

X%fMdivX XﬂfaMX~nda

son lineales, alcanza con escribir
X=X

y probar el teorema para cada X;. Por otra parte, por el teorema de la par-
ticién de la unidad, podemos suponer que el soporte de cada X; estd contenido
en la imagen de una parametrizacion y por lo tanto basta probar el teorema
solo en éste caso.

Sea sop X C ¢(U) donde ¢ : U — M es una parametrizaciéon. Observemos que
 preserva la orientaciéon de R? ya que M tienen la orientacién de R3.
Consideremos X : U — R3 dada por

X:(X°<P'<Py/\<Pz7X080'<Pz/\<Pac7X°SO'<Pz/\<Py)

Afirmacién

divX(p) = divX (p(p)) det dpp
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Para demostrar la afirmacion, obsérvese que

divX (p) = (X 09)a(p) - 0y A @=(p) + (X 0 0)y(p) - 02 A @u(p) + (X 0 0).(p) - 00 A 0y (p)

Por otro lado

(X 09)z(p) = dpp) X (¢ (p))
(X 00)y(p) = dyp(p) X (0y(p))

(X 09):2(p) = dp(p) X (0=(p))

por la regla de la cadena.

Sea (a;;) la matriz asociada a d,(,) X en la base {©.(p), vy (p), vz(p)}. En-
tonces

dpp) X (92(P)) = a11902(p) + az19,(p) + az10=(p)
dop) X (9y(p)) = a1202(p) + a2z (p) + az2-(p)

dop) X (92(P)) = a1302(p) + a23py(p) + assp.(p)

Luego

divX (p) = (a1 + a2z + a33) () (9y (p) A 0-(p)) =

= tr(dyX) det(dpp) = divX (¢(p)) det(d,yp)

y ésto prueba la afirmacion.

Para continuar con la demostracion, obsérvese que X se extiende fuera de
U como cero.

/ diVX:/ diVXz/ divX (¢(p))(det dpp) dp =
M p(U) U

/divX:/ divX = X -nda
U H3 O3
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Donde la segunda igualdad proviene del cambio de variable, la tercera de la
afirmacion y la dltima de la proposicién.

Por lo tanto, bastara con demostrar que

X -nda = X -nda
OH3 oM

Sea 1 : R? — R3 dada por ¢(z,y) = (z,y,0). Obsérvese que 1, Ah, = ez y
que 1 tiene la orientacion de la normal saliente. Luego

—/ X -nda=— | XW(x,y)) o Apydedy=— | X(z,y,0)-e5 =
_OH3 R2 R2

- /V X (2,9,0) - e3 dady — — /V X ((,,0)) - s (2, 1,0) A oy (2., 0) daedy

siendo V = {(z,y) : (x,y,0) € U}; finalmente

/X@@%m%%@MQA%%%®M®= X -nda
Vv —OM

va que @ parametriza a dM con la normal entrante porque dy lleva, por
definicién, vectores entrantes en vectores entrantes. Esta observacién termina
el teorema, ya que

X-nda:—/ X -nda=— X -nda= X -ndald
OH3 —HS3 —OM oM



Capitulo 3

Apéndice

3.1 Nociones de Topologfa

1.1 Definicién. Dado un conjunto 7' definimos el conjunto de partes de T
como P(T)={X:X CT}.

1.2 Definicién. Un espacio topoldgico (e.t.) es un conjunto T # ¢, con
una familia A C P(T') que verifica las siguientes propiedades

1. g€ A,
2. si {Us} C A entonces |J, U, € A,

3. 61U,V € Aentonces UNV € A.

Los elementos de A serdn denominados como los abiertos de la topologia de
T.

1.3 Observacion. Los abiertos de R™ forman una topologia de R"™.
1.4 Observacién. Si T es un e.t. y S C T es un subconjunto cualquiera
no vacio de T entonces S hereda una topologia de T" definiendo que los abiertos

de S son los abiertos de T intersectados con S.

1.5 Ejemplo. Los ejemplos que nos interesaran son los subconjuntos de R™
como H" y las variedades.

1.6 Definicién. Una funcién f : T — S, T y S espacios topoldgicos, es

continua sii para todo abierto U de S verifica que su preimagen por f, f~1(U),
es un abierto de la toplogia de T'.

31
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1.7 Observacién. Esta definicién de continuidad coincide con la dada para
funciones de R™ en cursos previos.

1.8 Definicién. Decimos que una funcién es abierta sii lleva abiertos en
abiertos.

1.9 Definiciéon. Sean S y T et. y f : S — T. Decimos que f es un
homeomorfismo sii f es continua, invertible y su inversa es continua. En este

caso decimos que los espacios S y T son homeomorfos.

1.10 Observacién. Dados S, Ty U e.t. y homeomorfismos f: S — Ty
g:T — U entonces g o f es también un homeomorfismo.

1.11 Definiciéon. Un conjunto X C T es cerrado sii 7' — X es abierto.

1.12 Definicién. Un conjunto K C R" es compacto sii K es cerrado y
acotado.

1.13 Proposicién. Un conjunto K es compacto sii todo cubrimiento por
abiertos admite un subcubrimiento finito.

1.14 Definicién. En un e.t. cualquiera adoptaremos a ésta ultima como
definicién de compacto.

1.15 Definicién. Un conjunto X C T es disconexo sii existen dos abiertos
Uy Vtalesque UNX y VNX sonnovaciosy X CUUYV.

1.16 Proposicién. Todo conjunto X C T se puede descomponer como
unién disjunta de conjuntos conexos.

1.17 Definicién. Dada una funcién continua f : T — S el soporte de f se
define como sop f =T — f~1(0)).

3.2 Particion diferenciable de la unidad

Sea f: R — R dada por

0sit<0
f(t)_{ e Vtsit>0

Para 0 < a < b definimos g : R — R por
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observemos que g(t) = 1sit <a,g(t) =0sit >by0<g(t) <lsia<t<b.
Finalmente construimos p : R™ — [0, 1] de la siguiente manera

p(a) = g(ll«l]);

que tiene propiedades andlogas a g, es decir p(z) = 1 si ||z|| < a, p(xz) =0
siflz]| >by 0<p(z) <1sia<]|lz||]<b. Esun ejercicio verificar que f, g y p
son de clase C*° en sus correspondientes dominios.

Diremos que el soporte de una funcién p : M — R es la clausura del conjunto
M — p=1(0) y lo denotaremos por sop(p).

2.1 Proposicién. Dado {U,} cubrimiento por abiertos de M C R¥, existe
una familia numerable de funciones diferenciable p; : M — [0,1], ¢ > 1, tal que:

1. para todo i existe a talque sop(p;) C U,

2. para todo x € M existe un entorno de x donde todas las p;, salvo una
cantidad finita, son nulas,

3. X2, pi(z) =1, para todo x € M.

Demostracién. Sean W, abiertos de R* tales que U, = W, N M. Sea
W = JW,. Definimos una familia de compactos K, de la siguiente manera:

Ko=¢

K, ={z e R : dist(z, W) > 1/ny ||z|| <n}sin>1

Es inmediato verificar que K,, C int(K,41) y que W = J,,~, int(K5,), de
donde -

W = Up>0(Kpt1 — int(Ky,))
Sean

An = n+l — mt(Kn)

Bn = int(Kn+2) - Kn—h Bo = 1nt(K2)

Observemos que A,, es compacto, B,, es abierto y A,, C B,,. Por la construc-
cién anterior, para todo x € A,, existe una funcién 0 < p, < 1 diferenciable tal
que p; = 1 en un entorno de z y ademds existe « tal que sop(p,) C W, C B,
(para que valga la condicién 1).
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Por la compacidad de A,, existe una cantidad finita pf,...,p;, , cuyos soportes
cubren a A,. Observar que pj =0 en K,,_1 parak >n—1,1<j < my, luego
en el abierto intK,_1 C K, _1 se anulan todas las Py} salvo una cantidad finita.
Como |J,, intK, = W, se cumple la condicién 2. Para que valga la condicién 3,
reenumeramos la funciones p% como p; y tomamos

B, = Pi
T S

entonces las funciones que queriamos son p; = Pinr O
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