SUR LE DEGRE DYNAMIQUE DES TRANSFORMATIONS DE
CREMONA DU PLAN QUI STABILISENT UNE COURBE
IRRATIONNELLE NON-ELLIPTIQUE

IVAN PAN!

RESUME. On montre que le premier degré dynamique d’une transformation de
Cremona du plan qui stabilise une courbe irrationnelle non elliptique est égal
a 1. De plus, parmi ces transformations, on caractérise celles qui sont d’ordre
fini.

RiESUME. We show that the first dynamical degree of a Cremona transforma-
tion stabilizing an irrational non elliptic curve is 1. Moreover, among them we
caracterize those which have finit order.

1. INTRODUCTION

On désigne par P? = PZ le plan projectif sur le corps C des nombres complexes.
Fixons C' C IP? une courbe irréductible ; on note g(C) le genre de sa normalisation.

Soit F : P2 — — > P? une transformation de Cremona du plan projectif; obser-
vons que C' n’est collapsée par F' que lorsque g(C) = 0. On dira que F stabilise
C si elle induit, par restriction, une application birationnelle de C' dans C. Une
telle transformation appartient au Groupe de décomposition de C d’apres M. H.
Gizatullin [13].

Finalement, on note

A(F) == lim deg(F™)#, (1)
n—oo

ou deg(F™) dénote le degré (algébrique) de F™ : c’est un invariant par conjugaison
qui coincide avec le premier degré dynamique de F qui est défini dans [11] and [18]
ou [8] (voir §2 plus loin).

Le but de cette note est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 1.1. Supposons que g(C) > 1. Soit F : P> — — > P? une transforma-
tion de Cremona qui stabilise C. On a :

(a) M(F) =1 et la suite {deg F™} croit au plus linéairement.

(b) si F est conjuguée o un automorphisme d’une surface rationnelle (lisse),
alors F' est d’ordre fini.

(c) si la normalisation de C n’est pas hyperelliptique, alors F' est d’ordre fini.

L’exemple plus bas montre que I’hypotheése portant sur la normalisation de C'
est nécessaire dans l'assertion (c¢). Pour un exemple de transformation avec A > 1
qui stabilise une courbe rationnelle voir I'exemple 2.4.
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Ezxemple 1.2. Considérons la courbe plane hyperelliptique C' d’équation affine
y* = h(z),

ou h est un polynéme sans racine multiple de degré 2g + 2 pour g = 1,2,... Une
application birationnelle de C? qui préserve les droites verticales et fixe les points
de C s’écrit sous la forme

a(z)y + h(x)

y+al@) )

(@,y) = (=,
avec a(x)? — h(x) # 0 pour a € C(z). Observons que pour a générique une telle
transformation est d’ordre infini; néanmoins son premier degré dynamique est 1
(voir par exemple [3] ou [8, lem. 4.2]). Cette transformation appartient au Groupe
d’inertie de C' d’apres [13].

Dans [7] on exhibe une écriture pour une transformation qui stabilise une courbe
C en termes de I’équation de la courbe (la référence a ce travail, dont le titre apparait
incomplet, a été prise de [12, chap. VIII, §2, No. 465]).

Du théoréeme suivent les corollaires suivants :

Corollaire 1.3. Soit F : P2 — — = P? yne transformation de Cremona. On a :

a) Si M(F) > 1 la transformation F ne stabilise pas de courbe irréductible de
genre > 1.

b) Si F stabilise une courbe irréductible non hyperelliptique (donc de genre
> 3), alors elle est d’ordre fini et conjuguée d un automorphisme d’une surface
rationnelle.

c) Si F' stabilise une courbe irréductible hyperelliptique de genre > 2, alors la
suite {deg F"} croit au plus linéairement.

Remarque 1.4. Si F est d’ordre fini, alors A(F) = 1 et d’apreés [10, Thm. 3.2] elle
est conjuguée a un automorphisme.

Corollaire 1.5. Si F stabilise C' avec g(C) > 1, alors F est d’ordre fini si et seule-
ment si A\(F) =1 et F' est conjuguée a un automorphisme d’une surface rationnelle.

Remerciements. J'aimerais remercier Charles Favre d’abord pour ses précisions
sur la dynamique des applications birationnelles (notamment celles sur le degré
dynamique) et puis pour ses précieuses suggestions par rapport a la rédaction de
ce travail.

2. LE RESULTAT PRINCIPAL

Soit ¢ : X — — > X une application birationnelle d’une surface projective lisse.
On dira que ¢ est conjuguée a une application birationnelle ¢ : X — — > X ¢’il
existe une application birationnelle 7: X — — = X telle que ¢ = 7o o771,

Comme dans [8], on peut définir le premier degré dynamique M) = A1(p) : c’est
un invariant de la classe de conjugaison de ¢, qui dans le cas ou X = P? coincide
avec celui de I’équation (1) (voir [8, Pro. 1.18, Cor. 1.19, Cor. 2.1]).

Un automorphisme d’une surface projective lisse o : X — X est isotope a l’iden-
tité ’il est le flot au temps 1 d’un champ de vecteurs holomorphe.

Pour démontrer le théoreme 1.1 on a besoin des deux résultats ci-dessous; ici
ord F' désigne 1’ordre de 'application F.
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Proposition 2.1. Soient C une courbe irréductible et F : P2 — — = P? une trans-
formation de Cremona qui stabilise C'. Supposons que g(C) > 1 et A\(F') = 1. Alors,
on a, ou moins, l'une des situations (non exclusives) suivantes :

a) F est d’ordre fini;

b) F préserve un pinceau de courbes rationnelles. Dans ce cas, si ord F' >
ord (F|¢), alors (la normalisation de) C' est hyperelliptique et la suite {deg F™}
croit au plus linéairement.

En plus, si F n’est pas d’ordre fini, F' n’est pas conjuguée a un automorphisme.

Démonstration. Notons m := ord F'|¢, l'ordre de la restriction de F' & C.

Supposons d’abord que F préserve un pinceau de courbes rationnelles. Quitte a
résoudre les points d’indéterminations du pinceau, on peut remplacer P? par une
fibration rationnelle X — P! et I par une application birationnelle ¢ : X — — > X
qui commute avec celle-ci; puisque C n’est pas une fibre de la fibration, ¢™ sta-
bilise chaque fibre et y fixe k points (comptés avec multiplicités) avec k > 2. Si
O™ # id, c’est-a-dire ord F' > ord(F|¢), alors k = 2 et la normalisation de C' est
hyperelliptique ; si k > 2 'application est d’ordre m.

Par ailleurs, d’apres le théoreme de J. Diller et C. Favre [8, Thm. 0.2] on a
exactement 1'une des situations suivantes (voir aussi [14] ol le cas iii) est démontré) :

i) la suite {deg F™} est bornée et F* est conjuguée 4 un automorphisme isotope
a l'identité pour un £ € N.

ii) la suite {deg F"} croit linéairement et F' préserve un pinceau de courbes
rationnelles ; dans ce cas F' n’est pas conjuguée a un automorphisme.

iii) la suite {deg F"} croit quadratiquement et F' est conjuguée & un automor-
phisme qui préserve une fibration elliptique.

Si F' ne préserve pas de pinceau de courbes rationnelles, elle satisfait donc i) ou
iii).

Supposons qu’on est dans la situation i) ; notons o : X — X un automorphisme
isotope & l'identité qui est conjugué & F¢ pour un ¢ € N. Soit v le champ de
vecteurs sur X dont le flot au temps 1 est o. Il existe une application birationnelle
Y : X — —> P! xP! qui conjugue v avec un champ de vecteurs de la forme v, © v,
avec v; des champs de vecteurs sur P!, i = 1,2 : c’est un résultat classique dont une
preuve peut étre trouvée, par exemple, dans [4, chap. 6, prop. 6iii)]. Le flot d’un tel
champ est un flot produit, d’ou suit que ¥ conjugue ¢ a un automorphisme produit
dans PGL(2) x PGL(2). On peut donc supposer X = P! x P! et 0 = 0 X 09, avec
o; € PGL(2).

Puisque o préserve les deux fibrations de P! x P!, sa puissance m—ieme stabilise
chaque fibre de celles-ci. Donc ¢™ = id, car

{(z,9)} = (" x {y}) N ({a} xP"),V (z,y) € P' x P".

Pour finir on montre qu'un automorphisme v : X — X qui préserve une fibration
elliptique f : X — B et stabilise une courbe Cj de genre > 1 est d’ordre fini; ceci
empéche que F soit comme dans iii) d’ou la fin de la démonstration.

De la classification de Kodaira des fibrations elliptiques suit que Cy n’est pas
contenue dans une fibre de f. On en conclut qu'une puissance de v induit un
automorphisme sur chaque fibre lisse de f avec des points fixes, d’ou ’assertion. [J

Pour démontrer que A(F) = 1 dans le théoréeme 1.1 on va se servir du résultat
ci-dessous dii & Calstelnuovo [5] qui se trouve aussi dans [12, Chap. VIII, §2, No.
467] et [6, Book IV, chap. VII, §3, Them. 14]). On rappelle qu'une transformation
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de Cremona est dite de de Jonquiéres si elle préserve un pinceau de droites; dans
[17] nous faisons un exposé de ce travail.

Théoréme 2.2 (G. Castelnuovo). Supposons que g(C') > 1. Soit F : P? — — = P?
une transformation de Cremona qui fize les points de C. Alors F est d’ordre fini
ou elle est conjuguée a une transformation de de Jonquieres.

En fait I’énoncé de Castelnuovo donne plus de précisions sur ’ordre de F' dans
le cas ot elle n’est pas conjuguée a une transformation de de Jonquiéres, mais nous
n’avons pas besoin de cela.

Preuve du théoréme 1.1. (a) Puisque A(F*) = A\(F)¢ pour tout £ € Net g(C) > 1
on peut supposer que F fixe les points de C. Par le théoreme de Castelnuovo et la
proposition 2.1(b) il suffit de montrer que si F' préserve un pinceau de droites, alors
A(F) = 1. Quitte & éclater le point base du pinceau de droites F' est conjuguée &
une application birationnelle ¢ : F; — — > Fy, ou F; désigne la premiere surface
de Hirzebruch, qui préserve la fibration rationnelle. En coordonnées affines on peut
écrire ¢ comme une application birationnelle de C? de la forme

a(x)y + b(x)

"e(z)y + d(z) ), 2)

(@) = (z
avec a,b,c,d € C(x) d’ou suit que A(F) =1 (de nouveau) par ([3] ou [8, lem. 4.2]).
Les assertions (b) et (c) suivent directement de la proposition 2.1. O

Remarque 2.3. Qu’une transformation de de Jonquieres soit conjuguée a une appli-
cation comme dans l’équation (2) est un fait bien connu des géometres classiques :
voir par exemple [16, Chap. VI, §L.3].

Exemple 2.4. Pour donner un exemple de transformation de Cremona F : P? — — > P2
avec A(F') > 1 il suffit de considérer des transformations monomiales (voir [9]). On
définit F : C?> — — > C? par

F = (zy,zy?);

on constate sans effort que F~! = (22y~!, 27 'y). Par ailleurs F presérve le tore

réel d’équation |z| = |y| = 1. Puisque la matrice des exposants

(12)

de F possede des valeurs propres dont le module est plus grand que 1 nous concluons
que I’Entropie Topologique de celle-ci est positive et donc A(F) > 1 (voir [11]).

Observons que cette transformation possede un point fixe en (1,1) ; quitte & con-
juguer avec une transformation quadratique qui collapse une droite sur ce point
fixe on obtient un exemple de transformation avec A > 1 qui stabilise une courbe
rationnelle ; une telle transformation quadratique peut s’obtenir a partir de la trans-
formation quadratique Standard S :P? — — > P2, définie par

S =(yz:zz:zy),
par un changement (linéaire) de variables adéquat.

Question Existe-t-il des transformations de Cremona stabilisant une courbe
elliptique avec degré dynamique plus grand que 17
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