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Classification des feuilletages turbulents *)

IvaN PAN ) MARCOS SEBASTIANI (2)

RESUME. Soit h : X — B une fibration elliptique relativement mini-
male. On démontre que I’ensemble des feuilletages turbulents sur X (dans
le sens de Brunella) dont le diviseur de tangence avec la fibration est
donné, posséde une structure naturelle de variété analytique connexe ; on
calcule la dimension de cette variété.

ABSTRACT. — Let h: X — B be a relatively minimal elliptic fibration.
We proof that the set of turbulent foliations on X (on Brunella’s sense)
which has a fixed tangence divisor with the fibration is, in a natural way,
a connected analytic variety ; we also calculate its dimension.

1. Introduction

Soit h : X — B une fibration elliptique relativement minimale de la
surface analytique compacte connexe X. Soit A un feuilletage turbulent de
X avec fibration adaptée h (cette notion a été introduite par M. Brunella
dans [3, chap. 4, §3] ; voir aussi [2, §5]). Notons D le diviseur de tangence
de A avec le feuilletage I défini par la fibration h (voir [2, §1]).

On considere la famille ) des feuilletages analytiques a singularités
isolées de X dont le diviseur de tangence avec I est encore D (ces feuilletages
sont aussi turbulents avec fibration adaptée h).

Soient T le fibré tangent a A ([5, §2]) et T'x le fibré tangent a X. Alors
Fa s’identifie de fagon naturelle avec un sous-ensemble de 1’espace projec-
tif P(Hom(7,Tx)) associé a espace vectoriel des homomorphismes de T'
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dans Tx ([, §2] et lemme 3.5 plus bas). Dans ce qui suit on démontre, en
introduisant un invariant qui classifie les éléments de Fj, que 'adhérence
de Fj dans P(Hom(T,Tx)) est un sous-espace linéaire dont on calcule ex-
plicitement la dimension en termes de D (théoreme 5.4, corollaire 5.5 et
propositions 6.5 et 6.6).

Cela généralise [4] en suivant les orientations d’Etienne Ghys & qui nous
exprimons ici notre reconnaissance.

2. Notations

Soit X une variété analytique complexe et soit Ox son faisceau struc-
turel. Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X, on note Ox(E) le
Ox-module de ses sections holomorphes. Si D est un diviseur de X, on note
Ox (D) le Ox-module dont les sections sur un ouvert U C X sont les fonc-
tions méromorphes f sur U telles que div f + D]y = 0. On peut associer a
D un fibré vectoriel holomorphe Ep de rang 1 tel que Ox(Ep) = Ox (D).
Si A est un Ox-module et D un diviseur de X on note

A(D) := A®ox Ox(D).
La caractéristique d’Euler-Poincaré arithmétique de X est

X(X) =Y (~1)/dim¢ H' (X, Ox), (X compacte).

On désigne par Kx le fibré canonique de X. Si E est un fibré vectoriel
sur X, on dénote E, la fibre sur x € X. Si Z est un espace analytique
irréductible, C[Z] et C(Z) désignent anneau des fonctions holomorphes et
le corps des fonctions méromorphes sur Z respectivement.

Finalement, si C* := C — {0} et V est un C-espace vectoriel on note
P(V) := (V — {0})/C* lespace projectif associé a V.

Le foncteur « image réciproque » sera consideré dans le sens de [1,
chap. 1, §8].

3. Feuilletages analytiques des surfaces

Soit X une surface analytique complexe connexe. Un feuilletage ana-
lytique A de X est défini par un couple (7, ) ou T est un fibré vectoriel
holomorphe de dimension 1 sur X et ¢ : T' — Tx est un homomorphisme
non-nul. Un autre couple (17, ¢") définit aussi A si et seulement s'il existe
un isomorphisme 6 : T — T tel que p = ¢’ o . C’est-a-dire, dans le cas
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ou T = T’, si et seulement s’il existe g : X — C* holomorphe telle que
#|T, = g(2)¢' T, pour tout z € X.

L’ensemble singulier de A est 'ensemble
Sing A :={z € X : ¢|T,, = 0}.

C’est un sous-ensemble analytique de dimension < 1. Si dim Sing A = 0 ou
Sing A = ), on dit que A est & singularités isolées (voir [5, §1]).

LEMME 3.1.— Supposons que X est compacte et soient A = (T, ), A’ =
(T, ') deux feuilletages de X . Supposons de plus que :

a) A est a singularités isolées ;

b) il existe un ouvert non-vide U C X tel que o(Ty) = ¢'(Ty) pour tout
reU.
Alors A = A'.

Preuve. — Considérons 1'ouvert
V := X — [(Sing A) U Sing A")].

On peut supposer U C V. Les images des homomorphismes ¢, ¢’ définissent
deux sections holomorphes du fibré en droites projectives associé a Ty .
Comme ces sections coincident au-dessus de U, elles sont identiques. Donc,
il existe g : V' — C* holomorphe telle que

¢'|T: = g(x)¢|Te, x € V.

Soit a € X — V. Si U, est un voisinage ouvert de a tel qu’il existe une
section holomorphe et jamais nulle s de T" sur U,, alors

¢'(s(x)) = g(x)p(s(x)), x € Uy, NV.

L’hypothese a) implique que la restriction de g & U, N'V se prolonge a une
fonction holomorphe sur U,. On en déduit que g se prolonge a une fonction
holomorphe sur X tout entier. Donc g est constante. O

DEFINITION 3.2.— Soit A = (T, ) un feuilletage analytique de X.
Notons

Px - Ox(T) — Ox(Tx) =: fx, QD* : QX = Ox(T)\é) — Ox(Tv)
les homomorphismes des faisceau induits par . On appelle
Th:=Ime, C&x et Ny = Kero* C Qx
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les faisceaux tangent et conormal ¢ A respectivement. (Ce sont des Ox-
modules localement libres de rang 1. Comme @, est injectif, on peut supposer
Tn = Ox(T)). Les faisceauz cotangent et normal & A sont Ty et Np :=
(NY)Y respectivement.

LEMME 3.3.— Si A est a singularités isolées, alors
7Y ®ox Ny = Ox(Kx)
en tant que Ox-modules.
Preuve. — Voir [3, chap. 2, §1]. O

Dans ce qui suit, si A, T sont deux feuilletages de X, on dira qu’ils sont
différents (A # T') si leur restrictions & X — (Sing A U SingT") ne sont pas
identiques (comparer avec 3.1).

Soient A # I" deux feuilletages de X. On a une application évidente
Ta Koy ./V‘ly — Ox.

C’est un homomorphisme injectif de Ox-modules. Donc, son image est de
la forme Ox(—D) ou D est un diviseur effectif.

DEFINITION 3.4. — D =: tang(A,T') est le diviseur de tangence de A et

I (2 81)).
LEMME 3.5. — On a les assertions suivantes :
a) Si A et T sont a singularités isolées, alors tang(A,T') = tang(T, A).
b) Ox(tang(A,T) =7\ oy Nr.

c) Si Ay = (T1,p1) et Ay = (Ts, ps) sont des feuilletages différents de T
tels que tang(A1,T") = tang(As,T), alors Th = Ts.

Preuve. — L’assertion c) suit de b) tandis que celle-ci suit de la défini-
tion 3.4. Pour a) voir [2, §1]. O

4. Fibrations elliptiques

Soit A : X — B une fibration elliptique relativement minimale de la
surface analytique compacte connexe X. Pour chaque y € B, on désigne
par h~!(y) ensemble analytique réduit, support de la fibre X, de h sur y ;

on pose
Xy = Z ky;iCyjs
J
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ott les C,; dénotent les composantes irréductibles de h=*(y). Notons m,, :=
pgdej{ky;} la multiplicité de X, ; posons kj ; := ky;/m,.

DEFINITION 4.1.— On définit le diviseur effectif
I S
y J

de X (voir [3, chap.2, §3]).
Par la suite I" désignera le feuilletage défini par la fibration h.

LEMME 4.2. — On a un isomorphismes de Ox-modules

Tr = h*[ha(0Ox)] Qo Ox (M).

Preuve. — Voir [3, chap. 2, §3]. O
LEMME 4.3. — h.1(Ox) est un Og-module localement libre de rang 1.

Preuve. — 11 suit de [1, cor. III, (11.2)] compte tenu du fait que la fibre
générique est elliptique. O

LEMME 4.4. — L’homomorphisme canonique Op — h,(Ox(M)) obtenu
par composition avec h est un isomorphisme de Opg-modules.

Preuve.— Soit U C B un ouvert ; posons V := h~}(U). Comme h
est propre et & fibres connexes, toute f € C(V) dont les poles sont des
composantes des fibres est de la forme f = goh pour une g € C(U). Si g a un
pole en y € U, alors f a un pole d’ordre > ky; en Cy;. Puisque k,; > k;j -1,
on voit que f € H°(V,0x(M)) si et seulement si g € HO(U, Op). O

LEMME 4.5.— Soit y € B. Alors il existe un ouvert U C B tel que
y €U et Tr|[V =2 Ox(M)|V en tant que Oy -modules, ot V := h=*(U).

Preuve.— Soit U 3 y un ouvert de B tel que h.1 (Ox)|U = Oy (lemme ).
Alors
R (ha(Ox))|V = Oy = Ox|V,

et on applique le lemme 4.2. O

LEMME 4.6. — On a un isomorphisme de Op-modules
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Preuve. — Soit U C B un ouvert ; posons V := h~}(U). L’application
HO(U, hia(Ox)) — H°(V, h* (ha (Ox) @05 Ox(M))
définie par s — h*(s) ® 1 induit un homomorphisme de Op-modules
hia(Ox) — ha(h" (ha(Ox)) ®ox Ox(M))
qui est un isomorphisme d’apres les lemmes 4.3 et 4.4.
L’assertion suit du lemme 4.2. ]

LEMME 4.7.— Pour tout y € B il eziste un voisinage ouvert U C B
de y et un champ de vecteurs holomorphe v sur V := h=1(U) tangent aux
fibres de h tel que :

Y s linatd Ll .
a) v s’annule sur Cy; avec multiplicité kyj—1;

b) siw est un champ de vecteurs holomorphe sur V tangent aux fibres
de h, alors w = (g o h)v pour une g € C[U] ;

¢) v ne s’annule pas sur V. —h=1(y).

Preuve. — On choisit U comme dans le lemme 4.5 ; on a 7p|V = Ox (M)]
V. D’apres le lemme 4.4, H°(V,Oy(M)) est engendré par 1 comme H°
(U,0p) = C[U]-module. En tant que section de Ox (M) sur V, I’élément
1 s’annule sur Cy; avec multiplicité k; ; — 1. Donc H O(V,Tr) est engendré,
en tant que C[U]-module, par une section qui s’annule sur Cy; avec cette
multiplicité. O

5. Feuilletages turbulents

Soit h : X — B une fibration elliptique relativement minimale de la
surface analytique compacte connexe X ; désignons par I' le feuilletage
associé a h. Soit A = (T, ) un feuilletage turbulent de X avec fibration
adaptée h (dans le sens de [3, chap. 4, §3] ; en particulier A est & singularités
isolées). Alors le diviseur de tangence D := tang(A,T") est de la forme

D= Ztyjcyj
Y.J

ou les t,; sont des entiers > 0 (on garde les notations du §4).

DEFINITION 5.1.— On définit le diviseur effectif
R := Z Ty Y
yeB
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de B par
ty; + ky; + K —2
ry::inf YJ Y7 yJ

)
J k‘yj

ot le crochet dénote la « partie entiere » d’un nombre rationnel.

Observons que R ne dépend que de D.
Considérons maintenant ’homomorphisme de Ox-modules
1 h*(Qp(R)®0, hi(Tr)) — MY ®oy Tr @0, Ox (D) = (NY ®o, Tr)(D)
défini par
hF(w®v)— h"(w)@vel,

ot w € HY(U,Qp(R)) et v € H*(V,Tr) avec U un ouvert de B et V =
h=Y(U). Observons que w a, au plus, un pole d’ordre < 7, en y € U. Alors
h*(w) a un pole d’ordre < ky,;r, — (ky; — 1) le long de Cy;. Donc, d’apres le
lemme 4.7, h*(w) ® v a un pole le long de C,; d’ordre, au plus

kuiry = (kyy = 1) = (ky; = 1) = kyyry = (ky; + Ky = 2)

Sty

Du fait que tous les faisceaux en question sont localement libres on déduit
tout de suite que p est injectif.

D’autre part, considérons 'lhomomorphisme de Ox-modules
A (VY ®oy Tr)(D) — Hom(T, Tx)

défini par
A @ v)(s) = nle(s)) - v,

ou 7 est une 1-forme méromorphe sur un ouvert V C X nulle sur les fibres
de h et telle que fn est holomorphe si f € H°(V, Ox(—D)), v est un champ
de vecteurs holomorphe sur V' tangent aux fibres de h et s est une section
holomorphe de T au-dessus de V. Observons que 7(¢(s)) est holomorphe
par définition de D.

Comme A # T, le lemme 3.1 nous dit que X est injectif.

Finalement, A\ o p induit une application C-linéaire injective au niveau
des sections globales

(Ao p)s : HY(B,Qp(R) ®0, hy(Tr)) — Hom(T,Tx).
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DEFINITION 5.2.— Posons E(D) = HY(B,Qp(R) ® h.(Tr)). Pour
chaque o € E(D) on définit le feuilletage de X suwivant :

Ag = (T, @a)v 0l po =P + (AOM)*(OO-

Remarque 5.3.— Comme A est génériquement transverse aux fibres de
h, on voit tout de suite que ¢, # 0 et que A, # I'. En effet, par définition,
pour tout a € E(D) 'image de ’homomorphisme (Ao p).(a) : T — Tx est
engendré par des vecteurs tangents aux fibres de h.

THEOREME 5.4. — On a les assertions suivantes :

a) Pour tout o € E(D) on a tang(Ay,I') = D ; en particulier si A, est
a singularités isolées, alors A, est turbulent avec fibration adaptée h.

b) Sio, B € E(D) avec a # 3, alors Ao # Ag.

c) Si N est un feuilletage turbulent de X avec fibration adaptée h tel
que tang(A',T') = D, alors il existe o € E(D) tel que Ay = A'.

d) L’ensemble des o € E(D) tels que Ay est a singularités isolées est
le complémentaire de la réunion d’un nombre fini de sous-variétés
linéaires propres.

Preuve. — a) Soit U C X un ouvert et soient s et w des sections holomor-
phes de T et N¥ au-dessus de U respectivement. Comme (Aop).(a)(s) est un
champ de vecteurs sur U tangent aux fibres de h, on a w(p(s)) = w(wa(s)).
Alors

tang(Aq,I') = tang(A,T') = D.

b) Si Ay = Ag, alors il existe ¢ € C* tel que

¢+ Aop)(a@) = clp + (Ao p).()),

d’ou suit

(1 —c)p=(Aopu)u(cB — ).
Or, prenons y € B en sorte que X, soit une fibre réguliere transverse a
A. Si z € h™(y), alors pour tout u € T, le vecteur (1 — c)p(u) est au
méme temps transverse et tangent & h~!(y), d’aprés la derniere égalité.
Donc ¢ = 1. Puisque (A o ), est injectif, on en déduit « = S.

¢) On va définir « localement au voisinage, disons U, d’un point y €
B. On peut supposer qu’il existe sur V := h~1(U) un champ de vecteurs
holomorphe v qui s’annule sur Cy; avec multiplicité k; ;—1 et qui est tangent
aux fibres de h (lemme 4.7a).
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Soit w un champ de vecteurs holomorphe et jamais nul sur U. Si U
est suffisamment petit, u[(U — {y}) se releve & deux champs de vecteurs
holomorphes w,w’ sur V — h™1(y) tangents a A, A’ respectivement. Il en
résulte

W —w=fol(V—h"\ ), f € CV).

Comme h est propre et f holomorphe sur V — h~1(y) on peut écrire f =
g o h pour une fonction méromorphe g € C(U). On définit une 1-forme
méromorphe w sur U par

C’est-a-dire :

sur V — h71(y).
Affirmation. — Supposons que g a un pole d’ordre r en y. Alors r < 7.

On définit
alU :=w®w.

Il découle du lemme 4.7 et de 'affirmation ci-dessus que « est bien définie
comme section de Qp(R) ®o, h(Tr).

On va prouver que A, = A’. Par le lemme 3.5c¢ on peut supposer A’ =
(T, ¢"). D’apres le lemme 3.1, il suffit de prouver que ¢, (T,) = ¢'(T,) pour
tout x € V — h™!(y) dans le cas ot X,, est une fibre réguliére transverse
A et A’. Dans ce cas w et w’ sont holomorphes sur V et w est holomorphe
sur U. Le champ w définit une section holomorphe jamais nulle s de TV
telle que (s) = w. Alors,

vals) = ¢(s)+ (A

[
g

+
&

I
g

_|_
=

On en déduit ’assertion.

Preuve de Uaffirmation. — Soient £, 1 des coordonnées locales de X cen-
trées en un point générique de C,; ; pour simplifier écrivons C' = C,; et
k = ky;j, k' = kj;, t = ty; et v’ =7, : on va montrer r < 7. Soit z une
coordonnée locale de B centrée en y. On peut supposer que h s’exprime en
coordonnées locales par z = £*.
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Par ailleurs on prend v = 9/9z. On a

0 dz 0

0
7 ekl
0¢  d¢€ oz ke 0z

Donc on peut écrire

w = k—lé—l—k:

5 el
et
w' =kt a% + C'(&n)a%
ol ¢, ¢’ sont holomorphes si £ # 0 avec, au plus, un pole en £ = 0.
D’autre part,

’Uzéfk/ 8_77

ou ¢ est holomorphe et non-nulle. Nous devons prouver

kr<t+k+k —2.

Supposons d’abord que ¢ = 0. Comme par hypothese A et A’ ont le
méme diviseur de tangence avec I', ces deux feuilletages sont transverses a
C' au voisinage du point considéré. Cela implique que ¢ et ¢’ ont, au plus,

un poéle d’ordre k — 1 en £ = 0. Puisque

W —w = (C’(&n)—C(ﬁ,n))%

= (& n) —cEn)E e -,

on a que f a, au plus, un pdle d’ordre k + k' — 2 le long de C' ; mais ’ordre

de ce pole est kr.

Supposons maintenant ¢ # 0. Donc, ni A ni A’ ne sont transverses a C
au voisinage du point considéré ; d’ou qu’il existe des entiers p,q > k — 1

tels que

gk D e 2
w= ke S ETE )

et

/_ 7.—1 1,k8 —q/ 0
w =k"7¢ 6—£+€qb(€ﬂ7)a—n

— 404 -



Feuilletages turbulents

pour des fonctions holomorphes b, b’ qui ne s’annulent pas sur £ = 0. Alors
EPw et 9w’ sont des champs de vecteurs tangents & A et A’ respectivement,
qui ne s’annulent pas sur C. Comme I" est localement défini par d§ =0 et

de(EPw) = k1 RP L de(¢t’) = ke R
I’hypothese tang(A,T') = tang(A’,T') = D, entraine
t=1-k+p=1-k+gq,
d’ou p = ¢q. Alors

W —w = f—%b’(f,n)—b(g,n))%

= €7 (& n) - b(&,n))e eV

Donc f a, au plus, un pole d’ordre ¥’ — 1 + ¢ sur C. Comme ce pole est
d’ordre rk on en déduit

rk<k —1+q=k+k +t—2.

d) Puisque tang(A,,T) = D, on a que Sing A, C Supp(D). 1l suffit,
donc, de prouver que si Y est une composante irréductible de Supp(D),
alors ’ensemble

Ay :={a € E(D):Y C SingA,}

est une sous-variété linéaire de E(D) (A € Ay ).
Supposons Ay non-vide et soit ag € Ay. Alors o € Ay si et seulement
si
(Ao p)s(a) = (Ao p)s(ao)) [y =0.

C’est-a-dire Ay = ag + Ey ou
By i={a € B(D) : (o). (a)ly =0},
est un sous-espace vectoriel de E(D). O

COROLLAIRE 5.5.— L’ensemble des feuilletages a singularités isolées
A de X tels que N # T et tang(A',T) = D s’identifie naturellement a
un sous-ensemble Fp C P(Hom(T,Tx)) dont l’adhérence Fp est un sous-
espace linéaire de dimension égale a dimc E(D). En plus, les éléments de Fy
différents de I' qui n’appartient pas a Fp sont des feuilletages a singularités
non-isolées et Fp est le complémentaire d’un nombre fini de sous-variétés
linéaires dans Fh.
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Preuve. — D’une part d’aprés le théoreme 5.4 on sait que
Fa=P(Cp+ (Ao p).(E(D))) ;
d’autre part, de l'injectivité de (X o p), suit
dime:(Cp + (Ao 1) (B(D))) = 1+ dimg E(D) ;
La premiere assertion du corollaire en résulte.

Si A’ € F, alors, par ce qui précéde, ou bien A’ = (T, p,) ou bien
AN = (T,(A o p).(e)), pour un o« € E(D) convenable. Dans le premier
cas, si A’ est a singularités isolées, A’ € F, par le théoréme 5.4a. Dans le
deuxieme cas, A’ laisse invariantes les fibres de h. Alors si A’ # T", on a que
A’ est & singularités non-isolées. La derniere assertion découle de ceci et du
théoreme 5.4d. O

Ezemple 5.6.— Soit E une courbe elliptique et soit u # 0 un champ de
vecteurs holomorphe sur F. Considérons X := E x E et dénotons pi,ps :
X — F les projections canoniques ; posons B = E, h = p;. Finalement
désignons par A le feuilletage défini par ps. Si on considere la famille des
feuilletages de X définis pas les champs de vecteurs ((1 — t)u,tu) pour
0 <t <1, on constate que I' € Fa.

Ezemple 5.7. — Considérons la méme fibration de ’exemple 5.6. Soient
v1 = (u,0), va = (0,u), des champs de vecteurs holomorphes sur X.

Fixons q € B et soit F' = h~!(q). Soit f € C(X), f & C, avec div, f =
2q. Soit A le feuilletage & singularités isolées défini par le champ méromorphe
v1+ fog (sur X). Alors tang(A,T') = 2F. On voit que tout A’ € F est défini
par un champ de la forme v; + gva, g € C(B)\C, avec dive g = 2¢. On en
déduit que

dim Fp = dim Fp = 2.

On vérifie que Fp — Fa est la réunion de deux droites dont l'une est
formée par des feuilletages proportionnels a I'" et 'autre est 'adhérence
d’une famille de feuilletages transverses a I' en dehors de F, qui ont F
comme ensemble singulier.

6. Calcul de dim¢ E(D)

On considere une fibration elliptique relativement minimale h : X — B
de la surface analytique compacte et connexe X. On suppose que les fibres
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génériques de h sont isomorphes, ce qui est bien le cas lorsqu’il existe sur
X un feuilletage turbulent de fibration adaptée h.

Comme au §4, pour tout y € B on note X, := Zj ky;Cy; la fibre de y,
ott les Cy; sont les composantes irréductibles du support h=!(y) de X,. De
méme m,, est la multiplicité de X, et ky; := ky;/m,.

On se donne aussi un feuilletage turbulent A de X avec fibration adaptée
h et on note D := tang(A,T) ou T est le feuilletage défini par h. Comme au
§5 on écrit D = Zy ;ty;Cy; et on définit le diviseur effectif de B

R = Z TylY, Ty = irj}f

|:tyj + k‘yj + k;j -2
yeB

Ky, ’
ou le crochet indique la partie entiere. Finalement on pose
E(D) = HY(B,25(R) o, ha(Tr))
(voir définitions 5.1 et 5.2).
Le probleme est de calculer dim¢ E(D).

Dans le résultat suivant on se sert de la classification de Kodaira des
fibrations elliptiques relativement minimales (voir [1, chap. V, §7])

LEMME 6.1.— Les fibres singuliéres de h ne sont jamais du type Iy, I}}
ou mly.

Preuve. — 1l suit du fait que les fibres régulieres de h sont toutes iso-
morphes ([3, chap. 4, §3]). O

COROLLAIRE 6.2. — Soit o le cardinal de 'ensemble S des y € B tels
que h™1(y) est une courbe singuliére. Alors
5
x(X) < g7

Preuve. — Soit e(X) la caractéristique d’Euler-Poincaré topologique de
X. Puisque Kx - Kx = 0, d’apres la formule de Kodaira ([1, chap. V, thm.
(12.1)]), on a que x(X) = e(X)/12 par la formule de Néther ([1, chap. I,
thm. (5.4)]). Si h=!(y) est une courbe non-singuliere, alors e(h™1(y)) = 0
([1, chap. V, §7]). On en déduit

e(X) = e(h™(y).

yeS
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Par ailleurs, si y € S, de la classification de Kodaira suit que e(h=1(y)) < 10
en tenant compte du lemme 6.1. Donc e(X) < 100, ce qui complete la
preuve. O

LEMME 6.3.— Soit y € B. Si h™!(y) est une courbe singuli¢re, alors
ry > 0.

Preuve. — Supposons d’abord m, > 1. On est dans le cas mI; de la
classification de Kodaira. Comme h~1(y) est irréductible et contient un
point singulier, elle est contenue dans le support de D. Donc t,; > 0, d’olt

by +hyr +1—2
ko1

> 1.

Supposons maintenant m, = 1. Si k,; > 1 on a

tyj—Fkyj—Fk;j—Q B ty; + 2ky; — 2
kyj kyj
ky;
> 1

Si ky; = 1, il résulte des considérations de [3, chap. 4, §3] que Cy; est
invariante par A. Donc ¢,; > 1, d’ou
tyj + kyj + K — 2
= ly;
ky;

> 1.

]

LEMME 6.4.— On a 0 < x(X) < degR avec x(X) = degR si et
seulement si x(X) =degR =0.

Preuve. — En effet 6
degR>0 > gx(X).

Les deux premieres inégalités suivents du corollaire et du lemme ; la
derniére résulte de la proposition (12.2) et remarque précédente de [1, chap. V]
et de [1, chap. ITI, thm. (18.2)]. O

Notons g le genre de B.

PROPOSITION 6.5.— On a
dimc E(D) =deg R+¢ — 1 — x(X),
a moins que deg R = x(X) = 0.
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Preuve. — D’apres le lemme 4.5 et le théoreme de Riemann-Roch

dimc E(D) = dimgc H(B,Qp(R) ®0, h.1(0x))
= dimg¢ HO(B,QB R0z O(R) ®0y h«1(0Ox))
= g—1+deg R— x(X)
+dimge HY(B, Op(—R) ®0, h«1(0x)Y),

compte tenu du fait que deg h.;(Ox)Y = x(X) ([1, chap. V, Prop. (12.2)]).

Or, par le corollaire
deg(Op(—R) ®o, hs1(0Ox)Y) = x(X) —deg R < 0,

a moins que deg R = x(X) = 0, d’ou lassertion. |

PROPOSITION 6.6. — Supposons deg R = x(X) = 0. Alors dimgE(D)
= g ou g — 1 selon que sur X il existe ou pas de champ holomorphe de
vecteurs tangents aux fibres de h et jamais nul.

Preuve. — On observe que R = 0 et on fait un calcul analogue a celui de
la preuve de la proposition 6.5 ; on en déduit que dim¢E(D) =gou g—1
selon que h, (Ox) soit ou ne soit pas isomorphe & Op. Mais h. (Ox) = Op
équivaut a l’existence d’'un champ holomorphe de vecteurs sur X tangent
aux fibres de h et jamais nul, d’apres les lemmes 4.5 et 4.7. O

Remarque 6.7.— a) Rappelons que x(X) = 0 implique que toutes les
fibres de h sont non-singulieres (proposition (12.2) et remarque précédente
de [1, chap. V] et [1, chap. III, Thm. (18.2)]).

b) x(X) = 0 implique deg h.1(Ox) = 0 ([1, chap. V, Prop. (12.2)]).
Dong, si g = 0 Pégalité x(X) = 0 implique h.1 (Ox) = Op. Clest-a-dire, si
g = x(X) =0 il existe un champ de vecteurs holomorphe sur X jamais nul
et tangent aux fibres de h.

Ezemple 6.8.— Soit E un tore de dimension 1. Fixons une involution
sans points fixes ¢ de F. Considérons le quotient X de E x E par I'opération
de (e1,e2) — (i(e1), —ez). La premiere projection E x F — E passe au
quotient et définit une fibration elliptique localement triviale h : X — B.
Le feuilletage de E x E défini par la deuxiéme projection £ x F — FE
passe au quotient et définit un feuilletage A de X transverse a h. Par la
proposition 6.6

dimcE(D)=9¢g—-1=0;
c’est-a-dire, A est le seul feuilletage de X transverse a h.
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Ezemple 6.9.— (voir [3, chap. 4, §3]) Soit F un tore de dimension 1.
Notons X une désingularisation minimale du quotient de ' x E par l'invo-
lution (e, ez) — (—e1, —eq). La premiere projection E x E — FE passe
au quotient et définit une fibration elliptique h : X — B, qui contient
quatre fibres singulicres X, , pour k = 1,2, 3,4, toutes du type Ij dans la
classification de Kodaira, et dont la base est rationnelle. Il en résulte que
e(X) = 24 et x(X) = 2. On note A un feuilletage de X avec fibration
adaptée h.

Fixons un yj et écrivons
4
Xy, =2C5+ Y Cj;
j=1

posons t; := t,, ;. Par construction chaque C; est invariante par A ([3, chap.
4, §3]). Donc (voir [3, chap. 2, Prop. 3])

(7)) -Cj==2+Z(AC;) > -1, 1 <j<4,
car Z(A,C;) > 1 par la formule de Camacho-Sad.
Si C5 est invariante par A on a de méme
c1(7Y) - Cs = =2+ Z(A,Cs) > 2,

car chaque point d’intersection de C5 avec I'une des C; est un point singulier
de A.

D’autre part, si C' est une courbe irréductible contenue dans une fibre
de hon a

D-C = (TY)-
= Cl(TK/)'O+Cl
= a(Ty):
= 01(

d’apres les lemmes 3.5b et 3.3, le lemme de Zariski ([1, chap. V, Thm. (12.1)]),
le lemme 4.2 et la définition 4.1.

On en déduit
ts—2t; =D -C; > —2,1<j<4
et, lorsque Cjs est invariante,
4
> tj—25=D-C5>4.
=1
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Alors, si C5 n’est pas invariante : t5 = 0 et t; = 1,1 < j < 4. Si, en
revanche, Cs est invariante, on obtient toute de suite que t5 = 2¢; — 2,1 <
7 < 4. Donc, en tous les cas

ts =2t —2,1<j <4

Finalement
ts + 2
Ty = —5

Supposons A transverse a toutes les fibres régulieres de h. On obtient

a—+2
2 )

dim Fp =

N . 4
ou on a pose a := . ty.5-
J=1"Y;

Observons que les t,,5 (1 < j < 4) sont forcément pairs. Le cas ol
ceux-ci sont tous nuls résulte du feuilletage de E' x E défini par la deuxieme
projection canonique.

7. Existence de feuilletages turbulents

Soit h : X — B une fibration elliptique relativement minimale de la
surface analytique compacte et connexe X ; comme avant X, désigne la
fibre de h au-dessus du point y € B. On suposse donnés yi,...,y, € B et,
pour chaque ¢ = 1,...,n, un voisinage ouvert U; de y; et un feuilletage a
singularités isolées A; de V; := h=1(U;), avec les conditions suivantes :

a) U1u---uU, =B;

b) X, est réguliére est transverse & A; pour tout y € U;—{y;}, 1 <i < n;

c) si X, n’est pas réguliere ou n’est pas transverse a A;, alors y; & Uy
pour k # i.

Posons
Xi =Xy, =Y ki;Ciy,
J
ot les C;; sont les composantes irréductibles de h=1(y;).

Soit T le feuilletage associé a h et soit I'; = T'|V; (1 < ¢ < n). On peut
écrire alors

tang(Ai, Pz) = Z tijCZ-j.
J
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Considérons le diviseur effectif de X
D = Z tijCij.
%,

Soit m; la multiplicité de X; et posons k:gj = ki;/m;. On définit le
diviseur effectif R := 2?21 r;y; de B avec

ry = inf ryj Ry + k;j ~ 2} )
J ky;

ou le crochet indique la partie entiere.

THEOREME 7.1.— Supposons que deg R > 1 + x(X). Alors, il existe
un feuilletage turbulent A de X, avec fibration adaptée h, tel que

tang(A,T') = D.

Preuve.— Soit y € U; N Uy, avec i # k. Soit u un champ de vecteurs
holomorphe sur un voisinage U C U;NUj, de y. Alors u se reléve a des champs
holomorphes w;, wy sur h=1(U) tangents a A;, Aj, respectivement. Donc,
wg —w; est tangent a I'. On voit toute de suite que ceci définit un 1-cocycle
{&ik }1<ik<n du recouvrement {U;}1<icn & valeurs dans Qp @0, hy(7r). On
peut aussi le supposer a valeurs dans G := Qp(R)®0, h«(7r) par 'inclusion
naturelle.

D’autre part, par hypothese le degré du faisceau G est > 2g — 2 ([1,
chap. V, Pro. 12.2]) ; d'ott H'(B,G) = 0, par la dualité de Serre.

On en déduit que, pour un choix convenable du recouvrement {U; }1<i<n
il existe, pour chaque i = 1,...,n, une 1-forme méromorphe w; sur Uj;,
ayant, au plus, un pole d’ordre r; en y;, avec la propriété

(Wi @ v; —w @ ug)|(Us N Ug) = i,

ol v; est un champ holomorphe sur V; tangent a I'; := I'|V; et s’annulant
sur Cy; avec multiplicité k;; — 1 (1 <@ < n) ; on a utilisé le lemme 4.7.

Maintenant nous allons définir un nouveau feuilletage A, de V; pour
1 <i < n. Soit w un champ de vecteurs holomorphe sur 'ouvert V C V; et
tangent a A;. Alors AJ|V est défini par le champ de vecteurs

w + h*(w;)(w) - (v;]V).
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Un calcul direct montre que, d’apres la définition de r;, le champ de vecteurs
w;(w) - (v]V) est holomorphe. On en déduit que A} est bien défini et tel que

tang (A7, I';) = tang(A;, T),
car v; est tangent a I';.

Par ailleurs, soit U C U; N Uy, (i # k) et soit v un champ de vecteurs
holomorphe sur U. Soient w;,wy des relevements de u holomorphes sur
h=1(U) et tangents & A;, Aj, respectivement. Alors

wp —w; = wi(u)v; — wk(u)vg
= h"(w)(w;)v; — h* (wi) (wg) vk

sur h=1(U). Donc
w; + b (w;) (w;)v; = wg + " (wi) (wg ) vk,

sur h=1(U) d’ott suit que A et A}, coincident sur U; N Ug. On en conclut
que les A} se recollent et définissent un feuilletage A de X tel que

tang(A,T) = D.
Si A est a singularités isolées, on a fini. Sinon, observons que
E(D) =Qp(R) ®o, h«(Tr) #0

(proposition 6.5). Alors, comme dans le théoréme 5.4, on peut associer &
chaque a € F(D) un feuilletage A, de X tel que tang(A,,I") = tang(A,T') ;
le feuilletage A, est & singularités isolées pour « convenable (théoréme 5.4d).
([l
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