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PRrRACTICO 4

1. Considérese F : R x (0,00) x (0,00) — R tal que F(t,z,\) = Az?. Indicamos por
((w_ (to, o, Ao), w4 (to, To, Ao)), cp(tww\o))) la solucién maxima de ' = F(t, z, A),
l’(to) = Xyp-

(a) Hallar las soluciones maximales de ' = F(t,x,\) y los correspondientes
intervalos maximales.

(b) Hallar el conjunto D := {(s,t,z,\) € R* : ¢t > 0,z > 0,\ > 0,s €
(w_(t,x,\),ws(t,z,\))}. Mostrar directamente que D es abierto y que
¢ : D — R tal que ¢(s,t,2,\) := @@z (s) es continua.

2. Para cadan € N, sea f, : R x R™ — R una funcién continua tal que por cada
punto de R x R™ pasa una tinica solucién maximal de ' = f, (¢, z). Supongamos
que f, — fo uniformemente sobre subconjuntos compactos de R x R™. Fijemos
to € R. Dado z € R™ sea 7 la solucién maxima de

{:L" = fu(t,x)

x(ty) = 2.

Para s € R sean A,,(s) := {z € R : ¢ estd definida en s} y T,, : A,(s) — R™
tal que T,,(2) = pi(s), Yn > 0, z € A,(s).

(a) Interpretar geométricamente la transformacion 7,,, y observar que si s’ esté
entre to y s entonces A,(s") 2 A,(s).

(b) Probar que A,(s) es abierto, y que si Ag(s) # () existe n, tal que A,(s) # 0,
Vn > n,.

(¢) Probar que B, (s) := T, (A,(s)) es abierto, y que T}, : A,(s) — By,(s) es un
homeomorfismo.

(d) Demostrar que si K C Ay(s) es compacto, entonces existe ng tal que sin >

ng, entonces K C A, (s), y que (Tn|K)n2nK converge a TO‘K uniformemente.

(e) Para la sucesién (f, : R? — R),>; dada por f,(t,z) = (x4 =), calcular los
conjuntos A,(s) y verificar los hechos probados en las partes anteriores.

3. Probar el Lema de Gronwall': si u,v : [a,b] — [0,00) son funciones continuas
tales que para cierto a > 0 se verifica

u(t) <« +/ u(s)v(s)ds, Vt € [a,b],

'Una demostracién del Lema de Gronwall, asi como el Ejercicio 4, se pueden encontrar en el
Capitulo 2 del libro de Sotomayor.



entonces para todo t € [a,b] se tiene u(t) < aelav®ds Fy particular si @ = 0
debe ser u = 0.

4. Usando el Ejercicio 3 probar que si f : 2 C R x X — X es continua y f €
Lip,(€2), con consatante de Lipschitz K, y si ¢, 1 son las soluciones maximales
de 2’ = f(t,x) con ¢(ty) = o, ¥(ty) = Yo, definidas en los intervalos I, Iy
respectivamente, entonces Vt € I, N I, se tiene

le(t) — Y] < [lzo — yol| 51!

5. Este ejercicio estd dedicado a estudiar cualitativamente la ecuacién 2’ =t — 2.

(a) Hallar los méximos, minimos y puntos de inflexién de las soluciones.

b) Demostrar que para toda solucién ¢ existe un instante 7, > 0 tal que

( que p @ p q
p(t) < VE V> T,

(c) Para cada ¢ € R sea ¢, la solucién maximal tal que ¢.(0) = ¢. Probar las
siguientes afirmaciones:

i. Si ¢ > 0 entonces ¢, esta definida para todo ¢ > 0.

ii. Existe k& < 0 tal que para todo ¢ < k la solucion ¢, tiende a —oo en
tiempo finito.

iii. Existe un unico ¢y € R tal que ¢, estd definida para todo t > 0y
th (9000 (t) + \/1?) =0.
— 00

Ejercicios optativos

En los ejercicios que siguen se usa el teorema de la aplicacion contractiva para
estudiar la continuidad de las soluciones de una ecuacion diferencial con respecto
a los parametros.

6. Sean A un espacio topoldgico, M un espacio métrico completo, y para cada A € A
sea Ty : M — M tal que para cada z € M el mapa A — M tal que A\ — T)(z)
es continuo. Supongamos ademads que para cada Ay € A existen un entorno V),
y una constante ¢y, € (0,1) tales que d(T\(z),Ta(y)) < cxd(z,y), Yo,y € M y
A € V,,. Probar que si f()\) es el inico punto fijo de la contraccién Ty, entonces
la funcién A — f(\) es continua.

7. Sean ) C R x X abierto, A un espacio topolégico y f : € x A — X una
funcién continua y localmente Lipschitziana con respecto a la segunda variable.
Usar el Ejercicio 6 para estudiar la continuidad de la solucién de 2’ = f(¢, z, A),
x(ty) = xo con respecto a A.

‘ Entregar el Ejercicio 1.
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