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1. Se considera la ecuacién diferencial y' = f(x,%), donde f : R? — R estd dada por

_Fs st (zy) #(0,0)
fla,y) = {0 ! si (z,y) = (0,0)

(a) Mostrar que esta ecuacién admite solucién para cualquier condicién inicial y(zg) = yo.
(b) ¢ f satisface localmente las condiciones del Teorema de Picard?
(¢) (Y las del Teorema de Peano?

2. Hallar, en funcién de la condicién inicial (¢g, zg), €l intervalo maximal de definicién de la solucién
correspondiente a las ecuaciones siguientes:

1
2 -1

=% -1 = i = 2” cost = a(t)z,

donde a : R — R es una funcién continua. Hacer un bosquejo de las soluciones.

3. Sea f: R x R? — R? dada por f(t,z,y) = (y +x(1 — 2% — y?), —x + y(1 — 2% — y?)). Hallar las
soluciones maximales de la ecuacién diferencial (z/,y") = f(¢,z,y). Mostrar que si la condicién
inicial (wo,90) = (x(to),y(to)) pertenece a D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1}, entonces la
correspondiente solucién maximal ¢ estd acotada, y averiguar si existen lime(t) cuando t — w_
y cuando t — wy. Bosquejar las soluciones en el plano de fases, es decir, para cada solucién
maximal ¢ representar graficamente el conjunto {p(t) : t € (w_,wy)}.

4. Sean g, f : R — R continuas, siendo f Lipschitziana. Probar que el sistema
= f(z) z(ty) =0
Y=gy ylto) =10

tiene una unica solucién definida en R. ;Se puede obtener la misma conclusion sin la hipdtesis
de que f sea Lipschitziana?

5. Sea f : R x R” — R" continua y Lipschitziana. Probar que dado (tg,zg) € R x R™ existe una
Unica solucién definida en todo R del problema de Cauchy

{J;’ = f(t,x)

I(to) = X0

6. Sean ) € R? abierto y fi,f2 : @ — R dos funciones continuas y localmente Lipschitzianas.
Supongamos que para todo (t,x) € £ se cumple que fi(t,z) < fa(t,x). Demostrar que si
1 : I1 — R es solucién de la ecuacién =’ = fi(t,x), ¢2 : Is — R es solucién de la ecuacién
' = fo(t,x), y ademds existe ¢ € I; N Iz tal que ¢1(c) = pa(c), entonces se cumple que
p1(t) < po(t) para todo t € I; N Iy mayor que ¢. ;Qué ocurre si t es menor que c¢?

7. Usando el ejercicio anterior demostrar que toda solucién maximal de la ecuacién z’ = t2 + 2
estd definida en un intervalo acotado.

8. Considérese la ecuacién diferencial ' = cos(t + ). Bosquejar las soluciones maximales.



9. Sea {f,} una sucesién de funciones continuas en Q := {(t,z) : to <t <tg+a,| x — o |< b} tal
que f, — f uniformemente en 2. Sea ¢,, una solucion de

Y e

x(tn) = zp

en [to,tp + a|, donde n = 1,2,... y t,, — to, , — xo cuando n — co. Probar que existe una
subsucesion (g, ) uniformemente convergente en [tg, o + a], y que para cualquier subsucesién
en esas condiciones, el limite ¢(¢) = limy_ o ¢n, (¢) es una solucién en [to, to + a] de

O {x = f(t,)

.Ii(to) =T

En particular, si (0) tiene una tnica solucién en [tg,to + a], entonces ¢(t) = lim,_ o0 ©n(t)
uniformemente.

10. Con las mismas hipétesis y notaciones del Teorema de Peano, sean ¢ € [tg, to+a] ¥ S, el conjunto
de los puntos z tales que existe una soluciéon de

definida en [tg, ¢] y que pasa por (¢, z). Probar que S, es un intervalo cerrado, en el caso n = 1.
(Sugerencia: sea (z,) una sucesién de puntos en S, tal que z, — z; si ¢, es solucién de (x) con
on(c) = z,, aplicar el Teorema de Arzeld—Ascoli para encontrar una solucién ¢ de (x) tal que
¢(c) = z. Para probar que S. es conexo, sean z1, z2 € S, y supéngase que z; < z < zo; probar
entonces que existe una solucién ¢ de ' = f(t, ), (c) = z definida en [to, ¢], eventualmente
con Y(tg) # o, y construir a partir de ella una solucién @ de (x) tal que @(c) = 2).

Nota: este resultado es conocido como Teorema de Kneser y es valido para n > 1 cualquiera,
cambiando en el enunciado “S. es un intervalo cerrado” por “S. es conexo y compacto”.

Entregar una solucién de alguna de las partes del Ejercicio 2, y también una solucién del Ejercicio 7.

Fecha maxima de entrega: 13 de Octubre.



