Centro de Matematica Calculo III, Curso 2019
Facultad de Ciencias

Universidad de la Republica

PrAcTICO 8

Formas diferenciales en variedades y teorema de Stokes.

1. Sean f : M — Ny g : N — L mapas diferenciables entre variedades, @ € Qf(N), n € QF(N),
y sea d la derivada exterior. Probar que:
a) f*: QF(N) — QK(M) es lineal.
b) frwAm = fr(@) A fr (),
9 (gof)y=frog
d) Si f es un difeomeorfismo, entonces f* es un isomorfismo lineal, y (f*)~! = (f71)*.
o) d(@ A1) = (dw) A+ (=D A (dn).
f) d(f"(w)) = f*[d(w)).
g) d*>=0.

2. Considérese la superficie S = {(x, y,z) : x? + y* = e"?} y la parametrizacién global

90(95/ y) = (X, y/_ln(x2+y2)) (1)

a) Hacer un esquema de la superficie en R>.
b) Dar la imagen por d¢ del vector v = (1,2) enel puntop = (1,1).

c) Dar el plano tangente a S en el punto (1, 1, —In 2), (como un subespacio generado por dos
vectores o con una ecuacién implicita ax + by + cz = d).

d) Considérese la funcién f en S, definida por la restricciéon a S de f(x, y,z) = xy. Calcular
el pull-back de f por ¢ y el pull-back de df por ¢, esto es @*(df).

3. Sea M una variedad compacta orientada de dimensién n. Comprobar que las integrales f :
Q"(M) - Ry f : C*(M) — R son lineales. Probar también que si f € C*(M), entonces

J

Establecer una versiéon de (2) para n-formas @ en lugar de funciones f, y relacionar estas

< |1 flleo VOL(M). (2)

desigualdades con las andlogas conocidas para integrales de campos escalares y vectoriales
sobre curvas y superficies.

2xy

4. Sea w = ot dx + (1_};;j+y2 dy € O'(R2\ {(-1,0),(1,0)}).

a) Probar que w es cerrada.
b) Probar que w es exacta en R2\ U donde U = {(x,y) : |x| =1,y = 0}.

c) Calcular fc w donde C es la curva (1 + %COS t, % sint), t € [0,27t].

5. a) Calcular la derivada exterior w = d& de la 1-forma & en R2,&E=(1-x%- yz)(dx +dy)

1



b) Calcular f p @, donde D es el disco unidad con la orientacién usual.

6. Se considera h: R — S! dada por hi(t) = (cos t, sen t). Demostrar lo siguiente:

a) Si w es una 1-forma en S!, entonces f w = f hw.
B sl [0,27]

b) Una 1-forma w en S 1 es el diferencial de una funcién sii fsl w = 0.

) Sea w una 1-forma en S! tal que fsl w # 0. Sin es otra 1-forma en S!, entonces existen una
constante ¢ y una funcién diferenciable f: S! — R tales que 1 = cw + df.

d) Demostrar que H!(S!) = R (sugerencia: probar que toda 1-forma en S es cerrada).

7. Probar que una variedad M de dimensién 7 es orientable si y sélo si existe w € (0" (M) tal que
w(p)#0,VpeM

8. Integrar la forma w = xydx A dy + y?dx A dz sobre:

a) Laesfera S?.  b) La superficie S = {(x,y,z) € R¥: x2 + y?> = z,z < 4}.

9. Probar que si w es una 2-forma exacta en S2, entonces f w = 0.
SZ

10. Sea o € Q?(R3) definida por 179 = xdyAdz+ydz Adx+zdxAdy.Se consideran U = R3\{(0,0,0)},
r: U — Rla funcién norma r(x, y,z) = \/x> + y2 + z? y f : R* — R una funcién diferenciable.

a) Probar que dng = 3dx Ady Adz.

b) Sea 1 = (f o r)no € Q*(U). Calcular d7 en funcién de f y hallar f de forma que tal que 7
sea cerraday f(1) = 1.

¢) Trabajando con el f hallado, calcular sz 1 donde S? est4 orientada con la normal apun-
tando hacia afuera.

d) Concluir que no existe 60 € Q'(U) tal que n = d6.

11. Sean f : M — Ny ¢ : N — L mapas diferenciables entre variedades. Recordar que Z¥(M) :=
{w € QM) : dw = 0}, BE(M) = {w € Q"(M) : w = dn}, y HY(M) := Z¥(M)/B*¥(M) (por
definicién se toma BY(M) = 0).

a) Probar que f*(Zk(N)) c ZkM) y f*(Bk(N)) c Bk, y deducir que f* induce una
transformacion lineal f* : H kK(N) - Hf(M).
b) Probar que (g o f)* = f* o ¢*, y que idy, = idpyx -

c) Probar queen D = B(0,1) C R? todas las 1-formas cerradas son exactas, mientras que en
D* = B(0,1) \ {0} existen formas cerradas que no son exactas (sugerencia: considerar la

1-forma Fyyzdx + xzfﬁyz dy). Concluir que D y D no pueden ser difeomorfos



12.

13.

14.

15.

Dados 0 < r < a, se considera el toro T? := {((a + rcosu) cosv, (a + rcosu)senv,rsent) :
u,v € R}. Se definen f : S! — T2 yg: T? — S! mediante: f(cost,sent) = ((a + ) cost, (a +
r)ysent,0),y g((a+rcosu)cosv,(a+rcosu)senv,rsenu) = (cosv,senv). Demostrar que f
y g estdn bien definidas y son de clase C*. Observar que g o f = idg1 y, usando el Ejercicio 11,
demostrar que H 1(T2) # 0, es decir, no toda 1-forma cerrada en T? es exacta.

Comprobar que los teoremas clasicos de Green, de Stokes y de Gauss se deducen del teorema
general de Stokes para variedadas compactas orientadas.

Probar que en S? toda 1-forma cerrada es exacta (sugerencia: si N y S son los polos norte y
sur de S?, entonces S? \ {N} y S2 \ {S} son difeomorfos al plano, y por lo tanto toda forma
cerrada en ellas es exacta; luego dada w € Z1(S?), existen 1 € S? \ {N} ym € S2\ (S} tales
que dm1 = wlg2\ Ny Y d12 = wls2y(sy, de modo que d(11lg2\(s) — M2ls2\ny) = 0, y como S%\ {S, N}
es conexo, se deduce que 11s2,(s) — 252\ es constante). Deducir que S? no es difeomorfa al
toro.

a) Dado un espacio vectorial con producto interno V' se define la norma de un k-tensor
¢ por |¢| =sup{p(v1,...,vk) : [lv1ll = ... = ||vkl| = 1}. Probar que si M es una variedad
diferenciable acotada de dimensién #n y @ es una n-forma, entonces se cumple

J.o

donde Q es la forma de volumen en M.

< | No@)IQ(x) < sup [[w(x)|| Vol(M),
M xXeM

b) Decimos que una n-forma w en R" es integrable (o tiene integral impropia en R") si para
toda sucesion creciente de abiertos acotados A; que cumple | J; A; = R" existe el limite de
f A, @Y 1O depende de la eleccién de la sucesién. En este caso decimos que dicho limite es
la integral de w sobre R" (una definicién analoga se hace para variedades no acotadas).
Probar que sila funcién x = [|w(x)|| es integrable en R", entonces la forma w es integrable
en R".

c) Probar que si w = d0 es una n-forma exacta y 0 tiene soporte compacto, entonces

f w = 0.

d) Consideremos una k-forma w en R", y sea 17 una (n — k — 1)-forma con soporte compacto
f da)/\nz(—l)kf w Adn
RY[ n

‘ ENTREGAR EL EjERCICIO 6 Y EL EjERCICIO 9 ‘

en R". Probar que

’ PrLAzo: VIERNES b DE jULIO. ‘




