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PrAcTICO 4

Mapas diferenciables entre variedades. Curvas e integrales de linea.

. Sea M C R¥ una variedad diferenciable. Mostrar que si U es abierto en M, entonces U es una

variedad diferenciable. Ademas, si p € U entonces T,U = T, M. Finalmente, si N C R! es otra
variedad y f : M — N es diferenciable, entonces D, f = D, (flu).

Sean M C R" una variedad conexay f : M — R diferenciable. Mostrar que si D, f = 0 para
todo p € M entonces f es constante.

Sean S ¢ R3 una superficie regular y po € R fijo. Definamos f : S — R, f(p) =|l p — po II*.

a) Probar que f es diferenciable y que D f,(v) = 2{(p — po,v),Vp € S, v € T,,S.
b) Sipo ¢ S, definimos ¢ : S — R, g(p) =l p — po ||l. Mostrar que g es diferenciable y que

P —po,v)
D =— VYo eT,(5).
P8 = S e € TS

c) Deducir que si g tiene un extremo relativo en py, entonces p1 — po L T, S.

Sean M C R" una variedad de clase C* y dimensién m, p € My f : M — R!. Demostrar que
f es diferenciable en p si y sélo si existen un abierto W, € R" que contienea p,y F : W, — R/
diferenciable en p, tales que f = Flw,nm (sugerencia: usar que M es localmente un grafico).
Mostrar que en ese caso es D f, = DFy|r,m.

Enunciar y demostrar la regla de la cadena y el teorema de la funcién inversa para aplicaciones
diferenciables entre variedades.

Hallar difeomorfismos entre las siguientes superficies: el cilindro {(x, y,z) € R3: x> + y> =1},
el cono {(x,y,z) € R3: a2+ y2 =22,2>0) y el plano menos un punto R2\ {(0,0)}. Observar
que el cono con el vértice {(x,y,z) € R3:x%2+ yz =22,z > 0} no es una variedad.

Se considera f : R® - R3 tal que f(x,y,z) = (xcosz — ysenz,xsenz + y cosz,z),V(x,y,z) €
R3. Calcular f(S?), y probar que f|s2 es un difeomorfismo sobre su imagen.

a) Bosquejar la astroide, <7, y calcular su longitud, donde &7 := {(x, y) € R2 : x2/3 4+ yz/ 3=1)

(notar que la astroide es simétrica con respecto a cualquiera de los ejes coordenados).

b) Mostrar que la longitud de la elipse ;‘—; + Z—; =1,dondea > b, es

/2
4af V1 — k?sen? t dt,
0

donde k = /1 — (b/a)? es la excentricidad de la elipse (esta integral es una de las llamadas
integrales elipticas).
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Mostrar que la integral de linea del campo escalar f(x,y) a lo largo de una curva dada en
coordenadas polares por r = r(0), 0 € [01, 02], es

02
f(rcosO,rsen0)\r(0)%+1r'0)%do.
61
Usar esto para calcular la longitud de la cardioide, dada por r(6) =1+ cos 0, 6 € [0,2n].
a) Calcular fc(x + y)ds, donde C es el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,1) orientado
positivamente (en la direccién contraria al movimiento de las agujas del reloj).

b) Calcular f c yzds, donde C, la cicloide, estd parametrizada por y(t) = (t —sent,1 —cost),
t €[0,2m].

c) Calcular fc %ds, donde C estd parametrizado por y(t) = (¢, zt%, t),t €[0,1].

Hallar la masa de un alambre cuya forma es la de la interseccién entre la esfera x? + y2 + z2 =
1 con el plano x + y + z = 0, sabiendo que la densidad del alambre en el punto (x,y,z) es

p(x,y,z)= X2,
Bosquejar el campo vectorial F : R? — R? dado por F(x, y) = (y2,2xy). Observar que F(x, y) =
Vf(x,y) para una funcién diferenciable f y dibujar las curvas de nivel de f.

Calcular f c F - ds para las siguientes F y C:

a) F(x,y,z) = (x,y,z) y C es el segmento de recta desde (0,0,0) a (1,1, 1).

b) F(x,y) = (x*y,x®y?), y C es la curva cerrada formada por porciones de la recta y =4 y la
parabola y = x?, orientada positivamente.

c) F(x,y,z) = (y,z,xy),y C estd parametrizado por y(t) = (cost,sent,t), t € [0,27].
Calcular las siguientes integrales de linea:

a) fc ydx + xdy, donde C es la curva y = x> que une los puntos (0,0) y (2,4).

b) fC y"dx +x"dy,n=0,1,2,...,donde C es la circunferencia x? + y? = a2.

<) fc ylyldx + x|x|dy, donde C es la frontera de {(x, y) : x| + |y| < 1}.

d) fc (z+y)dx + (x +z)dy + (y + x)dz, donde C es la poligonal con vértices (0, 0,0), (1,0,0),
(1,1,0) y (1,1,1).

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(x,y) = (2xy,—x2) a lo largo de los siguientes
caminos que unen O = (0,0) con A = (2,1).

a) El segmento OA.

b) La parabola determinada por la ecuacién y = x2.

c) La poligonal OBA donde B = (2,0).



16. En cada caso calcular la circulacién f o F - ds del campo F alo largo de la curva C.

a) F(x,y) = (x? - 2xy,2xy — y?); C el arco de la pardbola y = x> que va desde (1,1) a (2,4).

b) F(x,y) = (2a — y,x); C el primer arco de la cicloide x = a(t —sint), y = a(l — cost),
t €0, m].

o F(x,y)= (x* + y2,x2 - yz); Celarcodelacurvay =1-|1-x| que vadesde (0,0) a (2,0).

d) F(x,y,z) = (z,x,y); C el arco de la hélice x = cost, y = sint, z = t que va del punto
(1,0,0) al (1,0, 27).

17. Una curva que llena un tridngulo. Considérese un tridngulo rectdngulo T con lados de longitu-
des 3,4 y 5. La altura correspondiente al 4ngulo recto divide al triangulo T en dos tridngulos
congruentes. Etiquetamos T(0) al menor de ellos, y T(1) al mayor. Ahora dividimos de forma
similar cada uno de estos tridngulos T(¢), etiquetando T(€0) al menor y T(e1) al mayor. Recursi-
vamente dividimos cada uno de los 2" tridngulos T(€1€; . . . €,) en dos tridngulos congruentes,
T(e1€2...€,0) y T(er€2...€,1), siendo mayor el tltimo. Ahora considérese cualquier punto

x € [0, 1] en su expresion binaria x = 0, €1€2€3 ... donde cadae;esO0o01(oseaquex = 3, ;—Z).

a) Probar que T(e1€z. .. €,) tiene didmetro a lo sumo 5(0, 8)".

b) Supongamos que x tiene dos expresiones binarias, una finita: x = 0, €1€3€3 . . . y otra infi-
1€5€% . . .. Entonces existe n tal que €, = €}, Ym < n, e, =0Vm 2 nye;, =1

¥m > n. Probar que N,>1T(€1€2...€,) = ﬁnle(e’le’2 CLED).

nita: x =0, ¢

c) Se define y : [0,1] — T asi: y(x) es el inico punto en N;>1T(€1€2 ... €x).

» Probar que y es continua.
» Probar que y([0,1]) =T.

ENTREGAR EL EJERCICIO 9 Y LA PARTE a) DEL EjErcicio 14.

PLAzo: MIERCOLES 15 DE MAYO. ‘




