Centro de Matematica Calculo III, Curso 2019
Facultad de Ciencias

Universidad de la Republica

PrAcTICO 2
Teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita

1. Mostrar que f : R? — R? definida por f(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (x —2y,2x — y) es global-
mente invertible, y encontrar su inversa. Encontrar la region del plano xy que es transformado
en el triangulo de vértices (0,0), (2,1) y (-1, 2) del plano uv.

2. Sea f : R? —» R? dada por f(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (x — y,xy).
a) Dibujar algunas de las curvas de nivel de las funciones u y v. ;Cudles regiones del plano
xy se transforman en el rectdngulo [0, 1] X [1, 4] del plano uv? (hay dos).
b) Calcular una inversa local de f alrededor del punto (2, -3), y hallar D f(gl_é).
c) Verificar que f'(2,-3)(f ~1y(5,-6) = Id, haciendo la multiplicacién matricial respectiva.
3. Sea f : R® - R3dada por f(x,vy,z) = (u,v,w) = (x —xy,xy — xyz,xyz).Sea U := {(x,y,2) :

xy # 0}. Mostrar que f es un difeomorfismo en U, y dar una férmula para su inversa f ! :
f(U) — U. Hallar el jacobiano de f~' en (a,b,c) € f(U).

4. Supongamos que f : R" — R" es diferenciable en un entorno del punto a, y que J¢(a) = 0.
Probar que f~! no es diferenciable en f(a). Dar un ejemplo de esta situacién.

5. Sea f : R? — R? dada por f(x,y) = e*(cos y,sen y)

a) Mostrar que f no es inyectiva, y hallar su imagen.

b) Mostrar que el jacobiano de f es distinto de 0 para cualquier punto del plano, y concluir
que f es un difeomorfismo local, pero no es un difeomorfismo.

c) Seana = (0, m/3), b = f(a). Llamamos g a la inversa local de f definida en un entorno del
punto b, tal que g(b) = a. Hallar la férmula especifica de g. Hallar D f, y D gy.

d) Hallar las imédgenes de f de las lineas paralelas a los ejes coordenados.

6. Sea f : R — R definida por

fo - {(x/2) +x2sin(1/x) six#0

six=0
a) Demostrar que D fj es inyectivo y por lo tanto invertible.
b) Probar que f no tiene inversa en ningtin entorno del 0.

c) ¢Por qué lo anterior no contradice al teorema de la funcién inversa?



10.

11.

12.

13.

14.

Se consideran las funciones implicitas y.(x) definidas por las ecuaciones F(x,y) = c, para
c € R, siendo F(x,y) = (x2 + y?)? — 2x? + 2y2. La curva de nivel para ¢ = 0 se conoce como
lemniscata de Bernoulli. Encontrar el conjunto de los puntos para los que g—; = 0, es decir, aquellos
en los que no podemos aplicar el teorema de la funcién implicita para resolver y como funcién
de x. Demostrar que el conjunto E = {(x, y.(x)) : y.(x) =0,c > —1,x # 0} estd contenido en

una circunferencia. Hacer un dibujo para visualizar las curvas de nivel y los puntos de E.

Averiguar si la ecuacién (x + 1)?y — xy? = 4 define a y como funcién de x en un entorno de los
siguientes puntos:

a) (L,2); b) (2,1); 9 (-1,2).

En los siguientes casos mostrar que la ecuaciéon F(x,y) = 0 define implicitamente a y como
funcién de x en el punto dado (a, b), y calcular f'(a).

a) F(x,y) =xeY —y+1len(-1,0). b) F(x,y) = xcosxy en (1, 7/2).

Demostrar que la ecuacién e¥ + y = ¢~2* — x determina una tinica funcién y = f(x) definida

para todo x real. Hallar f"(0), f”(0)y f”(0).

Mostrar que la ecuacién F(x,y,z) = 0 define implicitamente a z como funcién de x e y,
z = f(x,y), enel punto dado (a, b, ¢). Calcular g—i(a, b)y 3—1;(51, b).

a) F(x,y,z)=z>—z—xysenzen (0,0,0). b) F(x,y,z)=x+y+z—-eYen(l,3,3).
3x+y-z-ud = 0
Mostrar que el sistema de ecuaciones x—y+2z+u = 0

2x +2y—3z+2u = 0
puede resolverse para x, y, u en términos de z; para x, z, u en términos de y; y para y,z, u en

términos de x. Mostrar que, en cambio, no puede resolverse para x, i, z en términos de u.

Mostrar que las ecuaciones

2e" +oux—4y+3=0
vecosu —6u+2x—z=0

definen a u y v como funciones de (x, y,z) en un entorno de (3,2,7), con u(3,2,7) =0y

v(3,2,7) = 1. Calcular las derivadas parciales de u y v respectoa x, v,y zen (3,2,7).

Sea f: R" — R™ con m < n una funcién de clase C'. Probar que f no es inyectiva (sugerencia:
hacer induccién en m).

‘ ENTREGAR LAS PARTES @) Y b) DEL Ejercicio 2, o EL Ejercicio 12 (s6LO UNO DE ELLOS). ‘

‘ Prazo: MrifrcoLEs 10 DE ABRIL. ‘




