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PrAcTICO 4

§1. Sea (an)nen una sucesion tal que a, > 0, Vn € N.

§3.

§4.

8§5.

Si existen £k > 1y p € N tales que a,4+1 > kay, Yn > p, demostrar
que lim,, a,, = +o00.

Si existen £k < 1y p € N tales que a,4+1 < kay, Vn > p, demostrar
que lim,, a,, = 0.

.12 An 41
Demostrar que si lim,, +

= k, entonces lim,, a,, = +o0 en el caso
n
en que k > 1y lim, a,, =0 en el caso en que k£ < 1.

Calcular el limite de las siguientes sucesiones:

.0 , ap+ax+...+a
Probar que si lim,, a,, = 0, entonces lim,, ! 2 " =0.
n

. artas+...ta
Probar que si lim, a,, = L, entonces lim,, ! 2 t =L,

n
con LeR, L =+0c00L=—00.

Probar que si a,, > 0y lim,, a,, = L, entonces lim,, /ajas...a, = L,
con L eR, L =+o0.

1+54+...+

SI=

y lim,, ¥/n!.

Calcular: lim,,

Sea (an)nen una sucesion tal que sus subsucesiones (azn)neN, (@2n+1)neN
¥ (a3n)nen convergen. Probar que (a,)nen €s convergente.

(a)

(b)

Hallar una sucesién cuyo conjunto de puntos de aglomeracién sea el
conjunto A, con:

(i)A=1{1,2,3} (ii)A =N (iii)A = [0, 1].
Probar que a es punto de aglomeracion de la sucesion (ap)nen siy
solo si Ve > 0 y Vk € N, existe n > k tal que |a, —a| < e.

Hallar los puntos de aglomeracion, el limite superior y el limite inferior de
las siguientes sucesiones:

M (25, cn (i) (n2(1 + (= 1)™)),, o

(iif) (237 cos 28T) (iv) (14 757 cos ), oy



§6. Sean (an)nen ¥ (bn)nen sucesiones.
(a) Probar que
lim sup,, a,, = —liminf,,(—a,) y liminf, a,, = —limsup,,(—a,).

(b) Probar que: liminf, a, + liminf, b, < liminf,(a, + b,)
< limsup, (a, + by,)
< limsup,, ay, + lim sup,, by,
siempre que los extremos no sean de la forma oo — co.

N

(c) Hallar limsup,, a,, y liminf, a,, en los siguientes casos:
G (-1)n (ii) 3eosnm (iii) n(=D".
(d) Probar que si a, > 0, Vn € N, entonces:

. . p a
< liminf,, {/a, <limsup, {/a, < limsup, ntl
a

n n

An+41

liminf,,

n
n

(e) Usando (d) calcular lim,, {/—.
n!

§7. (Ejercicio 2 del examen del 17/8/98.) Sea f(z) = 1 para z € C\{0}.

(a) Probar o dar un contraejemplo para cada una de las siguientes afir-
maciones (z # 0): L
Re(f(2)) = f(Re(z2)) 1f(2)| = £(lz]) f(z) =)

(b) i. Hallar el argumento de f(w) para todo complejo w con argu-

mento %. Interpretar geométricamente.

ii. Demostrar que |f(u) — (1 — )| es constante para todo complejo
u que cumple Re(u) + Im(u) = 1. Interpretar geométricamente.

(¢) Si (zn)nen es una sucesion de numeros complejos, se dice que lim,, z,, =
a silimy, |z, — a| = 0.

i. Probar que si lim, z, = «, entonces lim,, |z,| = |a|. ; Es cierto
el reciproco?. Justificar.
ii. Probar que si lim,, z, = a # 0, entonces lim,, f(z,) = f(«®).

§8. Considerar las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen dadas por: a, := sen(na),
by, := cos(na) (a ¢ 7Z).

(a) Expresar a,41 y bpt1 en funcion de a, y b, usando las conocidas
férmulas de seno y coseno de una suma. Deducir que existe lim,, a,,
si y sélo si existe lim,, b,,.

(b) Demostrar que ni (ay)nen ni (by)nen convergen.

(c) Probar que si a/m € Q, entonces ambas sucesiones aglomeran en un
nimero finito de puntos.

(d) Probar que si a/m ¢ Q, entonces ambas sucesiones aglomeran en
todos los puntos de [—1,1] (Sugerencia: mostrar que si § € R\ Q,
entonces todo numero real puede ser aproximado tanto como se quiera,
por un elemento de la forma mg8 + n, m,n € Z).



