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PrRACTICO 1

§1. Demostrar que:

entonces b < a. En particular, si 0 < a < ¢, Ve > 0, entonces a = 0.

§2. Supongamos que a € Q es no nulo, y que b € R\ Q. Probar que a + b,
ab, a/by b/a son irracionales. ;La suma y el producto de dos irracionales
son siempre irracionales?

83. Considérense dos ntumeros reales a y b, tales que a < b.

(a) Probar que existe un racional r tal que a < r < b.
(b) Probar que existe un irracional z tal que a < z < b.

(¢) Deducir que entre a y b hay infinitos racionales e infinitos irracionales.

84. Sia y b son dos ntimeros reales, con a < b, se definen las siguientes medias

entre a y b:
b
Media aritmética: A= a—2¢—
Media geométrica: G :=Vab
. . 1
Media arménica: H:= 1+
3(z+73)

Demostrar que a < H < G < A < b.

§5. En los siguientes casos calcular los supremos e infimos de los conjuntos
dados, y determinar si se trata de méximos o minimos respectivamente.

(a) A={zeR: 3z+1)/(z—2) <0}.
(b) A :={cos(nm/2): n €N}

() A:=1[0,1]\Q.

(d) A:={m/n:0<m<mn, mnéeN}
() A:={27P+279: p,q e N}.



§6. Dados dos subconjuntos no vacios Ay B de R, y t € R, se definen los
siguientes conjuntos:

A+B:={a+b:ac Abe B} tA:={ta: ac A}

(a) Por analogia con las definiciones anteriores, definir los conjuntos —A,
A— B, AB, A=ty BA~! (estos tiltimos sélo en los casos en que sea
posible, es decir, si 0 ¢ A). Calcular todos estos conjuntos cuando
A=[,2ly B={(-1,00o B={1+1/n: neZ*}.

(b) Probar que inf (A+ B) = infA +infB y sup(A+ B) = sup A+ sup B.

(¢) Sit > 0, probar que suptA = tsup A y inftA = tinf A.

(d) Sit < 0, probar que suptA = tinf A y inftA = tsup A. En particular
sup(—A) = —inf A.

87. Sea f: R — R una funcién. se dice que f es localmente constante si dado
a € R existe 6 > 0 tal que si |x —a| < ¢ entonces f(z) = f(a). Interpretar
esta condicién a través de un dibujo. Usando el axioma de completitud,
demostrar que f es localmente constante si y sélo si f es constante.

88. Un par de clases contiguas de nimeros racionales (PCC) es un par (A, B)
tal que:

(I) Ay B son subconjuntos no vacios de Q.
(IT) Para todo a € A y para todo b € B se verifica a < b.
(III) Para todo € > 0 positivo existen a € Ay b € B tales que b — a < e.

(a) Demostrar que si (A4, B) es un PCC, entonces A y B tienen supremo e
infimo en R respectivamente, y que estos coinciden. A este elemento
se le llama elemento de separacion del PCC (A4, B).

(b) Sean A := {(n—1)/n: n€ Zt}, y B :={1+1/n,n € Z*}.
Demostrar que (A, B) es un PCC de ntumeros racionales, y determi-
nar su elemento de separaciéon. Dar otro PCC que tenga el mismo
elemento de separacion.

(c) Probar que todo ntumero real es el elemento de separacion de algin
PCC de racionales.



