5) @l = r(a) = lim,, [|a" .

Demostracion. Probaremos las primeras cuatro afirmaciones a continuacién. La quinta serd un
corolario de la Proposicién 1.3.16.

(1) Sih; “ h entonces hi(a) — h(a). Luego es a(h;) — a(h), o sea que @ es continua. Ademas
lalleo = sup,,zla(h)| = sup, 5 |h(a)| < sup,_zllk|lllall < |la]l. Entonces ||a]lo < [la]l.

(2) SiAes compacto no hay nada que probar. Si Anoes compacto, entonces 2 € C (A) porque
lim . a(h) =lim ., h(a) =0.
h—0 h—0
(3) ab(h) = h(ab) = h(a)h(b) = a(h)b(h) = ab(h) para todo h, entonces ab = @b. La
linealidad se prueba igual. Si A > 1 entonces 1(h) =h(1) =1 para todo /; entonces Tesla
unidad de C(A).

(4) a € ker(G@) siy s6losia(h) =0 paratodoh € Asi y s6lo si h(a) = 0 para todo h € Asi y
sélosia € (N, _zker(h) = ({M : M ideal maximal regular de A} = rad(A).

(5) Es un corolario de la Proposicién 1.3.16.

Supéngase que ¢ : A — B es un homomorfismo de algebras de Banach conmutativas.
Entonces, por definicién, ¢ es un operador acotado. Su operador dual ¢’ : B — A’, dado por
@'(f) = f o @, también es un operador acotado, que ademds es continuo si se consideran sobre
B’y A’ las topologias w*: si f; — f en (B’, w"), es decir f;(b) — f(b) Vb € B, entonces ¢’(fi)|, =
filp(a)) =i f(pa)) = @'(f)la, Ya € A, de modo que ¢’(f;) — ¢’(f) en la topologia w* de A’.
Se tiene ademds que si 1 € B’ es un homomorfismo de dlgebras, entonces ¢’ (h) = h o ¢ también
lo es, puesto que la composicién de homomorfismos es un homomorfismo. Sin embargo, es
posible que ¢’(h) = 0 atin cuando h # 0. Por ejemplo, si ¢ : C([0,1]) — C? estd dada como
@(a) = (a(0),0),y h : C? = Ces tal que. h(a,b) = b, entonces ¢’(h) = 0. En otras palabras:
no necesariamente se tiene que ¢ ’(B) C A. Evidentemente para que @ '(B) C A es necesario y
suficiente que se cumpla la condicién siguiente:

hglp) %0, Vhg € B. (1.1)

Supomendo que se cumple dicha condicién (1.1), go mduce, por restriccion a B y correstriccion
aA,un mapa continuo @ entre los espectros: ¢ : B— A, p(hp) = hp o ¢.

La condicién (1.1) se cumple, por ejemplo, siempre que A y B tengan unidad y ¢ sea unital,
pues en este caso hp(¢@(1)) = hg(1) =1,Vhp € B.

Supéngase que ¢ : A = By 1 : B — C son homomorfismos de dlgebras de Banach que
satisfacen ambos la condicién (1.1). Entonces el homomorfismo ¢¢ : A — C también la cumple.

En efecto, si hc € 6, entonces ¢’ (hc) € E, y por lo tanto ¢’ (hc)lpa) # 0, es decir, hclypa) # 0.
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Entonces tenemos el mapa @ :C - A, que evidentemente coincide con ¢ . En otras palabras,
tenemos un functor (contravariante) de la categoria de algebras de Banach conmutativas y los
homomorfismos de algebras de Banach que satisfacen la condicién (1.1) en la categoria de
espacios topoldgicos de Hausdorff localmente compactos y funciones continuas. En particular,
restringiéndose a las algebras con unidad, tenemos un functor entre las categorias de algebras
de Banach conmutativas con unidad y sus homomorfismos unitales en la categoria de espacios
de Hausdorff compactos y funciones continuas.

Otro caso en el que ¢ : A — B evidentemente cumple la condicién (1.1) es cuando ¢ es un
isomorfismo. En este caso de la discusién anterior y del Ejemplo 1.3.13 se deduce el siguiente
resultado:

Proposicién 1.3.18. Si A y B son dlgebras de Banach conmutativas isomorfas, entonces sus
espectros A y B son homeomorfos. En particular, si X e Y son espacios de Hausdorff localmente
compactos, entonces X e Y son homeomorfos siy s6lo si Co(X) y Co(Y') son algebras de Banach
isomorfas.

Sean X un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto y B un dlgebra de Banach.
Supongamos que ¢ : B — Co(X) es un homomorfismo de algebras. Para cada x € X, sea
@y : B — Ctal que ¢,(b) = @(b)(x). Entonces ¢, es homomorfismo y por lo tanto [|@.|| < 1.
Entonces | (D) (x)| = [px(b)| < ||b]| paratodo x € X y paratodo b € B. Entonces ||¢(b)|l < |||
paratodo b € B, porlo cual |||l < 1.De este hecho, combinado con 1.3.18, se deduce el siguiente
corolario.

Corolario 1.3.19. Si X e Y son espacios de Hausdorff localmente compactos tales que existe
un isomorfismo de algebras entre Co(X) y Co(Y) entonces el isomorfismo es isométrico, y los
espacios X e Y son homeomorfos.

Ejemplos 1.3.20.
(1) Co(®) = C(S.

(2) Co(R?) = C(8%).

APLICACIONES

Proposicién 1.3.21. Sean A un algebra de Banach conmutativa con unidad y a € A, tal que

A estd generada por a y por la unidad de A, es decir: A = {p(a) : p(X) € C[X]}. Entonces la
evaluacién ev, : A — o(a), dada por ev,(h) = h(a), es un homeomorfismo.

Demostracién. Ya sabemos que Im(a) = {h(a) : h € Z} = o0(a), de manera que el mapa
en cuestion es sobreyectivo. S6lo hay que ver que h +— h(a) es inyectivo. Supongamos que
hi,hy € A son tales que hi(a) = ha(a). Entonces hi(p(a)) = p(h1(a)) = p(ha(a)) = ha(p(a)),
Vp € C[X]. Por lo tanto los homomorfismos continuos h1 y hy coinciden sobre una subélgebra
densa de A, y en consecuencia son iguales. O
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Proposicién 1.3.22. En las mismas hipétesis de la proposicién anterior se tiene que C \ o(a) es
conexo.

Demostracion. Supongamos que C \ ¢(a) no es conexo, es decir que tiene alguna componente
conexa acotada, digamos V, como en la figura. Sea v € V, y tomemos p € C[X]. Observar que:

» 7 es la identidad sobre o(a) via la identificacién de A con o(a)
dada por i = h(a) de acuerdo a la Proposicién 1.3.21.

O G s JV Cdo(a) Ca(a).

5 (a) v [p(@)| < lIpllav < lIplloce) (aplicando el principio del médulo ma-
ximo a p, que es holomorfa).

Entonces |p(v)| < |lpllo = IIP’(\tZ)IIoo < [lp(a)|l. Luego el mapa {q(a): q € C[X]} —» C til
que g(a) — q(v) es un homomorfismo de algebras continuo. Por lo tanto se extiende a I € A.

Entonces
v=a(h)=h(a) €o(a),

y esto es absurdo porque v € V. La contradiccion obtenida implica que C\o(a) es conexo. O

Ejemplo 1.3.23 (El algebra del disco). Sea a : D — C, la inclusién. Entonces a € A(D). Notar
que si p es un polinomio entonces p(z) = p(a)|, para todo z € D. Afirmamos que a genera a
A(D) como algebra de Banach. En efecto, fiemos b € A(D), y sea A la subdlgebra de Banach
unital de A(D) generada por a.

(1) Parar € (0,1) sea b, : D(O,%) — C dado por b,(z) =_b(rz). Entonces b,|5 € A(D) y
lim, 1 b, |5 = b porque b es uniformemente continua en D.

(2) Por otro lafio, si ¢ € Hol(D(0, s)) para algtin s > 1, entonces c(z) = Y, ¢,z", uniforme-
mente en D. Entonces ¢ = lim;, ¢(,) donde c(,) = ZZ:O ckak. Luego c € A.

Como cada b, esta en las hipétesis de (2), se tiene que b, € A, y por lo tanto su limite, b, también
estd en A. En conclusion a es un generador de A(D).

Noétese que, como ||a|| = 1, entonces o(a) C D. Por otro lado, cada z € D define un elemento
h, € A/(B), definido como &, (b) := b(z). Por la Proposiciéon 1.3.21, sabemos que sz(—IS) =o(a)a
través h — h(a). Como la restriccién de este mapa a {h, : z € D} tiene imagen D, concluimos
primero que o(a) = D, y luego que A(D) = {h, : z € D} = D.

Proposicién 1.3.24. Sean A un élgebra de Banach con unidad y a un elemento invertible de A.

Siaya~! generan A como algebra de Banach, es decir, A = {p(a,a~!) : p € C[x, y]}, entonces la
evaluacién ev, : A — o(a), dada por ev,(h) = h(a), es un homeomorfismo.

Demostracion. Como en 1.3.21, sabemos que ev, es continuo y sobreyectivo. Si hi, hy € A son
tales que h1(a) = ha(a), entonces también se tiene que h1(a~') = hy(a)™! = ha(a)™ = hy(a™?),
y por lo tanto k1 (p(a,a b)) = p(hi(a), h1(a)™) = p(ha(a), ha(a)™t) = ha(p(a,a™')). Se concluye
que los mapas continuos h; y hy coinciden en un conjunto denso en A, y por lo tanto son
iguales. O
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1.3.1. Perspectiva categorica
Consideremos las siguientes categorias:

A, algebras de Banach conmutativas y sus homomorfismos que satisfacen (1.1).

., espacios topoldgicos de Hausdorff localmente compactos y funciones continuas.

¢ C*-algebras conmutativas y sus homomorfismos que satisfacen (1.1).

Ya hemos visto que tenemos un functor “: 4. — 7/, ,

espectro A, y que a un morfismo ¢ : A — B asigna la funcién continua ¢ : B — A, obtenida por
restricciéon del mapa dual ¢’ : B” — A’. Restringiendo dicho functor a la subcategoria plena €

de A, obtenemos un functor “: €7 — ‘71271

Por otro lado, también tenemos un mapa que relaciona las categorfas 7", y ¢ al nivel de
los objetos:

que a un elemento A € %4, asigna su

Ob(F},) 3 X - Co(X) € €.

Si esta asignacion correspondiera a un functor al nivel de los objetos, pareceria natural comple-
tarlo al nivel de los morfismos de la siguiente manera: si f : X — Y es una funcién continua,
entonces es posible asignar a cada elemento b € Cyp(Y) la funcién f.(b) : X — C tal que
f«(b) = b o f; pero ocurre que, si bien f.(b) es continua, ella no necesariamente pertenece a
Co(X), como deseariamos. Para verlo, basta considerar un espacio no compacto X y cualquier
elemento b € Co(Y) queno seanuleenalgtin punto yp € Y,y tomar f : X — Y talque f(x) = yo,
Vx € X. Entonces f es continua, y f.(b)(x) = b o f(x) = b(yo) # 0; entonces f.(b) ¢ Co(X).
El problema no es dificil de identificar: todo el espacio X, que no es compacto, va a través
de Y sobre un conjunto compacto, {yo}. La soluciéon es simple: basta restringir los morfismos
considerados a aquellas funciones continuas que son propias:

Definicién 1.3.25. Una funcién continua f : X — Y entre los espacios de Hausdorff localmente
compactos X e Y es propia si f~1(K) es compacto en X siempre que K sea compacto en Y.

Es claro que la composicién de funciones propias es también una funcién propia, y también
que toda funcién continua definida en un espacio compacto también es propia.

Proposicién 1.3.26. Sean X e Y espacios de Hausdorff localmente compactos, xo € X, yo € Y,y
a : X — Y una funcién continua y propia tal que a(x) = yo & x = x9.Sea p: X\ {xo} —
Y\ {yo} tal que f(x) = a(x), Vx € X \ {xo}. Entonces p también es propia.

Demostracion. En primer lugar obsérvese que la definicién de § es correcta, pues a(x) € Y\ {yo}
si x # xp. Supongamos ahora que K es un subconjunto compacto de Y \ {yo}, y por lo tanto
también de Y. Entonces a~!(K) es compacto en X, porque @ es una funcién propia. Como
hemos supuesto que la Gnica preimagen de yo por a es xo, entonces xo ¢ a~'(K), de donde
a 1K) = ﬁ‘l (K) es un subconjunto compacto de X \ xg. Es decir, § es propia. O

En lugar de considerar la categorfa 7]/, consideraremos.
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Jen: espacios topolégicos de Hausdorff localmente compactos y funciones continuas
propias.

Proposicién 1.3.27. Las correspondencias X — Co(X) y (X i> Y)—(Co(Y) i> Co(X)) consti-
tuyen un functor contravariante Co : i, — 6;.

Demostracion. Una vez que mostremos que el homomorfismo f. : Co(Y) — Co(X) satisface la
condicién (1.1), el resto de las verificaciones son de rutina y las dejamos a cargo del lector.
Ahora, dado x € X, por el Lema de Urysohn existe b € Co(Y) tal que b(f(x)) = 1. Por lo tanto

£u(b)(x) #0. 0

Después de la correccién hecha en relacién a los morfismos entre los espacios topolégicos
considerados, los problemas podrian persistir: jel functor *: %, — 7/, podra co-restringirse a
Tien?

Proposicién 1.3.28. Sean A y B algebras de Banach, y ¢ : A — B un homomorfismo que
satisface (1.1).

1. Si ¢’ : B = A’ es el mapa dual de ¢, entonces qb’(E) C A.
2. El mapa qg : B — A es una funcién propia.
3. Si ¢ es sobreyectivo, entonces gg es inyectivo.

Demostracion. Como fue sefialado en oportunidad de introducir la condicién (1.1), esta es equi-
valente a ¢’(B) C A. En cuanto a la segunda afirmacion, basta tener en cuenta la parte anterior

y aplicar la Proposicién 1.3.26 a la restriccion-correstriccion de ¢’ a B U {0} y AU {0}. La tltima
parte es consecuencia de que el mapa dual de un operador sobreyectivo siempre es inyectivo. O

Corolario 1.3.29. Las correspondencias A +— A y (A ﬂ B) — (E g A\) constituyen un functor
contravariante " : %, — Jjp.

Las cosas lucen més simples cuando uno se restringe a dlgebras de Banach con unidad y
homomorfismos unitales por un lado, y a espacios compactos y funciones continuas por otro.
En efecto, el espacio de Gelfand de un algebra de Banach unital es siempre compacto, y si
¢ : A = B es un homomorfismo unital, entonces el mapa transpuesto ¢’ lleva B dentro de A,
pues he(¢(1)) = hg(1) =1 # 0, Vhp € B y como ¢’ es (w* — w*)-continuo, su restriccién qb a
B es continua. Por lo tanto pasar al espectro es un functor contravariante de la categorfa %! de

algebras de Banach conmutativas con unidad y los homomorfismos unitales en la categoria .7,
de los espacios topoldgicos de Hausdorff compactos y las funciones continuas. Reciprocamente,

la imagen del functor Cy restringido a .7, esta contenida en 4., la subcategoria plena de %
cuyos objetos son C*-algebras.

Componiendo Cpy ~ se obtienen functores o Cq : Jjey = Jieny Co© : Be — €.
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Proposicién 1.3.30. El functor "o Cy : ¢, — Jjoi, es isomorfo al functor identidad.

Demostracion. Para cada X € Ob(J.;) consideremos el homeomorfismo 6x : Id(X) = X —
Co(X) dado por 6x(x) := 6y, donde 6x(a) = a(x), Ya € Co(X).Sia : X = Y es un morfismo en
Jich, entonces el diagrama siguiente conmuta:

X —>—Y,
6Xle Eléy
Co(X) —= Co(Y)

(a.)

En efecto, six € Xy b € Co(Y):

() 0 5x(X)|p = (@) 0 Sxlp = 6y 0 tuly = 62(b 0 @) = b(aw(x)) = Sy (a(x))]p = Sy 0 (X)),

R

y por lo tanto (a.) o 6x = 6y o a.
O

El teorema de Gelfand-Naimark para C*-algebras conmutativas, que veremos en el préximo
capitulo, implica que la restriccion del functor Cp o~ a % es isomorfo al functor identidad
Id : €7 — ¢ através de la transformada de Gelfand. Este hecho, junto con el que acabamos de
probar en 1.3.30, muestran que las categorias €, y .., son duales.

1.4. Algebras de funciones

Definicién 1.4.1. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compactoy A C Co(X) un dlgebra
de Banach (la norma de A no es necesariamente la || [|). Se dice que A es un dlgebra de funciones
sobre X si:

(i) A separa puntos de X, es decir si x1,x2 € X son tales que a(x1) = a(x;) paratodoa € A
entonces x1 = xj.

(ii) A(x) # 0, es decir, para todo x € X existe a € A tal que a(x) # 0 (se dice entonces que A
no se anula en X).

Observacion 1.4.2. De acuerdo al Corolario 1.3.2, la inclusién natural A N Co(X) es un homo-
morfismo de algebras, y por lo tanto [|¢(a)[le < ||a]| para todo a € A. Luego es || |l < || |-

5 e

Proposicién 1.4.3. Si B es un dlgebra de Banach conmutativay A := G(B) C Co (E), entonces
A es un algebra de funciones sobre B.
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Demostracion. En primer lugar A separa puntos de B: dados hi,hy € E, entonces E(hl) = E(hz)
para todo b € B siy sélo si hi(b) = ha(b) para todo b € B, es decir, si y sélo si i1 = hy. En
segundo lugar A no se anula en B:sih € B, entonces por definicién es i # 0, de donde existe
b € B tal que h(b) # 0; luego es E(h) # 0. O

Proposicién 1.4.4. Sea A un 4lgebra de funciones sobre X. Para cada x € X sea 6, € A tal que
Ox(a) = a(x). Entonces el mapa 6 : X — A tal que x = 0, es un homeomorfismo entre X y un
subconjunto cerrado de A.

Demostracion. Efectivamente 6, € A porque A(x) # 0. El mapa 6 es inyectivo: si 0x = Oy
entonces a(x) = a(x’) para todo a € A, lo que implica que x = x” porque A separa puntos. Si
x;i > xen X ya € Aentonces Oy, (a) = a(x;) = a(x) = 0x(a) porque a es continua; por lo tanto

w” .
Ox; = 0y, 1o que muestra que 6 es continua.

Supongamos que 1 € A es tal que existe una red (x;) C X : Oy, 5 1. Sea X la compactifica-
cién de X con un punto. Entonces existen alguna subred (y;) de (x;) y un punto (tnico) y € X«
tal que y; — y. Por otro lado hay una inclusién natural A < {b € C(Xs) : b(e0) = 0}. Teniendo
en cuenta esta inclusion: a(y) = lim; a(y;) = n(a). Entonces 1 = 6,,. Como 11 € A no se anula en
todo A, entonces y # oo. Luego es y € X. Esto muestra que 6(X) es cerrado en A. Ademés se
tiene que x; — y: basta ver que toda subred de (x;) tiene una subred convergente a y, para lo
cual es suficiente probar que toda subred convergente de (x;) tiene limite y. Ahora, si (z;) esuna
subred convergente de (x;), entonces para todoa € A es 6y(a) = 1(a) = lim; 0z;(a) = Otim, z;(4).
Entonces y = lim; z;. Esto prueba que 67! es continua. O

Ejemplo 1.4.5 (El dlgebra del disco). Considérese el dlgebra
A= {a € C(S') : a admite una extensién continua y holomorfa en D} c C(SYH.

Entonces (A, || ||lo) es un dlgebra de funciones sobre S!. Como la inclusién a : S' < C pertenece
a A es claro que A separa puntos y no se anula sobre S'. Para ver que A es de Banach, basta
mostrar que A es cerrada en C (S1) con || ||eo. Ahora, supongamos que (b,) C A converge a
b € C(SY). Si b, es una extensién holomorfa® de b, a D, entonces (b,) es de Cauchy en C(D)
por el teorema del médulo méximo; sea ¢ su limite. Como el limite uniforme de funciones
holomorfas es holomorfo, tenemos que c es holomorfa en D. Como ademas c|s1 = b resulta
que b € A, y ademés que b = c. Entonces la imagen del mapa 6 : S! — A incluye a S' como
subconjunto cerrado de A por la proposiciéon anterior. Sin embargo A # S! via esta inclusion:
por ejemplo el mapa a — @(0) es un homomorfismo no nulo (1 = 1). De hecho A es claramente
isomorfa al dlgebra del disco A(D), y por lo tanto A =D.

1Observar que, como consecuencia del principio del médulo maximo, dicha extension es tnica. De hecho, si

a € A entonces su extension esta dada por: 4(z) = ﬁ f51 fo’z) dw, ¥z € D.
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Ejemplo 1.4.6. Teorema de Wiener
“Sia : S! - Ccontinua tiene serie de Fourier absolutamente convergente y no se anula, entonces
1 también tiene serie de Fourier absolutamente convergente”. Recordemos que el dlgebra de

Wiener es
W(S!) = {a :S' > C:oa(z) = Zanz”, con Z lan| < 00}/
n

nez

conlanorma ||a|| = 3 ,e7 an]. W(S') esun algebra de funciones sobre st y WS = 1Y(Z). De
acuerdoalaProposicién1.4.4,elmapa o : S — W(S1),dado por z — §,,es unhomeomorfismo

sobre un subconjunto cerrado de (W(_ST)

Para cada k € Z, sea ¢; : S! — C dado por ex(z) = zk. Entonces ¢, = e{‘ e W(ShH, para
todok € Zy WS = span{ex : k € Z}. Entonces W(S!) esta generado por e; y e_1 = el_l

como éalgebra de Banach. Por lo tanto la Proposicién 1.3.24 implica que el mapa evaluacién

eve, : W(S!) — g(e1) es un homeomorfismo. Por otra parte:

1. a(ex) € D(O, llexll) = D.

2. e1= el_l. Entonces o (e_1) = a(e1)7}, 1o que implica que o(e1) C DN (C\D) = S!. Entonces
a(e1) € Sy como es obvio que S' C a(e1), entonces a(e1) = S'. Por lo tanto el diagrama
siguiente conmuta:

gl g1 _ a(er), pues z[\z = 0,(e1)
X ET% \ >
W(SY) 0

Esto muestra que 6 es un homeomorfismo; en particular ‘W (S!) = 6(S .

Finalmente sia € W(S!) es tal quea(z) # Oparatodoz € S 1 entonces

o(a) =1{h(a): he WY} ={a(z): ze S} 30.

Entonces a € Inv(‘W(S1)), es decir % e W(Sh.

Notar que, como tY(Z) = W(S), entonces ¢1(Z) = S!, es decir, el espectro de tY(Z) se
identifica con S!, el grupo dual de Z. Esto es parte de un hecho més general.

35



