Capitulo 1

Algebras de Banach

1.1. Algebras de Banach

En todo este capitulo H denotara un espacio de Hilbert. Consideremos el siguiente espacio

vectorial:
B(H) :={T :H — H : T eslineal y continua } .

Si T € B(H), entonces ||T|| := SUP|y =1 ITx|| es finito, y el mapa T + [|T|| es una norma con
respecto a la cual B(H) es completo, es decir, es un espacio de Banach.. Se sabe de cursos
anteriores que B(H) es un espacio de Banach que verifica las siguientes propiedades:

1. La composicién de operadores (S, T) — ST define un mapa B(H) x B(H) — B(H) que
es C-bilineal y asociativo, con el cual B(H) es un élgebra con unidad.

2. La norma de operadores es submultiplicativa: si S, T € B(H) entonces ||ST|| < [|S|I|T]l.

3. Laadjuncién * : B(H) — B(H) dada por T — T*, donde T* es el tinico elemento de B(H)
que satisface (T*x, y) = (x, Ty) para todos x, y € H,

T =T,
(ST)* =T*S7,

* es antilineal,

IT*I =Tl 'y WT*T|I=|IT|*> paratodo T € B(HA).

cumple que :

Una C*-édlgebra concreta A C B(H) es una subdlgebra tal que A* = A y A es cerrada en la
topologia definida por la norma de operadores.

Teorema (Gelfand-Naimark, 1943). Da una caracterizacién abstracta de tales algebras.

Buena parte de estas notas estd dedicada a dar una demostracién de dicho teorema.

Definicién 1.1.1. El par (A, u) es un dlgebra si ‘A es un C-espacio vectorial y y : A X A — A
es un mapa bilineal asociativo. Escribiremos simplemente ab en lugar de i (a, b). Se dice que
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A tiene unidad si existe 1 € A tal que u(a,1) = a = u(1,a) para todo a € A (observar que si
existe una unidad, esta es tinica).

Un homomorfismo de algebras ¢ : A — B es una transformacién C-lineal que también es
un homomorfismo de anillos. Si A y B tienen unidad y ¢(14) = 13, diremos que ¢ es unital.

Definicién 1.1.2. Se dice que (A, y, || ||) es un digebra normada si (A, u) es un élgebra, || || es
una norma y [lab|| < ||lal|||bll|, para todos a, b € A.

e Si A > 1 se pide también que ||1]| = 1.

e Siademads (A, || ||) es de Banach, se dice que (A, u, || ||) es un dlgebra de Banach.

Un homomorfismo entre dlgebras normadas es un homomorfismo de 4lgebras que ademas es
continuo.

Ejemplos 1.1.3.

1.
2.

M,,(C) = B(C") es un algebra de Banach con la norma de operadores.

T,(C) = {M € M,(C) : M triangular superior} es un dlgebra de Banach con la norma de
operadores.

. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces

Cp(X) :={a: X — C/ a es continua y acotada}
es un algebra de Banach con las operaciones usuales y la norma del supremo.

Si E es un espacio de Banach entonces B(E) := {T : E — E/ T es lineal y continua} es un
algebra de Banach con ||T|| := sup{||Tx|| : ||x|| = 1}.

. El Algebm del disco. SeanD = {z € C: |z] < 1}, y A(D) = {f € C(D) : f € HD)} con la

norma || [l (0sea || f |l = sup, g Il f(2)]]). Veamos que es de Banach: si (f;) € A(D) es tal

Il lloo =
que f, — f € C(D), entonces es un resultado bien conocido sobre funciones holomorfas

que f € H(D); luego A(D) es cerrada en C(D), y por lo tanto es de Banach.

Para cualquier espacio de medida (X, u) se tiene que L*(X, u) es un algebra de Banach
con las operaciones usuales y la norma || ||c.

Sea G un espacio localmente compacto y de Hausdorff (en adelante LCH) que ademds
tiene una estructura de grupo tal que el mapa G x G — G dado por (r,s) — rs~! es
continuo (es decir: tanto el producto como la inversién son continuos). Por el teorema de

Riesz se tiene que M(G) = Co(G)* donde
M(G) = {medidas complejas regulares de Borel sobreG}.

El isomorfismo I : M(G) — Co(G)" estd dado por: u +— I, donde I,(f) = fG fdu.
Recordar que [|1,]| = ||ull = [u|(G). Como producto M(G) x M(G) — M(G) se considera
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la convolucién: (u, v) = p+v,donde p»*v esta dado por u*v(f) = fG fo(rs)dy(r)dv(s).
Notar que u*v € Co(G)* y [lu *v|l < llullllv]l porque

|u*v<f>|:|fff(rs)du(r)dv(sﬂgff|f<rs)|d|u|<r>d|v|<s>
GJG GJG
s||f||mffd|u|<r>d|v|<s>=||f||oo|| ull vl
GJG

8. Si E es un espacio de Banach, entonces E puede ser visto como un dlgebra de Banach,
considerando sobre E el producto nulo.

Ejercicio 1. Seaw :Z* — (0, 00) tal que w(m+n) < w(m)w(n), ¥n.Sea C[X] el dlgebra de polinomios
en una variable con coeficientes complejos. En C[X] se considera la norma

o0

lally = > la(m)lw(n), Va e CIX].

n=1

Dar ejemplos de tales funciones w. Sea £l la completacién de C[X] con repecto a || ||, (por
ejemplo si w(n) = 1 ¥n, entonces £}, = ¢'). Demostrar que €., es un dlgebra de Banach, y que
es isométricamente isomorfa a ¢! como espacio de Banach. Mostrar que, sin embargo, diferentes
elecciones de w dan lugar a dlgebras de Banach ¢!, no isomorfas.

Ejercicio 2. Sea A un élgebra de Banach con unidad. Se define L : A — B(A) como L,(x) = ax,
Ya,x € A. Probar que L es un homomorfismo de algebras de Banach cuya imagen es cerrada.

Ejercicio 3. Supéngase que A es una algebra compleja con una norma con respecto a la cual es un
espacio de Banach, y tal que el producto es continuo, es decir, existe K tal que |[ab|| < K||a]| ||?]l,
Ya,b € A. Probar que en A se puede definir una norma equivalente || ||z con la cual A es un algebra
de Banach, y que en el caso de que A tenga unidad, entonces ||1||; = 1 (sugerencia: si A no tiene
unidad, adjuntérsela, y luego usar el Ejercicio 2).

Definicién 1.1.4. Sea A un algebra, se dice que * : A — A es una involucion si verifica que
e xes antilineal: (aa + pb)" = aa™ + ﬁ_b*, Ya,p€C,a,b e A.
® 0" =g paratodoa € A,

e x es antimultiplicativa: (ab)* = b*a* para todos a, b € A.

En este caso el par (A, *) se llama *-dlgebra o 4lgebra con involucién. Un homomorfismo ¢ :
A — B entre #-dlgebras es un un homomorfismo de élgebras tal que ¢(a*) = ¢(a)*, para todo
a€A.

Definicién 1.1.5. Una x-dlgebra normada es un algebra normada con una involucién tal que
lla*|l = |lal| para todo a. Si ademds es completa se dice que es una *-dlgebra de Banach. Un
homomorfismo de x-algebras normadas es un homomorfismo de -algebras que ademads es
continuo.



Definicién 1.1.6. Una pre — C*-dlgebra es una *-dlgebra normada en la cual todo elemento a € A
satisface la C*-identidad:
la*all = llall®.

Si ademas A es completo se dice que A es una C*-élgebra.

Ejemplos 1.1.7. Retomando los ejemplos anteriores, veamos cudles son C*-algebras.

1. Sien C" se considera la norma euclidiana, entonces M, (C) es una C*-dlgebra con la norma
de operadores y con la involucién * dada por el adjunto.

2. Como subélgebra de la anterior, T,,(C) no es una C*-algebra pues no es cerrada por *.
3. Cp(X) es una C*-algebra con la conjugacién como involucién.

4. En general B(E) no es una *-algebra. Pero cuando E es de Hilbert si es una x-algebra, de
hecho una C*-algebra.

5. Como es sabido, A(ID) no es cerrado por conjugacién. Sin embargo, podemos considerar

el mapa antilineal * : A(D) — A(D) tal que f*(z) := f(Z). Se trata de una involucién con
la cual A(D) es una *-dlgebra de Banach, aunque no una C*-algebra.

6. L= (X, u) es una C*-dlgebra con la conjugacién como involucién.
7. Supongamos que G es un grupo discreto (es decir, un grupo con la topologia discreta).
Entonces M(G) = I}(G). Si u € M(G) la vemos como u € 1'(G). Se define u* tal que

p*(t) = p(t~Y). Entonces se verifica: ||p*]l = lp*lh = Y I (D] = Tieg lut™HI =
2rec lu(t)] = ||ull. También podemos definir a u* de la siguiente manera: u*(E) = p(-E)

paratodo E C G,o u*(f) = ff(t‘l)dy(t).
Notar que G < M(G) a través del mapa t — 6;. Entonces es 6} = 641y 05 * 0y = 0.

Ejemplo 1.1.8. Sea X un espacio LCH. Sia : X — C, decimos que lim a(x) = 0 si dado e > 0
X—00
existe K C X, compacto, tal que |a(x)| < € Vx € X \ K. Sea

Co(X) := {a :X - C:acontinuay lim a(x) = 0} .
X—00

Con ||lallo = supila(x)|: x € X} ya*(x) = a(x), resulta que Co(X) es una C*-4lgebra conmutati-
va. Uno de nuestros primeros objetivos en este curso serd mostrar el resultado siguiente, cuyas
consecuencias son muy importantes, en particular desde el punto de vista heuristico:

Teorema (Gelfand-Naimark). Toda C*-algebra conmutativa es naturalmente isomorfa a Co(X),
para cierto espacio localmente compacto y de Hausdorff X, que es tinico a menos de homeo-
morfismos.

Ejemplos 1.1.9.



1. Supongamos que H es un espacio de Hilbert. Consideremos el conjunto K(H) = {T €
B(H) : T es compacto}. Recordar que T es compacto si T(B(0,1)) es compacto. Equiva-

lentemente, T es compacto sii T es el limite de operadores de rango finito. Entonces:
o F(H)=K(H),donde ¥ (H) es la +-algebra de los operadores de rango finito.
o K(H)" =K(H),

e K(H) es unideal bilateral cerrado de B(H), es decir, K (H) es un subespacio cerrado
de B(H) tal que TS, ST € K(H) paratodo T € Ky para todo S € B(H). Notacién:
K(H) < B(H).

Entonces K'(H) es una C*-algebra, sin unidad si dim(H) = oo, y no conmutativa si
dim(H) > 1.

2. El dlgebra de Wiener:
W = {a eC(SYH :a(z) = Zanz”, con (a,) € ll(Z)}.
nez

El producto de ‘W es punto a punto, y la involucién estd dada por la conjugaciéon. Con

estas operaciones y la norma ||al| := |[(a,)|l1, W es una *-algebra de Banach conmutativa
con unidad. La transformada de Fourier ¥ : W — €1(Z) es un isomorfismo de +-4lgebras
de Banach.

1.1.1. Algunas construcciones con algebras de Banach

Producto directo

Si (Aj)ier es una familia de algebras de Banach (o *-dlgebras de Banach, o C*-dlgebras), se
define:

l_lAi = {f:l — UA;/ f(i) € Aj, paratodo i € Iy sup,, [l f (D)l < 00},

iel

con las operaciones obvias punto a punto y || f [l = sup;; Il f(i)|l. Entonces [];c; A; es un alge-
bra de Banach (respectivamente: *-dlgebra de Banach, C*-adlgebra).

Suma directa
@Ai = {f e l_[Ai : dado ¢ > 0, AF C I finito /|| f(i)|| < ¢ para todo i ¢ F}.
iel

Entonces EB ie; Ai es unideal (ver 1.1.12) cerrado de [];¢; Ai, asi que es un dlgebra de Banach.
Si cada A; es una *-dlgebra de Banach (C*-4lgebra) entonces €. _; A; es un algebra de Banach
(C*-algebra).
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Adjuncion de la unidad

Sea A un élgebra. Definimos A := A ® C como espacio vectorial y sobre A definimos el
producto

AxA— A
(a+a,b+p)— (ab+ab+pa)+ap
Entonces A es un dlgebra con unidad, la cual es 0 + 1:

(a+a)0+1)=a0+a0+1la+al =a+qa,
O+D)@a+a)=0a+1la+0a+1a=a+a.

Observar que si A tiene unidad, ésta no esta relacionada con la unidad de A.Siademas A es un
algebra normada se define sobre A la siguiente norma: ||la + a|| := ||a|| + |a|. Entonces (A, || ||)
es un dlgebra de Banach. Ademés tenemos que:

[(a+a)b+p)ll =llab+ ab+ a + afll = [lab + ab + Ba|| + |af|
< llab|l + |all|bll + |Blllall + |al|p]
< (llall + laDIBI + 1D = lla + all + |6 + BI|.

Entonces A es un algebra normada. Si A es una =-4lgebra entonces A también es una =-algebra
si se define (a4 + a)* := a* + &. Si A es una *-dlgebra de Banach, A también lo es. Si A es una
C*-algebra entonces A no es C*-dlgebra en general (para que lo sea es necesario cambiar la
norma por otra equivalente: ver la Proposicién 2.1.11).

Ejemplo 1.1.10. Si A = C entonces (C, | |) es una C*-algebra. Pero C? con la norma ||(«, Bl =
la| + |B] no lo es.

Noicar que A es un ideal bilateral cerrado de A, que es maximal (AACADAA A=A y
dimc 4 = 1).

Si ¢ : A > B es un homomorfismo de algebras, se define @ : A — B como @(a + a) :=
@(a) + a. Entonces ¢ es un homomorfismo unital de dlgebras que extiende a ¢. Veamos que ¢
lleva la unidad en la unidad: ¢(0 + 1) = ¢(0) + 1 = 0+ 1. Si ¢ es acotado entonces ¢ también
lo es (demostrarlo). Con algunas verificaciones rutinarias mds, se concluye en definitiva que las
asignaciones: A A, (p:A—>B)m (¢: A—>B) constituyen un functor de la categoria de las
algebras de Banach en la categoria de las 4lgebras de Banach con unidad.

Ejemplo 1.1.11. Sea A = Cop(R) con lanorma || ||«. En este caso A se identifica con el algebra de
Banach:

B := {b :R — C continua/ db,, € Ctal que lim b(x) = boo} ,
X—>+00
con [|b]] := ||b = beol| + |beol, a través del isomorfismo ¢ : B — A dado por ¢ (b) = (b — b, bo).

Es claro que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo. Veamos la inyectividad: si b es tal que
¢(b) = (0,0), entonces boo =0y b — b = 0. Luegoes b = b, = 0.
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Mas en general supongamos que X es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, no
compacto, y sea X* su compactificaciéon de Alexandroff. Es decir: X* = X U {co} con oo ¢ X, y la
topologia de X™* es la topologia generada por la topologia de X y {X* \ K: K € X compacto}.
Entonces X* es compacto y de Hausdorff, y Co(X) = C(X™).

1.1.2. Idealesy Cocientes

Definicién 1.1.12. Si A es un &lgebra e I es un subespacio vectorial de A, se dice que I es un
ideal a izquierda (derecha, bilateral) de A si AI C I (respectivamente A C I, Al +[A C I).

Observacién 1.1.13. Si A es un élgebra e I es un ideal bilateral, entonces ? es un algebra. Si A

es una *-algebra e I = I, entonces A/I es una *-dlgebra con (a + )" = a* + I.

Si A es un dlgebra normada (de Banach) e I es un ideal bilateral cerrado en A entonces A/I
es un algebra normada (de Banach) con la norma
lla +1|| := distancia(a,l) = inf{|la — x|| : x € I}.

En efecto, tenemos que A/I es un algebra y A/I es un espacio normado (de Banach), por
resultados conocidos de dlgebra y de analisis funcional. Por otro lado:

@+ D)+ DI =llab+1I|| =inf{llab—x|| : x €I} <inf{l[(a—y)(b-2)|l: y,z €}
<infflla=yllllb-zll: y,zel}=inf{lla-yll: y € I}inf{||b -2z : z €I}
= lla+ || || +II].

Entonces es A/I es un algebra normada (de Banach). La proyeccién canénica es un homomor-
fismo de élgebras normadas.

Proposicién 1.1.14. Si A es una *-dlgebra de Banach e I = I* es un ideal cerrado en A. Entonces
A/I es una -algebra de Banach.

Definicién 1.1.15. Si A es un anillo e I es un ideal de A, se dice que I es reqular (o modular) si
A/I tiene unidad. Equivalentemente: existe u € A tal que a — au, a — ua € I para todo a € A.

NOTACION: I <t A indicara que el ideal I es bilateral y cerrado en A.

Ejemplos 1.1.16.

1. Si A 5 1 entonces todo ideal es regular.
2. A es regular en A porque % =

3. Sea A = Cy((0,1]); en este caso A no tiene unidad. Dado o € (0,1) sea I, := {a € A :
a|[o,11 = 0}. Entonces I, <t A es regular. Basta tomar u de la siguiente manera:

u(t):{ 1 si te]a,l],

L si te(0a).

Entonces u € A y verifica que (a — au)|j,,1) = 0 para todoa € A.
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Proposiciéon 1.1.17. Si I es un ideal regular propio de A, entonces existe un ideal regular R en
A tal que

1. ICRGA.

2. Si ] es un ideal regular propio de A tal que | 2 R entonces | = R.

Todo ideal regular, maximal con dicha propiedad, es un ideal maximal.

Demostracion. Como ? es un anillo con unidad existe un ideal maximal M de %. SeaRCAla

preimagen de M por la proyeccién canénica. Entonces I € Ry R es un ideal propio de A. Como

. . A/l o .
4 tiene unidad y 4 = R—fl, tenemos que 4 también tiene unidad. Entonces R es regular.

Sea ahora | un ideal regular propio de A, tal que R C J. Entonces tenemos que M = 1t(R) C
1t(J). Como M es maximal y | es propio es M = nt(]). Luego | = R.

Sea R regular maximal y sea | ideal propio de A tal que R € ] Como A/] = ‘% y % tiene

unidad, | es regular. Por la maximalidad de R entre los regulares tenemos que | = R. Entonces
R es un ideal maximal de A. O

Ejemplo 1.1.18. Sea A = Co((0,1]) eI, = {a € A : aljo,1] = 0}. Entonces I; es regular maximal e
I, C L.

Ejercicio 4. Sean A(D) el dlgebra del discoy ¢, ¢ : A(D) — C dadas por @(a) = a(0), ¥(a) = a’(0).
Mostrar que A := ker ¢ es unideal sin unidad de A(ID), y que B := ker i es una subélgebra cerrada
con unidad de A(D). Mostrar I := A N B es un ideal maximal de A que no es modular.

Definicién 1.1.19. Sea A un anillo, se define el radical (de Jacobson) de A como

rad(A) := N{M < A/ M regular maximal}.

Si A no tiene ideales regulares maximales, entonces rad(A) := A.
Sirad(A) = 0 se dice que A es semisimple.

Observacién 1.1.20. raé‘ﬁ es semisimple.

1.2. Teoria espectral

Estudiaremos los elementos invertibles de un dlgebra de Banach.

Definicién 1.2.1. Sea A un algebra de Banach con unidad. Se dice que a € A es invertible si existe
b € Atal que ab =1 = ba. En este caso b se llama inverso de a y se denota a1

Inv(A) := {a € A / es invertible} .
Observacién 1.2.2. Inv(A) es un grupo con la multiplicacién de A.

Ejemplos 1.2.3.
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(1) Inv(C([0,1D)) = {f € C([0,1]) : 0 ¢ Im(f)}.
(2) Inv(M,(C)) = GLs(C) = {M € M, (C) : det(M) # 0)}.

(3) Sea E un espacio de Banach, y considérese el dlgebra de Banach B(E).Si T € B(E), se tiene
p y &
que
o) (T) = {A € C: T — A no es inyectivo o no es sobreyectivo}

porque del teorema de la aplicacién abierta se deduce que si T € B(E) es biyectivo,
entonces T~ € B(E).

Teorema 1.2.4. Sea A un algebra de Banach con unidad.

(i) Sia € Atal que |1 —a|| < 1entoncesa € Inv(A), y a~l = Yol —a)™.

(ii) Inv(A) es abierto en A; mds precisamente, si a € Inv(A) entonces

1
B (a, ||ﬂ_1||) CInv(A).

(iif) Inv(A) es un grupo topolégico.

Demostracion. (i) Como [|1 — a|| < 1 tenemos que )", [[(1 —a)"[| < X ll1 —all* < oo.

Entonces ;" (1 —a)" convergeen A.Sea b = > (1 —a)". Entonces:
k ' k ' k » o
= (1—(1=m)( T 7)) = 15 Y —aVt = m 1= (1=a)Ft! =
ab = (1~ (1-a))(lim ]Z:(;(l 2)) = lim ]Z:(;(l a) ]Z:(;(l a) lim 1-(1-0) 1.
Por lo tanto ab = 1, y de igual forma tenemos que ba = 1.
(ii) Seab € B (a, ”;7”), entonces b =a —(a—b) =a(l - (a"*(a — b))). Ahora tenemos que

- _ _ 1
lla™ (@ =)l < lla~Mllla = bll < |la 1||”a_1|| =1

Entonces aplicando (i) 1 — a Y(a —b) € Inv(A). Como Inv(A) es un grupo se deduce que
b=a(l-al(a-b)) €Inv(A).

(iif) Como A es un algebra de Banach tenemos que el producto es continuo. Hay que probar
que a — a~! es continuo.

Seaa € Inv(A) y b € B (a, ”ulT”) Entonces, como b = a(1 —a~'(a — b)), se tiene que
bl=1-ala-b)lat=3> [a~la-b)]"al
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Entonces tenemos que

I~ —al =

[ (a1

n=0

la(a = b
1—lla7'(a =)l

IA

lla™ | Z la™ (@ =b)|I" = [la™ ||
n=1

lla = blllla”"|>
" 1-Jlat@-b)ll

—0sib — a.

Entonces limy_,, ||[b~! —a~1|| = 0. Luego la inversién es continua.

O

Corolario 1.2.5. Si un subespacio Iy de un dlgebra de Banach con unidad A es un ideal propio
de A en el sentido algebraico, entonces Ij es un ideal propio de A.

Demostracién. La continuidad de las operaciones de A implican facilmente que Iy es un ideal de
A.Como B(1,1) es abierto y B(1,1) N Iy = 0, entonces también es B(1,1) NIy = 0. O

Ejercicio 5. Sea A un 4lgebra de Banach con unidad. Sean G := Inv(A) y Gg la componente conexa
de G que contiene a la unidad. Probar que Gy es un subgrupo normal abierto y cerrado de G, que
las componentes conexas de G son exactamente las coclases de Gg en G, y que Ag := G/Gg es un
grupo discreto. El grupo A4 se llama grupo del indice abstracto del dlgebra A.

Definicién 1.2.6. Sean A un dlgebra y a € A. El espectro de a en A se define como:
(i) si A tiene unidad: g4(a) :={A €C: a—A ¢Inv(A)};
(i) si A no tiene unidad: entonces 0 (a) := 0 ;(a).

Observacion 1.2.7.

(1) SiA # 1entonces0 € 04(a) paratodoa € A.Enestecasooa(a) =o;(a),ysia+A € Inv(g)
entonces A # 0.

(2) SiA>1entoncesoa(1) ={A: 1-A¢Inv(A)} = {1}.

(3) Si A > 1entonces oa(a+A) =c(@)+A ={a+A: ae€osa} (a € gala+ A) sii
a+(A—a)¢Inv(A)siia— A €oa(a)siia € A +0a4(a)).

(4) 0a(Aa) = Aoa(a).

Proposicién1.2.8. Si ¢ : A — B es unhomomorfismo unital entre dlgebras con unidad, entonces

op(p(a)) € oa(a).
Demostracion. Si A ¢ o4(a), entonces existe b € A tal que b(a — A) = (a — A)b = 1. Entonces

1= (1) = pB)pa — 1) = p(b)(p(a) = 1) = (p(@) - Dp(b), de donde (a) — 1 € Inv(B), y
por lo tanto A ¢ op(¢p(a)). O
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Corolario 1.2.9. Si A es un algebra de Banach con unidad y / : A — C es un homomorfismo no
nulo, entonces h(a) € a(a), Ya € A.

Demostracién. Extendiendo h a un homomorfismo definido en A si fuera necesario, se puede
suponer que A y h son unitales. Por lo tanto, de acuerdo a 1.2.8: h(a) € oc(h(a)) C o(a). O

Proposicién 1.2.10. Supongamos que A es una subdlgebra conmutativa de un dlgebra de Banach
B con unidad, que es maximal con esta propiedad. Sia € A, entonces 04(a) = og(a).

Demostracién. Observar en primer lugar que A es una subalgebra conmutativa que contiene
a A, y como esta es maximal con respecto a dicha propiedad, se tiene entonces que A = A.
El mismo argumento muestra que A contiene a la unidad de B, pues la subalgebra generada
por A U {1p} es conmutativa y contiene a A. Ya sabemos que o0g(a) C oa(a), para todoa € A
pues A — B es un homomorfismo unital. Veamos ahora la otra inclusién. Supongamos que
A ¢ op(a), de modo que existe b € B tal que (a — A)b =1 = b(a — A). Si c € A, entonces
cb = b(a— A)cb = be(a — A)b = bc, de manera que b conmuta con todo elemento de A, y
por lo tanto, utilizando una vez mds la maximalidad de A, se concluye que b € A. Luego es
A ¢oaa). O

Denotemos por C[X] el dlgebra de polinomios en una variable, con coeficientes complejos.
Si A es un algebra con unidad y a € A es un elemento cualquiera, por la propiedad universal
de C[X] existe un tinico homomorfismo unital 7 : C[X] — A tal que 7(X) = a. Por lo tanto si
p(X)=ap+ a1 X+ -+ a,X" € C[X], entonces T(p(X)) = ag + a1a + - - - + a,a”. En adelante
pondremos p(a) en lugar de 7(p(X)).

Proposicién 1.2.11. Si A es un algebra con unidad y p € C[X]. Entonces
a(p(@) =plo@@) ={p(A): A ea(a)}.

Demostracion. Si w € C entonces p(X) —w = (X — r)(X —r2)--- (X — ry). Por lo tanto es
pa)—w = pa—r1)(a—-ry)---(a—ry), yaque T es un homomorfismo de algebras. Los factores
del miembro derecho de la igualdad anterior conmutan dos a dos, de modo que su producto
sera invertible sii cada uno de ellos es invertible. En otras palabras: w ¢ o(p(a)) sii r; ¢ o(a)
paratodoi=1,2,...,n. Entonces:

weo(p(a)) © existei: r; €0(a) © exister; €0(a): p(ri)) =w & w € p(o(a)).

O

Proposicién 1.2.12. Si A es un algebra de Banach y 2 € A, entonces o(a) es compacto. Ademads
a(a) € DO, lal}).

Demostracion. Se puede suponer que A tiene unidad. Sea p(a) := C\o(a). El conjunto p(a) se

llama resolvente de a.Entoncesp(a) ={A1 €C: a—A €Inv(A)} = A;1(Inv(A)), donde
Ay 1 C — A estd dada por A;(A) = a — A. Este mapa es continuo, y como Inv(A) es abierto,
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A;l (Inv(A)) también lo es. Entonces o(a) es cerradoen C.Sea A : |A| > ||a]|.

Entonces || 5|l < 1, asi que 1 - % € Inv(A), y por lo tanto A (1 - %) € 5(a)
Inv(A) ya que A # 0. Entonces A—ace Inv(A), de donde A ¢ o(a). .
Entonces tenemos que o(a) € D(0, ||al|). Luego o(a) es cerrado y llall”

acotado, y por lo tanto compacto.

El siguiente objetivo es demostrar que el espectro de un elemento es no vacio, resultado que
es clave para el desarrollo ulterior de la teoria.

PRELIMINARES:

Sean Q) C C una regién, A un espacio de Banachy f : Q — A.

o f es holomorfaen Q (f € Hol(Q), A)) si para todo zp € Q existe su derivada en zg:

F(z0) 1= Tim L2 S0

z—20 Z—2Z

A.

o f esanalitica en Q) si para todo zg € Q existen ¢ > 0y (a,) C A tales que B(zp, ¢) € Q
y f(z) = X an(z — 29)" para todo z € B(zy, ¢).

Teorema 1.2.13. f € Hol(Q, A) siy sélosi f es analitica en Q.

Este teorema se puede demostrar igual que en el caso A = C. Los pasos serian entonces los
siguientes:

(1) Definir integral de Riemann para g € C([a,b], A) (vale regla de Barrow, etc.). Esto
estd hecho mds abajo en el Ejercicio 6, en el cual hay que completar los detalles.

(2) Definir fy f(z)dz, donde f € Hol(Q), A) y y es una curva en Q.
(3) SeaT uncicloen Qtal que n(I',z) =0, Vz ¢ Q. Probar que valen:
» El Teorema de Cauchy: fr f=0.

» La formula de Cauchy: si zo ¢ I'*, entonces n (T, zo) f (z0) = ﬁ fr ﬁi; dz.

1
(4) El radio de convergencia de )}, a,(z — z9)" estd dado por R = - Ver el
o Em(llaull) "
Ejercicio 7.

Ejercicio 6. Desarrollar una teoria de integraciéon de funciones definidas en un intervalo [a, b] a valores
en un espacio de Banach X. A tales efectos considérese el espacio de Banach (B([a, b], X), || lle)
cuyos elementos son las funciones f : [a,b] — X tales que || f|lc = SUP e[, b] Il f ()l < oo. Por
ejemplo,si P = {a =ty < t; < ... < t;, = b} es una particién de [a, b], y x1,...,x, € X, entonces
fila,b]l = Xtal que t = X)) (H)X1+ Xt 0) (X2 + - + X0, b) ()X, VE € [a,b] \ P es una
funcién perteneciente a B([a, b], X). Una funcién de este tipo se llama funcion escalera. El conjunto
E de las funciones escalera es un subespacio vectorial de B([a, b], X). Consideremos sobre E el
mapa f : E — X tal que si f tiene la expresion de arriba entonces f f= Z?:l(ti — t;_1)x;. Es facil
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ver que f f es independiente de la particién particular en la que estad expresada f, y también que
f es lineal. Por otro lado, teniendo en cuenta que max{||x;|| : 1 < i < n} = || flle:

||ff||=||Z(ti—ti_1>xi|| < Y (= ti)llxill < (b = )l fllo.
i=1 i=1

Luego f es un operador acotado y || f || < (b —a). Por lo tanto f tiene una extensién tinica a un

operador acotado f sobre R := E, el espacio de Banach de las funciones “regladas” (una definicién
directa de funcién reglada: f es reglada si en cada punto existen sus limites laterales). El espacio
de funciones regladas es suficientemente interesante. Contiene por ejemplo a todas las funciones
continuas. Notar que si f € R, entonces || f fll £ (b = a)llfllo. Por otro lado, si Y es un espacio
de Banach y T : X — Y es un operador acotado, entonces f Tf =T( f f)Vf € R, ya que esto
es trivialmente verdadero para f € E. Advertimos al lector que en el caso particular X = R no
se obtiene la integral de Riemann (no toda funcién integrable segiin Riemann es una funcién
reglada), sino una integral algo menos general.

Sugerimos al lector que intente extender resultados conocidos a la integral recién definida: regla
de Barrow, teorema fundamental del cidculo, cambios de variable, etc.

Ejercicio 7. Sea Y ¢y (z — zp)" una serie de potencias con coeficientes ¢, pertenecientes a un espacio
de Banach E. Considérense los conjuntos:

Ci={r=0: Z lexllr” <00} Co={r=0: liincnr” =0} Cy={r>0: {c,r"} estd acotado.}

1. Probar que C; € Cp € C3, y que si R; = sup C;, entonces R1 = Ry = Rs. Este supremo, que
denotaremos por R se llama radio de convergencia de la serie.

2. Probar que }’ c,(z — 2zp)" converge uniformemente en todo compacto K € D(zo, R), y que
2. ¢n(z = zp)" no converge si |z — zg| > R.

1

3. Demostrar que R = ————.
q limsup,, ¥[lc,l

Definicién 1.2.14. Sean A un algebra de Banach con unidad, y a € A. La funcién resolvente de a
es:
R :p(a) = A/Ry(A) = (A-a),

Teorema 1.2.15. R, € Hol(p(a),A) y limy e Rs(A) = 0.

Demostracion. Sea A : |A| > ||a|| entonces A € p(a). Ademas:

ot o8] -2 S

n=0

Entonces:

1 ol 1 A 1
IR, < == = — =
’ AT &4 AP IATIAL = llall ~ 1A= lal]

—>0siA > oo.
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Veamos ahora que R, es analitica: sea A¢ € p(a) y consideremos D := D(Ay, IR, Al ¢

p(a).SiA € D tenemos que [[(A —a) — (Ag—a)|l = |A = Ap| < m Entonces A —a € Inv(A).
AhoraAd —a=Ag—a)-[(Ag—a)— (A —a)] = (Ao —a)[1 + (A — Ag)(Ao — a)"!], de modo que

R, (1) = [1 —(Ao=M(Ag— a)-l] R,(Ag). Por lo tanto:

Ra(A) = Z(/\o — A)"Ra(A0)"Ra(Ao)  [(Ao—a)™" = Ra(Ao)]
n=0

= Z(—l)”Ra(/\o)”“()\ — Ao)", paratodo A € D C p(a).
n=0

O

Teorema 1.2.16 (Gelfand). Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces ¢(a) es compacto y
no vacio.

Demostracion. En la Proposicién 1.2.12 se mostré que o(a) es compacto. Falta probar que es no
vacio. Podemos suponer que A > 1. Si fuera o(a) = 0, entonces R, € Hol(C, A) y es acotada,
porque lim,_,. R; (1) = 0. Pero entonces, de acuerdo al Teorema de Liouville, R, es constante,
maés exactamente R, = 0, ya que lim)_, R;(A) = 0. Sin embargo Im(R;) C Inv(A) lo que lleva
a la contradiccién 0 € Inv(A). Entonces es o(a) # 0. O

Ejemplo 1.2.17 (El shift bilateral). Sea U : 2(Z) — €*(Z) tal quelUé(n)=<&m—1),VE € t2(2),
n € Z. El operador U es unitario, pues es una isometria invertible. Entonces ||U|| =1 = ||U7Yl,
de donde ¢(U), o(U™') € D(0,1) por la Proposicién 1.2.12.Si A € o(U), entonces A # 0y

AUUT-AH=21-1,

que no es invertible, de modo que A tegU™).Porlotanto A, A~ € D(0,1), dedonde A € S.
Entonces o(U) C S!.

Ahora, dado w € S!, considérese el operador M, : 3(Z) - €*(Z) tal que
Myé(n) =w"E(n), V&, Vn.

Entonces M, es un operador unitario, cuyo inverso es M. Por lo tanto el mapa a, : B(¢£ 2(2)) —
B(¢%(Z)) dado por ay(T) := My,TMg es un automorfismo, y por lo tanto, de acuerdo a la
Proposicion 1.2.8, o(aw(T)) = o(T), VT € B(£%(Z)). Un célculo directo muestra que a,(U) =
wlU, de modo que la observacién anterior y la Proposicién 1.2.11 implican que o(U) = o(wU) =
wo (U). Entonces o(U) es invariante por rotaciones, y como o(U) # @ por el Teorema 1.2.16 se
concluye que a(U) = S'.

Teorema 1.2.18 (Mazur). Si A es una C-4lgebra normada con divisién, entonces A = C - 1.

Demostracion. Sea a € A. Por el Teorema de Gelfand existe A € C tal quea — A ¢ Inv(A), y como
A es con divisién tenemos que a = A, lo que concluye la prueba. |
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Definicién 1.2.19. Sean A un algebra de Banach y a € A. Se define el radio espectral de x como:
r(a) :=max{|A|: A €a(a)}.

Observacion 1.2.20. De acuerdo a la Proposiciéon 1.2.12 se tiene r(x) < [[x|| pues o(x) C
D(O0, ||x]|). La desigualdad puede ser estricta, como muestra el siguiente ejemplo, cuya justifi-
cacion es el Teorema 1.2.22 que lo sigue.

Ejemplo 1.2.21. Sea V : L%([0,1]) — L?([0,1]) el operador de Volterra, dado por V.(t) =
fot x(s)ds. Entonces V # 0, mientras que r(V) = 0 porque (V) = {0}. Ver detalles en el libro de

J. B. Conway, Example 6.14, page 211.
Teorema 1.2.22 (Beurling-Gelfand). Si A es un dlgebra de Banach y a € A. Entonces
r(a) = nf |la"|% = lim [la" 7.
n

Demostracion. Supondremos, sin perder generalidad, que A 3 1. Como o(a”") = g(a)" tenemos
que r(a™) = r(a)". Entonces r(a) = r(a”)%. Por lo tanto es r(a) < IIa”II% para todo 1, de donde

r(a) < infla"||% < lim|la"||".
Por otro ladosea S, : D (O, ﬁ) — A definida de la siguiente manera:

R.,(1) siA#0,
S“(A):{OQ(A) SiA0

Entonces S, € Hol (D (0, ﬁ) ,A). Luego el desarrollo en serie de potencias de S, alrededor
de O tiene radio de convergencia no menor a r(l—a) Para buscar este desarrollo, consideremos
AeD (O, ﬁ) cD (0, %), A # 0. Entonces, como ||Aa]| < 1,

S,(A) =R, (%) - (% - 11)_1 = Ad-Aa)t =2 Z)(Aa)" - 2)11”)\””.

Entonces el desarrollo de S; alrededor de 0 es S,(A) = };”;a" A+l y suradio de convergencia
es > ﬁ, es decir (ver el Ejercicio 7):

1 1
— -2 :
lim(flan1ps (@)

T oainl _ 1 1= o1l 1 - 1
Luego r(a) > lim|[a" Y% = lim ||a]|7 lim||a" |7 > lim||a™||#, y por lo tanto lim|[a"||" < r(a) <
p 1 1 , p 1
inf ||a"||* < lim|la™||", lo que termina de probar que r(a) = lim,, . [la"|| . O
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1.3. Espacio de Gelfand

TRANSFORMADAS DE FOURIER

El anélisis de Fourier es una herramienta de investigacién y de calculo muy importante y
potente en diversas dreas: ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas parcia-
les, probabilidad, etc.

La transformada de Fourier en L' (R).

Sea A = L}(R). Con el producto de convolucién: a+b = \/%_n fR a(t—s)b(s)ds, A esunalgebra

de Banach conmutativa y sin unidad, incluso una *-dlgebra de Banach con a*(t) := a(—t). Dado
a € L'(R),seaa : R — C definido por

at) = \/%_nfRa(s)e_”sds.

La funcién a es continua debido al teorema de convergencia dominada, y lim;.« a(t) = 0 por el
lema de Riemann-Lebesgue. En otras palabras, @ € Cy(R). Célculos directos muestran ademas

que ||alleo < llally, (a*b) = ab, ya* =a,Va,b € A. Por ejemplo, usando el teorema de Fubini y

la invariancia por traslaciones de la medida de Lebesgue se tiene:

(axb)(t) = \/% j;Ra +b(s)e tds = \/% L \/% ‘fRa(s —w)b(u)e Wt gy

\/%_nfRa(v)e—imdv\/%_nLb(u)e—iutdu:ﬁ(t)?;(t).

Entonces tenemos que ¥ es un homomorfismo de *-dlgebras de Banach:

F : LYR) - Cy(R)

aw-a,

que se conoce como transformada de Fourier. Se puede pensar a ¥ como una coleccién de

homomorfismos {ht A= C:hia) = \/% fR a(s)e”its ds} que “varia de manera continua”.
teR

Se puede probar que si i es un homomorfismo complejo no nulo de L} (R), entonces i = h; para
algin t € R, que ademas es tnico. Cada h; es la composicion de la transformada de Fourier
con la evaluacién en t. Observar que |h;(a)| = |a(t)| < |lallo < |lally para todo a. Entonces
lht]l < 1 paratodo t € R. Ademds si t; — t en R tenemos que hy,(a) — h;(a) para todo a € L1

porque a(t;) — a(t). Entonces hy, “, ht, es decir, converge en la topologia débil-+ del espacio
LY(R)* = L*(R), dual de L} (R).

La transformada de Fourier en L1(S1).

Al resolver ecuaciones en derivadas parciales por el método de separacién de variables, es
necesario desarrollar funciones en serie de Fourier. Para fijar ideas, supongamos que tenemos
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que buscar la serie de Fourier de a € L!([0, 27rt]). Para eso es necesario calcular los coeficientes
de Fourier de a:

1 27 .
a(n) = —f a(He dt, neZ.
21 Jo

La funcién n +— d(n) se llama transformada de Fourier de 4, y satisface limj; |- 4(11) = 0. Es
facil ver, por otro lado, que el mapa a — @(n) es un *-homomorfismo. Elmapa ¥ : L!([0,27]) —
Co(Z) tal que a — 4 se llama transformada de Fourier.

El espacio de Banach L1([0,27]) es una +-dlgebra de Banach con la involucién a +— a* dada
por a*(n) := a(—n), y el producto dado por la convolucién (a,b) + a * b dada por a = b(t) =
% 02n a(t —s)b(s)ds. Es facil verificar que ¥ es un homomorfismo de *-algebras de Banach.
Como en el caso de la transformada de Fourier en R, podemos pensar la transformada de Fourier
en Z como la colecciéon de *-homomorfismos complejos {h, : n € Z}, donde h, (a) := d(n).

Notar que L([0,2m]) se puede identificar con L1(SY), donde se considera en S! la medida
de Borel invariante por rotaciones y de norma 1, es decir, la medida dada por la longitud de
arco normalizada para que tenga masa total igual a 1. En efecto, la transformacién medible
¥ : [0,2m] — S' dada por () = e’ permite identificar estas algebras de Banach via L!(S') >
a—aoy € L1([0,27]) (ver el Ejercicio 8). Entonces fsl a(z)dz = % fozn a(et)dt,Va € L1(Sh).
En particular

27 27
ﬁ(n)za/o\gb(n)zﬁjo‘ aogb(t)e—i"fdt:%fo a(eit)(eit)_”dt=£1a(z)z_”dz.

1 1 i(t=s)1. /i
(am,b)*(box]b)(t)—ﬂf(; aOQD(t—s)bow(s)ds—Ef(; a(e b(e®)ds

1 21

= — a(e Setb(e)ds :f a(w 'z)b(w)dw,
21 0 sl

donde z = e'f, w = e’*. Esto da la férmula de la convolucién en L' (S1):

a*b(z):f a(w'z)b(w)dw.
st

Finalmente, es claro que la involucién en LY(shH queda a*(z) = a(z™1). Esta formulacién en
términos de L'(S!) en lugar de L1([0,27]) es méds conveniente porque permite un tratamiento
unificado de este ejemplo con el anterior (y el siguiente en términos del an’alisis de Fourier en
grupos conmutativos).

Ejercicio 8. Supongamos que 1 : (X, M) — (Y, N) es una transformacién medible entre los espacios
medibles (X, M) e (Y, N), y sea p una medida definida en M. El push-out de p a través de ¢y es el
mapa v definido en N como: v(A) := p(¢~1(A)). Comprobar que v es una medida en N. Probar

que para toda f : Y — [0, 0] medible se tiene que fy fdv fyf o ¢du, y deducir que el mapa
f + f o1 esun isomorfismo isométrico entre los espacios de Banach L!(v) y L!(y).
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La transformada de Fourier en £1(Z).

Por ltimo, consideremos la transformada de Fourier en el dlgebra de Banach A := {1(Z)).
Las operaciones en ¢!(Z) son

= Convolucién: a = b(n) = 3,z a(n — m)b(m).
s Involucién: a*(n) := a(—n)

Dadosa € A, z € S! se define 4(z) = 3,,cza(n)z™". El mapa h; : LY(Z) — Ctal quea +— A4(z) es
un homomorfismo de algebras:

hy(axb) = Za*b(n)z" = Z Z a(n—-m)b(m)z""z" = Za(n)z” Z b(m)z™ = h,(a)h,(b).

nez nezZ mez nez mez

Anélogamente a los ejemplos anteriores, estos &, son todos los homomorfismos complejos no
nulos de ¢1(Z). De forma similar se define entonces la transformada de Fourier ¥ : ¢1(Z) —
C(SY) como F (a) := 4 (notar que F(UZ)) =W, el algebra de Wiener).

Ejercicio 9. Verificar que L'(R), L1(S') y ¢}(Z) son *-dlgebras de Banach con las convoluciones e
involuciones definidas en cada caso, y que la transformadas de Fourier correspondientes son,
efectivamente, *-homomorfismos.

Como veremos a continuacion, la teoria de Gelfand consiste en la extrapolacién de estos
ejemplos a las 4dlgebras de Banach conmutativas.

Proposicién 1.3.1. Sea B un algebra de Banach. Si i : B — C es un homomorfismo de élgebras,
entonces [|1]| < 1. Ademds si i # 0y B tiene unidad, entonces (1) = 1y ||h] = 1.

Demostracién. Obsérvese antes que nada quesi B tiene unidad entonces i (1) = h(12) = h(1)h(1),
y por lo tanto (1) = 0 0 k(1) = 1. Si fuera k(1) = 0 entonces h(a) = h(a)h(1) = 0 para todo
a € B,demodoqueh =0.Sih # 0debeser h(1) =1y por lo tanto ||h]| > 1.

Se puede suponer que B tiene unidad. En efecto, si no la tuviera podriamos extender /# a un
homomorfismo /1 : B — C de la Gnica forma posible: b+ A)=h()+A.Sise probara la tesis
para algebras con unidad se tendria que Iall <1, y como [|h]| < 172l se deduciria también para
algebras sin unidad.

Supongamos pues que [|i]|| > 1. Entonces existe b € B talque |h(b)| > ||b||,esdecir||%” <1.
Luegoc:=1- % € Inv(B), de modo que

1=h(1) = h(c)h(c™h) = (h(l) —h (%)) W™ =1 -1Dh(c™h) =0.
Asi que no puede ser ||i]|| > 1, y por lo tanto [|i]|| < 1 como se habia afirmado. O

Corolario 1.3.2. Si B es un élgebra de Banach y & : B — C es un homomorfismo no nulo,
entonces ker /1 es un ideal regular maximal cerrado de B.
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En realidad los ideales regulares maximales son siempre cerrados:

Lema 1.3.3. La clausura de un ideal modular propio M de un Aglgebra de Banach B es tambiAln
modular propio. Todo ideal modular maximal de un algebra de Banach es cerrado.

Demostracion. Sea u € A tal que u + M = 1g,u. Entonces b — bu € M, Vb € B. Supongamos que
x € M estal que ||lu — x|| < 1. Entonces c :=1—u + x € Inv(B), y por lo tanto

B=Bc={b-bu+bx:beB} CM.

Como M es propio, no puede existir un tal x, es decir: [[u — x|| > 1, Vx € M. Esto implica que
u ¢ M,y por lo tanto M es propio.

La segunda afirmacién es consecuencia directa de la primera. O

Definicién 1.3.4. Si A es un algebra sobre C, un homomorfismo complejo & : A — Cno nulo se
llama cardcter de A.

Proposicién 1.3.5. Sea A un algebra de Banach conmutativa. Entonces el mapa h + ker(h) es
una biyeccién entre el conjunto de caracteres de A y el conjunto de ideales regulares maximales
de A.

Demostracion. Sea h un caracter de A. Entonces h(A) = C. Luego kerL(h) = C como algebras. Por
lo tanto ker(/) es un ideal cerrado maximal y regular (porque C tiene unidad).

Reciprocamente, sea M un ideal regular maximal. Entonces ﬁ es un algebra conmutativa

con unidad sin ideales no triviales. Entonces ]‘\% es un cuerpo y un élgebra sobre los complejos.
Como M es un ideal regular maximal, por el Lema 1.3.3 se tiene que M = M, y por lo tanto
£ es también un algebra normada. Luego, por el Teorema de Mazur (teorema 1.2.18), debe
ser % = C. Sea ¢ : A _, C el (tnico) isomorfismo posible. Entonces M = ker(hys) donde

M
hM = @M © L.
A—"- 1‘\%
N
C
Como ¢y es un isomorfismo y 7 es sobreyectiva tenemos que /iy es no nulo. Entonces h +
ker(h) es sobreyectivo. Veamos ahora que es inyectivo. Sean g y h caracteres tales que ker(g) =

ker(h).Siu € Aestal quea —au € ker g = kerh, Ya € A, entonces debe ser g(u) =1 = h(u).
Luegosia € Ay A es el inico namero complejo tal que a — Au € ker h = ker g, se tiene que

g@)y=ga-Au)+g(Au) =0+ A =h(a— Au) + h(Au) = h(a).
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Definicién 1.3.6. Sea A un algebra de Banach conmutativa. Se llama espectro o espacio de Gelfand
de A al espacio topolégico (A, w*), donde

A= {h: A — C/h esun homomorfismo no nulo}

y w" es la topologia débil-+.

RECORDAR:

Si E es un espacio de Banach y E* = B(E, C) es su espacio dual, la topologia w* (débil-*)
sobre E* es la topologia vectorial generada por la familia de seminormas {p, : x € E}
donde py(¢) = |@(x)| para todo x € E, ¢ € E*. La convergencia en esta topologia queda

caracterizada de la siguiente manera: ¢; % @ siysoélosi@;(x) — @(x) para todo x € E.

Teorema 1.3.7 (Alaoglu). (B(O, 1), w*) es compacto.

Teorema 1.3.8. Si E es separable entonces (B 0,1), w*) es metrizable (y en consecuencia
separable, porque los espacios métricos compactos son separables).

Teorema 1.3.9. Sea A un algebra de Banach conmutativa. Entonces

—=w"

1) A cAU{0).
(2) A es localmente compacto y de Hausdorff.
(3) Si A tiene unidad, entonces Aes compacto.

(4) Si A es separable, entonces A es metrizable y separable.

—w" e +
Demostracion. Sea h € A . Entonces existe una red (h;) € A tal que h; 5o Luego h(ab) =
lim; h;(ab) = lim; h;(a)h;(b) = h(a)h(b). Entonces h : A — B es un homomorfismo, y por lo

—~ —w —_ =W —~ —w
tantoh € Aoh =0. Entonces A =A0A = AU/{0}, como se afirma en (1). Como A

es cerrado y estd contenido dentro del compacto B(0,1), es él mismo compacto. Por el célculo
w* —w”*

—~

anterior se tiene que, o bien A=A , 0 bien A=A \ {0}. En el primer caso se tiene que Aes
compacto, y en el segundo que es localmente compacto, lo que prueba la segunda afirmacién.
En el caso en que A tenga unidad, se tiene que A es cerrado, pues si h; — h, con h; € A:

entonces /1 es un homomorfismo tal que h(1) = lim; h;(1) = 1, de modo que h € A\; De esto
se concluye la tercera afirmacién. Por tltimo, si A es separable se tiene por 1.3.8 que B(0,1) es

metrizable y separable. Como A C B(0,1) tenemos que A es metrizable y separable. m|
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Observacién 1.3.10. Notar que A # 0 sii A admite algtn ideal modular. Esto ocurre por ejemplo
si A tiene unidad. Si A es un 4lgebra de Banach con producto nulo, entonces A = 0.

Corolario 1.3.11. El mapa 2 — A U {0} dado por h — |4 es un homeomorfismo. Por lo tanto

A es la compactificacién con un punto de A.

Demostracion. Si X es un espacio compacto de Hausdorff y p € X, entonces X es la compactifi-
cacién con un punto de X \ {p}. En consecuencia A U {0} es la compactificacién con un punto
de A, ya que, como se vio en la demostracién de 1.3.9, AU {0} es compacto. Si he A, entonces
hi|a : A — C es un homomorfismo, asi que o bien es nulo o bien pertenece a A. Reciprocamente,
sih: A — C es un homomorfismo, entonces /1 : A — C, tal que h(a+A) = h(a) + A, es un
homomorfismo no nulo de A. Es claro que las correspondencias /1 + /1|4 y h + h son inversas

entre si. Ademas, si h;, h € A, entonces

hi > h & hi(a+A) > h(a+A),Ya+AeA
— hi(@a)+ A > h@@)+A,YaeA AeC
e hi(a) > ha),Yae A

— Ez| A flA
dedonde i — i 4 es un homeomorfismo. O

Ejemplo 1.3.12. Considérese el algebra de Banach A = (Cy(X), || ll~), donde X es un espacio
de Hausdorff localmente compacto. Entonces A = X. Con mas precisién: dado x € X sea
O0x : A = Ctal que 6x(a) = a(x), Ya € A; entonces el mapa 6 : X — A tal que 0(x) = 6x esun
homeomorfismo. En efecto, por un lado estd claro que 6, € E, VYx € X, y como A separa los
puntos de X como consecuencia del Lema de Urysohn, entonces 0 es inyectiva. Apelando de
nuevo al Lema de Urysohn se ve que x; — x en X si y s6lo si a(x;) — a(x), Ya € A, es decir,
x;i = x en X siysélosi 6y, — Ox en A. Por lo tanto sélo queda mostrar que 0 es sobreyectiva.

Supongamos que h : A — C es un homomorfismo de &lgebras tal que h # 6, Vx € X.
Recordar que C.(X) := {b € Co(X) : b tiene soporte compacto} es una subélgebra densa de A.
Probaremos que h = 0 mostrando que C.(X) C ker h. A tales efectos comenzaremos mostrando
que para cada subconjunto compacto K de X existe ax € kerh tal que ax(x) = 1, Vx € K.
Supongamos pues que K € X es compacto. Para cada x € K existen a, € ker/ y un entorno
Vy de x tales que ax(y) # 0, Vy € Vy. Como |a,|? = aydy y ker /i es un ideal, podemos suponer
ademads que a, > 0. La familia {Vy : x € K} cubre el compacto x, y por lo tanto hay un
subcubrimiento finito {Vy,, ..., Vy,}. Sea bk := 2?21 ax;. Entonces bx € kerh y existe m > 0 tal
que bx(y) > m,Vy € K. Como bg € A, el conjunto K’ := {x € X : bx(x) > m} es un compacto

hK”Zx) six € K
que contiene a K. Definamos cx : X — C como: cx(x) = . Entonces cx € A.

bk gy ¢ K

m
Sea ag := %chK. Entonces ax € kerh, y si x € K entonces ax(x) = 1. Finalmente, sia € C.(X),
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sean K el soporte de a y ax € ker h un elemento de ker i como el que acabamos de construir.
Entonces a = aag € ker h. Luego C.(X) C ker , y por lo tanto 1 = 0. O

Hemos construido, para toda algebra de Banach conmutativa A, su espectro A. A continua-

cién veremos que ademads existe un homomorfismo natural A — Cy (A\). Este homomorfismo,
llamado transformada de Gelfand, extiende la nocién de transformada de Fourier.

Definicién 1.3.13. Sean A un algebra de Banach conmutativa y a € A. La transformada de Gelfand
deaesa: A — C,dada pora(h) = h(a) para todo h € A.

Observacion 1.3.14. Notar que, si A = 0, entonces @ = ) Va € A. Luego C (A\ ) tiene un Unico
elemento, 0; es el dlgebra de Banach nula.

Proposicién 1.3.15. Sean A un dlgebra de Banach conmutativay a € A.
1. Si A tiene unidad, entonces (a) = o(a) = {h(a) : he E} =Im(a) = Im(a).

2. Si A no tiene unidad, entonces o(a) = o(d) U {0} = Im(a) U {0}. En particular si A no es

compacto, entonces o(a) = Im(a).

Demostracion. Supongamos primero que A tiene unidad. Sabemos que 6(G(a)) C o(a), es decir,
o(@) € o(a). Reciprocamente, sea A € d(a). Entonces a — A ¢ Inv(A). Por lo tanto existe un
ideal maximal M <1 A tal que a — A € M. Sea h el homomorfismo complejo tal que M = ker(h).
Entonces

O0=h(a—A)=h(a)—h(A)=h(a)— A =a(h) - A.

Luego A € Im(a). Por lo tanto tenemos que 0(2) € o(a) € Im(4). Ahora, si A € Im(a),seah € A
tal que h(a) = A. Entonces 2 — A ¢ Inv(A), pues esta funcion se anula en h. Entonces A € o(a).
Por lo tanto ¢(2) = o(a) = Im(4).

Supongamos ahora que A no tiene unidad. Entonces:
amzaﬂmz{wm:heﬁ}:ﬁumyheﬁ}zwmyheApumzhmaumy

La afirmacion final se debe a que, si A no es compacto, entonces necesariamente 0 € Im(d). O

Proposicién 1.3.16. Sean A un algebra de Banach conmutativa y 2 € A. Entonces
(1) @ es continua y [|alle < llall.

(2) @€ Co(A).

B) G:A—-(Cy (A\), dada pora + a paratodoa € A, es un homomorfismo de élgebras (unital
siA>1).

(4) ker(G) =rad(A).
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5) @l = r(a) = lim,, [|a" .

Demostracion. Probaremos las primeras cuatro afirmaciones a continuacién. La quinta serd un
corolario de la Proposicién 1.3.15.

(1) Sih; s 1 entonces hi(a) — h(a). Luego es a(h;) — a(h), o sea que @ es continua. Ademas
lalle = sup, _zla(h)| = sup, _z|h(a)| < sup,_zlk|lllall < |la]l. Entonces ||a]le < [la]l.

() SiAes compacto no hay nada que probar. Si Anoes compacto, entonces 7 € Cy (A) porque
limhw*o a(h) = limhw*o h(a) = 0.

3) ﬁ(h) = h(ab) = h(a)h(b) = Zf(h)?(h) = 7ab(h) para todo h, entonces ab = ab. La
linealidad se prueba igual. Si A > 1 entonces 1(h) = h(1) = 1 para todo /; entonces 1 es la
unidad de C(A).

(4) a € ker(@) siy solosia(h) =0 paratodo h € A si y s6lo si h(a) = 0 para todo h € A si y
sélosia € (N, zpker(h) = ({M: M ideal maximal regular de A} = rad(A).

(5) Es un corolario de la Proposicién 1.3.15.
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