Capitulo 1

Algebras de Banach

1.1. Algebras de Banach

En todo este capitulo H denotara un espacio de Hilbert. Consideremos el siguiente espacio

vectorial:
B(H) :={T :H — H : T eslineal y continua } .

Si T € B(H), entonces ||T|| := SUP|y =1 ITx|| es finito, y el mapa T + [|T|| es una norma con
respecto a la cual B(H) es completo, es decir, es un espacio de Banach.. Se sabe de cursos
anteriores que B(H) es un espacio de Banach que verifica las siguientes propiedades:

1. La composicién de operadores (S, T) — ST define un mapa B(H) x B(H) — B(H) que
es C-bilineal y asociativo, con el cual B(H) es un élgebra con unidad.

2. La norma de operadores es submultiplicativa: si S, T € B(H) entonces ||ST|| < [|S|I|T]l.

3. Laadjuncién * : B(H) — B(H) dada por T — T*, donde T* es el tinico elemento de B(H)
que satisface (T*x, y) = (x, Ty) para todos x, y € H,

T =T,
(ST)* =T*S7,

* es antilineal,

IT*I =Tl 'y WT*T|I=|IT|*> paratodo T € B(HA).

cumple que :

Una C*-édlgebra concreta A C B(H) es una subdlgebra tal que A* = A y A es cerrada en la
topologia definida por la norma de operadores.

Teorema (Gelfand-Naimark, 1943). Da una caracterizacién abstracta de tales algebras.

Buena parte de estas notas estd dedicada a dar una demostracién de dicho teorema.

Definicién 1.1.1. El par (A, u) es un dlgebra si ‘A es un C-espacio vectorial y y : A X A — A
es un mapa bilineal asociativo. Escribiremos simplemente ab en lugar de i (a, b). Se dice que
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A tiene unidad si existe 1 € A tal que u(a,1) = a = u(1,a) para todo a € A (observar que si
existe una unidad, esta es tinica).

Un homomorfismo de algebras ¢ : A — B es una transformacién C-lineal que también es
un homomorfismo de anillos. Si A y B tienen unidad y ¢(14) = 13, diremos que ¢ es unital.

Definicién 1.1.2. Se dice que (A, y, || ||) es un digebra normada si (A, u) es un élgebra, || || es
una norma y [lab|| < ||lal|||bll|, para todos a, b € A.

e Si A > 1 se pide también que ||1]| = 1.

e Siademads (A, || ||) es de Banach, se dice que (A, u, || ||) es un dlgebra de Banach.

Un homomorfismo entre dlgebras normadas es un homomorfismo de 4lgebras que ademas es
continuo.

Ejemplos 1.1.3.

1.
2.

M,,(C) = B(C") es un algebra de Banach con la norma de operadores.

T,(C) = {M € M,(C) : M triangular superior} es un dlgebra de Banach con la norma de
operadores.

. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces

Cp(X) :={a: X — C/ a es continua y acotada}
es un algebra de Banach con las operaciones usuales y la norma del supremo.

Si E es un espacio de Banach entonces B(E) := {T : E — E/ T es lineal y continua} es un
algebra de Banach con ||T|| := sup{||Tx|| : ||x|| = 1}.

. El Algebm del disco. SeanD = {z € C: |z] < 1}, y A(D) = {f € C(D) : f € HD)} con la

norma || [l (0sea || f |l = sup, g Il f(2)]]). Veamos que es de Banach: si (f;) € A(D) es tal

Il lloo =
que f, — f € C(D), entonces es un resultado bien conocido sobre funciones holomorfas

que f € H(D); luego A(D) es cerrada en C(D), y por lo tanto es de Banach.

Para cualquier espacio de medida (X, u) se tiene que L*(X, u) es un algebra de Banach
con las operaciones usuales y la norma || ||c.

Sea G un espacio localmente compacto y de Hausdorff (en adelante LCH) que ademds
tiene una estructura de grupo tal que el mapa G x G — G dado por (r,s) — rs~! es
continuo (es decir: tanto el producto como la inversién son continuos). Por el teorema de

Riesz se tiene que M(G) = Co(G)* donde
M(G) = {medidas complejas regulares de Borel sobreG}.

El isomorfismo I : M(G) — Co(G)" estd dado por: u +— I, donde I,(f) = fG fdu.
Recordar que [|1,]| = ||ull = [u|(G). Como producto M(G) x M(G) — M(G) se considera
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la convolucién: (u, v) = p+v,donde p»*v esta dado por u*v(f) = fG fo(rs)dy(r)dv(s).
Notar que u*v € Co(G)* y [lu *v|l < llullllv]l porque

|u*v<f>|:|fff(rs)du(r)dv(sﬂgff|f<rs)|d|u|<r>d|v|<s>
GJG GJG
s||f||mffd|u|<r>d|v|<s>=||f||oo|| ull vl
GJG

8. Si E es un espacio de Banach, entonces E puede ser visto como un dlgebra de Banach,
considerando sobre E el producto nulo.

Ejercicio 1. Seaw :Z* — (0, 00) tal que w(m+n) < w(m)w(n), ¥n.Sea C[X] el dlgebra de polinomios
en una variable con coeficientes complejos. En C[X] se considera la norma

o0

lally = > la(m)lw(n), Va e CIX].

n=1

Dar ejemplos de tales funciones w. Sea £l la completacién de C[X] con repecto a || ||, (por
ejemplo si w(n) = 1 ¥n, entonces £}, = ¢'). Demostrar que €., es un dlgebra de Banach, y que
es isométricamente isomorfa a ¢! como espacio de Banach. Mostrar que, sin embargo, diferentes
elecciones de w dan lugar a dlgebras de Banach ¢!, no isomorfas.

Ejercicio 2. Sea A un élgebra de Banach con unidad. Se define L : A — B(A) como L,(x) = ax,
Ya,x € A. Probar que L es un homomorfismo de algebras de Banach cuya imagen es cerrada.

Ejercicio 3. Supéngase que A es una algebra compleja con una norma con respecto a la cual es un
espacio de Banach, y tal que el producto es continuo, es decir, existe K tal que |[ab|| < K||a]| ||?]l,
Ya,b € A. Probar que en A se puede definir una norma equivalente || ||z con la cual A es un algebra
de Banach, y que en el caso de que A tenga unidad, entonces ||1||; = 1 (sugerencia: si A no tiene
unidad, adjuntérsela, y luego usar el Ejercicio 2).

Definicién 1.1.4. Sea A un algebra, se dice que * : A — A es una involucion si verifica que
e xes antilineal: (aa + pb)" = aa™ + ﬁ_b*, Ya,p€C,a,b e A.
® 0" =g paratodoa € A,

e x es antimultiplicativa: (ab)* = b*a* para todos a, b € A.

En este caso el par (A, *) se llama *-dlgebra o 4lgebra con involucién. Un homomorfismo ¢ :
A — B entre #-dlgebras es un un homomorfismo de élgebras tal que ¢(a*) = ¢(a)*, para todo
a€A.

Definicién 1.1.5. Una x-dlgebra normada es un algebra normada con una involucién tal que
lla*|l = |lal| para todo a. Si ademds es completa se dice que es una *-dlgebra de Banach. Un
homomorfismo de x-algebras normadas es un homomorfismo de -algebras que ademads es
continuo.



Definicién 1.1.6. Una pre — C*-dlgebra es una *-dlgebra normada en la cual todo elemento a € A
satisface la C*-identidad:
la*all = llall®.

Si ademas A es completo se dice que A es una C*-élgebra.

Ejemplos 1.1.7. Retomando los ejemplos anteriores, veamos cudles son C*-algebras.

1. Sien C" se considera la norma euclidiana, entonces M, (C) es una C*-dlgebra con la norma
de operadores y con la involucién * dada por el adjunto.

2. Como subélgebra de la anterior, T,,(C) no es una C*-algebra pues no es cerrada por *.
3. Cp(X) es una C*-algebra con la conjugacién como involucién.

4. En general B(E) no es una *-algebra. Pero cuando E es de Hilbert si es una x-algebra, de
hecho una C*-algebra.

5. Como es sabido, A(ID) no es cerrado por conjugacién. Sin embargo, podemos considerar

el mapa antilineal * : A(D) — A(D) tal que f*(z) := f(Z). Se trata de una involucién con
la cual A(D) es una *-dlgebra de Banach, aunque no una C*-algebra.

6. L= (X, u) es una C*-dlgebra con la conjugacién como involucién.
7. Supongamos que G es un grupo discreto (es decir, un grupo con la topologia discreta).
Entonces M(G) = I}(G). Si u € M(G) la vemos como u € 1'(G). Se define u* tal que

p*(t) = p(t~Y). Entonces se verifica: ||p*]l = lp*lh = Y I (D] = Tieg lut™HI =
2rec lu(t)] = ||ull. También podemos definir a u* de la siguiente manera: u*(E) = p(-E)

paratodo E C G,o u*(f) = ff(t‘l)dy(t).
Notar que G < M(G) a través del mapa t — 6;. Entonces es 6} = 641y 05 * 0y = 0.

Ejemplo 1.1.8. Sea X un espacio LCH. Sia : X — C, decimos que lim a(x) = 0 si dado e > 0
X—00
existe K C X, compacto, tal que |a(x)| < € Vx € X \ K. Sea

Co(X) := {a :X - C:acontinuay lim a(x) = 0} .
X—00

Con ||lallo = supila(x)|: x € X} ya*(x) = a(x), resulta que Co(X) es una C*-4lgebra conmutati-
va. Uno de nuestros primeros objetivos en este curso serd mostrar el resultado siguiente, cuyas
consecuencias son muy importantes, en particular desde el punto de vista heuristico:

Teorema (Gelfand-Naimark). Toda C*-algebra conmutativa es naturalmente isomorfa a Co(X),
para cierto espacio localmente compacto y de Hausdorff X, que es tinico a menos de homeo-
morfismos.

Ejemplos 1.1.9.



1. Supongamos que H es un espacio de Hilbert. Consideremos el conjunto K(H) = {T €
B(H) : T es compacto}. Recordar que T es compacto si T(B(0,1)) es compacto. Equiva-

lentemente, T es compacto sii T es el limite de operadores de rango finito. Entonces:
o F(H)=K(H),donde ¥ (H) es la +-algebra de los operadores de rango finito.
o K(H)" =K(H),

e K(H) es unideal bilateral cerrado de B(H), es decir, K (H) es un subespacio cerrado
de B(H) tal que TS, ST € K(H) paratodo T € Ky para todo S € B(H). Notacién:
K(H) < B(H).

Entonces K'(H) es una C*-algebra, sin unidad si dim(H) = oo, y no conmutativa si
dim(H) > 1.

2. El dlgebra de Wiener:
W = {a eC(SYH :a(z) = Zanz”, con (a,) € ll(Z)}.
nez

El producto de ‘W es punto a punto, y la involucién estd dada por la conjugaciéon. Con

estas operaciones y la norma ||al| := |[(a,)|l1, W es una *-algebra de Banach conmutativa
con unidad. La transformada de Fourier ¥ : W — €1(Z) es un isomorfismo de +-4lgebras
de Banach.

1.1.1. Algunas construcciones con algebras de Banach

Producto directo

Si (Aj)ier es una familia de algebras de Banach (o *-dlgebras de Banach, o C*-dlgebras), se
define:

l_lAi = {f:l — UA;/ f(i) € Aj, paratodo i € Iy sup,, [l f (D)l < 00},

iel

con las operaciones obvias punto a punto y || f [l = sup;; Il f(i)|l. Entonces [];c; A; es un alge-
bra de Banach (respectivamente: *-dlgebra de Banach, C*-adlgebra).

Suma directa
@Ai = {f e l_[Ai : dado ¢ > 0, AF C I finito /|| f(i)|| < ¢ para todo i ¢ F}.
iel

Entonces EB ie; Ai es unideal (ver 1.1.12) cerrado de [];¢; Ai, asi que es un dlgebra de Banach.
Si cada A; es una *-dlgebra de Banach (C*-4lgebra) entonces €. _; A; es un algebra de Banach
(C*-algebra).
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Adjuncion de la unidad

Sea A un élgebra. Definimos A := A ® C como espacio vectorial y sobre A definimos el
producto

AxA— A
(a+a,b+p)— (ab+ab+pa)+ap
Entonces A es un dlgebra con unidad, la cual es 0 + 1:

(a+a)0+1)=a0+a0+1la+al =a+qa,
O+D)@a+a)=0a+1la+0a+1a=a+a.

Observar que si A tiene unidad, ésta no esta relacionada con la unidad de A.Siademas A es un
algebra normada se define sobre A la siguiente norma: ||la + a|| := ||a|| + |a|. Entonces (A, || ||)
es un dlgebra de Banach. Ademés tenemos que:

[(a+a)b+p)ll =llab+ ab+ a + afll = [lab + ab + Ba|| + |af|
< llab|l + |all|bll + |Blllall + |al|p]
< (llall + laDIBI + 1D = lla + all + |6 + BI|.

Entonces A es un algebra normada. Si A es una =-4lgebra entonces A también es una =-algebra
si se define (a4 + a)* := a* + &. Si A es una *-dlgebra de Banach, A también lo es. Si A es una
C*-algebra entonces A no es C*-dlgebra en general (para que lo sea es necesario cambiar la
norma por otra equivalente: ver la Proposicién 2.1.11).

Ejemplo 1.1.10. Si A = C entonces (C, | |) es una C*-algebra. Pero C? con la norma ||(«, Bl =
la| + |B] no lo es.

Noicar que A es un ideal bilateral cerrado de A, que es maximal (AACADAA A=A y
dimc 4 = 1).

Si ¢ : A > B es un homomorfismo de algebras, se define @ : A — B como @(a + a) :=
@(a) + a. Entonces ¢ es un homomorfismo unital de dlgebras que extiende a ¢. Veamos que ¢
lleva la unidad en la unidad: ¢(0 + 1) = ¢(0) + 1 = 0+ 1. Si ¢ es acotado entonces ¢ también
lo es (demostrarlo). Con algunas verificaciones rutinarias mds, se concluye en definitiva que las
asignaciones: A A, (p:A—>B)m (¢: A—>B) constituyen un functor de la categoria de las
algebras de Banach en la categoria de las 4lgebras de Banach con unidad.

Ejemplo 1.1.11. Sea A = Cop(R) con lanorma || ||«. En este caso A se identifica con el algebra de
Banach:

B := {b :R — C continua/ db,, € Ctal que lim b(x) = boo} ,
X—>+00
con [|b]] := ||b = beol| + |beol, a través del isomorfismo ¢ : B — A dado por ¢ (b) = (b — b, bo).

Es claro que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo. Veamos la inyectividad: si b es tal que
¢(b) = (0,0), entonces boo =0y b — b = 0. Luegoes b = b, = 0.

11



Mas en general supongamos que X es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, no
compacto, y sea X* su compactificaciéon de Alexandroff. Es decir: X* = X U {co} con oo ¢ X, y la
topologia de X™* es la topologia generada por la topologia de X y {X* \ K: K € X compacto}.
Entonces X* es compacto y de Hausdorff, y Co(X) = C(X™).

1.1.2. Idealesy Cocientes

Definicién 1.1.12. Si A es un &lgebra e I es un subespacio vectorial de A, se dice que I es un
ideal a izquierda (derecha, bilateral) de A si AI C I (respectivamente A C I, Al +[A C I).

Observacién 1.1.13. Si A es un élgebra e I es un ideal bilateral, entonces ? es un algebra. Si A

es una *-algebra e I = I, entonces A/I es una *-dlgebra con (a + )" = a* + I.

Si A es un dlgebra normada (de Banach) e I es un ideal bilateral cerrado en A entonces A/I
es un algebra normada (de Banach) con la norma
lla +1|| := distancia(a,l) = inf{|la — x|| : x € I}.

En efecto, tenemos que A/I es un algebra y A/I es un espacio normado (de Banach), por
resultados conocidos de dlgebra y de analisis funcional. Por otro lado:

@+ D)+ DI =llab+1I|| =inf{llab—x|| : x €I} <inf{l[(a—y)(b-2)|l: y,z €}
<infflla=yllllb-zll: y,zel}=inf{lla-yll: y € I}inf{||b -2z : z €I}
= lla+ || || +II].

Entonces es A/I es un algebra normada (de Banach). La proyeccién canénica es un homomor-
fismo de élgebras normadas.

Proposicién 1.1.14. Si A es una *-dlgebra de Banach e I = I* es un ideal cerrado en A. Entonces
A/I es una -algebra de Banach.

Definicién 1.1.15. Si A es un anillo e I es un ideal de A, se dice que I es reqular (o modular) si
A/I tiene unidad. Equivalentemente: existe u € A tal que a — au, a — ua € I para todo a € A.

NOTACION: I <t A indicara que el ideal I es bilateral y cerrado en A.

Ejemplos 1.1.16.

1. Si A 5 1 entonces todo ideal es regular.
2. A es regular en A porque % =

3. Sea A = Cy((0,1]); en este caso A no tiene unidad. Dado o € (0,1) sea I, := {a € A :
a|[o,11 = 0}. Entonces I, <t A es regular. Basta tomar u de la siguiente manera:

u(t):{ 1 si te]a,l],

L si te(0a).

Entonces u € A y verifica que (a — au)|j,,1) = 0 para todoa € A.
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Proposiciéon 1.1.17. Si I es un ideal regular propio de A, entonces existe un ideal regular R en
A tal que

1. ICRGA.

2. Si ] es un ideal regular propio de A tal que | 2 R entonces | = R.

Todo ideal regular, maximal con dicha propiedad, es un ideal maximal.

Demostracion. Como ? es un anillo con unidad existe un ideal maximal M de %. SeaRCAla

preimagen de M por la proyeccién canénica. Entonces I € Ry R es un ideal propio de A. Como

. . A/l o .
4 tiene unidad y 4 = R—fl, tenemos que 4 también tiene unidad. Entonces R es regular.

Sea ahora | un ideal regular propio de A, tal que R C J. Entonces tenemos que M = 1t(R) C
1t(J). Como M es maximal y | es propio es M = nt(]). Luego | = R.

Sea R regular maximal y sea | ideal propio de A tal que R € ] Como A/] = ‘% y % tiene

unidad, | es regular. Por la maximalidad de R entre los regulares tenemos que | = R. Entonces
R es un ideal maximal de A. O

Ejemplo 1.1.18. Sea A = Co((0,1]) eI, = {a € A : aljo,1] = 0}. Entonces I; es regular maximal e
I, C L.

Ejercicio 4. Sean A(D) el dlgebra del discoy ¢, ¢ : A(D) — C dadas por @(a) = a(0), ¥(a) = a’(0).
Mostrar que A := ker ¢ es unideal sin unidad de A(ID), y que B := ker i es una subélgebra cerrada
con unidad de A(D). Mostrar I := A N B es un ideal maximal de A que no es modular.

Definicién 1.1.19. Sea A un anillo, se define el radical (de Jacobson) de A como

rad(A) := N{M < A/ M regular maximal}.

Si A no tiene ideales regulares maximales, entonces rad(A) := A.
Sirad(A) = 0 se dice que A es semisimple.

Observacién 1.1.20. raé‘ﬁ es semisimple.

1.2. Teoria espectral

Estudiaremos los elementos invertibles de un dlgebra de Banach.

Definicién 1.2.1. Sea A un algebra de Banach con unidad. Se dice que a € A es invertible si existe
b € Atal que ab =1 = ba. En este caso b se llama inverso de a y se denota a1

Inv(A) := {a € A / es invertible} .
Observacién 1.2.2. Inv(A) es un grupo con la multiplicacién de A.

Ejemplos 1.2.3.

13



(1) Inv(C([0,1D)) = {f € C([0,1]) : 0 ¢ Im(f)}.
(2) Inv(M,(C)) = GLs(C) = {M € M, (C) : det(M) # 0)}.

(3) Sea E un espacio de Banach, y considérese el dlgebra de Banach B(E).Si T € B(E), se tiene
p y &
que
o) (T) = {A € C: T — A no es inyectivo o no es sobreyectivo}

porque del teorema de la aplicacién abierta se deduce que si T € B(E) es biyectivo,
entonces T~ € B(E).

Teorema 1.2.4. Sea A un algebra de Banach con unidad.

(i) Sia € Atal que |1 —a|| < 1entoncesa € Inv(A), y a~l = Yol —a)™.

(ii) Inv(A) es abierto en A; mds precisamente, si a € Inv(A) entonces

1
B (a, ||ﬂ_1||) CInv(A).

(iif) Inv(A) es un grupo topolégico.

Demostracion. (i) Como [|1 — a|| < 1 tenemos que )", [[(1 —a)"[| < X ll1 —all* < oo.

Entonces ;" (1 —a)" convergeen A.Sea b = > (1 —a)". Entonces:
k ' k ' k » o
= (1—(1=m)( T 7)) = 15 Y —aVt = m 1= (1=a)Ft! =
ab = (1~ (1-a))(lim ]Z:(;(l 2)) = lim ]Z:(;(l a) ]Z:(;(l a) lim 1-(1-0) 1.
Por lo tanto ab = 1, y de igual forma tenemos que ba = 1.
(ii) Seab € B (a, ”;7”), entonces b =a —(a—b) =a(l - (a"*(a — b))). Ahora tenemos que

- _ _ 1
lla™ (@ =)l < lla~Mllla = bll < |la 1||”a_1|| =1

Entonces aplicando (i) 1 — a Y(a —b) € Inv(A). Como Inv(A) es un grupo se deduce que
b=a(l-al(a-b)) €Inv(A).

(iif) Como A es un algebra de Banach tenemos que el producto es continuo. Hay que probar
que a — a~! es continuo.

Seaa € Inv(A) y b € B (a, ”ulT”) Entonces, como b = a(1 —a~'(a — b)), se tiene que
bl=1-ala-b)lat=3> [a~la-b)]"al
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Entonces tenemos que

I~ —al =

[ (a1

n=0

la(a = b
1—lla7'(a =)l

IA

lla™ | Z la™ (@ =b)|I" = [la™ ||
n=1

lla = blllla”"|>
" 1-Jlat@-b)ll

—0sib — a.

Entonces limy_,, ||[b~! —a~1|| = 0. Luego la inversién es continua.

O

Corolario 1.2.5. Si un subespacio Iy de un dlgebra de Banach con unidad A es un ideal propio
de A en el sentido algebraico, entonces Ij es un ideal propio de A.

Demostracién. La continuidad de las operaciones de A implican facilmente que Iy es un ideal de
A.Como B(1,1) es abierto y B(1,1) N Iy = 0, entonces también es B(1,1) NIy = 0. O

Ejercicio 5. Sea A un 4lgebra de Banach con unidad. Sean G := Inv(A) y Gg la componente conexa
de G que contiene a la unidad. Probar que Gy es un subgrupo normal abierto y cerrado de G, que
las componentes conexas de G son exactamente las coclases de Gg en G, y que Ag := G/Gg es un
grupo discreto. El grupo A4 se llama grupo del indice abstracto del dlgebra A.

Definicién 1.2.6. Sean A un dlgebra y a € A. El espectro de a en A se define como:
(i) si A tiene unidad: g4(a) :={A €C: a—A ¢Inv(A)};
(i) si A no tiene unidad: entonces 0 (a) := 0 ;(a).

Observacion 1.2.7.

(1) SiA # 1entonces0 € 04(a) paratodoa € A.Enestecasooa(a) =o;(a),ysia+A € Inv(g)
entonces A # 0.

(2) SiA>1entoncesoa(1) ={A: 1-A¢Inv(A)} = {1}.

(3) Si A > 1entonces oa(a+A) =c(@)+A ={a+A: ae€osa} (a € gala+ A) sii
a+(A—a)¢Inv(A)siia— A €oa(a)siia € A +0a4(a)).

(4) 0a(Aa) = Aoa(a).

Proposicién1.2.8. Si ¢ : A — B es unhomomorfismo unital entre dlgebras con unidad, entonces

op(p(a)) € oa(a).
Demostracion. Si A ¢ o4(a), entonces existe b € A tal que b(a — A) = (a — A)b = 1. Entonces

1= (1) = pB)pa — 1) = p(b)(p(a) = 1) = (p(@) - Dp(b), de donde (a) — 1 € Inv(B), y
por lo tanto A ¢ op(¢p(a)). O
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Corolario 1.2.9. Si A es un algebra de Banach con unidad y / : A — C es un homomorfismo no
nulo, entonces h(a) € a(a), Ya € A.

Demostracién. Extendiendo h a un homomorfismo definido en A si fuera necesario, se puede
suponer que A y h son unitales. Por lo tanto, de acuerdo a 1.2.8: h(a) € oc(h(a)) C o(a). O

Proposicién 1.2.10. Supongamos que A es una subdlgebra conmutativa de un dlgebra de Banach
B con unidad, que es maximal con esta propiedad. Sia € A, entonces 04(a) = og(a).

Demostracién. Observar en primer lugar que A es una subalgebra conmutativa que contiene
a A, y como ésta es maximal con respecto a dicha propiedad, se tiene entonces que A = A.
El mismo argumento muestra que A contiene a la unidad de B, pues la subalgebra generada
por A U {1p} es conmutativa y contiene a A. Ya sabemos que o0g(a) C oa(a), para todoa € A
pues A — B es un homomorfismo unital. Veamos ahora la otra inclusién. Supongamos que
A ¢ op(a), de modo que existe b € B tal que (a — A)b =1 = b(a — A). Si c € A, entonces
cb = b(a— A)cb = be(a — A)b = bc, de manera que b conmuta con todo elemento de A, y
por lo tanto, utilizando una vez mds la maximalidad de A, se concluye que b € A. Luego es
A ¢oaa). O

Denotemos por C[X] el dlgebra de polinomios en una variable, con coeficientes complejos.
Si A es un algebra con unidad y a € A es un elemento cualquiera, por la propiedad universal
de C[X] existe un tinico homomorfismo unital 7 : C[X] — A tal que 7(X) = a. Por lo tanto si
p(X)=ap+ a1 X+ -+ a,X" € C[X], entonces T(p(X)) = ag + a1a + - - - + a,a”. En adelante
pondremos p(a) en lugar de 7(p(X)).

Proposicién 1.2.11. Si A es un algebra con unidad y p € C[X]. Entonces
a(p(@) =plo@@) ={p(A): A ea(a)}.

Demostracion. Si w € C entonces p(X) —w = (X —r1)(X —1r2)...(X = ry). Por lo tanto es
pa)—w =pa-ry)(a—-ry)...(a—ry), yaque T es un homomorfismo de dlgebras. Los factores
del miembro derecho de la igualdad anterior conmutan dos a dos, de modo que su producto
sera invertible sii cada uno de ellos es invertible. En otras palabras: w ¢ o(p(a)) sii r; ¢ o(a)
paratodoi=1,2,...,n. Entonces:

weo(p(a)) © existei: r; €0(a) © exister; €0(a): p(ri) =w & w € p(o(a)).
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