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Operadores en espacios de Hilbert

Si H, K son espacios de Hilbert, entonces

B(H,K):={T:H—K:|T|:= sup || Th|| < oo}.
Ihll<1

Del Teorema de Representacién de Riesz se deduce:
e Para cada T € B(H, K) existe un tnico T* € B(K,H) tal que
(Th,k) = (h, T*k), Vhe H, k € K.
e T — St tal que Sy(h, k) := (Th, k) es un isomorfismo isométrico
entre B(,K) y el espacio de las formas sesquilineales acotadas en
H x K (la norma de una forma sesquilineal S : H x K — C es

IS := supyy jx<a 1S(hs K)1).

Definicion

Una C*-dlgebra concreta es una x-subadlgebra de B(#) que es cerrada en
la topologia de la norma.
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Algunas topologias en B(H)

Topologia SOT. La topologia fuerte de operadores en B(H, K) es la
topologia localmente convexa definida por la familia de seminormas
{qn: h € H}, donde g4(T) = || Th||. Por lo tanto una red (T;) SOT
converge a T en B(H,K) sii Tih — Th, Vh € H.

Topologia WOT. La topologia débil de operadores en B(#, K) es la
topologia localmente convexa definida por la familia de seminormas
{gnk: he M, k€ K}, donde gnx(T) = |(Th, k)|. Por lo tanto una red
(Ti) WOT converge a T en B(H,K) sii (T;h, k) — (Th, k), Vh € H,
keK.

Es claro que WOT C SOT C | |I-
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Teorema

(B, 50), sor)/ = (B(,K), WOT)/ = span{oni: heH ke k),
donde @p i (T) := (Th, k), VT € B(H, K).

Demostracidon. Las inclusiones D de izquierda a derecha son claras.
Supongamos que ¢ € (B(H,IC), SOT)/. Entonces existen hy,...,h, € H

tales que |o(T)| < 37 || Th;||. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se
tiene entonces

(T < v/ | Y IThi|2 = v/nl|[(Thy, ..., Thy)lcr, (1)
j=1

Sean Lo :={(Th1,..., Thy): TeB(H,K)} <K"y:Ly— C tal que
W(Thy, ..., Thy) :=@(T). Por (1) ¢ es una funcional lineal bien definida
y acotada. Entonces (Riesz) existe (ki,...,k,) € L := Lo tal que

o(T)=y(Thy, ..., Thy)={((Thy,..., Thyp), (ki,..., kn)>:ZJ'-':1<Thj, k).

En consecuencia ¢ = > 71 ¢h, k-
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Corolario

Si X C B(H, K) es convexo, entonces

SO

X T _ YWOT.

Luego un subconjunto convexo C de B(H,K) es SOT cerrado sii es WOT
cerrado. En particular (B(%, K), SOT) y (B(H,IC), WOT) tienen los
mismos subespacios cerrados.

| A

Demostracion.

Teniendo en cuenta la Proposicidn previa, el resultado es apenas una
consecuencia conocida del teorema de Hahn-Banach, segtin la cual la
clausura de un conjunto convexo de un espacio de Banach E es la
interseccidén de los semiespacios cerrados que lo contienen, y como tales
semiespacios sélo dependen de las funcionales lineales continuas en E,
entonces dichas clausuras quedan determinadas por E’. [

v
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Representaciones

Una representacion de una x-algebra A en un espacio de Hilbert H es un
homomorfismo de *-dlgebras m : A — B(H).

o El espacio esencial de T es Hess := Span{m(a): a€ A& € H}.
o El espacio nulo de m es N(m) := Mea ker m(a).

o Se dice que T es no degenerada Si Hess = H.

v
Proposicién

Se tiene H = Hess © N(7), 0 sea que N(7) = Hz,. Luego T es no
degenerada sii N(m) = 0.

Demostracion. h e N(n) <= w(a)h=0Vac A < (m(a)h, k) =
OVac A kcH < (hr(a")k)=0Vac A kcH «— hecHL.

Definicidon

Se dice que K C H es m—invariante sim(a){ € KVae A, £ € K. El
reticulado de subespacios invariantes cerrados de 7 serd denotado Lat(r).
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Proposicién
Si K € Lat(w), entonces K+ € Lat(7).

Demostracion.

Seanac A £ € Kynekt. Como K es m-invariante se tiene:

0= (m(a)s,m = (w(a)*&, m) = (€, w(a)n),
de donde m(a)n L &, de modo que 7(a)n € K+. O

Sean K < H y P = P € B(H) la proyeccion ortogonal de H sobre K.
Entonces K es m-invariante sii Pm(a) = w(a)P, Va € A.

W
Demostracion.

Si KC, y por lo tanto K, son m-invariantes, dado & € H se tiene
w(a)P¢ = Pr(a)PE + (Id — P)m(a)P¢ = Pw(a)Pg, de modo que
m(a)P = Pn(a)P Va € A. Tomando adjuntos se concluye que

Pr(a) = Pr(a)P = w(a)P Va € A. Luego Pr(a) = w(a)P, Va € A. El

reciproco es evidente. ] ]
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Proposicién

Si (uy) es una unidad aproximada de A, entonces T(uy) — Pess €n la
topologia SOT, donde Pess es la proyeccion ortogonal de H en Hess. En
consecuencia m es no degenerada sii SOT — limy w(uy) = ldy.

v
Demostracidn.

Como Hess €s m-invariante, se tiene Pessm(a) = m(a)Pess Va € A. Luego si
ac Ay & e H, entonces

m(a)¢ = limy m(ura)§ = limy m(ux)m(a)¢,
de donde 1 = limy 7(ux)n, VN € Hess- Y como Pegs(a) = 7(a) Pess Va:
Pess& =1imy (U ) Pess€ = 1M PessT(U) )€ = Pess limy m(uy )€ =1imy m(uy)E.
Esto muestra que SOT — limy 7(uy) = Pess. Ahora la dltima afirmacién

sigue inmediatamente. O

v

Observacién

En particular, si A tiene unidad, entonces (1) es la proyeccion ortogonal
de H sobre Hess. Luego 7 es no degenerada si y sélo si (1) = Idy,.
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Sumas directas

Definicién (Suma directa de representaciones)

Sea m; : A — B(H,;) una representacion de A, Vi € |, y sea H := @i/ H;
la suma directa de los espacios de Hilbert H;. Entonces
7= ®jeym; : A— B(H) se define como:

(m(a)h)(i) = mi(a)(h(i)), Yac€ A, he H, i€ l.
Se dice que la representacion m : A — B(H) es ciclica si existe £ € H tal
que (A), = H. En ese caso se dice que & es un vector ciclico para 7.

v

Definicion

Se dice que m es reducible si existe un subespacio cerrado K
m-invariante, con 0 # K # H. En caso contrario se dice que T es
1rreducible.

v

Notar que 7 es irreducible sii todo vector no nulo £ € H es ciclico para .
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Subrepresentaciones

Supongamos que K € Lat(n), y sea Q : H — K la proyeccién ortogonal de
H sobre K. Definamos 7(X) : A — B(K) como 7(¥)(a) = Qn(a):, donde
t: K < H es la inclusién canénica. Es decir 7(%)(a)(k) = m(a)k, Vk € K.
Como 1t = Q*, Q*Q = P,?, y QRQ* = Ildx, se tiene

78 (a)n ) (b) = Qm(a) Q" Q7 (b) Q* = Qm(a) PY¥n(b) Q" = Qm(a)m(b) Q"
= Qn(ab)@* = n(K)(ab), 'y
) (a) = Qn(a)Q" = Qn(a) Q" = (Qn(2)Q") = nM(a)"

En otras palabras 7(X) : A — B(K) es una representacién de A.

Definicion

La representacion 7)1 A — B(K) es la subrepresentacién de m obtenida
por compresion de w al subespacio invariante K.

Por ejemplo cada sumando directo 7; de la suma directa m = @j¢/m; se

puede ver como una subrepresentacién de 7.
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Proposicién

Sean m: A — B(H) una representacién y K un subespacio w-invariante.
L
Entonces m = 7(K) @ 7(K™),

v
Demostracion.

Si & = & + &L en la descomposicion H = K @ K+ y a € A, entonces
m(a)¢ = m(a)éx + m(a)écr = (@) + 7N (a)éc

Ol

V.
Corolario

Sim: A— B(H) es de dimensidn finita (o sea dimH < o), entonces 7 es
suma directa de representaciones irreducibles.

v

Definicidon

Sim: A— B(H) es una representacién, entonces w(*ess) se llama parte
no degenerada de T.

.

Notar que, por la Proposicién anterior, 7 = 7(*e) @ 0, donde 0 es la

representacién nula en N(r).
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Operadores de intercambio y conmutantes.

Definicidon

Seanm: A— B(H) y ' : A— B(H') representaciones de A. Se dice que
T € B(H,H') es un operador de intercambio si

Trn(a)=7'(a)T, VaeA.

Pondremos T : 7w — 7' y Z(m,n') :={T : 7 — «'}.

Si T es unitario diremos que 7w y 7' son unitariamente equivalentes.
Sit =7’ se escribe w(A)' en lugar de Z(w, "), y se dice que w(A)’ es el
conmutante de m(A).

Proposicién

Si T € Z(w,n"), entonces T (Lat(w)) C Lat(n’). En particular siw y 7’ son
unitariamente equivalentes, entonces sus reticulados de subespacios
invariantes son isomorfos.

Demostracion. Sean K € Lat(w), y n € T(K), digamos n = T¢, con

¢ € K. Entonces 7'(a)n = n'(a) T = Tw(a)é € T(K). Luego

T(K) € Lat(n’). La dltima afirmacidn sigue directamente de la primera.
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Corolario

Sean 7 y ' representaciones unitariamente equivalentes. Entonces T es
irreducible sii 7' lo es.

|

Proposicién

I(m, ") :={T : m — «'} es un subespacio WO T-cerrado de B(H,H'), y el
mapa T — T* es un isomorfismo antilineal entre B(H,H') y B(H',H). En
particular el conmutante w(A) es una C*-dlgebra WOT cerrada de B(H).

Demostracién. Si T; WeT T, con TieZ(mn), E€eH, neK, a€ A

(Tm(a)¢,n) = lim{Tim(a)§, n) = lim;(7’'(a) T:&, n)
= (T¢,'(a%)n) = (7'(a) TE, ).
Entonces Tn(a) = 7/(a). Para la segunda afirmacién, tomando adjuntos:

Trn(a)=7'(a)TVae A < =(b)T* = T*r(b) Vb € A.

Es inmediato verificar que si 7 AP y 3 7/ entonces 7 2% 7" (de
hecho las representaciones forman una categoria con los operadores de
intercambio como morfismos). En particular Z(7, ) es cerrado bajo la
operacién ternaria (R,S, T) — RS*T.
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Notar que si 7 : A— B(H) y P € B(H) es una proyeccién ortogonal,
entonces P € m(A) <= P(H) € Lat(x). Por lo tanto las
subrepresentaciones de 7 estan en biyeccién con las proyecciones
pertenecientes a 7(A)’. En particular 7 es irreducible si y sélo si 7(A)
tiene proyecciones no triviales.

" no

Proposicién
Toda representacion no degenerada es (unitariamente equivalente a una)
suma directa de representaciones ciclicas.

Demostracion.

Sea 7 : A — B(#) una representacién. Sea C la coleccién de familias
{H;i}ies de subespacios dos a dos ortogonales de H vy tales que H; es
m-invariante y (") es ciclica. Ordenamos C por inclusién. Una aplicacién
estandar del Lema de Zorn muestra que C tiene un elemento maximal

{H,}jes. Si > jc,H; no fuera denso en H, entonces existiria 0 # { L H;

Vj, y entonces {m(A){} U {H;}jcs € C serfa mayor estrictamente que un
elemento maximal de C, lo cual es absurdo. Luego es m = @jeJW(HJ’). O

| \

v
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Representaciones de C*-algebras conmutativas (I).

Sea A = (p(X) una C*-dlgebra conmutativa, y supongamos que ( es una
medida positiva de Borel regular en X. Para cada a € A, sea
M, : L2(u) — L?(u) tal que

M,(f)(x) = a(x)f(x), Vf € L*(p).
Entonces
IMa(Fll2 = [ IMa(F)Pdp = [x [a(x)?][F(x)[Pdp
< llallZ Jx [F(x)2dp = JallZ 1113,
y por lo tanto ||M,|| < ||al|co. Luego M, € B(L?(x)). Es claro que

Maatgp = M, + BMp, que Map = MMy, (y que My = Id si X es
compacto). Por tltimo, si f, g € L2(p):

(My(F). &) = /X (af)gdp = /X F(38)dn = (F. M3 (g)).

Entonces M5 = M, y por lo tanto M : A — B(L?(u)) tal que a + M, es
una representacion de A. Es no degenerada:
feN(r) <= af =0 ctp[u]Va € G(X) < =0 ctp[u].
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C*-dlgebras de grupos discretos.

Definicidon

Una representacion unitaria de un grupo discreto G en el espacio de
Hilbert H es un homomorfismo de grupos p : G — U(H), donde U(H) es
el grupo de operadores unitarios de H.

Sea G un grupo discreto, y sea £2(G) = L?(G, x), donde & es la medida de
conteo. Es decir £2(G) = {x: G = C: Y, |x(t)]? < o0}. El espacio
72(G) es un espacio de Hilbert, con el producto interno dado por

(x,y) =D x(t)y(t).

teG

El siguiente mapa: A: G — B(f?(G)), donde A\;x(s) = x(t71s), es
t — )\t
una representacién unitaria de G en (?(G):
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(1) Ae =Id (e es la unidad de G).
(2) Ay Ae, = Ayyr,, para todos t1,t, € G, pues si x € £(G) y s € G:
A (AeX)(5) = Aex(t71s) =x(t 7 1s) =x((t122) 71s) = (A1, X)()-
(3) At es una isometria:
IAex3=3 e Aex(s)P=2e IX(E8) P =20 e IX(N)1 = [Ix13.
(4) At es unitario:
AtA—1 = Ag—1 = Ae = Id = Ae = Ap—1; = As—1 ;. Entonces A\ = )\fl
y €s unitario.
Por lo tanto A : G — U(¢%(G)) es una representacién unitaria de G. Se
llama representacion regular izquierda de G.
Sea CG :={a: G — C tal que a tiene soporte finito}. El conjunto

{6¢}tec, donde 6¢(s) = ¢ 5, es una base para CG. Entonces
a=73 ,ca(t)d:, Yaec CG.
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En CG se define un producto extendiendo por bilinealidad el producto de
G:si a,b € CG, entonces

ab=(>_a(r)s;)(Y_b(s)ds) = > a(t)b(s)ds.

reG seG r,seG

Luego
ab(t)= Y a(r)b(s)ds(t)= > a(r)b(s)=> a(r)b(r 't),

rseG {r,seG:rs=t} reG

de manera que ab =", (3,c¢ a(r)b(r~1t)) be.
Cldsicamente se escribe a * b en lugar de ab, y a este producto se lo llama

convolucion de a'y b.
También se define en CG una involucién, que extiende a la inversién del
grupo por antilinealidad: si a = ", a(t)d; € CG, entonces

at = Zﬁétq = Z a(t=1)d;.

teG teG

Es decir a*(t) = a(t™1).
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Con estas operaciones CG se torna una *-algebra compleja, que ademas
tiene unidad: Je.

Extendiendo por linealidad la representacidn unitaria A se obtiene un mapa
-también llamado \- sobre la x-dlgebra CG dado por:

A:CG — B(2(G))
ZtEG at(St — ZtEG at)\t.

Como X : G — U(L?*(G)) es un homomorfismo de grupos, entonces
A : CG — B(#?(G)) es un homomorfismo de *-dlgebras. Sean a € CG,
x € 1?(G) y s € G; entonces:

Ma)x(s) = (Z a(t))\t> x(s) = a(t)(Aex)(s) = > a(t)x(t7's).

teG teG teG

Es decir que A\(a)x = a * x para todo x € £?(G). Si A(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = A\(a)de = a * 5 = a, de
donde sigue que \ es inyectivo. Conclusién: A : CG — U(¢?(G)) es un
*-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.
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Definicion

Si G es un grupo discreto, la C*~dlgebra reducida de G es

C*(G) := M\(CG) C B(£%(G)).

Si u: G — U(H) es una representacién unitaria de G en H, el mismo tipo
de célculos que hicimos anteriormente para la representacion regular
izquierda A lo podemos hacer también para u, y obtenemos una
representacion unital m, : CG — U(H), tal que m,(a) = >, a(t)u:.
Nétese que

Ira(a)ll =11 a()uel < > la(e) fluell = Y la(2)] = Jalls.

teG teG teG

Por lo tanto

llall1>lall . :==sup{||mu(a)|| : u es una representacién unitaria de G}.
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Entonces || ||, es una C*-norma en CG, mayor o igual a || ||, la C*-norma
proveniente de la C*-dlgebra reducida.

Definicidon

Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra plena de G esla
completacion de CG con repecto a || ||,

Notese que u — 7, es una biyeccidon entre las representaciones unitarias de
G vy las representaciones no degeneradas de C*(G); la inversa esta dada
por T — ug, tal que ur(t) := 7(d;).

Como || ||r < || ||4, el mapa identidad id : CG — CG se extiende por
continuidad a un homomorfismo sobreyectivo C*(G) — C;(G) (también
es denotado por \), y por lo tanto C}(G) es un cociente de C*(G).

En general C*(G) y C}(G) pueden ser objetos muy diferentes. Por
ejemplo, se puede probar que C(F2) es simple (no tiene ideales no
triviales). Mientras tanto C*(IF,) estd lleno de ideales no triviales. En
efecto, como F5 es el grupo libre en dos generadores g1 y g», dar una
representacién u de [Fo en H equivale a dar un par de operadores unitarios
Ui, U, € B(H) y establecer u(g;i) := U;.
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Por ejemplo para cada n podemos tomar la matriz, digamos V/,,, asociada

a la permutacién e; — ej11 si i < n, e, — ey:

0

y definir: u(")(g1) = Id,, u{"(g>) = V,,. Entonces
7, (C*(F2)) = 27:1 CV4, que tiene dimensién n porque {V},

1

es |.i. Luego ker (n # ker m,m) si n # m.

0

., vm

El homomorfismo X en general no es inyectivo. Cuando si lo es, y por lo

tanto C*(G) = C(G), se dice que el grupo G es promediable

(¢ ‘amenable’’). Los grupos compactos y los abelianos son ejemplos de
grupos promediables. Y el ejemplo que acabamos de ver muestra que >

no es promediable.
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