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Unidades aproximadas
Si A es una C*-dlgebra, se dice que una red (uy)xen es una unidad
aproximada para A si:
(a) ux € Ay y|lun|| <1, para todo A € A.
(b) Si A <N, entonces uy < uy.
(c) limy uya=a=Iimyauy, Va € A.
(1) En Go(R), consideremos (up) dada por:
1

Entonces ||uy|| =1, up >0,y
/—n n\ (up) es una unidad aproxima-

—(n+1) (n+1) daparala C*-dlgebra Go(R).
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(2) Si H es un espacio de Hilbert y ur es la proyeccién ortogonal de H
sobre F, donde F € F:={F <H: dimF < oo} (F ordenado con el
orden natural), entonces (ug)fFcr es una unidad aproximada para K.

(3) Sea be Ay, b#0, y sea C*(b) la C*-lgebra generada por b en A. Si
f :]0,00) — [0,1) esta dada por f(t) = 115, definamos b, := f(nb).
Entonces (b,) es una unidad aproximada para C*(b).

Teorema

Toda C*-dlgebra A posee una unidad aproximada. Mds precisamente, si
A= B(0,1)N AL, y B una x-subdlgebra densa en A tal que

(1) b(1+b)"teBVYbe BNA,.

(2) b(1—-b)"t e BYbNBNA.

Sea (ux)resna tal que uy = A para todo A € BN A.
Entonces (uy)aeBna €s una unidad aproximada para A.

|

Proposicién

Si A es una C*-dlgebra separable, existe (up)n>1 tal que (up) es una
unidad aproximada para A.
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|deales y cocientes

Proposicién

Si | es un x-ideal denso en A, entonces A tiene una unidad aproximada
contenida en |.

Proposicién

Si L es un ideal izquierdo en una C*-dlgebra A (no necesariamente
cerrado), entonces L contiene una red (uy) C L, creciente y contenida en
A=A, N B(0,1), tal que limy auy = a para todo a € L.

Teorema (Segal, 1949)

Sea J un ideal bilateral cerrado en la C*-dlgebra A. Entonces J = J*.
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Lema

Sean L un ideal izquierdo cerrado en A, y (uy) una red como en la
Proposicion anterior. Entonces para todo a € A se tiene

d(a,L) =inf{|la—x||: xe L} = If)r\n lla — auy||.

Demostracioén.
Es claro que o = inf{||]a — x| : x € L} <lim|la — au,||, pues auy € L, V.
Dado € > 0 sea x € L tal que [[a— x|| < a+ 5, y sea Ao tal que

| x — xux|| < 5 para todo A > Ag. Como [[uy|| <1y uy >0, se tiene
o(uy) €10,1] y o(1 — uy) € [0,1]. Luego ||1 — uy]| < 1. Entonces

lla — aux|| = ||la — x + x — xuy + xuy — auy||
< a = x) — (a = x)unll + lIx — xtal] < fla = xl[12 = ]| + £
Por lo tanto ||a — auy|| < a + ¢ para todo A > g, y entonces
a < lim|la — auy|| < lim|la — auy|| < a +¢,

para todo € > 0. En consecuencia o = lim ||a — au, ||. O
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Ejemplo

Sean A= C[0,1] y L = Cp(0,1). Entonces L <1 A. Consideremos la unidad
aproximada (up)n>1 del ideal L dada por:

Sia € A, se tiene

lim aun(t) = 0 =02
n M2 a(t) st e (0,1).

Entonces ||a — auy|| converge pero auy no.

Corolario
(a) Sil<J <A, con |, J cerrados, entonces | <1 A.

(b) Sil,J <1 A cerrados, entonces | N J :_I_J ={xy: xel,yeJ} (es
posible probar que, de hecho, es IJ = 1J).

\
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Demostracién.
(a) Sean a€ A, x € I, y sea (uy) una unidad aproximada de J. Entonces

ax = If)r\n uy(ax) = Il'/r\n(u)\a)x el,

porque uya € Jy x € . Como | es cerrado, se tiene que ax € /.

(b) Claramente IJ C I N J. Como I N J es cerrado se tiene IJ C I N J.
Sean ahora x € INJ, y (uy) una unidad aproximada de /N J. Entonces

X = If)r\nqu e lJ,

porque x € | 'y uy € J. Entonces I N J C 1J.
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Teorema (Segal, 1949)

A

Si | <1 A, cerrado. Entonces 5 es una C*-dlgebra (con la norma cociente).

Demostracidn.

Ya sabemos que é es una *-algebra de Banach. Sélo falta mostrar que

la-+1||?>=||(a+1)*(a+ 1)|| para todo a € A. De hecho es suficiente
probar que |[a+ /|| < ||[(a+ 1)*(a+ 1)||, porque la otra desigualdad es

inmediata (||[(a+1)*(a+ 1| < |[(a+1)*|[la+ ]| = ||a+1]|?). Sea (uy) una
unidad aproximada para /. Vimos que ||a + /||? = lim}, ||a — auy||?. Ahora:

la = aux||? = ||(a — aux)*(a — aun)|| = [I(1 — un)a"a(l — )|

< |11 — up|l||a*a — a*auy|| < ||a*a — a*auy]|.

Entonces:
o+ = lim | a—au||2 < lim [la*a—a*auy|| = |la*a+1]| = l[(a-+1)*(a+1)]|
D)
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Teorema

Sea ¢ : A — B un homomorfismo entre las C*-dlgebras A y B. Entonces
®(A) es cerrado en B, Y por lo tanto es una C*-dlgebra. Ademads existe un

tinico homomorfismo ¢ : ker 3 B tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—?.B
A
ker ¢

El mapa <;~5 es un homomorfismo isométrico de C*-dlgebras.

2 |
A\

Demostracién

La existencia, unicidad e inyectividad del mapa ¢ sigue del resultado
analogo para algebras. Ademads, como ker ¢ es un ideal cerrado de A, se
tiene que @ es una C*-algebra. Entonces ¢ es isométrico, pues es

inyectivo. Luego ¢ (ﬁ) = ¢ o m(A) = ¢(A) es cerrado en B. O
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Sean A una C*-dlgebra, | <t A (cerrado) y B una C*-subdlgebra de A.
Entonces B + | es cerrado en A (y por lo tanto C*-dlgebra). Ademds

B _B+I
Bl I

V.
Demostracidn.

Sea ¢ : B — A/l dado por la conmutatividad del diagrama que sigue:

Como 7 es un homomorfismo, m(B) debe ser cerrado,
y por lo tanto B+/ = 7~ 1(7(B)) también es cerrado.

B\ A Por otro lado, ker¢ = BN I, y por lo tanto

m L]
¢ l B 7 Yn(B)) B+

A — g = pr— pr— .

7 Bny - /B =m(8) I I

A\
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Sea A = (y(X), donde X es un espacio de Hausdorff localmente
compacto. Sean 7 la topologia de X, e indiquemos por Z(A) = {/ : | < A}
el reticulado de ideales de A. Si V' € 7, podemos identificar la C*-3lgebra
Co(V) con el ideal Iy :={a€ A: a(x) =0si x ¢ V}. Reciprocamente, si
| <1 A, entonces el conjunto V! :={x € X : Ja € |:a(x)#0} es
obviamente abierto.

Teorema

Los mapas Z(A) — 7 y T — IZ(A) son mutuamente inversos, y
| —s V! Vi—ly
son isomorfismos de reticulados.

Demostracion. Supongamos que U y V son elementos de 7, con
V\U#D.Sixe V\ U, entonces existe a € A tal que a(x) =1, a(y) =0
siy ¢ V. Entonces a € Iy \ Iy, lo que muestra que el mapa V — Iy es
inyectivo. También preserva el orden, pues si U C V/, entonces claramente
Iy Cly.
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Supongamos que | <A, ysea J := Iy = CG(V!). Siaclyx¢ V/,
entonces a(x) = 0, y por lo tanto a € /,,;. Ahora, I visto dentro de Co(V')
es una subdlgebra autoadjunta, cerrada y que no se anula en V/. Sean
x,y € V! ysea ac |/ tal que a(x) # 0. Segiin el lema de Urysohn existe
b € A tal que b(x) =1, b(y) = 0. Pero entonces ¢ = ab € /,

c(x) # 0= c(y), y por lo tanto / separa puntos de V!. Entonces | = I
por el teorema de Stone-Weierstrass. Por lo tanto el mapa V +— [\, es una
biyeccién que preserva el orden, y cuyo inverso es | — V!, que claramente
preserva el orden también. Finalmente, obsérvese que si V € 7, entonces

Co(X)
Co(V)

En efecto, basta notar que la restriccién ¢ : Co(X) — Co(X\ V), dada por
ar>a,,, ¢ es un homomorfismo sobreyectivo cuyo niicleo es Co(V).
Luego podemos pensar los cerrados de X como los cocientes de Co(X).
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Subalgebras hereditarias

Sean A = M3(C), y considérense las siguientes C*-subdlgebras de A:

A0 O * x 0
B:{(O)\O rAeC y C:= x * 0
0 0 X 0 0O
1 00
Sip=1(0 0 O) , entonces 0 < p< 1€ B,y p¢ B. Mientras tanto, si
0 0O
ce Cq,y0<a<c, entonces necesariamente a € C:

[(ax, y)[* < (ax,x)(ay,y) < (ex, x)(cy,y),

de donde ker a C ker ¢, y en particular a(e3) = 0, lo que implica que a € C.

Definicidon

Sea B una C*-subdlgebra de la C*-dlgebra A. Se dice que B es hereditaria
enAsi0<a<be B, implicaac B.
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Ejemplo

p-Ap ptApt
conjunto pAp es una C*-subdlgebra de A. Ademds es hereditaria en A: si
0 < a < pbp, entonces

1
Seanp:p*peA,pr:zl—p.SetieneA%(pAp PAP ).El

0 < ptap" < ptpbppt =0,

de donde ptapt =0, es decir (va(1 — p))*\/E(l —p) =0. Luego es
v/a(l — p) = 0 y entonces a(1 — p) = 0, es decir, a = ap. Como a = a*, se
deduce que pa = a = ap, de modo que a = pap € pAp.

v

Si en el ejemplo anterior definimos L := Ap, entonces L es un ideal
izquierdo cerrado de A, y pAp = LN L*. Mas en general se tiene:
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Proposicién

O Si L C A es un ideal izquierdo cerrado, entonces L N L* es una
subalgebra hereditaria de A.

@ Si B es una subdlgebra hereditaria de A, entonces
L(B) :={a€ A: a*a € B} es un ideal izquierdo cerrado de A.

Ademads las correspondencias anteriores son inversas entre si, es decir:

LB)NLB)Y*=B y LLNL)=L

Demostracion.
© Supongamos que 0 < a<b,ac A beLNL* ysea(uy) CLNA tal
que xuy — x Vx € L. Entonces:

0 S (]. — u,\)a(l — U)\) S (1 — U)\)b(]. — U)\),
11— u)a(l — un)l| < (L — ur)b(L — ),
Iva(l — un)? < [VB(L — w2 0,

de donde /a = limy \/auy, y por lo tanto /a = limy uy a € L. Como

a=a*, entonces a € LNL".
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@ L(B) es cerrado: es preimagen de un cerrado por una funcién
continua. Es un ideal a izquierda: si a € A, b,c € L(B):

(b+c)*(b+c) < (b+c)*(b+c)+(b—c)*(b—c) =2(b*b+c*c) € B,
(ab)*(ab) = b*a*ab < b*[la*al[b = [a|b*b € B,
de donde (b+ ¢)*(b+ ¢) y (ab)*(ab) € B porque B es hereditaria.

Es claro que B C L(B), asi que B C L(B) N L(B)*. Reciprocamente, sea
a € L(B)N L(B)* positivo. Entonces a'/? € L(B), y por lo tanto
a = (a'/?)*a'/? € B. Entonces B = L(B) N L(B)* porque toda C*-4lgebra
estd linealmente generada por sus elementos positivos.
Ahora sean L un ideal izquierdo cerradoy B = LN L*. Si x € L(B),
entonces x*x € B. Tomando una unidad aproximada (uy) para B, y
observando que xuy € L V), se concluye que x € L, porque L es cerrado, y:
* * A
I = >l = [I(1 = un)x*x(1 = up) | < [[x*x(1 = up)[| = 0.

Y finalmente, si x € L, entonces x*x € LN L* = B, o sea que x € L(B).
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Teorema

Sea B una C*-subdlgebra. Entonces B es hereditaria en A si y sélo si
BAB C B.

|

Demostracidn.

Si B = LN L* L ideal izquierdo cerrado (y entonces L* ideal derecho). Se
tiene BAB C B, porque si b1, by € B, a € A, entonces

biaby, = (bla)bz = bl(abz) elLnNL*=B.

Reciprocamente, supongamos que BAB C B, ysea0 < a< b, con b€ B.
Si (uy) es una unidad aproximada para B, entonces:

0 < (1—un)a(l—uy) < (1—un)b(l—uy),
11— un)a(l — w)l < (1 — w)b(L — w)],
Iva(l — un)[I? < [IVB(L — w)|2 2 o,

de donde /a = limy y/auy, y por lo tanto \/a = limy uy+/a. Luego
a = limy uyauy € BAB C B, lo que muestra que B es hereditaria. []

.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 17 /21



Corolario

Todo ideal bilateral cerrado es una C*-subdlgebra hereditaria.

Corolario

En una C*-3lgebra conmutativa coinciden las nociones de ideal bilateral,
ideal a izquierda, ideal a derecha, y de subalgebra hereditaria.

Corolario

Sib € Ay, entonces la menor subdlgebra hereditaria de A que contiene a b
es Her(b) := bAb, que corresponde al ideal izquierdo Ab generado por b
(y por lo tanto Her(b) = AbN Ab" = AbN bA).

v
- ey

Se dice que una C*-3lgebra es o-unital si posee una unidad aproximada
numerable. Por ejemplo, toda C*-dlgebra separable es o-unital.

v

Teorema

Si B es una C*-subdlgebra o-unital de A, entonces B es hereditaria sii
existe un elemento positivo b € A tal que B = Her(b).
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Demostracion.

Si (up) es una unidad aproximada numerable de la subélgebra hereditaria
B, definamos b:= )" ., 5% € B. Luego Her(b) C B. Como

0 < up, < 2"b € Her(b), se tiene que u, € Her(b) Vn. Luego si b’ € B:

b’ = limp upb'u, € Her(b). El reciproco es parte del Corolario previo. O

Si &, n son vectores de un espacio de Hilbert H, sea 0¢, : H — H dado por
¢ n(C) = (¢, m)&. Entonces ¢, es un operador de rango 1 (si § # 0 # n),
y genera linealmente a la x-3dlgebra de operadores de rango finito, que es
densa en K. Si D es denso en H, entonces la coleccién de sumas finitas de
operadores f¢ ¢ (con £,& € D) es un subconjunto denso en K.

Ejemplo
SiH es un espacio de Hilbert, entonces K = Her(a) para algiin a € K sii
‘H es separable. Si H es separable, entonces K es o-unital, pues es
separable también. Si H no es separable y a € K, entonces aH es
separable, y por lo tanto (aH)* # 0. Luego se puede tomar & L aH, con

€]l = 1. Entonces 6¢ ¢ ¢ aB(H)a, pues O (&) = € L bH, Vb € aB(H)a.

v
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Teorema

Sean B una C*-subdlgebra hereditaria de A, y J un ideal de B. Entonces
existe un ideal | de A tal que J=BnN|.

|

Demostracion.
Sea | = AJA :=3Span{axa’ : a,a’ € A,x € J}. Luego | <A, y JC BNI.
Si BN 1y (uy) es unidad aproximada de BN/, es x = limy uyxuy € BIB.
Por dltimo: BIB = BAJAB = BA(BJB)AB = (BAB)J(BAB) C BJB = J,
de modo que J = BN/ = BIB. O

A
€
LL* = ABA

L/ZZT:J;\L*
T~ _—

LnL*=B
E
J
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Definicidn
Se dice que una C*-3lgebra A es simple si sus tnicos ideales son 0 y A.

Corolario
Una C*-subdlgebra hereditaria de una C*-dlgebra simple también es simple.

Observacién

El corolario anterior no es cierto en general si la subalgebra no es
hereditaria. Por ejemplo K es simple (ejercicio), perosi§ L n € H,
entonces A := Cl¢ ¢ + C#,,,, es una C*-subalgebra de K que no es simple:
0 ;é (Ctgé"’g < A.
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