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Cono positivo de una C*-algebra

Sean A una C*-dlgebra y a € A. Se dice que a es positivo (a € Ay) si a es
autoadjunto y o(a) C [0, 00).

v
Teorema

Sea a € A un elemento positivo. Entonces existe un tnico b € A, tal que
b? = a.

A,

Teorema
Ay es un cono cerrado en A.
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Definicidon

Sean a,b € A. Se dice que a< b (o b>a)sib—ac A,. Esta relacion es
un orden parcial en A. En general este orden se considera sélo sobre As,.

Proposicién

Sea a € As,. Entonces existen unicos a,a_ € A4 talesquea=ay —a_y

aya_ =0=a_a; (notar que aa_ = —a®> = a_a, aay = a3 = a,a).

Teorema

Si a € A entonces a*a € Ay.
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Teorema

Sea A una C*-dlgebra. Entonces

(a) Ax ={a*a: ac A}.

(b) Sia,b,c € Aya<b. Entonces c*ac < c*bc.
(c) Si0 < a<b, entonces ||a|| < ||b].
(d)

d) Sile Ay0<a<bconac€ Inv(A), entonces b € Inv(A) y
0<bhbl<al

Demostracién.

(a) Ya lo vimos.

(b) Como a < b, existe d € A tal que b— a = d*d € A.. Entonces
c*bc — c*ac = c*(b — a)c = c¢*d*dc = (dc)*dc € A;.

(c) Podemos suponer que 1 € A. Entonces ||b|| — b € Ass y
o([|bll = b) = |[b]| = o(b) < [0, [|b]]]. Luego [[b] — b € Ay y por lo
tanto b < ||b||. Entonces se tiene que a < b < ||b||, de manera que
o(a) C [0, ||b]|]. Sigue de esto que ||a|| = r(a) < ||b]|, y por lo tanto
lall < [Ib]-
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(d) Siaelnv(A)N Ay, entonces a1 € A, porque es autoadjunto y
o(al) = {% A € o(a)}. Como a < b se tiene

-

1=a 2aa

N
N

1
< a 2ba”

Entonces 1 < a~2ba 2. Luego a"iba i€ Inv(A), y b € Inv(A).
Por otro lado, si 1 < ¢, se tiene

1 1 1 1
c =c 2lc2<c2cc2=1,

1
asi que ¢! < 1. Entonces (a2ba~2)"1 < 1, es decir a2b~ta2 < 1.
1 1 1 1 1
Luego a"zarbhlaza: < a 2la 2,y porlotanto b~ < a~
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Unidades aproximadas

Definicidon

Sea A un &lgebra de Banach. Se dice que una red (uy)aex C A es una
unidad aproximada para A si limy uya = a = lim) auy, para todo a € A (en
general se pide también que (ux)xen esté acotado).

Definicidon

Si A es una C*-dlgebra, se dice que una red (uy)xen €s una unidad
aproximada para A si:

(a) ux € Ay y|lun|| <1, para todo X € A.
(b) Si A< N, entonces uy < uy.

(c) limy uya=a=1imy auy, Va € A.
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EEwes

(1) Sea A= Li(R) con |a||; = \/%IR |a(t)|dt. Sea up, dada por:
nv2m

Entonces ||unll1 = 1y (Un)n>1
es una unidad aproximada para
la *-algebra de Banach L}(R).

11
n n

(2) En Go(R), consideremos (up,) dada por:
1

Entonces ||uy|| =1, u, >0,y
/—n n\ (un) es una unidad aproxima-

—(n+1) (n+ 1) daparala C*-dlgebra Go(R).
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(3) Sea K el espacio de operadores compactos sobre un espacio de
Hilbert 7. Consideremos F := {F < H : dimF < oo} con el orden
natural. Definimos ug := proyeccién ortogonal de H sobre F. Veamos
que (ur)Fer es una unidad aproximada para K.

(a) ur = uf,ur € K. Ademas ||ug|| =1 si F #0.

(b) Si F1 < F, entonces uf, — ur, = up,oF, € Ky (RO Fri= RN F)

(c) Se tiene limg ug(€) = £ para todo £ € H. Supongamos que a € K.
Entonces a(B(0,1)) es totalmente acotado. Dado & > 0 tomemos una
e-red {n1,...,m,} en a(B(0,1)), y sea F. := span{ny,...,n,}. Entonces
u(n;))=mnjsi F2 F.yj=1,...,n Dado & € B(0,1), sea n; tal que
lla(€) — nj|l < e. Entonces si F D F.:

I(ura — a)¢]| = llura(§) — a(E)]l < [lura(§) — nill + [lnj — a(é)l
< lurlllla(€) = mill + lInj — a()Il < 2,

de donde ||ura — a|| < & para todo F > F.. Luego ura — aen K, y
también upa* — a* en K. Entonces (ura*)* — (a*)*, es decir aup — a.
Notese que la demostracidn anterior prueba que la x-dlgebra F de los
operadores de rango finito es densa en K.
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(4) Seabe Ay, b#0, ysea C*(b) la C*—élgebra generada por b en A. Si
f :[0,00) — [0,1) estd dada por f(t) = 15, definamos b, := f(nb).
Entonces (b,) es una unidad aproximada para C*(b). Para verlo basta
mostrar que ||bb, — b|| —, 0, porque b es un generador. Ahora:
bb, — b = g,,(b), donde gp(t) = tf(nt) —t, o sea
gn(t) = tohs — t = t(—155;) = — 13 Entonces

B B _ ot r(b)
16bn = bll = llgn(b)| = r(ga(b)) = méx T=—0 = T )

Teorema

Toda C*-dlgebra A posee una unidad aproximada. Mds precisamente, sean
A= B(0,1)N Ay, y B una x-subdlgebra densa en A tal que

(1) b(1+b)"teBVYbe BNA,.

(2) b(1—b)"te BYbNBNA.

Sea (ux)resna tal que uy = A para todo A € BN A.
Entonces (uy)aeBna €s una unidad aproximada para A.
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Demostracion. Sea f : [0,00) — [0,1) dada por f(t) = %5. La funcién
f es una biyeccién con inversa g : [0,1) — [0, 00) dada por g(s) = ;. Es
claro que f(Ay) C A,y g(A) C A, y como f y g son inversas entre si, se
deduce que f(Ay) =A, y g(N) =A;. Por (1) y (2) es f(BNAL) C BNA
yg(BNA)C BNA;; luego f(BNAL)=BNAyg(BNA)=BnNA;.

Afirmacion 1: EL mapa BN AL\{0} - BNA\ {0} tal que aw f(a)
es una biyeccion con inversa BNA\{0} - BNA;\{0} tal que
ar— g(a), y tanto f como g preservan el orden.

Veamos que f preserva el orden.

@ Si a> 0 entonces 1+ a € Inv(A) es invertible, pues 1 <1+ a.

@ Sia; < ap entonces1+a; <1+ ayen /Z\, de donde
(14+a1) P> (1+ax)7 % yentonces (1+a;) 1 —1>(1+a) ' -1,
yporlotantol — (14+ax) ' >1—(1+ay) %

o Luego ((1 + a) — 1)(1 +a) 1> ((1 +a1) — 1)(1 +a1)7L, de
modo que ax(1+ a2)™! > a1(1 + a1) L. Es decir que f(a2) > f(a1).
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De manera andloga se ve que g preserva el orden. Como g es la inversa de
f, la afirmacién queda probada.

Como BN A;\{0} es un conjunto dirigido, se deduce que B N A\{0}
también lo es. Concretamente, dados by, by € BN A\{0}, sea
d:=f(g(b1) + g(b2)). Entonces d € BNA\{0},y d > b1, d > bs.

Afirmacion 2: (ux)xeanB es una unidad aprozimada para A.

Es claro por construccién que (uy)xeans satisface las propiedades (a) y
(b) que definen las unidades aproximadas. Para ver que también satisface
la propiedad (c), notar que basta probar que uya — a Va € Ay, pues esto
implica también que auy — a Va € A;, y ademds A estd generada
linealmente por A,.

Por otro lado, como B = A, se tiene BN Ay = A, y por lo tanto basta
probar que uyxb — b para todo b € BN Ay. Ahora, dado b € BN A,, sean
C*(b) y (bn) como en el Ejemplo (4), es decir que b, = f(nb) € BNA.
Dado € > 0, sea n, tal que ||bb, — b|| < & ¥n > n., y supongamos que

A € BN A estal que A > b,,_. Entonces:
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16— bun|[* = [1b(1 — ua)[* = |61 — u)2(1 — )2 < [[6(1 — )z
porque o((1 — uA)%) C [0,1]. Entonces
16— bun|* < [1b((1 = ux)2)(6(1 = 1) 2)°| = [1b(1 — )b
Como b, < uy se tienel —uy <1— b,_, y por lo tanto
a(l —uy)a* < a(l — by, )a", para todo a € A.
En particular b(1 — uy)b < b(1 — b,_)b. Entonces
16(1 — ux)bl| < [|b(1 — by )bl < [|b][ |b — by b| < |[blle.

Luego limy buy = b, y la demostracién estd completa.
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Proposicién

Si A es una C*-dlgebra separable, existe (up)n>1 tal que (up) es una
unidad aproximada para A.

Demostracidn.

Sean {ap}n>1 denso en Ay (vy)xea una unidad aproximada para A. Sea

A1 € A tal que [|agvy, — a1]] < 1. Construidos A1, ..., A, sea

Ant1l > A1, ..., Ap tal que ||ajvy,,, — aj]| < ﬁ para todo

Jj=1,...,n+ 1. Entonces, tomando u, := vy,, la sucesién (u,)n>1 €s una
unidad aproximada para A. O
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|deales y cocientes

Proposicién

Si | es un x-ideal denso en A, entonces A tiene una unidad aproximada
contenida en |.

Demostracion.

Se verifica directamente que / un x-ideal en A. Luego x(1+x)~! € [ para
todo x € INA;, y x(1 —x)~! €/ para todo x € I N A, tal que ||x| < 1,
y entonces el resultado sigue del teorema anterior. [

Proposicién

Si L es un ideal izquierdo en una C*-dlgebra A (no necesariamente
cerrado), entonces L contiene una red (uy) C L, creciente y contenida en
A= AL NB(0,1), tal que limy auy = a para todo a € L.
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Demostracién. Es claro que LN L* es una *-subdlgebra de A, densa en
la C*-dlgebra C := LN L*. Se verifica directamente que L y L* son ideales
izquierdo y derecho respectivamente en A, de modo que si
beLNL*NCy entonces b(1+b)telLnl* ysibelLNL*NCyy
|b|| < 1, entonces b(1 — b)~1 € LN L* (ver la demostracién de la
proposicién anterior). Por lo tanto existe una unidad aproximada (u)) de
C contenida en LN L*. Ahora si a € L se tiene:

laux — al* = [[(aux — a)*(aux — a)|| = [|uxa*auy — ura*a — a*auy + a*al|
< |lux||lla*auy — a*al| + ||a*auy — a*a|| < 2||a*auy — a*al| —» 0,

porque (uy) es una unidad aproximada y a*a € LN L*.

Teorema (Segal, 1949)

Sea J un ideal bilateral cerrado en la C*-dlgebra A. Entonces J = J*.

Demostracion. Sea (uy) C J como en la Proposicién previa, y sea
a € J. Entonces limy au) = a. Tomando el adjunto tenemos que
limy uya* = a*. Como uya* € J porque uy € J, y como J es cerrado, se
concluye que a* € J.
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Lema

Sean L un ideal izquierdo cerrado en A, y (uy) una red como en la
Proposicion anterior. Entonces para todo a € A se tiene

d(a,L) =inf{|la—x||: xe L} = If)r\n lla — auy||.

Demostracioén.
Es claro que o = inf{||]a — x| : x € L} <lim|la — au,||, pues auy € L, V.
Dado € > 0 sea x € L tal que [[a— x|| < a+ 5, y sea Ao tal que

| x — xux|| < 5 para todo A > Ag. Como [[uy|| <1y uy >0, se tiene
o(uy) €10,1] y o(1 — uy) € [0,1]. Luego ||1 — uy]| < 1. Entonces

lla — aux|| = ||la — x + x — xuy + xuy — auy||
< a = x) — (a = x)unll + lIx — xtal] < fla = xl[12 = ]| + £
Por lo tanto ||a — auy|| < a + ¢ para todo A > g, y entonces
a < lim|la — auy|| < lim|la — auy|| < a +¢,

para todo € > 0. En consecuencia o = lim ||a — au, ||. O
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Ejemplo

Sean A= C[0,1] y L = Cp(0,1). Entonces L <1 A. Consideremos la unidad
aproximada (up)n>1 del ideal L dada por:

Sia € A, se tiene

lim aun(t) = 0 =02
n M2 a(t) st e (0,1).

Entonces ||a — auy|| converge pero auy no.

Corolario
(a) Sil<J <A, con |, J cerrados, entonces | <1 A.

\

(b) Sil,J<A cerrados, entonces | N J = 1J (es posible probar que, de
hecho, es IJ = 1J).
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Demostracién.
(a) Sean a€ A, x € I, y sea (uy) una unidad aproximada de J. Entonces

ax = If)r\n uy(ax) = Il'/r\n(u)\a)x el,

porque uya € Jy x € . Como | es cerrado, se tiene que ax € /.

(b) Claramente IJ C I N J. Como I N J es cerrado se tiene IJ C I N J.
Sean ahora x € INJ, y (uy) una unidad aproximada de /N J. Entonces

X = If)r\nqu e lJ,

porque x € | 'y uy € J. Entonces I N J C 1J.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 23



Teorema (Segal, 1949)

A

Si | <1 A, cerrado. Entonces 5 es una C*-dlgebra (con la norma cociente).

Demostracidn.

Ya sabemos que é es una *-algebra de Banach. Sélo falta mostrar que

la-+1||?>=||(a+1)*(a+ 1)|| para todo a € A. De hecho es suficiente
probar que |[a+ /|| < ||[(a+ 1)*(a+ 1)||, porque la otra desigualdad es

inmediata (||[(a+1)*(a+ 1| < |[(a+1)*|[la+ ]| = ||a+1]|?). Sea (uy) una
unidad aproximada para /. Vimos que ||a + /||? = lim}, ||a — auy||?. Ahora:

la = aux||? = ||(a — aux)*(a — aun)|| = [I(1 — un)a"a(l — )|

< |11 — up|l||a*a — a*auy|| < ||a*a — a*auy]|.

Entonces:
o+ = lim | a—au||2 < lim [la*a—a*auy|| = |la*a+1]| = l[(a-+1)*(a+1)]|
L]
v
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Teorema

Sea ¢ : A — B un homomorfismo entre las C*-dlgebras A y B. Entonces
®(A) es cerrado en B, Y por lo tanto es una C*-dlgebra. Ademads existe un

tinico homomorfismo ¢ : ker 3 B tal que el siguiente diagrama conmuta:

A—?.B
A
ker ¢

El mapa <;~5 es un homomorfismo isométrico de C*-dlgebras.

2 |
A\

Demostracién

La existencia, unicidad e inyectividad del mapa ¢ sigue del resultado
analogo para algebras. Ademads, como ker ¢ es un ideal cerrado de A, se
tiene que @ es una C*-algebra. Entonces ¢ es isométrico, pues es

inyectivo. Luego ¢ (ﬁ) = ¢ o m(A) = ¢(A) es cerrado en B. O
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Proposicién

Sean A una C*-dlgebra, | <t A (cerrado) y B una C*-subdlgebra de A.
Entonces B + | es cerrado en A (y por lo tanto C*-dlgebra). Ademds

B _B+I
Bl I

V.
Demostracidn.

Sea ¢ : B — A/l dado por la conmutatividad del diagrama que sigue:

Como 7 es un homomorfismo, m(B) debe ser cerrado,
y por lo tanto B+/ = 7~ 1(7(B)) también es cerrado.

I\ Por otro lado, ker¢ = BN I, y por lo tanto
X ' B “Ym(B)) B+
2 = .

mg¢(B)ZW(B): / /

A\
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Sea A = (y(X), donde X es un espacio de Hausdorff localmente
compacto. Sean 7 la topologia de X, e indiquemos por Z(A) = {/ : | < A}
el reticulado de ideales de A. Si V' € 7, podemos identificar la C*-3lgebra
Co(V) con el ideal Iy :={a€ A: a(x) =0si x ¢ V}. Reciprocamente, si
| <1 A, entonces el conjunto V! :={x € X : Ja € |:a(x)#0} es
obviamente abierto.

Teorema

Los mapas Z(A) — 7 y T — IZ(A) son mutuamente inversos, y
| —s V! Vi—ly
son isomorfismos de reticulados.

Demostracion. Supongamos que U y V son elementos de 7, con
V\U#D.Sixe V\ U, entonces existe a € A tal que a(x) =1, a(y) =0
siy ¢ V. Entonces a € Iy \ Iy, lo que muestra que el mapa V — Iy es
inyectivo. También preserva el orden, pues si U C V/, entonces claramente
Iy Cly.
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Supongamos que | <A, ysea J := Iy = CG(V!). Siaclyx¢ V/,
entonces a(x) = 0, y por lo tanto a € /,,;. Ahora, I visto dentro de Co(V')
es una subdlgebra autoadjunta, cerrada y que no se anula en V/. Sean
x,y € V! ysea ac |/ tal que a(x) # 0. Segiin el lema de Urysohn existe
b € A tal que b(x) =1, b(y) = 0. Pero entonces ¢ = ab € /,

c(x) # 0= c(y), y por lo tanto / separa puntos de V!. Entonces | = I
por el teorema de Stone-Weierstrass. Por lo tanto el mapa V +— [\, es una
biyeccién que preserva el orden, y cuyo inverso es | — V!, que claramente
preserva el orden también. Finalmente, obsérvese que si V € 7, entonces

Co(X)
Co(V)

En efecto, basta notar que la restriccién ¢ : Co(X) — Co(X\ V), dada por
ar>a,,, ¢ es un homomorfismo sobreyectivo cuyo niicleo es Co(V).
Luego podemos pensar los cerrados de X como los cocientes de Co(X).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 23 /23



	Repaso
	Cono positivo de una C*-álgebra

	Unidades aproximadas
	Ideales y cocientes
	Ideales en C*-álgebras conmutativas.


