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Entonces si A € o(a) se tiene e* € o(e®?) C S, y por lo tanto
A € R. Entonces o(a) C R.
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A

es densa en Cy(A ), se concluye que G es un isomorfismo. ]
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Proposicién (Segal, 1949)

Si¢p: A— B es un hm inyectivo de C*-dlgebras, entonces ¢ es isométrico.

Demostracion.
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Proposicién (Segal, 1949)
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Demostracion. Se puede suponer Ay B unitales, y ¢(1) = 1. Como

lp(x)]|2 = ||¢(x*x)|| y x*x es autoadjunto, basta probar que ¢|a,, es
isométrico.
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Como ¢ es inyectiva, (¢), también lo es. Si ) #£ V C C*/(ﬁa) abierto con
V N $(C*(1, b)) = 0, entonces existe 0 # ¢ € C(C*(1,a)) con
sop(c) C V, y entonces (¢).(c) = co ¢ =0, lo que contradice la

inyectividad de (¢).. Luego ¢(C*(1, b)) es denso en C*/(l,\a), y por lo

tanto:
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le(a)ll = lle(a)l
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le(a)ll = lle(a)l

= sup |(4)(3)(h)]

—

heC*(1,b)
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l¢(a)l

I
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= sup |(4)(3)(h)]
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= sup  |a(4(h))l
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heC*(1,b)

= sup |4(H)
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Dualidad de Gelfand.

Proposicién

La transformada de Gelfand G : ldz+ — Co o~ es un isomorfismo de
functores.
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La transformada de Gelfand G : ldz+ — Co o~ es un isomorfismo de
functores. )

Demostracion.
Sea ¢ : A — B un homomorfismo no degenerado entre las C*-3lgebras
conmutativas Ay B. Como G es una transformacién natural el diagrama

conmuta,
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Dualidad de Gelfand

Proposicién

La transformada de Gelfand G : ldz+ — Co o~ es un isomorfismo de
functores.

v

Demostracidn.

Sea ¢ : A — B un homomorfismo no degenerado entre las C*-3lgebras
conmutativas Ay B. Como G es una transformacién natural el diagrama

conmuta, y como por el Teorema de Gelfand-Naimark las flechas verticales
son isomorfismos, entonces G es un isomorfismo. Ol

v

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 7/ 16



Teorema

Los functores contravariantes Co : Jjepy — €Sy~ 1 € — Jjen establecen
una dualidad entre las categorias de C*-dlgebras conmutativas y sus
homomorfismos no degenerados y la categoria de espacios de Hausdorff
localmente compactos y las funciones continuas propias.
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Teorema

Los functores contravariantes Co : Jjepy — €Sy~ 1 € — Jjen establecen
una dualidad entre las categorias de C*-dlgebras conmutativas y sus
homomorfismos no degenerados y la categoria de espacios de Hausdorff
localmente compactos y las funciones continuas propias.

Demostracidn.

| \

Por la Proposicién previa la transformada de Gelfand G : Id¢x — Coo ™
es un isomorfismo. Por otro lado, anteriormente se mostré que existe un

isomorfismo § : Idz, — ~ o Co. O

v
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Diccionario de la dualidad de Gelfand.

La dualidad entre las categorias € y Jjcn permite establecer un
diccionario entre conceptos topoldgicos y conceptos C*-algebraicos:
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Diccionario de la dualidad de Gelfand.

La dualidad entre las categorias €7 y Zj, permite establecer un
diccionario entre conceptos topoldgicos y conceptos C*-algebraicos:

Topologia: X Algebra: A = Cy(X)

funcién propia homomorfismo
homeomorfismo automorfismo
compacto unital
abierto ideal
abierto denso ideal esencial
cerrado cociente
compactificacién unitizacién
aX A
BX  M(A)
conexo sin proyecciones no triviales
base numerable separable
medida regular compleja funcional lineal positiva
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Subalgebras y elementos invertibles

Definicidon

Si K C C es compacto, los agujeros de K son las componentes conexas
acotadas de C\ K.
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Subalgebras y elementos invertibles

Definicién
Si K C C es compacto, los agujeros de K son las componentes conexas
acotadas de C\ K.

Teorema

Sean B un algebra de Banach con unidad y A una subdlgebra de Banach
de B tal que 1g € A. Entonces
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Definicién
Si K C C es compacto, los agujeros de K son las componentes conexas
acotadas de C\ K.

Teorema

Sean B un algebra de Banach con unidad y A una subdlgebra de Banach
de B tal que 1g € A. Entonces
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(3) Sia€ A es tal que og(a) no tiene agujeros, entonces oa(a) = og(a).

v

Demostracion.

(1) Es claro que Inv(A) es abierto en AN Inv(B). Sea (a,) C Inv(A) tal
que a, — b € Inv(B) N A. Como la inversién es continua en Inv(B),
a,' — b~ Entonces b~! € A. Luego b € Inv(A), de donde Inv(A) es
cerrado en AN Inv(B).
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(2) Ya vimos que og(a) C oa(a). Supongamos que \g € doa(a)
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(2) Ya vimos que og(a) C oa(a). Supongamos que \g € doa(a) C oa(a)
y sea (An) C pa(a) tal que Ay — Ao.
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(2) Ya vimos que og(a) C oa(a). Supongamos que \g € doa(a) C oa(a)
y sea (An) C pa(a) tal que A\, — Ao. Luego (a — A\,) — (a — o).
Ademds (a — Ap) € Inv(A), y por la parte (1) se sabe que
a— Ao ¢ Inv(B). Entonces \g € og(a), y como (a— \,) € Inv(B)
converge a a — A, se concluye que \g € dopg(a).
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80,4(8) - 805(3).
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y sea (An) C pa(a) tal que A\, — Ao. Luego (a — A\,) — (a — o).
Ademds (a — Ap) € Inv(A), y por la parte (1) se sabe que

a— Ao ¢ Inv(B). Entonces \g € og(a), y como (a— \,) € Inv(B)
converge a a — Ag, se concluye que \g € dog(a). Entonces

80,4(8) - 805(3).

Probar que oa(a) = og(a) es equivalente a probar que pa(a) = pg(a).
Recordar que p(x) = Sy 1(Inv(B)), donde S, (\) = x — A.
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Recordar que p(x) = S (Inv(B)), donde Sc(\) = x — )\ Como Inv(A)
es abierto y cerrado en Inv(B) N A, entonces pa(a) = S;1(Inv(A)) es
abierto y cerrado en S;(Inv(B) N A) = pg(a) NC = pB( ). Como
pa(a) es conexo y pa(a) # ) tenemos que pg(a) = pa(a).
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Teorema (Permanencia espectral)

Sean B una C*-dlgebra con unidad, A una C*-subalgebra de B tal que
1g € Ay a€ A. Entonces oa(a) = og(a).
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Demostracion.

La parte (3) del teorema anterior implica que o(a) C R si a € As,.
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v
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Calculo funcional continuo

Proposicién

Sean A una C*-dlgebra unital y a € A tal que A= C*(1,a). Si

¢, : A — B son homomorfismos unitales de C*-dlgebras, y ¢(a) = 1(a),
entonces ¢ = 1.
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Demostracion. La hipédtesis implica ¢(a*) = ¢(a)* = ¢(a)* = ¥(a*).
Sea Ag :={p(a,a*) : p € C{X, Y}} (aqui C{X, Y} representa el dlgebra
de polinomios en dos variables no conmutativas X e Y'). Entonces Ag = A,
Y ¢la, = ¥|a,, Y por lo tanto ¢ = 1) porque ambos son continuos.

Corolario

Sean K C C compacto, y v € C(K) la inclusion de K en C: 1(z) = z
Vz € K. Si ¢,v : C(K) — B son homomorfismos unitales de C*-dlgebras,

y ¢(¢) = (1), entonces ¢ = 1.

Demostracion.
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Y ¢la, = ¥|a,, Y por lo tanto ¢ = 1) porque ambos son continuos.
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Sean K C C compacto, y v € C(K) la inclusion de K en C: 1(z) = z
Vz € K. Si ¢,v : C(K) — B son homomorfismos unitales de C*-dlgebras,

y ¢(¢) = (1), entonces ¢ = 1.

Demostracion. Basta notar que C*(1,:) = C(K) por el teorema de

Stone-Weierstrass, y aplicar la Proposicidn previa.
Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 13 /16




Sea a un elemento normal de una C*-dlgebra con unidad A. Entonces la

—

evaluacion ev, : C*(1,a) — o(a) es un homeomorfismo.
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Sea a un elemento normal de una C*-dlgebra con unidad A. Entonces la

—

evaluacion ev, : C*(1,a) — o(a) es un homeomorfismo.

Demostracion. Como C*(1, a) es un &lgebra de Banach con unidad, ya
sabemos que ev, es continuo y sobreyectivo, y también es inyectivo por la
Proposiciéon anterior.
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Sea a un elemento normal de una C*-dlgebra con unidad A. Entonces
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Ta(1) =1 y 72(¢) = a, donde v : o(a) — C es la inclusion. Ademds 7, es
una isometria con imagen C*(1, a).
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Ta(1) =1 y 72(¢) = a, donde v : o(a) — C es la inclusion. Ademds 7, es
una isometria con imagen C*(1, a).

Demostraciéon. La unicidad de 7, sigue del Corolario anterior.
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—

En cuanto a la existencia, sea (ev,). : C(o(a)) — C(C*(1,a)) el
isomorfismo inducido por ev,, es decir (ev,).(f) = f oev,.
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En cuanto a la existencia, sea (ev,), : C(o(a)) — C(C*/(l\a)) el
isomorfismo inducido por ev,, es decir (e va)«(f) = foev,.
Sea 7, : C(0(a)) — A dada por 7, := G 1o (ev,)..
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Entonces 7, es un homomorfismo unital inyectivo de C*-algebras, (y por lo
tanto isométrico), cuya imagen es C*(1, a).
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En cuanto a la existencia, sea (ev,). : C(o(a)) — C(C*(1,a)) el
isomorfismo inducido por ev,, es decir (ev,).(f) = f oev,.
Sea 7, : C(o(a)) — A dada por 7, := G~ 1 o (ev,).. Es decir que:

(eva)« 1 -

C(o(a)) = C(C*(1,a)),

Ta /

AD C*(1,a)

1%

Entonces 7, es un homomorfismo unital inyectivo de C*-algebras, (y por lo
tanto isométrico), cuya imagen es C*(1, a). Ademas

ev,, (1) =toev, =3,

y por lo tanto 7,(:) = G71(3) = a.
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Definicidn

El homomorfismo T, dado por el teorema previo se llama calculo funcional
(continuo) sobre el elemento normal a. En lugar de 7,(f) se escribe en
general f(a).
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