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Repaso

Sea A una C*-dlgebra (o sea que ||x||? = ||x*x|| Vx € A).
QO As,:={a€ A: aesautoadjunto (a* = a)}.
@ P(A) :={pe€ A: p esuna proyeccion (p*p = p)}.
@ U(A) :={u e A: u esunitario (u*u=1= uu*)}.
QO N(A):={xe€ A: x esnormal (x*x = xx*)}.

Teorema
Sean A una C*-dlgebra y x € N'(A). Entonces ||x|| = r(x).

Teorema

Sean A una x-dlgebra sobre C, y || ||1 y || ||2 normas sobre A tales que
(A, ]| I1), (Al ll2) son C*-dlgebras. Entonces || ||1 = || ||2-
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Lema

Si A es una C*-dlgebra y a € A, entonces
[lall =sup{[|ax]|| [[x]| <1} =sup{|[xal| - [|x|| <1} =sup{|[xay||- [Ix]], [lyl| <1}

Corolario

L: A— B(A) tal que Ly(x) := ax es un homomorfismo isométrico de
dlgebras de Banach (L se llama representacion regular izquierda de A).

w
Si A es una C*-dlgebra, su norma se extiende (de forma dnica) a una
C*-norma en A, y esta es equivalente a la norma ||ja+ \|| = ||a]| + ||

Teorema (Segal)

Si A es una x-dlgebra de Banach, B es una C*-dlgebra, y ¢ : A— B es un
x-homomorfismo, entonces ||¢|| < 1.

.
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Functorialidad

Categorias:
©Q Jj. Objetos: espacios localmente compactos de Hausdorff.
Morfismos: X 5 Y funciones continuas propias (f es propia si
f~1(K) es compacto cuando K es compacto).

© H.. Objetos: élgebras de Banach conmutativas. Morfismos: A % B
homomorfismos continuos tales que hy(p(A)) # 0, Vh, € B .
© ©/. subcategoria plena de #. cuyos objetos son C*-dlgebras.
Functores
© Functor Cy : Jjep, — €7 tal que a cada f : X — Y corresponde
f. - C(Y) — C(X) dado f.(b) := bo f (hay que verificar que f, es un
morfismo en ).

@ Functor — : B. — T tal que a cada A g B corresponde B g A
dada por <]3(hb) = hpo ¢, Vhg € B (hay que ver que b es propia).
© Functores o Cy: Tjep = €5y Coo 1 Be — €7, composiciones de
los anteriores.
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Proposicién

El functor ~ o Cq : e — Jjen €s isomorfo al functor identidad.
Mas precisamente, § : Id 5, — ~ o Co es un isomorfismo, donde para cada

-

X € Ob(Jjeh) es dx : 1d(X) = X — Co(X) dado por 6x(x) := dx, con
dx(a) = a(x), Ya € G(X).

Demostraciéon. Si f: X — Y es un morfismo en 9., entonces el
diagrama siguiente conmuta:

X Y,
(le"’ %\L5y

En efecto, six € Xy b e G(Y):
(£) 0 9x(xX)[p = () 0 0x|p = 0x © £i[p = Ox(b o f) = b(f(x))

=y (f(x))|p = dy o f(x)|p, y por lo tanto (f.) o dx = dy o f.
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Proposicién

La transformada de Gelfand es una transformacion natural, mds
precisamente un morfismo de functores G : ldg. — Coo ~

Demostracion. Sea ¢ : A — B un homomorfismo no degenerado entre
las algebras de Banach conmutativas A y B. Hay que ver que el diagrama

¢

A———B

J

CO(Z)WCO(A)

conmuta. Tomemos a € Ay h € B . Entonces:

Gs 0 9(a)|n = Ga(6(a))|n = 6(a)(h) = h(6(a)) = ho ¢(a) = d(h)(a)
= 4(3(h)) = 3 0 G(h) = (8)+(3)ln = ($)(Ga(a))ln = (#)« © Ga(a)ln. ¥
por lo tanto Gg o ¢ = (¢) oGa.
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Multiplicadores

Definicidon

Sea A una C*-dlgebra. Se dice que (L,R) € B(A) x B(A) es un
multiplicador de A (o doble centralizador de A) si:

L(xy) = L(x)y para todos x,y € A,

R(xy) = xR(y) para todos x,y € A,

xL(y) = R(x)y para todos x,y € A.

Ejemplo

SiA<Bybe B, sean Ly, Ry, : A— A definidos por Ly(x) = bx y
Rp(x) = xb para todo x € A. Entonces (Lp, Rp) es un multiplicador de A:

La(xy) = axy = La(x)y xLs(y) = xay = Ra(x)y

Tenemos una inclusion natural isométrica v : A — M(A) dada por
t(a) = (La, Ry) (en M(A) se considera ||(L, R)| := max{||L||,||RI|})-
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Sea M(A) :={(L,R) : (L, R) es un multiplicador de A}. Definimos
operaciones +, - : M(A) x M(A) — M(A) y x : M(A) — M(A) mediante:
(Ll, Rl) + (L2, Rz) = (Ll + Ly, Ry + Rz)
(L1, R1) - (L2, R2) = (L1la, RoRy)
(L,R)* = (R*,L*), donde T*: A— Aes T*(x) = (T(x*))*

Teorema

M(A) es una C*-dlgebra con unidad con ||(S, T)| := max{||S|, || T|}.

Demostraciéon. Es rutinario verificar que M(A) es una x-dlgebra
normada, con unidad (/d, Id). Es cerrada B(A) x B(A), y por lo tanto es
un algebra de Banach. Si (L, R) € M(A) entonces ||L|| = ||(L,R)|| = ||R]| :

1) = supy<a 1Lx]) = supyy<a { supyy < llyixl }
= sup|j|<1 {SUP||X||§1 HR()’)XH} = sup) <1 [[Ry[l = [|R].

Veamos que M(A) satisface la igualdad C*: ||(L, R)*(L, R)|| = ||(L, R)|>.
Como (L, R)*(L,R) = (R*,L*)(L, R) = (R*L, RL*), basta ver que
IR*L]| > [[L|J.
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Ahora

IR*L| = sup [[R"L(x)[ = sup {[lyR"L(x)}
<1 I llyli<1

= sup {[[L"WLO)NF = sup {I(L7)LO
I llyli<1 I llyli<1

> sup |L(x)"LC = L.
lIx|I<1

Asi como A es la menor unitizacién de un dlgebra sin unidad A, el algebra
de multiplicadores M(A) es la mas grande, en un sentido que aclararemos
a continuacién. Antes necesitamos una definicién:

Definicidon

Se dice que un ideal (autoadjunto) | de una C*-dlgebra B es esencial si
para todo J <1 B, J # 0, se tiene que I N J # 0.

Si | <1 B es esencial y B tiene unidad, se dice que B es una unitizacion
de l.
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Ejemplos

a) Si X un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces Co(X)
es un ideal esencial de Cp(X).

b) Si X es como en el ejemplo anterior, y U un subconjunto abierto de
X, entonces Co(U) es un ideal esencial de Co(X) si y sdlo si U es
denso en X.

c) El dlgebra K(H) de operadores compactos en el espacio de Hilbert H
es un ideal esencial en B(H).

v

Supongamos que / es un ideal de B, y sea I+ :={b€ B: bx =0,Vx € I}.
Entonces /* es un ideal cerrado de B, y se tiene que / N [+ = 0, pues

xx* =0 <= x =0. Por lo tanto / es esencial en B siy sélo si /- =0, es
decir, si y sélo si la condicién bl = 0 implica b = 0.
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Teorema

M(A) es una C*-dlgebra con unidad que contiene a A como ideal esencial
(via el mapa v : A — M(A) del Ejemplo 1). Si C es otra C*-dlgebra que
contiene a A como ideal entonces existe un tinico homomorfismo

¢ : C — M(A) tal que el siguiente diagrama conmuta:

A M(A). (1)

Jo

C

Ademds ¢ es inyectiva si y solo si A es esencial en C.
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Demostracion.

Q (L, R)(La; Ra)=(Ly(a), Re(a)) pues LLy(x) = L(ax) = L(a)x=Ly(a)(x).
Entonces LL, = Ly(,), y de igual forma se obtiene que RaR = Ry ().

@ Si (L,R)(La, Rs) =0 Va € A, entonces L;(,) = 0 para todo a. Luego
L(a)x =0 Va,x € A. Entonces L =0, y (L,R) =0.

@ Si A< C, el morfismo ¢ : C — M(A) tal que ¢(c) = (Lc, Rc) hace
conmutar el diagrama en cuestién. Si ¢ : C — M(A) es otro tal
morfismo, y 1(c) = (L, R), entonces

(Lcaa Rca) = ¢(C3) = w(C)’lﬁ(a) = (L’ R)(La’ Ra) = (LL(a)’ RL(a))-

Entonces ca = L(a) porque ¢ : A — M(A) es inyectiva. Luego L = L,
y por lo tanto R = R.. Esto muestra que ¢ = ¢.

@ Finalmente:
ker(p) ={ce C: Lc=0}={ceC: cx=0, Vx € A} = A",

de modo que ¢ es inyectivo si y sélo si AL =0, es decir, si y sélo si A
es un ideal esencial en C.
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Ejemplos

a) Si A tiene unidad, es A= M(A): si (L, R) € M(A) y a € A se tiene
L(a) = 1L(a) = R(1)a = Lrq)(a). Entonces (L, R) = (Lrq), Rr(1))-

b) SiK:={T € B(H): T es compacto}, de donde M(K) = B(H).

c) M(Go(X)) = Cp(X) :={c:X — C: cescontinua y acotada}.
Podemos suponer que X no es compacto. Sabemos que Co(X) es
esencial en Cp(X). Por el teorema previo, es inyectivo el homomorfismo

1 Co(X) = M(Go(X)), tal que c > (Le, Re)

Si (L, R) € M(Gy(X)): R(a)b= alL(b) = L(ba) = L(ab) = L(a)b.

Entonces (L(a) — R(a))b =0 VYa,b € A, y por tanto es L = R.

Veamos que ¢ es sobreyectiva. Si (L, L) € M(Gy(X)) a, b € A:
L(a)b = L(ab) = L(ba) = L(b)a.

Dados a,a’ € Co(X) y xo € X, con a(xo) = a'(x0), sea b € Co(X) tal
que b(xp) = 1 (b existe segin el Lema de Urysohn). Entonces:
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L(a)(x0) =L(a)(x0) b(x0) = L(b)(x0)a(x0) = L(b)(x0)a(x0) = L(a") (o).

Entonces L(a)(xp) sélo depende de a(xp), y L(a)(x0) = 0 si a(xp) = 0. Por
el Lema de Urysohn, para cada x € X y cualquier entorno compacto,
digamos V4, de x, podemos tomar a, € C.(X) talque 0 < a, <1y
ax(y) =1 para todo y € V4. Sea ¢ : X — C dada por c(x) = L(ax)(x).
Ahora:
o |c(x)| = [L(ax)(X)] < [[L(ax)lloo < [[LlIllaxlloc = [IL]]. Entonces
[elloo < [ILJ| < oo
e Si y € V, tenemos que c(y) = L(ay)(y) = L(ax)(y). Entonces
c|v, = L(ax)|v,. Luego c es continua en x. Entonces ¢ es continua.
En consecuencia ¢ € Cp(X), y si b € Go(X):

L(b)(x) = L(b)(x)ax(x) = (L(b)ax)(x) = (L(ax) b) (x) = c(x) b(x) = Le(b)(x),

para todo x € X. Entonces L(b) = L.(b) para todo b, es decir, L = L..
Por lo tanto ||L|| = ||c||, y ¢ : Cp(X) = M(Cp(X)) es un isomorfismo

isométrico.
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Teorema de Gelfand-Naimark

Definicidon

Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Se define el mapa exponencial

exp: A— A: ar el =32 2.

_ ellall

Se tiene ||e?|| < ellal : $7%0 |,,|” < > neo n'

Teorema

Sean A y B dlgebras de Banach con unidad, y a € A. Entonces:

1) Si¢: A— B es un homomorfismo unital, entonces ¢(e?) = %),

2) Si A es una x-dlgebra de Banach, entonces (e?)* = e(@").

3) Sif:C— A, f(z) = e, entonces f(0) =1y f'(z) = af(z) Vz € C.

(
(2)
(3)
(4) Sig:R— A/ g(0)=1yg'(t) = ag(t), entonces g(t) = e Vt.
(5) a,b a+b b

(6)

Si ab = ba, entonces e?e® = e
6) e? es invertible, y (e?)™! = e~2.
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Demostracion.

(1) ¢(e?) = ¢ (X020 51) = LnZo me(a") = X02o m(a)" = e”2).

(2) Demostracién analoga a la anterior.

(3) Como en el caso A= C, y con idéntica demostracidn, la derivada de

una serie de potencias con coeficientes en A coincide con la serie de
las derivadas de sus términos, de donde se deduce esta parte.

(4) Sean f como en (3) y h tal que h(t) = f(t)g(—t). Se tiene

W(t) = F(D)a(—t) — (g (—1) = aF(£)g(~t) — F(t)ag(~1)
= af(t)g(—t) — af (t)g(—t) = 0.
Entonces 1 = h(0) = h(t) = e *g(t) = 1 Vt. Tomando g = f:
e 't = 1 Vt, de donde e es invertible y (e®)~! = e~ 2. Esto
prueba (6), y también (4), ya que e~ g(t) = 1 equivale a g(t) = e®.
(5) Como ay b conmutan, ey b también conmutam. Luego si
g :R — Aes tal que g(t) = e?e®®, entonces g(0) =1y
g'(t) = aet?et® + etapet? = (a+ b)g(t). Usando (4) se obtiene
g(t) = et@th) 'y en particular e?e? = e*b,
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Sea A una C*-dlgebra con unidad.

(a) Siu€U(A):={v € A: v es unitario}, entonces o(u) C S*.
(b) Sia € As,, entonces e € U(A).

(c) Siae€ As,, entonces o(a) C R.

Demostracion.

(a) Como o(u) C D = o(u™) =o(u*) C DN (C\ D)= St

(b) (e™)* = el@)" = ¢=i@" = ¢=i2 — (e@)~1 entonces e € U(A).
ia i i i(a— i [e9) i(a=X))"

O ey (g

n!

| A

= & (25, M) = e a - T e - )T

Entonces si A € o(a) se tiene e* € o(e”?) C S, y por lo tanto
A € R. Entonces o(a) C R.
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