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Proposicién

Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad y a € A tal que A
estd generada por 1 y a, es decir: A= {p(a) : p € C[X]}. Entonces:
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Ejemplo (El algebra del disco)

La inclusién a: D — C genera a A(D), y o(a) =D, de donde @ =D.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 2/12



Proposicién
Sean A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad y a € A tal que A
estd generada por 1 y a, es decir: A= {p(a) : p € C[X]}. Entonces:

Q cv, A o o(a) dada ev,(h) = h(a) es un homeomorfismo.

@ C\ o(a) es conexo.

Ejemplo (El algebra del disco)

La inclusién a: D — C genera a A(D), y o(a) =D, de donde A/(]]S) =D.

Proposicién

Sean A un algebra de Banach con unidad y a un elemento invertible de A.
Siaya ! generan A como dlgebra de Banach, es decir, R

A ={p(a,a=1): p € C[x,y]}, entonces la evaluacion ev, : A — o(a),
dada por ev,(h) = h(a), es un homeomorfismo.
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Algebras de funciones

Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto y A C Co(X) un
dlgebra de Banach (la norma de A no es necesariamente la || || ).
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que A es un algebra de funciones sobre X si:
(i) A separa puntos de X, es decir si x1,xy € X son tales que
a(x1) = a(x2) para todo a € A entonces x; = xp.
(i) A(x) # 0, es decir, para todo x € X existe a € A tal que a(x) # 0 (se
dice entonces que A no se anula en X).

v

Observacién

La inclusién natural A < Co(X) es un homomorfismo de dlgebras, y por lo
tanto ||¢(a)||c < ||a|| para todo a € A, ya que cada homomorfismo
complejo de un algebra de Banach es contractivo. Luego es || || < || |-
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Proposicién

Si B es un dlgebra de Banach conmutativa y A := Q(B)|| I C Co(g),
entonces A es un dlgebra de funciones sobre B .
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Proposicién

W)

Si B es un &lgebra de Banach conmutativa y A := Q(B)|| loo C G
entonces A es un dlgebra de funciones sobre B .

Proposicién

Sea A un dlgebra de funciones sobre X. Para cada x € X sea x € A tal
que 6x(a) = a(x). Entonces el mapa § : X — A tal que x — 65 es un
homeomorfismo entre X y un subconjunto cerrado de A.
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Proposicién

Si B es un dlgebra de Banach conmutativa y A := Q(B)|| I C Co(g),
entonces A es un dlgebra de funciones sobre B .

Proposicién

Sea A un dlgebra de funciones sobre X. Para cada x € X sea x € A tal
que 6x(a) = a(x). Entonces el mapa § : X — A tal que x — 65 es un
homeomorfismo entre X y un subconjunto cerrado de A.

Demostracidn.
Q5. cA porque A(x) # 0, y ¢ es inyectivo porque A separa puntos.
@ Es facil ver que § es continua, y que 6(X) es cerrado en Al

O La extension doo 1 Xoo — AU {0} de § a las compactificaciones de X
y A (dada por d.(00) = 0) es continua y biyectiva, asi que
671 =6 5(x) es continua.
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Ejemplo (El algebra del disco ataca de nuevo)

El mapa A(D) — C(S?) tal que b~ b|s1 es un isomorfismo isométrico
sobre su imagen, A, que es un dlgebra de funciones sobre S'. En este caso

§: St — D = A(D) es la inclusién candnica, que no es sobreyectivo.
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— 6
e Entonces W(S1) = S porque & es un homeomorfismo:
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Basta ver que el diagrama siguiente conmuta:
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Sl 51— 5(ey), z[\z = 5,(e1)
SN
0z

W(ST)
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Basta ver que el diagrama siguiente conmuta'

Sl 51— 5(ey), 2—6 (el)

X %Teve1

W(sY)

Esto muestra que § es un homeomorfismo; en particular W(St) = §(S1).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores

6/ 12



Basta ver que el diagrama siguiente conmuta:
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Esto muestra que § es un homeomorfismo; en particular W(St) = §(S1).

Proposicién (Teorema de Wiener)

Si a: S* — C continua tiene serie de Fourier absolutamente convergente y
no se anula, entonces % también tiene serie de Fourier absolutamente
convergente.
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Functorialidad, |

QOSiA % B entre dlgebras de Banach conmutativas, para hg € B sea
o(hp) := hp o ¢. No siempre es cierto que ¢(hp) € A (aunque si lo es
si Ay B tienen unidad).
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Functorialidad, |

QOSiA 3) B entre algebras de Banach conmutativas, para hg € B sea
d(hp) = hy o ¢. No siempre es cierto que G(hy) € A (aunque si lo es
si Ay B tienen unidad).

@ Si X e Y son compactos de Hff y f : X — Y es continua, entonces
f : C(Y) — C(X) tal que f,(b) := bo f es un hm. Esto no
necesariamente es cierto si X no es compacto; para que sea cierto es
preciso que f se propia: f ~1(K) es compacto si K es compacto.
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© Si A es la categoria de algebras de Banach conmutativas con unidad
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f : C(Y) — C(X) tal que f,(b) := bo f es un hm. Esto no
necesariamente es cierto si X no es compacto; para que sea cierto es
preciso que f se propia: f ~1(K) es compacto si K es compacto.

© Si A es la categoria de algebras de Banach conmutativas con unidad
y €7 es la categoria de dlgebras de C*-dlgebras conmutativas con
unidad, entonces tenemos un functor (que se factoriza como
composicién de dos functores): C o :ah — ¢y, dado por

(A% B) s (C(A) S C(B)).

@ La transformada de Gelfand es una transformacién natural
G:ld— Co, o sea:
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Para cada homomorfismo A % B en 1, el siguiente diagrama es

conmutativo:
)

B

i

——C(B)

A
o)
cA) s
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C*-dlgebras

Definicion

Sea A una C*-dlgebra (o sea que ||x||? = ||x*x|| Vx € A).
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* * 2
Reciprocamente, sia# 0y x = HaTH: ||ax]|| = Ha\aTH = % = 4]
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Corolario

L: A — B(A) tal que L,(x) := ax es un homomorfismo isométrico de
dlgebras de Banach (L se llama representacion regular izquierda de A).
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Proposicién

Si A es una C*-dlgebra, su norma se extiende (de forma tnica) a una
C*-norma en A, y esta es equivalente a la norma ||a+ M| = ||a|| + ||
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Demostracién.  El teorema anterior asegura la unicidad. Si A tiene
unidad, entonces A = A® C a través de (a+ ) — (a+ A, A). Si Ano
tiene unidad definimos:

la+ Al :=||Ls + Md| = sup{||[(a + N)x]| : x € A, ||x|| < 1}

Dado € >0, sea x € Atal que |[x|| <1y la+ A2 —e<|(a+ \)x|]>. Es
la+ A2 —e < [[x*(a+A)*(a+A)x|| < [[(a+A) (a+N)x]|| < [(a+A)*(a+])|.
Luego (A, | |) es una C*-algebra (es completa: Ay /Z/NA = C lo son).
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Teorema (Segal)

Si A es una x-dlgebra de Banach, B es una C*-dlgebra, y ¢ : A— B es un
x-homomorfismo, entonces ||¢|| < 1.
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