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Representaciones irreducibles de K(H)

Lema

Dados &,m € H, sea O¢, : H — H dada por

Entonces
(i) Si&,n#0, entonces O, es un operador de rango 1y ||0¢ || =]l [[n]]-
(il) Todo operador de rango n € Z" es combinacidn lineal de n
operadores O¢ ;.
(ii) K(H) = pan{fe, : €, € H).
(iv) 07, = One, y el mapa H x H — K(H) tal que (§,n) — ¢y es
sesquilineal.
(V) TO¢y =071cy yOcyT = 0¢ 1+ paratodo&,neH, TeB(H).
(Vi) O¢nber 2y = (&, m)b¢,y para todos &, &' n,n € H.
(vii) e € K(H)T, y Oce =0 siy sélosi & = 0.
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Demostracidn.

(i) Usando C-S es [|6e,,(O)ll = I1(C, el = 1, m 1€l < ¢l [l il
Entonces [[0g,y|| < ll€]lnll. Ademss 0., () = [l ]l Es claro que

Im(0¢,,) = C&, de modo que 6, es de rango 1.

(i) Si T € B(H) tal que ImT es de dimensién n, sea {n1,...,m,} una
base ortonormal de ImT. Entonces, si ( € H:

T¢= Zf=1<TCv77j>7U = 2}1:1@7 T*nj)n; = (2}1:1 enj,T*m) G

(iii) Los operadores de rango finito son densos en K.

(iv) (Ben€,C") = (¢ mE, ¢") = (G (€, ¢") = (G, (&, ¢'m) =
(G, (¢, €)m) = (C, (). Entonces by = 07 .

(V) Tey(C) = TUCmE) = ((;m) TE = O7¢,4(C)- Luego Tley = Orey.
Tomando adjuntos: 0, ¢ T* = 0, 7¢. Entonces 0¢ , T = 0O¢ 1+,,.
(VI) 0&7770,5/,77/ = 995’7’(51)7”/ = 0<§/,77>f,77/ = <£l,7’]>9§7n/.
(vii) Por (iv) y (vi) es 6 (O¢¢ = b¢ elcc = [1€]120¢.¢. Notar que si [|€]| =1,
entonces 0¢ ¢ es una proyeccién de rango 1.
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Teorema

Sean H un espacio de Hilbert y K(#) la C*-algebra de operadores
compactos en H. Si m : K(H) — B(#Hr) es una representacion irreducible,
entonces existe un operador unitario U : H — H, tal que n(T) = UTU*
para todo T € K(#). En otras palabras, si v : K(H) — B(H) es la
inclusion, entonces Tt

Demostracion.

| A

Sea £ € H tal que ||| = 1. Entonces 0¢ ¢ es una proyeccién de rango 1, y
por lo tanto P := 7(f¢¢) es una proyeccién:

P*P = m(0¢ ¢0¢c) = m(0ce) = P.

Ademas P # 0: si fuera P = 0 entonces ¢ ¢ € ker(m), y por lo tanto
SOc e T* = Os¢,7¢ € kerm, VS, T € B(H). Entonces 0, - € kerm para todo
n,¢ € H. Luego se tendria K(?) C kerm, es decir m = 0, y esto es absurdo.

v
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Considérese ahora x € H, tal que x = P(x) y ||x|| = 1. Definimos
U:H — Hy como U(n) = 7(0,,¢)x. Entonces U es lineal, y como

m(0e¢)x = P(x) = x:
(Un, Un' ), = (m(On,e)x, m(0 £)X) 3, = (T (O, On,e )X, X) 3
= (0,1 )1 (m(Og )%, )31, = (0,0 )1t

Entonces U es una isometria. Sea H' = span{m (6, ¢)x : 1 € H} C Hr.
Entonces x € H' porque x = m(0¢ ¢)x. Ademds H' es m-invariante: si

T e K(H) :

T (D) rOe)) = m(TOyx = 7Oy Ix € H.
Luego m(T)H' C H’ para todo T € K(H). Pero 7 es irreducible y H' # 0,
de donde H' = H,.. Luego U es sobreyectivo y por lo tanto H % Hr.

Para ver que w(T) = UTU* para todo T € K(#) basta mostrar que
7(0y,-)U = U0, . para todos 1,7 € H. Ahora, si ¢ € H:

Ubn7(¢) = U({C, m)n) = (¢, 1) U(n) = (¢, m)m(6y.¢)x
= 7(0y,r0¢.£)x = 7(0n,r)m(0c.£)x = 7(0, ) U(C)-
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Corolario

Sea 7 : M,(C) — B(C") la representacion natural, es decir que si

A= (aj) € My(C) y x = (x1,...,xn) € C", entonces m(A)x :=y, donde
y=(y1,---,¥n), cony; =377 ayx;, Vi=1,...,n. Entonces toda
representacion irreducible de M,(C) es unitariamente equivalente a , y
toda representacion no degenerada de M,(C) es unitariamente equivalente
a una suma directa de copias de .

v

Corolario

K(H) es simple.

Demostracion.

Sea J £ K(H), J<K(H), y sea 7 : (H) — B(H ) una representacién

irreducible. Si g : K(H) — K(H) es la proyeccién, entonces

moq:K(H) — B(Hxr) es una representacion irreducible. Entonces

7o g~t. Luego kerg =0, y por lo tanto J = 0. 0J
u
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Se dice que un ideal P de una C*-dlgebra A es primitivo si existe
7 A — B(H,) irreducible tal que P = kerr.

Ejemplos

(1) Si A= Gy(X) entonces J < A es primitivo si y sdlo si existe x € X tal
que J ={a€ A: a(x)=0}.
(2) El dnico ideal primitivo de K(H) es el nulo.

v
Observacidn

Si w~', entonces existe U unitario tal que w(a) = Un’(a)U* para todo
u

a€ A, yporlo tanto a € kerr si y sélo si a € kern’. Si [r1] es la clase de
equivalencia unitaria de w, podemos definir entonces

k:{[r] : 7 es irreducible} — {P < A: P es primitivo},
[r] +— kerm
En general k no es inyectivo. Un ejemplo son las dlgebras UHF o de

Glimm, que son simples pero tienen una cantidad no numerable de clases
de representaciones irreducibles.
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Sea A una C*-algebra.

(a) Sil <A entonces | =nN{P:1C Py P es primitivo}.

(b) Si P <1 A es primitivo entonces P es primo, es decir: si |,J <1 A son
tales que IJ C P entonces | C P o J C P.

|

Demostracion.
(a) Esclaro que | CN{P : 1 C Py P es primitivo}. Para ver la inclusién
inversa consideremos a € Atalquea# /,yseaq: A — é es la

proyeccién. Tomemos 7 : é — B(#) irreducible y tal que
7(g(a)) # 0. Entonces mo g : A — B(H) es irreducible, y

a¢ P:=ker(mogq). Luego a ¢ N{Q : Q es primitivoy Q 2 /}.
Entonces N{Q : Q es primitivoy Q D I} C [.

(b) Supongamos J € P. Sea m: A — B(H,) irreducible, con P = kerr.
Entonces 7(J) # 0. Luego spanm(J)Hr # 0 y es m(A)-invariante,
pues m(A)w(J) = 7(AJ) = w(J). Entonces spann(J)H, = H,. Por
otro lado: w(/)(w(J)Hx) = 7(IJ)Hr C w(P)H, = 0, de donde
m(l)(spanm(J)H:) = 0, es decir m(/) = 0, y por lo tanto / C P.
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Definicion

Sea A una C*-dlgebra. Se llama espacio de ideales primitivos de A
al espacio topoldgico Prim(A) cuyos elementos son los ideales primitivos
de A y cuya topologia es la Jacobson (o hull-kernel), que se describe a
continuacion.

Si F C Prim(A) entonces F = {P € Prim(A): P2 N{Q: Q € F}}. El

mapa F — F es un operador de clausura, que es el que define la topologia

hull-kernel. F C Prim(A) es cerrado si y sélo si

F=F:={QecPrim(A):Q2>n{P:PcF}}.

Entonces los abiertos de Prim(A) son los conjuntos O}, donde J < A, y

Oy :={P € Prim(A) : P 2 J}. Observar que si | C J, entonces O; C O,.

Ademas:

(a) O,NO;=0Ony (porquesi P2 INJ, entonces PO /o P D J
porque P es primo, luego es O; N Oy C Ojny).

(b) U,‘O_/i == Oﬁ
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Se llama espectro de A al espacio topoldgico A cuyos elementos son las

clases de equivalencia unitaria de representaciones irreducibles de A, con la
topologia inicial correspondiente a

kA — Prim(A),
[7] — kerm

(o sea: los abiertos de A son los conjuntos k~1(V) donde V es abierto en
Prim(A)).

W
Observacién

Si existe [1] € A tal que T es fiel, entonces 0 € Prim(A) y {0} = Prim(A).

Proposicién

Seanae Ayr>0. Entonces K := {[r] € A : |n(a)|| > r} es compacto
en A.
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Demostracién.
Sean {F;} | una flia. de cerrados # () en K, y J; := N{kerr : [7] € F;}, Vi.
Entonces sea J; < A. Si i < 1/, entonces J; C Jir. Sea J =U;J; < A, y sea
i = @{m : [r] € Fi}. Entonces kerm; = N{kerm : [7] € F;} = J;. Por otro
lado [|a + Ji|| = ||7wi(a)|| > ||w(a)|| > r, V[r] € Fi. Esto es porque

A— "L
|

Por otra parte ||a+ J|| = d(a,J) = infd(a, J;) = ||a+ Ji|| > r. Entonces
lla+ J|| > r. Luego existe 7 : A — B(#,) irreducible tal que ||7(a)|| > ry

B(H,i)

kerr O J (basta tomar ' € 5 tal que ||7'(a+ J)|| = [la+ J|| y tomar
m =7’ o q, donde q es la proyeccién). Entonces
(i) me K.

(i) ™ € F; = F;, pues kerm = J D J; = kerm;.
Entonces w € NF;, luego K tiene la propiedad de interseccion finita, y por

lo tanto es Compacto. L]
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Lema

Para cada a € A, el mapav: A — R tal que v(n) = ||7(a)|| es
semicontinua inferiormente, o sea v~ 1((—00, a]) es cerrado en A
(equivalentemente: v~1((a,00)) es abietro en A ) para todo o € R.

| A

Demostracion.

Se puede suponer que a > 0 porque ||7(a*a)| = ||7(a)||? para todo a.
Dado a > 0,sea C={r € A : |n(a)|| < a} = v ((—o00,0]) Sea p € C,
y supongamos que p ¢ C. Como a > 0, entonces ||7(a)|| < « siy sélo si
o(m(a)) C[0,a]. Como p ¢ C, se tiene que o(p(a)) Z [0, «]. Entonces
existe A > « tal que A € o(p(a)). Sea f : R — R continua tal que

f(\) =1y fljo,a] = 0. Entonces para todo 7 € C se tiene

m(f(a)) = f(m(a)) = 0. Mientras tanto: p(f(a)) = f(p(a)) # 0 pues
a(f(p(a))) 2 1. Pero f(a) € N{kerm : = € C} C kerp pues p € C. Sin
embargo f(a) ¢ kerp. Entonces C = C. O

v
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Teorema

Prim(A) y A son localmente compactos, y son compactos si A tiene
unidad.

Demostracion.

|

Si A tiene unidad, es A = {[r] € A : ||=(1)|| > 1}, que es compacto.
Como k: A — Prim(A) es continua y sobreyectiva, Prim(A) también es
compacto. Supongamos ahora que A no tiene unidad. Veamos que A es
localmente compacto. Sean 7 € A y O, = x~1(O)) un abierto de A que
contiene a 7, es decir 7|; # 0. Sea ac/ tal que 7(a)#0, y sea r<||m(a)]|.
Sean V={pecA:|p(a)| >r}onryC={pecA |p(a)|>r}2V>m.
Entonces:

e C es compacto.

V' es abierto (por la semicontinuidad de V).

eTeV.
° CQO/:{TEA:Th#O}.
Entonces C es un entorno compacto de 7 contenido en 0. O

'
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Teorema

Sean A una C*-dlgebra, J<t{Ayq:A— é la proyeccién. Entonces los
siguientes mapas son homeomorfismos.

(a) O 3% Prim(J) dado por a(P) = PN J.

(b) O % 7 dado por B(m) = m|,.

(c) P ( ) = Prim(A)\ O, dado por y(P) = g~ (P).
(d) \Oy dado por () = o q.

<>

—

S
J>>

|

Lema
Sean A una C*-dlgebra y J un x-ideal de A, no necesariamente cerrado. Si
7 J — B(#) es una representacion no degenerada, entonces m admite
una dnica extension a una representacion 7 : A — B(H) (en particular ©
es continua). Ademds 7 es irreducible si y sélo si T lo es.
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Demostracion.

Si 7 existe necesariamente debe ser, paratodo a€ A, x € J, £ € H:
7(a)m(x)§ = 7(ax)€ = w(ax)€. Como span{m(x){:x € J, £ € H} =H, si
T existe es Unica. Para ver que existe, supongamos que Y. ; 7(x;)& = 0.
Sea (uy) una unidad aproximada de J. Entonces Va € A:

Sy m(ax)€ = limy m(aun) Yo7y m(xi)& = 0.

Se puede definir entonces 7(a) : spanm(J)H — m(J)H como

#(a) (Sa w0 ) = Sy m(ay)ny.

Usando nuevamente unidades aproximadas se ve que 7(a) es acotada y
por lo tanto se extiende por continuidad a 7(a) : H — H. Entonces el
mapa a — m(a) es una representacién que extiende a 7.

Ahora obsérvese que KL C H es m-invariante si y sélo si K es 7-invariante.
Entonces 7 es irreducible si y sélo si 7 lo es. O

v
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Teorema

Sea A una C*-subdlgebra de K(H), y supongamos que la inclusion
A — B(H) es irreducible. Entonces A = K(H).

v
Teorema

Sea w: A — B(H) una representacion irreducible. Si w(A) N K(#H) # 0,
entonces K(H) C ww(A). En este caso, si | =kerm, yp: A— B(H') es
otra representacion irreducible tal que ker p = |, entonces 7 y p son
unitariamente equivalentes.

Demostracion.

Sea J := m 1(K(H)). Entonces J < A, J # I, y 7(J) es una C*-subdlgebra
de K(#). Como 7 es irreducible y 7|, # 0, entonces 7| es irreducble, y
entonces 7(J) = K(H) por el teorema anterior. En cuanto a la segunda
afirmacién basta notar que

p(A) = A/l = w(A) = K(H),

y que esta dltima C*-3lgebra tiene una (nica representacidn irreducible a
menos de equivalencia unitaria. O

v
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Definicidn

Sea A una C*-dlgebra. Se dice que A es CCR o liminal si para toda
representacion irreducible w de A se tiene w(A) = K(Hr). Se dice que A es
GCR o post-liminal si m(A) = K(H,). En otro caso se dice que A es NGR
o anti-liminal.

Teorema

| A

Sea m: A — B(H) una representacion irreducible, y sea | = ker . Si
m(A) N K(H) = 0, entonces existe una cantidad no numerable de clases de
equivalencia unitaria de representaciones irreducibles de A con niicleo I.

v

Si A es unital, simple y de dimensién infinita, entonces Prim(A) =0y A es
NGR. Naimark conjeturé que si A tiene sélo un punto, entonces

A= K(H). Esto es cierto si A es separable, pero en general no lo es si A
no es separable.
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T

A continuacién calculamos el espectro y el espacio de ideales primitivos en
un par de ejemplos.

(1) M,(C(X)), X compacto y de Hausdorff.

Sea A = C(X, M,). Mostraremos que el mapa X — A tal que
x > 0y 1 0x(a) = a(x) es un homeomorfismo. Sea m € A. Como
©(C(X)Id,) C w(A) = Cld, existe un tnico x € X tal que w(f) = f(x)ld,
para todo f € C(X). Veamos que kerd, C kerm. Sean a € kerdy, € >0,y
V. un entorno de x tal que |la(y)|| < € para todo y € V,;si f € C(X) es
tal que f(x) =0y flx\v, =1, 0 < f <1, entonces:

la— fall = sup [l(a — fa)(y)|| < sup (1 —F)(a)(y)ll <e.

yeVi yeVi

Se deduce que 7(a) = 0, porque al ser f(x) = 0:

Im(a)ll = llw(a) = w(f)m(a)|| = l[(a) — m(fa)]| < [la —fall <e.
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Luego se tiene el diagrama siguiente:

_ A
M” T kerdx j kerm

Entonces T o jody =T oq =m. Luego T oj o Jx es irreducible, y por lo
tanto 7 o j también es irreducible. Entonces existe U : H, — C” unitaria

tal que
m(a) = 7o j(a+ kerdx) = U(a+ kerdy)U*.

Entonces Udx(a)U* = m(a) para todo a € A. Luego es [r] = [dx].

Ejercicio. Completar los detalles faltantes para ver que x — J, es un
homeomorfismo.
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(2) Algebra de Toeplitz 7.

Sea H = (?(N), y sea B = {e,}n>0 la base ortonormal canénica de ¢?(N),
es decir: e,(k) = 0nk, Vn, k > 0. Sea S : H — H el shift unilateral, es
decir

S(x0,x1,-..) = (0,x0, x1,...).

En términos de la base candnica es S(e,) = ep+1 para todo n > 0.

Definicién
El dlgebra de Toeplitz es T := C*(S) C B(¢?(N)).

Teorema

Sea K la C*-dlgebra de los operadores compactos en ¢?. Entonces K 1T y

T/K = C(SY).
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Demostracion.

La primera afirmacién equivale a probar que K C T, lo cual hacemos a
través de los siguientes pasos.

(a) Un simple calculo muestra que S*(xo, x1,...) = (x1, X2, ...).
(b) También es directo verificar que S*S = Id, S§* = PZ*__

span{en}n>1
(c) Sea P:=Id — S§* = Pg:{eo. Si T € B(/2(N)), entonces T tiene
asociada una matriz [T] (infinita) en la base B:[T] estd dada por
[T]m,n = (Ten, em). En particular, si 0, 5 := e, e, Se tiene:

n
— \l/ -
0 ... 0 ... 0
Bmal=]0 ... 1 ... 0| « m
|0 0 0 |

v
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(d) S"PS*™ =0, m: se tiene:

e |0 si k < m,
S"PS™ (k) = { S"P(ex_m) sik>m,

n |0 si k > m,
S"P(ex-m) = { S"(eg) =€, sik=m.
Entonces S"PS*™(ex) = dk,men = (€k, €m)€n = On m(ex), Vk. Luego
S"PS*™ =0, m.
(e) Todo operador T € B(#) tal que [T] es finita en la base B esta en
T, pues por (d) es:
Op,m = S"PS*™ = S"(ld — S5*)S*™ € T.
Como dichos operadores forman un subespacio denso de K, se deduce
que KC T.

v
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Sean C(H) := K(Hg el dlgebra de Calkiny m:B(H) — C(H) la
proyeccién. Si U := 1(S), entonces % = 7(7) = C*(U), porque

T = C*(S). Observar que U es un elemento unitario:
U*U = n(S)*n(S) = n(5*S) = n(Id) = 1.
UU* = n(S)n(S)* = w(55*) = w(S5* + P) — n(P) = n(Id) = 1,
pues m(P) = 0 ya que P es un operador compacto. En consecuencia
m(T) = ¢*(U) = C(a(V)).

Para terminar la demostracién veamos que o(U) = S*. Como U es
unitario, se tiene que o(U) C S'. Dado z € S?, sea V, € B(/?(N)) dado
por V,(ep) = z"e, para todo n > 0. El operador adjunto de V, es Vz, que
también es su inverso. Por lo tanto V. es unitario. Entonces el mapa

az : B(H) — B(H) dado por a,(T) = V, TV} es un automorfismo de
B(#). Como ademds a,(K) = K, se tiene que o, pasa al cociente,
induciendo un automorfismo &, : C(H) — C(#). Por otro lado:
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az(S)|e, = Vz5Vz(en) = V.5(2"e) = 2"V, (ent1)

=2"z"le, 1 = zeny1 = 25|,

Como {e,} es una base de £2, el cdlculo anterior implica que a,(S) = zS
(y por lo tanto a,(7) = T), y entonces se tiene también que
az(U) = zU. Como @, es un automorfismo de C(H), se tiene

o(U) = o(a,(U)) = o(zU) = zo (V).

Como z € S es arbitrario, o(U) resulta ser invariante por rotaciones, y
como no es vacio, se concluye que o(U) = St.

Observacion.

|

De acuerdo al resultado anterior tenemos una sucesion exacta
0K T5 CHU) = C(SY) — 0. (1)

i Esta sucesidn exacta se escinde?, es decir, jexiste un homomorfismo de
C*-dlgebras s : C(S') — T tal que mos = id¢(s1)?
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Recuérdese que un operador T € B(H) es llamado operador de Fredholm
si ker T y ker T* son de dimensién finita; en ese caso se define el indice de
Fredholm de T como

indT := dim(ker T) — dim(kerT*).
El indice es invariante por perturbaciones compactas. Mas precisamente, si
T es de Fredholm y K es un operador compacto, entonces T + K es de
Fredholm, e ind(T + K) = ind(T).
Supongamos que la sucesién exacta (1) se escinde, y sea s una seccién de
7. Entonces s(U) debe ser unitario, y
(S —s(U)) =n(S)—ns(U) =U—- U =0,
de modo que S — s(U) € K. Siendo unitario, el operador s(U) es de
Fredholm, con inds(U) = 0. Por otro lado, S es de Fredholm, y ademds
ind(S) = dim(ker S) — dim(ker S*) =0—-1= —1.

Como S —s(U) € K, deberia ser ind(S) = ind(s(U)), es decir: 0 = —1. El
absurdo permite concluir que no puede existir un tal homomorfismo s.
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Un hecho fundamental acerca del dlgebra de Toeplitz es el siguiente:

Teorema (Coburn, 1967)

Supongamos que T € B(H) es una isometria en el espacio de Hilbert H.
Entonces existe un tnico homomorfismo de C*-dlgebras T — C*(T) tal
que S — T. Este homomorfismo es sobreyectivo, y es un isomorfismo si y
solo si T no es unitario.

Operadores de Toeplitz. Consideremos la representacién unital

M: C(S') — B(L?(S?)) tal que f — M¢. Como es un homomorfismo
inyectivo de C*-algebras, M es una isometria.

El espacio de Hardy es 7{? :=span{e, : n> 0}, donde e, : S' — S?!
estd definido como e,(z) = z", ¥n € Z, z € S'. La familia {e,}nez es una
base ortonormal de L?(S%):

n,—m_4_, __ n—m j_ __ 1 sin=m,
<en,em)—/5122 dz—/512 dz—{0 §indtm

asi que {ep}nez es ortonormal.
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Por otro lado, por el teorema de Stone-Weierstrass, o por el teorema de
Féjer, span{e, : n € Z} es denso en C(S!) en || |l Entonces

span{e,: n € Z} es || |[2-denso en C(S*) y como C(Sl)H Il _ L2(SY),
entonces span{e, : n € Z}“ Il _ L2(SY). Luego {e,: n € Z} es una base
ortonormal de L2(S'). Y {e,: n > 0} es una base ortonormal del espacio
de Hardy.

La transformada de Fourier F : [?(S') — (?(Z), tal que

[2(SY) > ¢ & £ € (3(7Z), donde £(n) := (€, e,), ¥n € Z es un isomorfismo,
bajo el cual el espacio de Hardy se transforma en /?(N).

Definicién
El operador de Toeplitz de simbolo f € C(S') es T¢ : H?> — H? tal que

Tr = PL,M¢ls.

En otras palabras, el operador de Toeplitz de simbolo f se obtiene
comprimiendo el operador de multiplicacion M¢ al espacio de Hardy.

Observar que || T¢|| = [[PM¢lz2]| < [[M¢]| = [|f]]co-
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Algunos ejemplos de operadores de Toeplitz

Denotemos por P a la proyeccién ortogonal Pé;.
(1) Calculemos T, para n > 0: To, = PMc,|32. Si € € H?, entonces

§= Zk20<fa ek>ek- Entonces M, & = Zk20<fa ek>en—|—k- Luego
Te,(ex) = enik, para todo k > 0. Por lo tanto T, = F1S"F:

H? H?

]-'l’:“ gl}‘

A(N) —> 2(N)

. . /0 si k < —n,
(2) Tenv n <0: Ten(ek) — P(enJrk) - { enik ey 2 _n Por lo
tanto T, = F 1S*"F:

fH2 HZ

}‘l’i %lf

KZ(N) ?fz(N)

v
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(3) Si f= Z;V:_Najej con N > 0, entonces Tf = ZI.V

j=—N dj Tej'
fH2 Tr fH2
fLE Ej]—"
?(N) — (3(N)

S St i+ aSieT

Corolario

La C*-dlgebra C*((T¢ : f € C(S'))) generada por los operadores de
Toeplitz de simbolo continuo en B(H?) es isomorfa a la C*-dlgebra
T = C*(S) generada por el shift unilateral en B(¢*(N)).

| A\
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Seas: C(S') — T dado por s(f) = Tr. Entonces s es un operador
acotado. Ademds m os = id¢(s1y donde 7 es la proyeccién de 7 en C(SY).
En efecto:

e Si k>0: C(sl)aekéskiwk—ek
0Sik<0:C(SY) e S D Uk=Uk=¢.

Entonces ex & ek, Vk € Z, y como los e, generan C(Sl), se tiene que
ms = id¢(s1). Luego la sucesion exacta corta

0—-K—=T5C(SH—0

se escinde en la categoria de espacios de Banach.

Observacién

El'mapas),, : A(D) — T es un homomorfismo de dlgebras, donde A(D)
es el dlgebra del disco, el cual es un subespacio de C(S?').

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 30 /31



Prim(T) y T

Sea 7 € T. Entonces 7|k es nula o irreducible.

Si es irreducible se tiene que 7|k : K < B(H) es la inclusién. Entonces
m: T < B(H) es la inclusién, pues es la tnica extensién de w|k a 7. En
particular 0 € Prim(7), y {0} = Prim(7).

Si, en cambio, 7|k es nulo, 7 induce una representacién irreducible
T % — B(H). Pero % =~ C(SY), asi que [7] = [0,], para algtin z € S*.
Entonces [7] = [J; o q].

— —

Como (%) es homeomorfo a 7 \ Ok y (%) =Sl = Prim(%), que es
homeomorfo a Prim(OlK), entonces 7 = Prim(7") es homeomorfo a

Stu{0} = X C C, con la topologia formada por X y los abiertos relativos
de S con respecto a la topologia usual de C.
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