0 Estados puros y representaciones irreducibles
@ Comparacién de funcionales positivas.
@ Estados puros y representaciones irreducibles.
@ Repaso sobre puntos extremales y el teorema de Krein-Milman.
@ Quasi-estados y sus puntos extremales.
@ Representacion universal atémica.
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A continuacién veremos cémo son los estados de A cuya GNS es una
representacién irreducible.

Supongamos que p(a) = (m(a)§, &), con m: A — B(H). Si 7 es reducible,
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Continuacidn.

(<) Sea T € B(H) tal que (T¢,€&) > 0 para todo € € H.
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(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
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se deduce que T = T*.
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Continuacion.
(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
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Continuacidn.

(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
identidad de polarizacién:
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Entonces T2¢ = T/?T3/2(¢) = 0, lo que implica
IT-(E)I? = (T-(€), T-(&)
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Continuacidn.

(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
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(T&m) = 3300 H(T(E+ im), &+ i)

se deduce que T = T*. Entonces T =T, — T_, con T, T_ € B(H)+
tales que T, T_ =0= T_T,, y por lo tanto T (H) L T_(H):
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0 < (Tm,m) = (To(n) — T-(n), T(§)) = (T T(&) — T2(£), T-(&))
= (=T2(¢), T_(&)) = —(T2(&), &) = - T*¢|2 < 0.
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Continuacidn.

(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
identidad de polarizacién:

(T&m) = 3300 H(T(E+ im), &+ i)

se deduce que T = T*. Entonces T =T, — T_, con T, T_ € B(H)+
tales que T, T_ =0= T_T,, y por lo tanto T (H) L T_(H):

(T+(£), T-(n)) = (£, T+ T—(n)) = 0. Entonces sin = T_({) € T_(H), y
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0 < (Tm,m) = (To(n) — T-(n), T(§)) = (T T(&) — T2(£), T-(&))
= (=T2(¢), T_(&)) = —(T2(&), &) = - T*¢|2 < 0.
Entonces T2¢ = T2 TE/2(§) =0, lo que implica

IT-(E? = (T-(£), T-(&)) = (T2(€),¢) = 0,
y por lo tanto T_(§) = 0. Luego T_ =0,
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Continuacién.
(<) Sea T € B(H) tal que (T¢&, &) > 0 para todo & € H. Entonces de |a
identidad de polarizacién:

(T&,m) = § 350 H(T(E+ ), € + i)
se deduce que T = T*. Entonces T =T, — T_, con T, T_ € B(H)+
tales que T, T_ =0= T_T,, y por lo tanto T (H) L T_(H):

(T+(£), T-(n)) = (£, T+ T—(n)) = 0. Entonces sin = T_({) € T_(H), y
teniendo en cuenta que T3 >0, se tiene:

0 < (Tm,m) = (To(n) — T-(n), T(§)) = (T T(&) — T2(£), T-(&))
= (=T2(¢), T_(&)) = —(T2(&), &) = - T*¢|2 < 0.
Entonces T2¢ = T2 TE/2(§) =0, lo que implica

IT-(N1? = (T-(8), T-(§)) = (T2(£),€) =0,

y por lo tanto T_(§) = 0. Luego T_ =0, y por lo tanto
T = T+ S B(%)J’_
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A,
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢,
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,7,&) la GNS de .
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de . Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de . Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V e n(A).
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(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de . Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) Vemn(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

Demostracidn.

» |
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de . Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) Vemn(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=v(b*a) — (b"a)
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1(b*a) — p(b*a)=(m(b*)(V — W)m(a)¢, €)
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
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(a) V en(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1(b*a) — y(b*a)=(m(b*)(V — W)n(a)¢, &) =((V — W)m(a)§, (b)S),

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 4 /17



Lema
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(a) V en(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),
y por lo tanto V = W,
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).
(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
(c) 0<V<Id.

Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),
y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H.
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1(b*a) — y(b*a)=(m(b*)(V — W)n(a)¢, &) =((V — W)m(a)§, (b)S),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
Entonces
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1(b*a) — y(b*a)=(m(b*)(V — W)n(a)¢, &) =((V — W)m(a)§, (b)S),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
Entonces

[ (b*a)
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
(H,m,&) la GNS de ¢. Entonces existe un tnico V € B(H) tal que:

(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

|

Demostracion.
Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es

0=1(b*a) — y(b*a)=(m(b*)(V — W)n(a)¢, &) =((V — W)m(a)§, (b)S),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
Entonces

(b*a)| < ¢(b*b)2¢h(a*a)?
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
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(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.
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Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
Entonces

[(b*a)| < ¢(b*b)2eh(a*a)z < (m(b*b)E, &) (m(a*a)é, £)2

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 4 /17



Lema
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(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
Entonces

[(b*a)| < ¢(b*b)2eh(a*a)z < (m(b*b)E, &) (m(a*a)é, £)2
= ||x(b)e]| [l (a)E]
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Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
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|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
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Lema

Sean ¢ y 1) funcionales positivas sobre la C*-dlgebra A, con ¢ < ¢, y sea
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(a) V en(A).

(b) ¥(a) = (m(a)VE, &) para todo a € A.

(c) 0<V<Id

Demostracidn.

|

Si V'y W satisfacen (a) y (b), entonces para todos a, b € A es
0=1y(b*a) — P(b*a)=(r(b")(V — W)n(a)¢, &) = ((V — W)r(a)¢, m(b)E),

y por lo tanto V = W, pues m(A)¢ es denso en H. Para definir V,
consideremos primero n = m(a)¢§, ¢ = w(b)&, para ciertos a, b € A.
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[h(b*a) — (b))
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[6(b*a) — p(ba)| < [(b*(a — &))| + (b — b))
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Continuacién.
Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:

|1/)(b*a) _ Q/)(b/*a/)l < |¢(b*(a _ a/))| + |¢((b* _ b'*)a’)|
< Il = nll + ¢ = <l Imll = ©.
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[¥(b*a) — p(b™d)| < [¢(b*(a — &))[ + [¢((b" — b™)a')|
< I¢IHlm ==l + ¢ = <l linll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[¥(b*a) — p(b™d)| < [¢(b*(a — &))[ + [¢((b" — b™)a')|
< I¢IHlm ==l + ¢ = <l linll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que

B(w(a)¢, m(b)€) = ¢(b*a),
que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < |0l [|<]|-
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Continuacidn.

Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[¥(b*a) — p(b™d)| < [¢(b*(a — &))[ + [¢((b" — b™)a')|
< I¢IHlm ==l + ¢ = <l linll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que

B(m(a)¢, m(b)§) = ¢(b*a),
que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < ||n|| |[¢]|. Como ||B|| < 1,
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Continuacién.
Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[p(b*a) — (b™d)| < [yp(b*(a — )| + [¢((b™ — b))
< Il llm =l + ¢ = ¢IHnll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que

B(n(a)¢, m(p)S) = ¢(b*a),

que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < ||n] [[¢]|. Como [|B|| < 1, B se
extiende por continuidad a una forma sesquilineal B : H x H — C tal que

18] < 1.
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que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < ||n] [[¢]|. Como [|B|| < 1, B se
extiende por continuidad a una forma sesquilineal B : H x H — C tal que

IB]| < 1.Sea V € B(H) el dnico operador tal que B(n, () = (Vn, (),
vn,( € H.
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IB]| < 1.Sea V € B(H) el dnico operador tal que B(n, () = (Vn, (),
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Continuacién.
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[p(b*a) — (b™d)| < [yp(b*(a — )| + [¢((b™ — b))
< Il llm =l + ¢ = ¢IHnll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que

B(n(a)¢, m(p)S) = ¢(b*a),

que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < ||n] [[¢]|. Como [|B|| < 1, B se
extiende por continuidad a una forma sesquilineal B : H x H — C tal que
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Continuacién.
Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
[p(b*a) — (b™d)| < [yp(b*(a — )| + [¢((b™ — b))
< Il llm =l + ¢ = ¢IHnll = 0.
Por lo tanto estd definido el mapa B : 7(A)H x m(A)H — C tal que

B(n(a)¢, m(p)S) = ¢(b*a),

que es sesquilineal y verifica que |B(n, ¢)| < ||n] [[¢]|. Como [|B|| < 1, B se
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Continuacion.
Luego, si también se puede escribir n = w(a')¢, ¢ = w(b')¢E:
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(Vi,m) = B(n,n) 20y ((Id = V)n,m) = (n,n) = B(n,n) =0,

se tiene V, Id — V € B(H)+.
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Continuacidn.

Resta ver que V € 7(A)".
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Continuacidn.

Resta ver que V € 7(A)’. Sean c € A, n = 7(a)€ y ¢ = w(b)§. Entonces
(Vr(e)n, ¢)
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Continuacidn.

Resta ver que V € 7(A)’. Sean c € A, n = 7(a)€ y ¢ = w(b)§. Entonces
(Vr(e)n, §) = B(x(c)n, ¢)
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Continuacidn.

Resta ver que V € 7(A). Sean c € A, n = m(a) y ¢ = w(b)&. Entonces
(Vr(c)n, ¢) = B(m(c)n, () = B(m(ca)¢, m(b)§)
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Continuacidn.
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(Vr(e)n, ) = B(x(c)n, ¢) = B(n(ca)¢, m(b)§) = ¢(b*ca)
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Continuacién.
Resta ver que V € 7(A)’. Sean c € A, n = 7(a)€ y ¢ = w(b)§. Entonces

(Vr(c)n, ¢) = B(w(c)n, ¢) = B(n(ca)¢, m(b)E) = (b ca)
= ¥((c*b)*a)
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Continuacidn.
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Continuacidn.
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(Vm(c)n,¢) = B(w(c)n,¢) = B(w(ca)§, w(b)S) = ¢(b*ca)
= ¥((c*b)*a) = B(m(a)¢, m(c*b)¢) = B(m(a), m(c*)m(b)S)
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Continuacidn.
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Continuacidn.

Resta ver que V € 7(A). Sean c € A, n = m(a) y ¢ = w(b)&. Entonces
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= ¥((c*b)*a) = B(m(a)¢, m(c*b)¢) = B(m(a), m(c*)m(b)S)
= (Vm(a)§, m(c) m(b)§) = (Vn, 7(c)"¢) = (m(c)Vn, Q).
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Continuacidn.
Resta ver que V € 7(A). Sean c € A, n = m(a) y ¢ = w(b)&. Entonces
(Vm(c)n,¢) = B(w(c)n,¢) = B(w(ca)§, w(b)S) = ¢(b*ca)
= ¥((c*b)*a) = B(m(a)¢, m(c*b)¢) = B(m(a), m(c*)m(b)S)
= (Vm(a)§, m(c) m(b)§) = (Vn, 7(c)"¢) = (m(c)Vn, Q).

Entonces Vr(c) = m(c)V, para todo ¢ € A.
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Continuacidn.
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Entonces Vr(c) = w(c)V, para todo ¢ € A. Luego es V € w(A)'.

| \

Definicion
Se dice que una funcional positiva p : A — C es pura si safisface la
propiedad siguiente:

A\
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Continuacidn.
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| \

Definicién
Se dice que una funcional positiva p : A — C es pura si safisface la
propiedad siguiente: si0 < ¢ < ¢

A\
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Continuacidn.
Resta ver que V € 7(A)’. Sean c € A, n = 7(a)€ y ¢ = w(b)§. Entonces
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| \

Definicion

Se dice que una funcional positiva p : A — C es pura si safisface la
propiedad siguiente: si 0 < 1) < ¢ entonces existe A € [0,1] tal que
Y = Ap.
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Entonces Vrr(c) = m(c)V, para todo ¢ € A. Luego es V € w(A)'.
Se dice que una funcional positiva ¢ : A — C es pura si safisface la
propiedad siguiente: si 0 < 1) < ¢ entonces existe A € [0,1] tal que

Y = A\p. Si ademds ¢ es un estado, se dice que ¢ es un estado puro.
Notacién: PS(A) = {¢ : A— C: ¢ es un estado puro}.

Teorema

Sea ¢ : A— C un estado, y sea (m,H,§) su GNS. Entonces 7 es
irreducible si y sélo si @ es un estado puro.
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V.
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de probabilidad, y esta probabilidad es pura si y sélo si su soporte
tiene un tnico punto. Otra manera de verlo es notar que las

representaciones irreducibles de A deben ser unidimensionales, lo cual

se deduce del Lema de Schur.
(2) Sean K = K(£?(N)) y ¢ € £2(N) tal que ||¢]| = 1.
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representaciones irreducibles de A deben ser unidimensionales, lo cual
se deduce del Lema de Schur.

Sean K = K(/2(N)) y & € ?(N) tal que ||€|| = 1. La funcional

we - K — C tal que we(a) = (a&, &) es un estado puro. Basta usar la
unicidad de la GNS y notar que la inclusién ¢ : K — B(£?(N)) es una
representacion irreducible de K (dados 1 # 0 # ¢ € (?(N), se tiene
WQCM(”) = (). Se puede ver que la tnica representacion irreducible

de K es, a menos de equivalencia unitaria, la inclusion K — B(¢?(N)).
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Una combinacién convexa de elementos de X C V es un elemento de la
forma

tixy + - - + thXn,

conx1,...,x,,eXytl,...,t,,>0ta|esqueZJ’-':1tj:1.

El conjunto Conv(X) de las combinaciones convexas de elementos de X se
llama cdpsula conveza de X, y es el conjunto convexo mas chico que
contiene a X.

Se dice que un subconjunto E de X es extremal en X si, siempre que
(x,y) N E # 0 con x,y € X, entonces x,y € E.
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Teorema (Banach-Alaoglu)

Si E* es el espacio dual de un espacio normado E, entonces Bg+(0,1) es
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{¢ > 0} es claramente convexo, basta mostrar que este Ultimo es
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continuacién de la prueba.

Veamos ahora que PS(A) U {0} C £.
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Veamos ahora que PS(A) U {0} C £. Sea ¢ € PS(A), y supongamos que
1,12 € QS(A) son tales que o = (1 — t)i)1 + tibp, para algin t € (0,1).
Entonces ¢ > (1 — )1 y ¢ > tihp. Luego es (1 — t)h1 = (1 — t)[[¢all y
tpa = t|lihallp. Es decir 1 = [|9h1]l¢ y 12 = |[4h2]|. Por otro lado:

1= leoll = I(1 = t)ghs + tohol| = (L = t)[[hal + tllepfl < 1.

Entonces |[¢1]| = [|12|| = 1, que junto con las igualdades 1 = ||[¢1]|¢ y
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Entonces ¢ > (1 — )1 y ¢ > tihp. Luego es (1 — t)h1 = (1 — t)[[¢all y
to = tlj1hal|@. Es decir 1 = ||11]l¢ y Y2 = ||¢2||. Por otro lado:

1= leoll = I(1 = t)ghs + tohol| = (L = t)[[hal + tllepfl < 1.

Entonces |[¢1]| = [|12|| = 1, que junto con las igualdades 1 = ||[¢1]|¢ y
= ||42|| anteriormente vistas, implica ¥1 = ¥, = ¢. Entonces ¢ € &,
y esto concluye la prueba de que PS(A) U {0} C £.
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0<¢ <p con0#1Y#¢p.Como H%H ﬁeS(A),ysetiene
191+ lle = ol =l + ¢ — ¥l = [loll =1, y ademds

o =9+ (0 =) = 1Yl 57 + lle — Bl

entonces ¢ = oy =", porque @ € &.

V.
Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 12 /17




|

continuacién de la prueba
Veamos ahora que PS(A) U {0} C £. Sea ¢ € PS(A), y supongamos que
1,12 € QS(A) son tales que o = (1 — t)i)1 + tibp, para algin t € (0,1).
Entonces ¢ > (1 — )1 y ¢ > tihp. Luego es (1 — t)h1 = (1 — t)[[¢all y
to = tlj1hal|@. Es decir 1 = ||11]l¢ y Y2 = ||¢2||. Por otro lado:

1= loll = [[(1 = t)hs + teo|| = (1 — t)||oha ]| + tlleba| < 1.

Entonces |[¢1]| = [|12|| = 1, que junto con las igualdades 1 = ||[¢1]|¢ y
= ||42|| anteriormente vistas, implica ¥1 = ¥, = ¢. Entonces ¢ € &,
y esto concluye la prueba de que PS(A) U {0} C £.
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Veamos ahora que PS(A) U {0} C £. Sea ¢ € PS(A), y supongamos que
1,12 € QS(A) son tales que o = (1 — t)i)1 + tibp, para algin t € (0,1).
Entonces ¢ > (1 — )1 y ¢ > tihp. Luego es (1 — t)h1 = (1 — t)[[¢all y
to = tlj1hal|@. Es decir 1 = ||11]l¢ y Y2 = ||¢2||. Por otro lado:

1= leoll = I(1 = t)ghs + tohol| = (L = t)[[hal + tllepfl < 1.

Entonces |[¢1]| = [|12|| = 1, que junto con las igualdades 1 = ||[¢1]|¢ y
= ||42|| anteriormente vistas, implica ¥1 = ¥, = ¢. Entonces ¢ € &,
y esto concluye la prueba de que PS(A) U {0} C £.

Finalmente, mostremos que PS(A) U {0} D . Sea ¢ € £, ¢ # 0, y sea
0<¢ <p con0#1Y#¢p.Como H%H ﬁeS(A),ysetiene
191+ lle = ol =l + ¢ — ¥l = [loll =1, y ademds

o =9+ (0 =) = 1Yl 57 + lle — Bl

entonces ¢ = ﬁ = porque ¢ € €. Entonces ¢ = [[¢[|p, y se

o=
lo=wll"
concluye que ¢ € PS(A).
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Corolario

Si ¢ € QS(A), entonces existe una red (p;)ic) de combinaciones convexas

de estados puros y la funcional nula tal que p; wy ®.
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Demostracion.

Se deduce inmediatamente del teorema de Krein-Milman. ]
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(a) S(A) es convexo y w*-compacto.
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Corolario

Si ¢ € QS(A), entonces existe una red (p;)ic) de combinaciones convexas

de estados puros y la funcional nula tal que p; wy ®.

Demostracion.

Se deduce inmediatamente del teorema de Krein-Milman.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad, entonces
(a) S(A) es convexo y w*-compacto.

(b) ext(S(A)) = PS(A).
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Corolario

Si ¢ € QS(A), entonces existe una red (p;)ic) de combinaciones convexas

de estados puros y la funcional nula tal que p; wy ®.

Demostracion.
Se deduce inmediatamente del teorema de Krein-Milman.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad, entonces
(a) S(A) es convexo y w*-compacto.

(b) ext(S(A)) = PS(A).

(c) S(A) = ConvPS(A)" .
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Demostracidn.
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Demostracidn.

(a) Si (1) C S(A) es tal que ¢; 5 ¢,
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Demostracidn.

(a) Si (pi) € S(A) es tal que ¢; N @, entonces ¢(1) = lim; p;(1) =1
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Demostracidn.

(a) Si (pi) € S(A) es tal que ¢; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
v 2> 0.
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Demostracidn.

(a) Si (pi) € S(A) es tal que ¢; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A).
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A),
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espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo:
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(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si p = (1 — t)1h1 + tiha, con 1,12 € S(A),
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A) y
1,12 € QS(A) son tales que ¢ € (11, 12)
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A

)y
1,92 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1,) entonces 1,1, € S(A).
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)i1 + tih2, con 91,2 € S(A), entonces
© >0y p(l) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A
En efecto, si p = (1 — t)ih1 + tabo,

y
).
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(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A
En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:

y
).

1=(1)
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A
En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:

y
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1=¢(1) = (1 —t)y1(1) + teho(1)
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@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A
En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:

y
).

1= (1) = (1 — )a(1) + tn(1) < 1.
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@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A

En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:
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(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,192 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1) entonces ¥1,19, € S(A

En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:

y
).

1= (1) = (1 — )a(1) + to(1) < 1.
Entonces 11,12 € S(A). Por lo tanto
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Demostracidn.

(a) Si(¢i) € S(A) es tal que @; N ©, entonces (1) =Ilim;p;(1) =1y
@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
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@ > 0. Luego ¢ € S(A). Entonces S(A) es un subconjunto cerrado del
espacio w*-compacto QS(A), y por lo tanto es w*-compacto. Ademas
S(A) es convexo: si ¢ = (1 — t)1 + ti)o, con 91,12 € S(A), entonces
>0y (1) =1. Luego ¢ € S(A).

(b) S(A) es un subconjunto extremal de QS(A), es decir, si ¢ € S(A)
1,172 € QS(A) son tales que ¢ € (1, 1,) entonces Y1, 1, € S(A
En efecto, si ¢ = (1 — t)t1 + tihn, entonces 1(1) = 1 = 1)»(1)
porque:

y
).

1= (1) = (1 — )a(1) + to(1) < 1.
Entonces 11,12 € S(A). Por lo tanto
ext(S(A)) = S(A) Next(QS(A)) = S(A) N (PS(A) U{0}) = PS(A).

(c) Es consecuencia de las partes anteriores y del teorema de
Krein-Milman.
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Corolario

Si P(X) = {u medidas de probabilidad sobre X}, siendo X un espacio
topoldgico de Hausdorff y compacto. Entonces existe una red {y;} de
medidas de probabilidad de soporte finito tales que

/fdu,-—)/fd;z
X X

para toda f € C(X).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores

15 / 17



Corolario

Si P(X) = {u medidas de probabilidad sobre X}, siendo X un espacio
topoldgico de Hausdorff y compacto. Entonces existe una red {y;} de
medidas de probabilidad de soporte finito tales que

/fdu,-—)/fd;z
X X

para toda f € C(X).

Demostracidn.
Basta tomar A = C(X).

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 15 / 17



Corolario

Si P(X) = {u medidas de probabilidad sobre X}, siendo X un espacio
topoldgico de Hausdorff y compacto. Entonces existe una red {y;} de
medidas de probabilidad de soporte finito tales que

/fdu,-—)/fd;z
X X

para toda f € C(X).

.

Demostracidn.
Basta tomar A = C(X).

Teorema

Sia € Ay, entonces existe ¢ € PS(A) tal que ¢(a) = | a]|.
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Demostracidn.

Podemos suponer que a # 0. Consideremos ¢, : QS(A) — [0, o) tal que

ea(v) = ¢(a). Entonces

v
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@ 0 € Im(ey), porque 0 € QS(A).
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entonces
lall = ¥(a) = (1 — t)yha(a) + tea(a) < |4,

de donde v1(a) = ||a|| = ©2(a). Luego ¥1,1» € F. En consecuencia existe
¢ € ext(QS(A)) tal que ¢ € F. Como ¢ es no nula, entonces ¢ € PS(A),
y ¢(a) = ||al| porque ¢ € F.
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Definicidon

Definimos w2 la representacion universal atémica como 72 : A — B(H?2)

dada por i = @ m, dondem,: A— B(H,) es la GNS de ¢.
pePS(A)
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Definimos w2 la representacion universal atémica como 72 : A — B(H?2)

dada por i = @ m, dondem,: A— B(H,) es la GNS de ¢.
pePS(A)

Teorema

3 es fiel.

Demostracidn.

Hay que seguir paso por paso la demostracién del Teorema de
Gelfand-Naimark, sustituyendo estados por estados puros. O
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