Algebras de Operadores

Fernando Abadie

Centro de Matematica-FC
Universidad de la Republica-Uruguay

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores



@ Origenes. Objetivo.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores




@ Origenes. Objetivo.

(2] Algebras de Banach

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores




@ Origenes. Objetivo.

(2] Algebras de Banach

© Teoria espectral

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores




Origenes. O

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

© Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las algebras de Banach.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

© Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las algebras de Banach.
@ 1943: teoremas de Gelfand-Naimark.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las dlgebras de Banach.
1943: teoremas de Gelfand-Naimark.

Desarrollos posteriores.

© 00

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las dlgebras de Banach.
1943: teoremas de Gelfand-Naimark.

Desarrollos posteriores.

© 00

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las dlgebras de Banach.
1943: teoremas de Gelfand-Naimark.

Desarrollos posteriores.

© 00

Objetivos:

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

© Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las algebras de Banach.
@ 1943: teoremas de Gelfand-Naimark.
o

Desarrollos posteriores.

Objetivos:

© Hacer una introduccién bésica a las algebras de Banach.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

© Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las algebras de Banach.
@ 1943: teoremas de Gelfand-Naimark.
o

Desarrollos posteriores.

Objetivos:
© Hacer una introduccién bésica a las algebras de Banach.

@ Presentar los teoremas de Gelfand-Naimark y la teoria de
representaciones para C*-3lgebras.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 3/12



Origenes. Objetivo.

© 1932: John von Neumann y la mecanica cuantica.

@ Década de 1930: trabajos de F. Murray y J. von Neumann. Interés:
representaciones de grupos y mecdnica cuantica.

© Fines de los afios 30: Israel Gelfand y las algebras de Banach.
@ 1943: teoremas de Gelfand-Naimark.
o

Desarrollos posteriores.

Objetivos:
© Hacer una introduccién bésica a las algebras de Banach.

@ Presentar los teoremas de Gelfand-Naimark y la teoria de
representaciones para C*-3lgebras.

© Presentar y estudiar algunos ejemplos relevantes.
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llab]| < lal/[[6]l, Va, b € A.

@ Si A tiene unidad 1 se exige ||1]| =1

@ Si A es completa se dice que A es un dlgebra de Banach.

© Si A tiene una involucién x tal que ||a*|| = ||a|| Va € A, se dice que A
es una x-algebra normada (de Banach si es completa).
@ Una x-dlgebra de Banach es una C*-dlgebra si satisface la
“C*-condicion”:
la*al| = [|al|*, Ya e A (1)
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es una C*-dlgebra (conmutativa) con la norma del maximo y la
conjugacion como involucion.

© El dlgebra del disco A(D) := Hol(D) N C(D), con a*(z) = a(z) y la
norma del maximo.

@ El dlgebra de Wiener: W = {a € C(T) : >, |4(n)| < oo}.

Algebras de sucesiones: ¢y, £>°

Algebras asociadas a grupos: (*(Z), L1(G), M(G).

© 0o
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Ejemplos
Q Caracteres: dx : Co(X) — C tal que dx(a) = a(x).
@ Transformada de Fourier: F : L1(T) — co(Z) tal que

1 21

F(a)(n) = / a(2)z"dz = = [ a(eM)e M de,Vin € Z.
T 21 Jo

@ Sia: X — Y es un homeomorfismo, entonces a — ao « es un
isomorfismo Co(Y) — Co(X).

Q ¢:/4(2) = W dada por (cn) — f, tal que f(z) =), ez Cn2".
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Si ¢: A— B, entonces ¢ : A — B tal que ¢(a, \) = (¢(a), \)
o Cocientes A/J. La norma es |la+ J|| ;= inf{]]a — x| : x € J}.

Definicién
Un ideal J de A se llama modular si A/J tiene unidad.

@ Todo ideal modular maximal es un ideal maximal de A.
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Inv(A) := {a € A: a es invertible} es abierto en A, y es un grupo
topoldgico con la estructura heredada de A.

Demostracion.
Si a€ B(1,1), entonces a~* = > ol —a)™

a (1-a)"=> (1-a)"—(1-a)) (1—a)"=1.

n>0 n>0 n>0

Ahora si a € Inv(A), entonces B(a, ﬁ) CInv(A), y

la — bi fla 1>

—0sib— a.
—[la=t(a = b

bl -5l <
| a ||_1
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@ Si A no tiene unidad: o4(a) := o;(a).

e El conjunto p(a) := C\ o(a) se llama conjunto resolvente de a.

Proposicién

Sean A un adlgebra de Banach con unidad, y a € A.
Q Si¢: A— B es unital, entonces og(¢p(a)) C oa(a).
@ Sih:A— C es un homomorfismo no nulo, entonces h(a) € o(a).
@ Sip € C[X], entonces o(p(a)) = p(o(a)).
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Proposicién

La funcidn resolvente R, : C\ o(a) — Inv(A), definida como

R.(z) = (z— a) %, es holomorfa, y lim, o, Ra(z) = 0. Ademds si

|z| > ||al| se tiene: Ri(z) = Y 72y st
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R.(z) = (z— a) %, es holomorfa, y lim, o, Ra(z) = 0. Ademds si

|z| > ||al| se tiene: Ri(z) = Y 72y st

Teorema (Gelfand)

Sean A un dlgebra de Banach y a € A. Entonces o(a) C D(0, ||a
compacto y no vacio.

), es

v

Demostracion.

© Es directo que o(a) es compacto y estd contenido en D(0, ||al|).
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La funcidn resolvente R, : C\ o(a) — Inv(A), definida como
R.(z) = (z— a) %, es holomorfa, y lim, o, Ra(z) = 0. Ademds si

|z| > ||al| se tiene: Ri(z) = Y 72y st

Teorema (Gelfand)

Sean A un dlgebra de Banach y a € A. Entonces o(a) C D(0, ||a
compacto y no vacio.

), es

Demostracion.

| A\

© Es directo que o(a) es compacto y estd contenido en D(0, ||al|).

@ Si fuera o(a) = ), entonces R, = 0 por el teorema de Liouville.
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Corolario (Gelfand-Mazur)

Si A es un dlgebra normada con division, entonces A= C - 1,4.
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Corolario (Gelfand-Mazur)

Si A es un dlgebra normada con division, entonces A = C - 1,.

Definicién (radio espectral)
Sean A un algebra de Banach y a € A. El radio espectral de a es

r(a) .= max{|\| : A € o(a)}.

| \

Ejemplo
El operador de Volterra V : C([0,1]) — C([0, 1]) tal que

es no nulo, pero r(V,) = 0.

\
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Teorema (Beurling-Gelfand)

Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

— Iim ||a"|| 7
n
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Teorema (Beurling-Gelfand)

Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

gl

V.
Demostracidn.
]
W
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Teorema (Beurling-Gelfand)

Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

V.
Demostracidn.

o o(a") = o(a)" = r(a") = r(a)" < ||a"|| = r(a) < inf ||a"||=.
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Teorema (Beurling-Gelfand)
Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

1

1
nj = ‘ ni =
n

r(a) =inf|a

o o(a") = o(a)" = r(a") = r(a)" < ||a"|| = r(a) < inf ||a"|.
Ra(2) siz#0
0 siz=0

e SiS,:D(0,-A5) — Atal que Sy(2) = { , entonces

Z0)

S, es analitica.
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Teorema (Beurling-Gelfand)

Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

gl

V.
Demostracidn.

o o(a") = o(a)" = r(a") = r(a)" < ||a"|| = r(a) < inf ||a"||=.

Ra(l) i
@ SiS,: D(O,%) — A tal que S,(2) = { 2(2) S% 27 0, entonces
r 0 siz=0

S, es analitica.

@ Entonces Sa(z) = 3,50 cn2" Vz/ |2| <
1 1

r(a) = limsup, ||cal|2/""

1
lim sup, a7
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Teorema (Beurling-Gelfand)

Si A es un dlgebra de Banach y a € A, entonces

gl

V.
Demostracidn.

o o(a") = o(a)" = r(a") = r(a)" < ||a"|| = r(a) < inf ||a"||=.

Ra(l) i
@ SiS,: D(O,%) — A tal que S,(2) = { 2(2) S% 27 0, entonces
r 0 siz=0

S, es analitica.

@ Entonces Sa(z) = 3,50 cn2" Vz/ |2| <
1 1

r(a) = limsup, ||cal|2/""

1
lim sup, a7

o Pero ¢, = a""1, Vn, asi que limsup, ||c,||*/" = r(a).
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