Universidad de la Repiblica
Facultad de Ciencias
Centro de Matematica

Anélisis Funcional-Curso 2019

PrAcTICO 4

1. Seape (0,1], ysea ? :={x: N—=C:>  |z(n)|P < co} con la topologia definida por
la métrica d(z,y) = >, [x(n) — y(n)[P.

a) Probar que (¢P)* = ¢°°.
b) Mostrar que si 0 < r < p < 1, entonces ¢" C (P, y que la inclusion es estricta.

¢) Para cada p € (0,1), sea wj, la topologfa débil* que £°° tiene como espacio dual de
P, Demostrar que si r < p, entonces w, y w, son diferentes (;hay alguna de ellas
que sea mas débil que la otra?), aunque son iguales sobre conjuntos acotados en

la norma de £>° (sugerencia: la bola unidad cerrada de £*° es wy-compacta).

2. Sea B la bola unidad cerrada de M]0,1]. Para pu,v € M]0,1] se define d(u,v) =
Yoo 2%| f[o 1 x"dp — f[o 1 x"dv|. Probar que d es una métrica en M0, 1] que define la
topologia w* en B pero no en M[0, 1].

3. Sea X un espacio vectorial topolégico en el que X™* separa puntos. Probar que la
topologia débil* de X* es metrizable si y sélo si X posee una base de Hamel finita o
numerable.

4. Mostrar que para todo 1 < p < oo hay sucesiones en P que convergen débilmente pero
no en norma. En el caso p = 1 esto no es cierto: toda sucesién débilmente convergente
también converge en norma (ver Conway V §55.2).

5. Sea K el menor conjunto convexo de R3 que contiene a los puntos (1,0,1), (1,0,—1) y
(cosf,send,0), VO € [0,27]. Demostrar que K es compacto, pero que ext(X’) no lo es.
;Puede existir en R? un conjunto asi?

6. Sean ) un espacio topolégico de Hausdorff compacto, y M(2) el espacio de Banach
de las medidas de Borel regulares y complejas sobre €. Entonces M () es el dual
del espacio de Banach C(€2). Si P C M(2) denota el conjunto de las medidas de
probabilidad, probar que P es convexo y w*-compacto, y hallar ext(P).

7. Mostrar que la bola unidad cerrada de ¢! es la envolvente convexa cerrada de sus puntos
extremales.

8. Para p € (1,00), probar que cada punto de la “superficie” de la bola cerrada unitaria
de LP[0, 1] es un punto extremal de esta bola.

9. Teorema del punto fijo de Markov—Kakutani. Supongamos que X es un espacio local-
mente convexo y de Hausdorff, K C X es compacto y convexo, y que F es una fa-
milia de transformaciones afines continuas en X tales que T(K) C K y ThTy» = 1517,
V11,15 € F.



10.

11.

12.

a) DadoT € Fsea T = L 37" 1 TV, Probar que T"(K) C K y que T"Ty = T3 T},
Vn,m >0, 11,15 € F.

b) Sea C := {TM(K): n>0,T € F}. Probar que ({C : C € C} # 0 (sugerencia:
mostrar que C tiene la propiedad de interseccién finita).

c) Sea c € (){C : C € C}. Probar que Tc = ¢, VT € F (sugerencia: notar que para
todo n € N existe z € K tal que T™z = ¢; deducir que Tec — ¢ € %(K -K),y
recordar que todo conjunto compacto es acotado).

Sean G un grupo abeliano, €2 un espacio de Hausdorff compacto, y a : G X 2 — Q una
acciéon continua. Se dice que una medida de probabilidad p € M () es a-invariante
si p(ay(E)) = p(E), VE € B(Q), donde B(Q) es la o—élgebra de borelianos de {.
Denotaremos por M, al conjunto de medida a—invariantes.

a) Ezistencia de medidas invariantes. Demostrar que M, # ) (sugerencia: combinar
los teoremas de Banach—Alaoglu y el del punto fijo de Markov—Kakutani).

b) Ezistencia de medidas ergddicas. Probar que existe una medida de probabilidad
w € M(Q) tal que el sistema (G, Q, a, ) es ergddico, es decir, p es a—invariante y
ademds si £ € B(Q2) es a—-invariante, entonces pu(E) = 0 o u(E) = 1 (sugerencia:
mostrar que M, es convexo y w*—compacto, y luego acudir al teorema de Krein—
Milman).

Mostrar que ninguno de los siguientes espacios es reflexivo: ¢, ¢, £°.

Sea X un espacio normado. Probar que si X* es separable entonces X también lo es
(sugerencia: para cada ¢ € X* existe z, € X tal que [|zo] = 1y ¢(zy) > 3ol
Deducir que ¢! no es reflexivo.



