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1. Sean E un espacio de Banach y A = B(E) el espacio de operadores acotados en F.
Dado T € A, sean LT vy Ry las transformaciones lineales Ly, Rp : A — A definidas por
Lp(S)=To8y Rr(S) = §oT. Se considera en A una norma || 4 parala cual A es
un espacio de Banach y Ly y R son continuas para todo T € A.

a) Sea S ¢ A. Probar que el conjunto
{ILr(SHla:ITNa <1}

- estd acotado. ) , - :
- b} _'Probaf que L: A SR E_(A, il A),_‘dado por L{(T) = Ly, es un _op'er.;:tdof a.cot'«;ifi—o. -
¢) Probar que el operador L definido en la parte anterior es inyectivo y que su imagen
es cerrada. (Sugerencia: observar que |T||a < || Lo|[|Zdl}4.)
) Sea ||T|, =”LTH para T € A. Probar que f| Il y i |l4 son equivalentes.

2. Sean H-un espaci'o de Hilbert, X;un' &spacio.de Hausdorff compacto jr-F = B-(H (X))~

a} Probar quesia: X — H es w-continua, entonces foell o= sup e “a )1} es finito.

_ En adelante se denoﬁa por A el espacio normado formado por tales funcwnes con
la norma del supremo.

b) Dados « € Ayne H -se considera la funcién &, : X —_C tal que 4,(z) =
(0. a(z)), Yo € X. Mostrar que by € C(X); v que el operador T}, : H — C(X)
dado por T4(n) := &, pertenece a F.

T . . . .
¢) Probar que el mapa T : A — Ftal que a + T, es un isomorfismo isométrico, v
deducir que A es un espacio de Banach.

3. Sean H un espacio de Hilbert y €' := {T' € B(H ||TH <1}
a) Probar que si S, T € C son tales que ImS L ImT v ker § O (ker T)*~. entonces
S+TecC. : _
b) Deducir que si T € C no es inyectivo ni de rango denso, entonces T ¢ ext(().
¢) Probar que si T o T* es una isometria entonces 7" < ext(C).

d) Reciprocamente a lo visto en ¢) se puede probar que ext(C) = {T & B(H) :
I" 0 T* ¢s una isometria}. Usando este hecho, demostrar que si U es un operador
invertible tal que U y U™t € (', entonces I es unitario.



Soluciones

1.

a) I1Lz(S)lla = Rs(T)||a < || Rs]-

b} Por B-S |[L7f < M para todo T tal que | T4 < 1, que implica ||L|| < M
) [L(T)](Id) = T implica inyectividad y [T}4 < Lzl 2e]l.s. .

2) Lo de amiba v L] < [LIT]la

a) El conjunto a(X) es w-compacto, y por lo tanto w—acotado, asi que es acotado en

la norma.

b) Es claro, pues q es w-continua-y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

¢) Para cada x € X, el mapa H — C dado por 5 — T'(n)|» es una funcional continua.

Por el teorema de Riesz existe un tnico a(z) € H tal que T'(n)lz = (1.o(z)),
Vn e H. Como T(n) € C(X), se tiene que r — a(z) es w-continua. Entonces T es
sobre. Por Ia desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene || T, || < {|a]|. Por otra parte,

si aefz) # O
o Talo@)l - ITa0@ll_ | Hel). o))

Tl2 Tl S8 el R e 2100

Luego {| T, || = llal|, y entonces T es una lsometrla Como F es de’ Bana,ch tamblen :

o .debe sello 4-

Sea ¢ € H, f— n-{—C, conn € kerTyC € (ker T)J* Entonces(S+T ({;f) S,n'%-TC-.
Como S L T sotieme € = S + ITCIF < P + <[ = JE]2. de modo
que S +T e (.

Se puede tomar S#0Otalque Ty S estan en las hlpOtESlS de (a}. Por eJemplo se -

- puede tomar 5 =6, donde £ €kerT y n € (ImT)"L son vectores de dorma 1.

d)

Entonces por (a) se tiene que +5 + T € €, de modo que T es el punto medio de
-5+7 y S+ T. que son distintos a T ‘por lo tanto T ¢ ext(C).

Se puede suponer que T es una ‘isometria porque ext(C') es invariante por la
adjuncién, Si "= (1= X)R+AS, con A €(0,1), R, S € (. entonces €l = iTé) =
F{1=MBR+AS)E] < (1-X)||RE|[+A|IS€|| < 1,V€ € H, de donde Ry S también son
isometrias. Si [£]| = 1 entonces 1 = (T{;‘,T{) (1= N)[{RE,TEY| + A|{Se.TE)] <
(I—-MN+Xi=1.de donde H{RE,TE| =1 = |{8¢,T€)], de modo que RE = aTE y
§¢ = 3T¢. para ciertas a, £ de médulo 1. Entonces 1 = (1 — A)a + AS, v por lo
tanto a =1=J. Asique R=T =8, y T es extremal.

SIU = (1 - MR+ AS, con R,S € C, entonces Id = (1 - NU-IR + AU-1S, y
URU-1Sc C. Pero Id € ext(C') (por ejemplo porque [d es una isometria) de
modo que Id =UR=U15,0U = R =S5, y entonces U € ext(C). Por lo
tanto U/ (o U™} es una isometria invertible. y por lo tanto unitario.



