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Salvo indicarién contraria, sélo se pueden nsar sin demostracién los resnltados vistos en ¢l
enrso tedrico. Siose nsa un resultado de un cjercicio del préctico debe inclnirse la resolncidn del
ejercicio. e

1. Sean M un espacio de Hilbert y B la bola unitaria cerrada en B(H).

a) Sean T € By h € H. Probar que Th = h si y s6lo si T*h = h.

b) Sean C C B un conjunto no vacio tal que ST € Csi S, T€Cy Ho ={heH : Th =
h VT € C}. Probar que Hc es un subespacio vectorial cerrado de H, que H# es la
clausura del subespacio generado por {h—Th:heH, Te€ C} yque Ho y Hé son
invariantes bajo T para todo T € C.

¢) Dado T € B,sea C'= {T%: k =1.2,...}. Probar que Hp = Im({I — T). Sea W,, =
% T T*, para todo n € N, Probar que Wyh — Ph para todo b € H, donde P es la
proyeceion ortogonal sobre Heo,

2. Sean X un espacio de Banachy S={z e X : ||zl = 1}.

a) Sean I un subconjunto denso de S e y € X.
‘1) Probar que dado € > 0 existe d € D tal que |ly — {|y/|d|| < e.
2) Probar queexisten ¢ € {! y une sucesién {d, }n>1 en D tales que y = S22 | a(n)d,.

b) Demostrar que X cs scparable si y s6lo si existe un subespacio cerrado ¥ o de I tal
que X 2 {!/Y (como espacios de Banach).

3. Sea H un espacio de Hilbert camplejo.

a) Sean 13,Ty € B(H) operadores autoadjuntos tales que TyTy = 0. Probar que para
todo A # 0 se tiene que ker(T; — AI) C ker T}, sl ¢ # 4.

b} Sean T y T, operadores compactos y positivos tales que 7175 = 0, y sea T = 73 — Th.
1) Probar que |75 < ||T']| parai = 1,2.

2) Probar que [T = Méx {||T1||, |T2(|}. (Sugerencia: si 2 € H es un vector propio
de T, ||| = 1y |[T%|| = ||T||, probar que z es vector propio de 71 o de 7%.)

¢) Sea T € B(H) un operador compacto y autoadjunto. Probar que existen operadores
compactos y positivos Ty y To tales que T =Ty — T y 7115 = 0.



