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Lista 3 de ejercicios

1. Sean X un espacio toplégico y C(X) := {f : X — C: f es continua}. Para cada sub-
conjunto compacto K C X y cada abierto U C C, sea L(K,U) :={f € C(X) : f(K) C
U}. La topologia 7., generada por estos conjuntos L(K,U) es la topologia compac-
to/abierto de C'(X). Probar que (C(X), 7¢,) es un espacio de Hausdorff, y que una red
converge en T, si y s6lo si converge uniformemente sobr subconjuntos compactos de X
(DE, Lemma 3.1.2, p. 64).

2. Mostrar que un grupo LCA satisface el segundo axioma de numerabilidad si y solo si
su dual lo satisface.

3. Sean G un grupo LCA conexo y v € G tal que v # 1. Probar que v(G) = T.

4. Sea G = R. En los siguientes casos verificar que la transformada de Fourier de la funciéon
dada es la que se exhibe.

» Para p,q,w € R, con p < ¢, se define f(t) = ¢“* parap <2 <gq,y f(z) =0en

otro caso. Entonces:
‘eip(w—27ry) — ela(w—2my)

fly) =i o 2ny
» Sean w € R, B > 0. Se define f(z) = e(=A+®)% para ¢ > 0, f(z) = 0 para z < 0.
Entonces )
A 1
W = oy s
A 2
» Para a > 0 se define f(x) = %e‘“'x‘. Entonces f(y) = Ar2y? + a?

R 22 .
= Sea f(z) = e~*"/2. Entonces f(y) = Vv 2me 2 Y’ (sea g(y) := [pe” 2 "W*dx; veri-
ficar que ¢'(y) = —yg(y), y luego usar que [;° e dt = %\/77)

5. Compactificacion de Bohr. Sea G un grupo LCA. Denotamos por Gy al grupo G con la
topologfa discreta, y por G al dual de Gy El grupo G se conoce como la compactificacién
de Bohr de G. Sea 8 : G — G el mapa definido como B:(7) := ~(t), Vt € G, v € G.
Probar que 3 es un isomorfismo continuo de G sobre un subgrupo denso de G (en general
B(G) no es un subconjunto localmente compacto de G, y 3 no es un homeomorfismo).
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11.

12.

13.

14.

15.

Mostrar que el grupo multiplicativo C* es un grupo LCA, y que CX =Z xR
Sea H un subgrupo del grupo LCA G. Probar que H = H+.

Sea I' un subgrupo de G que separa los puntos del grupo LCA G. Probar que I' es
denso en G (considerar v € G/T).

Sea (H;) una familia de subgrupos cerrados del grupo LCA G. Probar que el ortogonal
del subgrupo generado por los H; es ﬂiHil, y que el ortogonal de N; H; es el subgrupo
cerrado generado por los HZJ—

1. Sea ¢ : G — H un morfismo de grupos LCA. Entonces o(G) < Hy kerp < H
son cada uno el ortogonal del otro. En particular ¢ es inyectivo si y sélo si ¢(G)
es denso en H.

2. Sean G un grupo LCA y k € Z. Sean G y G () la imagen y el niicleo del morfismo

t — t* de G en G. Entonces G vy la adherencia de G®) son el ortogonal cada
uno del otro.

Un grupo conmutativo G se dice divisible si para todo t € G y todo k € Z existe s € G
tal que s* = t. Sea G un grupo LCA. Probar que

= Si G es divisible, entonces G es sin torsién.
= Si @ es sin torsién y si k € Z, el conjunto {t¥ : t € G} es denso en G.

= Supongamos que G es discreto o compacto. Entonces G es divisible si y solo si G
es sin torsion.

Sea pu € M(G) tal que 1 € LY(G). Probar que u € LY(G), es decir, existe f € LY(G)
1

tal que du = fdt (sea (¢y) C I una red de Dirac; entonces ¥y * u LN W,y @VA L ;
_ Co(G) = . =
luego by * = Fo(Fowy + 1) 5 Fp(f); por lo tanto du(t) = Fg()(t)dt).

Sean H un subgrupo del LCA Gy ue M (G) Probar que [i es invariante por trasla-
ciones por elementos de H si y solo si el soporte de p estd contenido en HL.

Gelfand-Raikov. Sea G un grupo LCH. Probar que las representaciones irreducibles
separan los puntos de G, utilizando el siguiente teorema valido para C*-dlgebras: si A
es una C*-dlgebra, sus representaciones irreducibles separan los puntos de A.

Sean K un subgrupo cerrado del grupo LCH G, 7 : G — B(H) una representacién
irreducible, y HX := {¢ € H : n(s)¢€ = £ Vs € H} el subespacio de puntos fijos de 7.
Mostrar que si K es normal en G, entonces HX = H o HX = 0.
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1t
0 1
unitaria si ¢ # 0. Mostrar que la representacién (no unitaria) t — A(t) no es la suma
directa de subrepresentaciones. Determinar todas sus subrepresentaciones irreducibles.

Para cada ¢ € R sea A(t) = ( ) Mostrar que A(t) no es conjugada a una matriz

Siguiendo los siguientes pasos, mostrar que G = SLa(R) no tiene subrepresentaciones
unitarias de dimensién finita excepto la representacién trivial.

-1
1. Param € Z",t € R, mostrar que (73 m01> A(t) (73 m01) = A(m2t) = A(t)™".

Sea ¢ : G — U(n) una representacién. Mostrar que los valores propios de ¢(A(t))
son una permutacién de sus potencias m-ésimas para cada m € Z™. Concluir que
tods deben ser iguales a 1.

2. Mostrar que el subgrupo normal de G generado por {A(t) : t € R} es todo G.

Para la aprobacion del curso: entregar al menos los ejercicios 1, 6, 8, 10, 12, 14, 17 y dos
mas.
Fecha limite: viernes 8 de julio.




