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Lista 2 de ejercicios

1. Sea A un algebra de Banach. Probar que:

a) Siap, = a, ap € o(ap) y o, — «, entonces o € o(a)

b) a + 7(a) es una funcién semicontinua superiormente, es decir: r~!(—o0o,a) es
abierto en A, Va € R. Si ademds a es tal que r(a) = 0, entonces r es continua
en a. jSe puede decir algo méas cuando A es conmutativa?

2. Sea A := {a € C[0,1] : d’ € C[0,1]} con las operaciones definidas punto a punto y
la norma ||a|| := ||a|lecc + [|@'||co- Probar que A es un &lgebra de Banach conmutativa
con unidad, y describir su espectro. Mostrar que la transformada de Gelfand no es
isométrica ni sobreyectiva.

3. Teorema de Wiener. Supongamos que f es una funcién 2m-periddica tal que f(z) =
Y nez n€"", con Yo o lan| < oo. Mostrar que si f(x) # 0 Vo € R, entonces existen

by, € C tales que ﬁ = ,ezbn€™, con Y o |by| < o0.

4. Probar que si G es un grupo localmente compacto no trivial, entonces L'(G) no es
una C*-dlgebra (sugerencia: sean V' C G un abierto no vacio de medida finita y f :=
VAG(xv —txv), donde t € G es tal que V NtV = 0; probar que || ff*|| < ||f]|?).

5. Considérese el dlgebra de Banach ¢'(Z) con el producto de convolucién. Mostrar que
f*(n) := f(n) define una involucién en ¢'(Z) que la convierte en una *-dlgebra de
Banach que no es simétrica.

6. SAean A una *-algebra de Banach conmutativa, A su espacio de Gelfand y Ay = {h €
A: h(a*) = h(a),Ya € A}.

a) Probar que A, es un subconjunto cerrado de A, y que el mapa A — Co(fls):

a a|; es un *-homomorfismo de dlgebras.
S

b) Supongamos que X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y que « :
X — X es un homeomorfismo tal que o = id. Si a € A := Cy(X) definimos

a* € Cp(X) como a*(z) := a(a(z)), Vo € X. Probar que (4, *,[ [) es una

~

)
*_4lgebra de Banach. Comparar A y A,.



7. Supdngase que a y b son elementos normales de dos C*-algebras con unidad. Probar que
o(a) = o(b) siy solo si existe un isomorfismo ® : C*(1,a) — C*(1,b) tal que ¢(a) = b.

8. Sea a un elemento normal de una C*-dlgebra sin unidad A, y sea Cy(o(a)) := {f €
C(o(a)) : f(0) = 0}.
1. Probar que existe un unico homomorfismo de C*-algebras 7, : Cy(c(a)) — A tal
que 74(inc) = a, donde inc : o(a) < C es la inclusidn.

2. Mostrar que 7, es isométrico y que 7,(Cp(c(a)) — A) = C*(a), donde C*(a) es la
C*-subélgebra de A generada por a.

9. Se dice que un elemento autoadjunto a de la C*-dlgebra A es positivo si o(a) C [0, 00).

1. Mostrar que para todo elemento positivo a € A y cada n € ZT existe un tinico
elemento positivo b € A tal que b" = a.

2. Probar que, si a € A es autoadjunto, existen elementos positivos a4+ y a— en A,
Unicos tales que a =ay —a_ yaya_ =0=a_a;.

10. Sea a un elemento autoadjunto de una C*-algebra A con unidad, y sea f(z) = >, <, fn2"
una serie de potencias que converge absolutamente para cada z € o(a). Mostrar que

fla) = ano Bna™.

Para la aprobacion del curso: entregar los ejercicios 3, 8, 9 y al menos dos mds.
Fecha limite: viernes 20 de mayo.




