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Lista 2 de ejercicios

1. Sea A un álgebra de Banach. Probar que:

a) Si an → a, αn ∈ σ(an) y αn → α, entonces α ∈ σ(a)

b) a 7→ r(a) es una función semicontinua superiormente, es decir: r−1(−∞, α) es
abierto en A, ∀α ∈ R. Si además a es tal que r(a) = 0, entonces r es continua
en a. ¿Se puede decir algo más cuando A es conmutativa?

2. Sea A := {a ∈ C[0, 1] : a′ ∈ C[0, 1]} con las operaciones definidas punto a punto y
la norma ‖a‖ := ‖a‖∞ + ‖a′‖∞. Probar que A es un álgebra de Banach conmutativa
con unidad, y describir su espectro. Mostrar que la transformada de Gelfand no es
isométrica ni sobreyectiva.

3. Teorema de Wiener. Supongamos que f es una función 2π-periódica tal que f(x) =∑
n∈Z ane

inx, con
∑

n∈Z |an| < ∞. Mostrar que si f(x) 6= 0 ∀x ∈ R, entonces existen
bn ∈ C tales que 1

f(x) =
∑

n∈Z bne
inx, con

∑
n∈Z |bn| <∞.

4. Probar que si G es un grupo localmente compacto no trivial, entonces L1(G) no es
una C∗-álgebra (sugerencia: sean V ⊆ G un abierto no vaćıo de medida finita y f :=√

∆G(χV − tχV ), donde t ∈ G es tal que V ∩ tV = ∅; probar que ‖ff∗‖ < ‖f‖2).

5. Considérese el álgebra de Banach `1(Z) con el producto de convolución. Mostrar que
f∗(n) := f(n) define una involución en `1(Z) que la convierte en una ∗-álgebra de
Banach que no es simétrica.

6. Sean A una *-álgebra de Banach conmutativa, Â su espacio de Gelfand y Âs := {h ∈
Â : h(a∗) = h(a),∀a ∈ A}.

a) Probar que Âs es un subconjunto cerrado de Â, y que el mapa A → C0(Âs):
a 7→ â

∣∣
Âs

es un *-homomorfismo de álgebras.

b) Supongamos que X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y que α :
X → X es un homeomorfismo tal que α2 = id. Si a ∈ A := C0(X) definimos

a? ∈ C0(X) como a?(x) := a
(
α(x)

)
, ∀x ∈ X. Probar que (A, ?, ‖ ‖∞) es una

*-álgebra de Banach. Comparar Â y Âs.
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7. Supóngase que a y b son elementos normales de dos C∗-álgebras con unidad. Probar que
σ(a) = σ(b) si y sólo si existe un isomorfismo Φ : C∗(1, a)→ C∗(1, b) tal que φ(a) = b.

8. Sea a un elemento normal de una C∗-álgebra sin unidad A, y sea C0(σ(a)) := {f ∈
C(σ(a)) : f(0) = 0}.

1. Probar que existe un único homomorfismo de C∗-álgebras τa : C0(σ(a)) → A tal
que τa(inc) = a, donde inc : σ(a) ↪→ C es la inclusión.

2. Mostrar que τa es isométrico y que τa(C0(σ(a))→ A) = C∗(a), donde C∗(a) es la
C∗-subálgebra de A generada por a.

9. Se dice que un elemento autoadjunto a de la C∗-álgebra A es positivo si σ(a) ⊆ [0,∞).

1. Mostrar que para todo elemento positivo a ∈ A y cada n ∈ Z+ existe un único
elemento positivo b ∈ A tal que bn = a.

2. Probar que, si a ∈ A es autoadjunto, existen elementos positivos a+ y a− en A,
únicos tales que a = a+ − a− y a+a− = 0 = a−a+.

10. Sea a un elemento autoadjunto de una C∗-álgebraA con unidad, y sea f(z) =
∑

n≥0 βnz
n

una serie de potencias que converge absolutamente para cada z ∈ σ(a). Mostrar que
f(a) =

∑
n≥0 βna

n.

Para la aprobación del curso: entregar los ejercicios 3, 8, 9 y al menos dos más.

Fecha ĺımite: viernes 20 de mayo.
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