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Capitulo 1

Sucesion y serie de funciones

Vamos a trabajar con funciones definidas en un conjunto arbitrario X, a valores
en R o C. Sin embargo, para algunos resultados particulares necesitaremos mas
estructura en X, como para poder integrar o derivar funciones, en tales casos
tomaremos X c R.

Una sucesion de funciones { f } nen, €s simplemente una coleccion de funciones
fn:X = C, indexadas por n € N.

Veamos a continuacion algunos ejemplos sencillos que servirdn para mas
adelante. Se sugiere realizar bosquejos en cada caso.

Ejemplo 1.1. Consideremos la sucesion de funciones

fu:[0,1] >R, Ju(x) =x"

Ejemplo 1.2. .
£RoR, £u(x) = sminx) .
Ejemplo 1.3.
2n’x x€[0,5]
i [0,1]-R,  fu(x)=1 -2n%(x-1/n) xe[5,1]
0 xe[d 1],

(No se asusten! es una funcion continua, lineal a trozos, y por lo tanto para
bosquejarla sélo basta calcular su valor en los extremos de los intervalos.)

7



8 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

1.1. Convergencia puntual

Definicion 1.4 (Convergencia puntual). Consideremos una sucesion de fun-
ciones { f, }nen. Supongamos que la sucesion de nimeros reales { f,(x) }rens
para cada x € X, es convergente. Entonces existe una funcién
f:X—>R, definidapor f(x):= lim fn(x).
n—+0oo

En este caso decimos decimos que la sucesion { f,} converge puntualmente
a la funcién f, o que f es limite puntual de f,, y escribiremos f, —, f, o

lim, f = £.

.

Observacion 1.5. En términos “e -6, f,, - f si paratodo € >0y x € X, se tiene
que existe ng = no(€,x), tal que

[fn(x) - f(x)[ <&, Vn2no.
Una vez definido el limite puntal una pregunta interesante surge.

¢ Cudndo podemos asegurarnos que propiedades de la sucesion de
funciones son heredadas a su limite?

Por ejemplo, si las funciones f;, son continuas, ;su limite f lo es? Andlogo para
la diferenciabilidad: si las f,, son derivables, ;f lo es? y en tal caso se tiene
fi(x) =, f'(x)? Andlogo para integrabilidad.

A continuacién intentaremos analizar posibles respuestas a estas preguntas.
Para fijar ideas consideremos X un subconjunto de los reales (la recta misma o un
intervalo alcanzan para el anélisis).

Continuidad

Recordar que si una funcién f es continua en xg € X, entonces

lim f(x) = f(xo).

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



1.1. CONVERGENCIA PUNTUAL 9

Por lo tanto, en el caso que f sea limite puntual de { f, }, i.e. f =1lim, f, lo que
nos gustaria saber es si es verdad que

1My f () f(xo)
—_——
1 ( S .
Iim hr{nfn(x)) = 11’?1 xhr)tcl fn(x)].
0 0
f(x) fn(xo)

En este sentido nuestra interrogante se transforma en la siguiente pregunta
(podemos intercambiar limites?

Para encontrar una respuesta basta recordar los ejemplos dados mads arriba.

En el Ejemplo 1.1 es facil ver que

0 xe[0,1]

f(x):lf}gnx":{ L (1.1)

Pero entonces, tomando xy = 1 tenemos
0= h’r{l fx)=f(1)=1.
X—=>1"

Con esto concluimos que limite puntual de funciones continuas, no tiene
neceseriamente que ser una funcion continua.

Diferenciabilidad

Para este caso basta mirar el Ejemplo 1.2. Observar que lim,, sin(nx)/n = 0 para
todo x € R, y por lo tanto la funcién limite puntual f es la identicamente nula, i.e.
f=0. (Se podra asegurar que f;(x) — f'(x) =0?

Derivando obtenemos f(x) = cos(nx), y en particular f! () =cos(nrm) = (-1)",
y por lo tanto no existe su limite f;(7). Es decir, no estd definido el limite puntal
de la sucesion de las derivadas.

Integracion

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



10 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

Recordando nuestra consulta inicial, en el caso de integracion nos gustaria
saber si el limite de funciones integrables es integrable. Y si ese es el caso nos
gustaria saber si es verdad que [ f, > [ f, i.e., si es correcto el intercambio de
limites:

lim f fulx)dx? f Ifm f, (x) dx.
Mirando el Ejemplo 1.3, es facil ver que independiente de x, el limite es cero y
por lo tanto f =lim, f =0.
Ademas es claro que fol Sfu(x)dx=1/2,y por lo tanto

| ! 1
§=1f£nf0 fn(x)dx¢f0 lim £, (x) dx = 0.

Los parrafos anteriores muestran que hay que tener cuidado con intercambiar
“limites” en las operaciones anteriores (de continuidad, diferenciacion e integracion)
cuando tenemos convergencia puntual de una sucesion de funciones.

En la siguiente seccion veremos una nocion de limite mas fuerte (més restricti-
va) que nos permitird trabajar con comodidad el intercambio de limites.

1.2. Convergencia Uniforme

Definicion 1.6 (Convergencia uniforme). Deimos que una sucesion de fun-
ciones { f,} converge uniformemente a f si dado € >0, existe ng =ngp(€) € N
tal que

If(x) = f(x)| <&, Vnzny, VxeX. (1.2)

En tal caso escribimos f,, = f.

Comentario 1.7. Una forma visual de entender la convergencia uniforme es via el
grafico Graf( f,,) de las funciones de la sucesion.

Sea f el limite uniforme de { f,, }. Definimos el e-entorno tubular del grafico
de f:

Fe(f)={(xy) eXxC: |y-f(x)[ <&}

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



1.2. CONVERGENCIA UNIFORME 11

Figura 1.1: Convergencia uniforme.

Entonces, la condicién descrita en (1.2), es andlogo a decir que Graf(f,) c e (f),
para todo n > ny.

Observacion 1.8. Una forma equivalente de escribir la formula (1.2) es la siguiente:
sup|fu(x) - f(x)[ <&, Vn>no,
xeX

(¢ Por qué el menor igual?)

Observacion 1.9. Dado que la condicion (1.2) involucra a todos los x € X, es claro
que si f, = f, entonces f, — f puntualmente. Sin embargo el reciproco esté lejos
de ser cierto. Lo que hace la diferencia (gran diferencia por cierto) entre la conver-
gencia uniforme y puntual es que el caso de convergencia puntual el ny depende
del € y del x € X (ver Observacion 1.5), y por lo tanto no podemos asegurarnos que
en todos los puntos x se aproximan a su limite de manera simultanea.

Ejemplo 1.10. En el Ejemplo 1.1 y Ejemplo 1.3 no hay un n¢ universal.

¢ 1.11. En el Ejemplo 1.1, dado un x € [0, 1), y € > 0, hallar ny = ny(€,x) tal que
X" < € para todo n > ng. Observar que si x — 1, entonces ng — +0o.

¢ 1.12. Si cambiamos el dominio [0, 1] en el Ejemplo 1.1 por el subconjunto [0, 1).
¢.Jnl[o,1) converge uniformemente a 0? Puede describir algtin subintervalo [0,a],
con a < 1 donde haya convergencia uniforme?

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



12 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

Nota: En la siguiente proposicion establecemos un criterio para saber cudndo hay
convergencia uniforme. Quizas exista un poco de redundancia en la prueba pero
dado que recien comenzamos estd bueno establecer el lenguaje que trabajaremos
en el curso, ademas de ser una entrada en calor al mismo.

Proposicion 1.13 (Criterio de convergencia). Sean f,: X - C, neN,y f: X - C.
Definamos

dy = su}1é)|fn(x)—f(x)|. (1.3)

Entonces f, = f siy solo silim,_, o d, =0.

Demostracion. (<) Ejercicio

(=) Queremos probar que d, — 0 cuando n — co. Dado un € > 0, sabemos que
existe ng € N tal que |f,,(x) — f(x)| < &, para todo n > ng, y x € X. Entonces, tomando
supremo en x € X se tiene

d, = sup|fn(x) - f(x)| <€, Vn 2 no,
xeX

esto es exactamente la definicién de convergencia a 0 de la sucesion {d, }.

(Para estudiantes puristas: si quieren tener el menor estricto en la definicién de con-
vergencia de la sucesion d,,, basta tomar al comienzo €/2, y para el correspondiente ny,
resulta |d,| < €/2 < g, para todo n > ny.)

Con esto hemos probado que dado € > 0, existe ng =ng(€) tal que 0< d, = |d,|< €
para todo n > ng, lo que significa lim,,d,, = 0. ]

Comentario 1.14. Sea B(X,C) el espacio de funciones f: X — C acotadas, i.e.,
f:X - C tales que existe k>0 tal que | f(x)| < k¢, para todo x € X. En este sentido
la funcién d : B(X,C) x B(X,C) — R definida por

doo(f,8) = sup 1f(x) —g(x)]

es una distancia, o métrica, para este espacio, donde resulta que 5(X,C),d) es un
espacio métrico. (Ver Seccion 2.1). (De aqui en adelante utilzaremos la notacién
d(-,) 0 ds(-,-) indistintamente.) De hecho B(X,C),d) es un espacio vectorial y
definiendo

| f oo =d(f,0) = sg}glf(X)L

tenemos que B(X,C),d) es un espacio vectorial normado.

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



1.2. CONVERGENCIA UNIFORME 13

De la observacion anterior resulta que

fazf siysolosi d(fu,f)—0,

es decir, que la convergencia uniforme coincide con la convergencia en la métrica
“uniforme”.

Ejemplo 1.15. Retomando el Ejemplo 1.1, vimos que la sucesién de
funciones f,(x) = x"* converge puntualmente a la funcién f dada en (1.1).
Observar que d, = d( f,, f) = 1, y por lo tanto no hay convergencia unifor-
me.

Ejemplo 1.16. En el Ejemplo 1.1, se tiene que la distancia uniforme de
fn(x) =sin(x)/n ala funcién 0 es 1/n. Por lo tanto f, converge uniforme-
mente a la funcion 0.

Ejemplo 1.17. En el Ejemplo 1.3 es fécil ver que d, =n y por lo tanto f,
no converge uniformemente a su limite puntual.

Ejemplo 1.18. Sea a € (0,1). Consideremos la sucesion de funciones
fn(x) =x",x€[0,a]. Entonces f, converge puntualmente a la funcién 0 en
el intervalo [0,a]. Pero ademas d,, = a* — 0, y por lo tanto la convergencia
es uniforme.

1.2.1. Convergencia uniforme y continuidad

Es facil convencerse con un dibujo (utilizando entornos tubulares) que si tene-
mos una discontinuidad de una funcién f en xg (pero con limites laterales definidos),
dificilmente la podamos aproximar uniformemente por funciones continuas.

El siguiente resultado formalizaremos esa idea mostrando que la convergencia
uniforme de funciones continuas es continua.

Teorema 1.19. Sea X c C, f,:X — C continua en zg € X. Sea f: X — C tal que
fn 2 f. Entonces f es continua en z.

Demostracion. Queremos probar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

[f(z) - f(z0)| <& siempre que [z-2zo| <§.

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



14 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

La idea detrds de la prueba es que si n es suficientemente grande los valores
de f,(z) y f(z) son arbitrariamente cercanos para todo z en el dominio, luego
triangulando de la siguiente manera

|f(Z) _f(ZO)| < |f(Z) _fn(z)|+|fn(z) _fn(Z0)|+|fn(Z0) _f(ZO)la (1.4)

tendriamos que los términos de los extremos son arbitrariamente pequefios sin
importar el punto donde estin evaluados, y el del medio es pequeiio si z es préximo
a 7o utilizando la continuidad de las f,,.

Mas precisamente, existe ng tal que | f — f, | < €/3 para todo n > ng. Por otro
lado, para ny fijo, tenemos de la continudad de f,,, en zo, que existe 4 > 0 tal que
|/u(2) = fu(20)| < €/3 siempre que |z—zp| < 8. Por lo tanto de la desiguladad (1.4),
para n = ng, concluimos que si |z—zo| < & entonces

£ (2) = f(20)| €20f = full oo +[fa(2) = fu(20)]
<2e/3+¢g/3=¢.

Corolario 1.20. En las hipotesis del Teorema 1.19 resulta

lim lim f,,(z) = lim lim f,(z)
Z

n—-o07—70 —>Z0n—>00

Demostracion. De la continuidad de f,, en zp, y del limite puntal se tiene que
el miembro izquierdo coincide con f(zg). Por otro lado, el miembro derecho
utilizando el limite puntual y luego de la continuada de f en zp, se tiene que
lim,_,;, f(z) esigual a f(zp) probando la igualdad requerida. O

1.2.2. Convergencia uniforme e integracion

Teorema 1.21. Sea I c R, un intervalo acotado, y sean f,:1 — R continuas. Su-
pongamos que existe f tal que f, = f. Sea xqg €1, y definimos

Fn(x)::/x:fn(t)dt, F(x)::[x:f(t)dz, xel.

Entonces resulta F,, 2 F en 1.

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



1.2. CONVERGENCIA UNIFORME 15

La prueba de este teorema se puede ver facilmente reflejada utilizando el
Comentario 1.7 la diferencia | F — F,, |« estd acotada por el drea del entorno tubular,
el cual tiende a cero cuando n crece. Veamos una prueba analitica.

Demostracion. Observar que del Teorema 1.19 se tiene que f es continua, y por
lo tanto F' esta bien definida.

Como f, = f, dado € > 0, existe ng tal que || f — f,] oo < €, para todo n > ny.

Entonces
P -EWI=| [ rod- [0
| [ uw-henal
< [ U0~ fu(e)ldr < el

Como el intervalo I es acotado, tenemos que |x — x| < ¢, donde /; es la longitud
del intervalo. Luego concluimos que

HF—Fn”OO <8'€1.

Luego “ajustando” € obtenemos el resultado, i.e., si tomamos al comienzo n tal
que | f - ful o < €/¢, entonces obtendremos que ||F — Fy | oo < €. O

¢ 1.22. Nuestro comentario previo a la prueba sugeria una cota (quizas grosera)
de que la diferencia |F - F,| - estaba acotada por €l drea del e-entorno tubular
de f, que es 2¢-/;. Sin embargo la prueba analitica fue méas precisa. ;Podrias
perfeccionar nuestra estimativa grafica para que diera la cota analitica?

Corolario 1.23. En las hipotesis del Teorema 1.21 se tiene

X X
h'mf f,,(t)dt:f limfo()de,  xel.
n Jx x N

1.2.3. Convergencia uniforme y diferenciabilidad

Quizés el resultado mds esperado en esta seccion es que si tenemos una sucesion
de funciones {f,} diferenciables, tal que f, = f, para una cierta f, entonces la

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



16 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

misma deberia ser diferenciable y ademas f;) = f’. Sin embargo, esto no es asi.
El Ejemplo 1.2 da un contraejemplo, dado que hay convergencia uniforme a la
funcion identicamente nula, pero la derivada no tienen limite puntual.

De hecho, tampoco es verdad que el limite uniforme de funciones diferenciables,
es diferenciable. Basta tomar alguna funcién f continua, con alguna discontinuidad
en la derivada, y y luego construir en cada %—entomo tubular de f una funcién f,
diferenciable que la aproxime.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.24. Consideremos la funcién f: R — R, dada por f(x) = |x].
Esta funcién se puede obtener como integral de la g (la funcién “signo™)
g:R - R, dada por

I x>0
gx)=¢ 0 x=0
-1 x<O0.

Es decir f(x) = [, g(t)dt.

La idea ahora es tomar aproximaciones continuas de la funcién signo,
por ejemplo

1 x>1/n
gn(x)=3 nx -1/n<x<1/n
-1 x<-1/n.

Figura 1.2: Aproximacion de la funcién signo.

Si definimos la funcién f,(x) = [ ga(t)dt, obtendremos que: f, = f,
pero f no es derivable en x = 0.

¢ 1.25. Terminar los detalles de este ejemplo.

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



1.2. CONVERGENCIA UNIFORME 17

El ejemplo anterior puede ser refinado para encontrar sucesiones de funciones
diferenciables con limite funciones no diferenciables en ningtin punto.

El siguiente resultado es quizas un poco técnico, pero cerd de utiliadad en el
capitulo siguiente.

Proposicion 1.26. Supongamos que la sucesion {f,}, donde f,: (a,b) >R es C!
(i.e. con derivada continua). Si la sucesion de derivadas f,) converge uniformemente
a una funcion g : (a,b) - R, y existe xo € (a,b) tal que f,(xo) converge, entonces
existe [ : (a,b) - R tal que

Hh3f, y f=¢

Demostracion. La condicién para f,(xo) es para controlar, (dado que por ejemplo
la sucesion f,(x) =n es claro que no tiene limite puntual).

(Cudl es el candidato a f? Lo razonable seria tomar un candidato tal que f’ =g,
y por lo tanto podria ser f seria una primitava de g. Con esto en mente sea

f(x):= fx:g(t)dt+oc, x¢€(a,b),

siendo o = “f(xp)"" =1im, f,(xp), y de esta manera f(xg) = lim,, f;,(xo).
Observar que f,(x) = fxf) fie)de+ fr(xo).
Denotando F;,(x) = fxf} fit)dty G(x) = fx)(;g(t)dt, con x € (a,b), tenemos

Ja(x) = Bu(x) + fu(x0),  f(x)=G(x)+a,

y sabemos que por el Teorema 1.21 F, = G.

Luego tenemos
[f(0) = fu (D) <[Fa(x) =G|+ o= fu(x0)l,  Vxe(a,b),

Dado €/2 existe ng tal que |a - f,,(x0)| < €/2 para todo n > ny.
Dado /2 exisste n; tal que ||F, - G||oo < €/2 para todo n > ny.
Entonces de lo anterior resulta | f — f,|| < €, para todo n > max(ng,n; ).

]
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18 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

1.3. Cauchy uniforme

La siguiente definicion serd de mucha ayuda para saber cudndo una sucesion
de funciones converge uniformemente a alguien, sin tener un candidato a limite.

7

Definicion 1.27 (Cauchy uniforme). Decimos que la sucesion { f,,}, con
fn: X = C, satisface la condicion de Cauchy uniforme si para todo € > 0,
existe N = N(¢) tal que

I fn = fnll oo < €, Vn,m>N.

Comentario 1.28. Si consideramos el espacio de funciones (F(X,C),d ), con la
distancia definida en Comentario 1.14, lo que estamos diciendo es que la sucesion
{fu} es Cauchy uniforme si es una sucesién de Cauchy para la distancia d.

El siguiente resultado dice que el espacio de funciones de X en C acotadas,
usualmente denotado por B(X,C), es un espacio completo cuando lo dotamos de
la norma | | co-

Teorema 1.29. {f,},cn, con f, : X — C, converge uniformemente si'y sélo si {f,}
satisface la condicion Cauchy uniforme.

Demostracion. (=) Sea f € F(X,C) tal que f, = f. Entonces, por la desigualdad
triangular se tiene

|fu = finlloo < | fr = Flloo + |.f = finrll oo (1.5)

Tomando &/2, existe ng tal que || f, — f] « < £/2, para todo n > ng. Luego se tiene
de (1.5) que
| fo=finlloo <&  ¥n,m>ny.

(«=) Tenemos que {f,} es una sucesion de Cauchy para la distancia d.

(Cual es el candidato a limite? (Tomensen un momento para pensarlo
antes de seguir)

Por ser Cauchy uniforme sabemos que en particular, fijado un x € X arbitrario,
se tiene que {f,(x)} es una sucesién de Cauchy en R (con la distancia del valor
absoluto |-|). De la completitud de (IR, |-|) resulta que existe lim,, f;;(x).
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1.3. CAUCHY UNIFORME 19

Definamos entonces f : X — C por
f(x) ::h’rrlnfn(x), xeX,

(la tipografia de la f es adrede, es para remarcar que al limite lo tenemos que
definir nosotros.)

Por definicion es claro que £ es el limite puntual de las f;, pero queremos que
el limite sea uniforme.

Sabemos que dado € > 0, existe N tal que
| /= finl oo < €/2, Vn,m>N. (1.6)
De la definicién de Cauchy uniforme, sabemos que dado € > 0, existe N tal que
| /= finl oo < €/2, Vn,m>N.
Y por lo tanto, dado cualquier x € X, tenemos

|fn(x)_fm(x)|<8/27 Vn,m2N,

Ahora viene la magia. Luego tomando limite en la expresion anterior, para
m — +oo, resulta

fa() = £(0)]= lm_ |fa(x) - fin(x)| <E/2 <€

Como la expresion anterior, es independiente de x, resulta f, = £.
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20 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

1.4. Serie de funciones

Consideremos la sucesion { f, }, donde f;,: X - C.

Definicion 1.30. Definimos la suma N-ésima parcial Sy : X — C como

N
sn(x) = z_:lfn(x) =fi(x)++ fy(x), xeX.

La serie de funciones y.,° | fn se define como el limite

M8

fn = lim sy,
1 N—oo

n

(cuando este limite existe).

Luego podemos decir, abusando lenguaje, que la serie converge puntualmente
(uniformemente) a una funcioén f cuando sy — f (sy = f).

Comentario 1.31. A lo largo de esta seccion usaremos distintas notaciones para
series, por ejemplo Y °, f,, o simlemente . f,.

Ejemplo 1.32. Consideremos la serie

PIEAES E R (1.7)
n=0

Sabemos de los cursos de calculo que
s 1

Yoxt=—— [x<1,

n=0 1-x

pero ;en qué sentido es la convergencia?
Ejemplo 1.33. Sea

Sl = 14+ 2x04+3x% 4o, (1.8)
n=1
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1.4. SERIE DE FUNCIONES 21

Observar que la serie (1.8) es la suma de las derivadas de los sumandos
de la serie (1.7). Esto es

=3 (), |y < 1
n=1 n=1

(Podemos asegurar que entonces la siguiente igualdad es vélida?

n=1 n=1

Ejemplo 1.34. Consideremos Y ,2; Sinygfx). [, Podemos asegurar que esta

seria converge puntualmente o uniformemente a alguna funcién?

Observacion 1.35. Las series de funciones son un caso particular de sucesion de
funciones, dado que su definicion se realiza via las sumas parciales N-ésimas.

Observacion 1.36. Observar que ). f, converge uniformemente a una funcién f,
entonces el resto ry, definido por

f=sn+ry, osea ry:=f-(fi++fn)

converge uniformemente a la funcién 0. Esto resulta simplemente de que

[rvloo = [f = snoo-

Reciprocamente, si el d,, := |ry] 0 = 0, para cierta f, entonces la serie converge
uniformemente (c.f. Proposicion 1.13).

< 1.37. Probar que ), x" converge uniformemente a la funcién ﬁ, en el intervalo

|x| <a, con ae[0,1). (Sug: dar una expresion del resto.)

A continuacidon veremos como los resultados vistos en las secciones anteriores
se trasladan de manera directa a series. Veamos esto.

Teorema 1.38. Sea X c C, zg € X, f, continua en xq. Si la serie Y., f, converge
uniformemente a f, entonces f es continua en z.

Demostracion. La suma sy = f1 +---+ fy es continua en zo. Como sy = f, etonces
f es continua en zg. ]
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22 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

Teorema 1.39. Sea I c R, un intervalo acotado, f,:1 — R continuas. Supongamos
que Y. f, converge uniformemente a f. Sea xy €I, F,(x) = fx); fa(t)dt, F(x) =
fx); f(t)dt. Entonces Y F, converge uniformemente a F.

¢ 1.40. Probar el resultado anterior.

Corolario 1.41. En las hipotesis del Teorema 1.39 se tiene

S M@= [ f@drn el
n=1~X0

X0 p=1

Veamos una aplicacion de esto.

Ejemplo 1.42. Sabemos del Ejercicio 1.37 que ¥, x"* converge unifor-
memente en el intervalo I = (-a,a), con 0 <a < 1. Como las funciones x"
son continuas en xg = 0, entonces del Teorema 1.39 tenemos que

converge uniformemente en / a la funcién

* o]
F(x)z/ —dt, xel.
0 1-t

En particular,

oo xn+l x ] J l . 1 19
E = —dt=- _ . .
n:11’l+1 A‘ 1-1¢ Og( x)’ |X|<a< (1.9)

Dado que podemos tomar a < 1 de manera arbitraria, resulta que la igual-
dad (1.9) vale para todo |x| < 1.

Teorema 1.43. Sea f,,: (a,b) > R, con f, € C'. Supongamos que ¥.,°, f! conver-
ge uniformemente a una funcion g : (a,b) - R. Supongamos ademds que existe
xo € (a,b) tal que Y. f,(xo) converge. Entonces existe f:(a,b) - R tal que . f,
converge uniformemente a fy ademds f' =g, i.e.
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Comentario 1.44. La forma que utilizaremos este teorema es la siguiente. Supon-
gamos que sabemos que la serie ) f,, es convergente a una f conocida. Si logramos
probar que Y f; es una serie uniformente convergente (sin conocer a priori su
limite g), entonces podemos concluir que su limite g es exactamente f”. Esto es

Y= (Ca k)

< 1.45. Dar una prueba de este teorema.

A continuacién daremos un criterio debido a Weierstrass, que da una condicién
suficiente para la convergencia de series de funciones.

Teorema 1.46 (Criterio de la mayorante de Weierstrass). Sea f,, : X — C, tal que
| fu(x)| < an, para todo n €N, y para todo x € X. Si ¥, a, converge, entonces Y. f,
converge uniformemente.

Demostracion. Hay que probar que sy(x) = ¥, f,(x) converge uniformemente.
Utilizando el criterio de Cauchy uniforme, basta probar que para todo € > 0, existe
Ny tal que

||SN—SM||OO<8, VN,M > Ny.

Observar que si N > M se tiene

N N
lsv(x) —sm(x)[< Y |fa@)< Y an, xeX. (1.10)
n=M+1 n=M+1

Como ) a, es una serie de (términos positivos) convergente, entonces existe 7y
[ee]

tal que 2,;,;0 a, < €.
Luego para todo N, M > ri resulta de (1.10),
Isn—=smloo <€ VN,M >,
y por lo tanto la serie ). f,, converge uniformemente. ]

Ejemplo 1.47. Sea r< 1, y definmos f,: [-r,r] = R por f,(x) = x". Se
tiene que |f,(x)| = |x|" < r*. Luego, como Y " es una serie convergente,
resulta que la serie Y., x"* converge uniformemente en (-r,r).

En particular hemos vuelto a probar que Y.,2 x" converge uniformente
ala funcién 1/(1-x) en cualquier intervalo cerrado de la forma [-r,r] c

(-1,1).
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Ademas, por el Teorema 1.39, resulta que si |x| < r< 1 se tiene

o0 X P X [oe]
:Zf " dt gz”f Y i'di
n=1 0 0 n=1

* o1
:fo 1__td;:_10g(l—x), Vxe[-nr].

Como la cadena de igualdades es cierta para todo r < 1, podemos concluir
que puntulamente vale la siguiente igualdad

>

n=1

00 xn+1

n+l

xn+1

1 —log(1-x), Vxe(-1,1).

Analogamente, utilizando el Teorema 1.43 tenemos lo siguiente. La
serie de las derivadas estd dada por

[ee)
Zl’lxnil,
n=1

luego si |x| < r podemos acotar

[ee)

o0
S <> el
n=1

n=1

Es un ejercicio sencillo de series probar que la serie anterior es conver-
gente.!

Luego, por le criterio M de Weierstrass, tenemos que la serie de las
derivadas convege uniformemente en el intervalo [-r,r]. Luego utilizando
el Teorema 1.43 (ver Comentario 1.44) concluimos que puntulamente

o

_ 1
an" lzm, |X|<1,

n=1
y ademds la convergencia es uniforme en [-r,r] c (-1,1), para cualquier
O<r<l.
Ejemplo 1.48. Consideremos la serie 3,2, gmrf—fx) Dado que |sin(nx)/n?| <
1/n2, y que la serie ¥, 1/n? es convergente, concluimos que la serie de
funciones del ejemplo converge uniformente en R.

'Esto resulta de que existe s, con r < s < 1, y una constante C > 0, tal que n7"~' < Cs"~! para
todo n > 1. Luego la serie en cuestion puede ser mayorada por una serie de términos positivos
convergente.
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1.5. Series de Potencia

Una serie de potencias es una expresion de la forma
o0
> an(z-z0)" =ap+ai(z-z0) ++, zeC. (1.11)
n=0

Realizando un cambio de variable (una traslacién del plano complejo) x = z - zp,
podemos asumir zg = 0.

Entonces basta estudiar la serie Y.~ a,z".

La pregunta que queremos responder es saber para qué puntos x € C, la serie
converge ). a,z".

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.49. Consideremos la serie de potencias

7",

M8

1l
—

n
con z € C, converge en D = {z€ C: |z| < 1}. Esto resulta de utilizar el
criterio M de Weiestrass.
Ejemplo 1.50. La serie de potencias

oo n
X
xeR,

_‘a
n=1"1

converge en todo R a la funcion e*.

Ejemplo 1.51. La serie Y, nx*~! converge para todo x € (-1,1) a la
funcién 1/(1-x)2.

Ejemplo 1.52. La serie de potencias Y2, n!x", solo converge para x = 0.
(Por qué?

Ejemplo 1.53. La serie

o (1) 2 3
Z( V'L (1.12)
n=0

n 2 3

converge a log(1+x) para |x| < 1. Esto resulta de que la serie ¥ ,2(—x)"
converge uniformemente en [-a,a] con 0 <a < 1, ala funcién 1/(1 +x).
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26 CAPITULO 1. SUCESION Y SERIE DE FUNCIONES

En particular tenemos una prueba de que
= (-1

—— =log(2).
22) - =log(2)

Sin embargo la serie (1.12) no converge para x = —1, por lo que resulta
que la serie es convergente puntualmente en el intervalo (-1, 1].

Si se observa, en todos los ejemplos anteriores resulta que las series convergen
en un intervalo, (o disco en C) centrado en 0, incluyendo o no parte de su borde, o
converge solo en 0.

Esto es parte del primer resultado de series de potencia.

Teorema 1.54 (Existencia de radio de convergencia). Consideremos la serie de
potencias Y.,~qanZ", con a, € C, neN. Sea L =1imsup,, {/|an|. Entonces, dado z € C
se tiene que:

1. sizeC satisface |z| < 1, entonces Yo |anz"| converge.

2. si ze C satisface |z| > 1, entonces Y52 anz" no converge.

Lo que dice este teorema, aplicado a la serie original (1.11) en el caso que
0 < L < oo, es que la serie es convergente en el interior del disco de radio %, y no
convergente en el exterior al mismo. En el borde del disco pueden convivir ambas
posibilidades. Ver FIGURA*

Es por esta razén que se define el radio de convergencia de la siguiente manera.

El radio de convergencia de la serie Y,2qa,(z—z0)", estd dado por
1
R:= = donde L =1limsup/|a,|,
n

donde se define por R =0 (0 R = o0) en el caso que L = oo (0 L=0).

Prueba del Teorema 1.54. 1. Como |z| < 1, existe 17 > 0 tal que

1 1
< —.
L+n L

2] <
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7

Figura 1.3: Radio de convergencia.

Luego, como L = limsup,, {/|an|, resulta que existe ng € N tal que {/|a,| <
L+ para todo n > ny. Luego, se tiene

lan| < (L+M)", Vn2no,
y por lo tanto

lanz"| < (L+m)"|2|"
=[@+n)-l2l]"

L —
o

para todo n > ng. Luego, como 0 < & < 1, se tiene que la serie 3,2, [a,2"| <
o0
Y.n=n, O la cual es convergente.

2. SeazeC tal que [z| > 1. Existe & > 0 tal que

1 1

> > .
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Luego por definicion de limite superior se tiene que existe una subsucesion

{ni} tal que %/|a,,|>L-&. Luego
jan, %[> [ (L=§) [z ] > +eo,
| ——
>1

y por tanto la serie ) a,z" no converge por el criterio de condicion necesaria.
[]

¢ 1.55. Probar que si L =0 en el enunciado del Teorema 1.54, entonces el radio
de convergencia es infinito. En el otro sentido, si L = +oco entonces la serie solo
converge para z = 0.

Comentario 1.56. Una prueba alternativa del punto (1) es utilizar el criterio de la
raiz para series.

.« o, . -1 Zn+1 . .
Proposicion 1.57. Las series )., an?", Y. annz"=", 3p an'soy, tienen todas el mismo
radio de convergencia.

El resultado sale facilmente utilizando el siguiente lema que enunciamos sin
demostracion.

Lema. Sean a,, b, >0, tal que lim, a, = a y limsupb,, = B. Entonces limsupa,b, =

ap.

Demostracion. Sea L =1imsup, {/a,. Observar que el radio de convergencia de
la serie 3, a,nz""!, es la misma que la de la serie ¥, a,nz". Luego tomando raiz
enésima del coeficiente se tiene

limsup /a,n = LlimY/n = L.
n n
La otra serie se trabaja de manera andloga y queda de ejercicio. ]

Una vez que tenemos definido el radio de convergencia podemos probar que
la serie converge uniformemente en cualquier compacto contenido en el disco de
convergencia. Eso resulta del siguiente resultado.

Teorema 1.58. Sea R el radio de convergencia de la serie Y., a,7". Supongamos
que R>0 0 R =00, y sea 0<r<R. Entonces ¥, |a,7"| converge uniformemente en
el disco |z <r.
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Demostracion. Observar que si |z| < r, entonces
Y lan"| < lan|r".
n n

Por el Teorema 1.54, se tiene que la serie Y, |a,|r" converge ya que r <R =1/L.
Luego podemos concluir del criterio M de Weiestrass que la serie Y, |a,2"| converge
uniformemente. L

Observacion 1.59. Como comentamos al principio de esta seccion, todos los
resultados vistos se trasladan de manera inmediata a series con zg # 0.

Resumiendo tendemos que la serie
o0
> an(z-20)",
n=0

tiene radio de convergencia R = (limsup,, /|ax|) !

Por lo tanto la hay convergencia puntual si |z—zo| < R, y en particular se tiene
convergencia uniforme en cualugier conjunto compacto contenido en ese disco.

Teorema 1.60. Consideremos la serie de potencias f(x) =Y., ~oan(x—x)", con
lx—xo| < R, siendo R el radio de convergencia. Entonces f es de clase C* (i.e.,
tiene derivada de todos los ordenes) y se tiene

_ f(”)(xo)

> neN.
n!

an

Demostracion. Consideremos la serie Y, na,(x—xo)"~!. Sabemos que esta serie
de funciones converge uniformemente en x € (xo — r,xo + r), para cualquier r < R.
Ademas los términos de la serie son continuos (en funcién de x), y en x = xq la serie
original toma el valor f(xg) = ao.

Luego utilizando el Teorema 1.43 se tiene que f’ es una funcién continua y
esta dada por

o0
f1(x) = > nay(x-x0)"', xe(xo-rxo+r),
n=0

y f'(x0) = ai.
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Es claro que podemos repetir el mismo argumento que antes, y probar que
f"(x0) = %f’(x)‘x:xo =2-1-ay.

Con lo anterior hemos concluido que f(x) = ¥, 2y an(x—x0)", tiene derivada
de todos los érdenes x < r < R, y se cumple f(")(xy) = n'a,. Dado que el r <R
es arbitrario, concluimos que la clase de diferenciabilidad se extiende a todo el
intervalo (xo—R,xo+R). H

A continuacion discutiremos si es valido el reciproco, esto es, si toda funcion
C* podra escribirse localmente como serie de potencias.

Sea f una funcion C* en un entorno de xg. Si f se puede escribir como serie
0
de potencias en el entorno de xg, el candidato a serie es

7 & ) (x
= n!
en un entorno de x.

De esta manera definiendo la funcién g, en un entorno de xp, como

= £ (xo
800 = () - S L0 (o
n=0 n.
resulta que g, y sus sucesivas derivadas, toman el valor 0, i.e.
0=g(x0) =g'(x0) =+ =" (xp) =--. (1.13)

Por lo tanto para probar lo que queremos, alcanza con probar que si g es una
funcion definida en un entorno de xy que satisface (1.13), entonces g es identica-
mente nula. Sin embargo, como lo muestra la siguiente funcién, hay funciones no
nulas, C* en todo R, que satisfacen dicha propiedad.

Ejemplo 1.61. La funcién

1

2(x) = ex x>0
0 x<0,
satisface, g € C*, g(")(0) = 0 para todo n > 0, pero es claro que g # 0.

< 1.62. Probar que la funcién g, dada en el Ejemplo 1.61, satisface que es C*° y
todas sus derivadas son cero.
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Capitulo 2

Teorema de funcion inversa

Comenzaremos esta capitulo realizando unos preliminares sobre espacios métri-
COS.

2.1. Espacios métricos

Definicion 2.1. Una métrica o distancia en un conjunto E es una funcion
d:ExE —Rtal que

(i) d(x,y)>0Vx,yeE;

(i) d(x,y)=0six=y;
(i) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,x€ E.¢
(iv) d(x,y) =d(y,x), Vx,y€E.

En tal caso diremos que (E,d) es un espacio métrico.

“A esta propiedad se le llama desigualdad triangular.

Veamos algunos ejemplos.

31
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Ejemplos 2.2. 1. (Valor absoulto en R)
El conjunto de nimeros reales R con d(x,y) = |x—y| es un espacio
métrico. En particular (Q,|-|), siendo Q el conjunto de ndimeros
racionales, es un espacio métrico dado que Q c R, y podemos con-
siderar la restriccion de la métrica d a Q x QQ.

2. (Métricas en R")
En R" podemos definir las siguientes métricas

. d(xy) = (S -y

w di(x,y) =Y [xi—yi

m doo(X,y) = MiXi-1,

)

Xi—)’i|~

3. (Distancia uniforme)
Sea X un conjunto, y sea B(X,R) el conjunto de funciones f:X - R
acotadas.! En B(X,R) definimos la métrica

d(f,g):= sg)glf(X) -g(x)]- (2.1)

(Ver Comentario 1.14.)

4. (Espacios normados)
Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una norma en V es una
funcién real |- | : V - R que verifica
(i) [lx]| >0,y |lx]|=0siysdlosix=0enV;
(ii) |Ax| =|A||x|, para todo A escalar, y x€V;

(iii) [x+y| < |x|+]y|, para todo x,yen V.

Si (V,|-|) es un espacio normado entonces d(x,y) := |x—y|| es una
métricaen V.

Observar que las métricas definidas en R” en el Ejemplo 2.2-2 son
métricas que provienen de las normas respectivas

1/2.

o [l s= (i )

'Decimos que f: X — R es acotada si existe K > 0 tal que |f(x)| < K para todo x € X.
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= xly = X0 bl
m |x] oo 1= maX;g,. g fil.
5. (Métricas en M)

Consideremos el conjunto M,,,,, = R"", de matrices n xn con co-
eficientes reales. Dado A = ((a; ;) )i j=1,... n» definimos la norma de

Frobenius
. 1/2
|AlF = Zai,j )

irj=1

Luego definiendo dr (A, B) := |A - B| r, obtenemos que (M ,x,dF )
es un espacio métrico.

También se puede definir la norma de operador de una matriz como

4 4 HAx”
A = max |Ax|| = max ——
H HOP ||x||:1 || XH £0 HXH 9

siendo |x| la norma Euclideana en R”. En particular se tiene

[Ax] <[[Allop ], VxeR".

6. (Espacio de funciones acotadas)
El conjunto B(X,RR), de funcioes f: X — R acotadas, es un espa-
cio vectorial definiendo de manera natural las operaciones pun-
to a punto. De esta forma podemos ver facilmente que la métri-
ca definida en (2.1), (ver Comentario 1.14) proviene de la norma

[ flloo = supyex [ ()]

Definicion 2.3. Sea (E,d) un espacio métricos. Decimos que la sucesion
{xn} converge a x € E, si lim, d(x,,x) =0.

En el Ejemplo 6 se tiene que d(f,,f) — 0 si f, converge uniformemente a f.
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Definicion 2.4. = Sea (E,d) un espacio métrico. Decimos que la suce-
sién {x,} es una sucesion Cauchy si para todo € > 0 existe n tal que
Vm,n > ng se tiene d(x,,X;) < €.

= Un espacio métrico (E,d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy
€s convergente.

Ejemplo 2.5. (R,|-|) es completo. Sin embargo (Q,|-|) no lo es. Esto
resulta de que Q es denso en R, y por lo tanto existen sucesion de racionles
que convergen a nimeros no racionales.

¢ 2.6. Probar que R” con cualquiera de las normas dadas es completo.

2.2. Teorema de punto fijo

Dado una funcién ¢ : E — E, decimos que p € E es un punto fijo si ¢(p) = p.

Un problema importante en matematica es saber cuidndo una funcidn tiene
puntos fijos.

Definicion 2.7. Sea (E,d) un espacio métrico completo. Sea ¢ : E — E una
funcién. Decimos que @ es una contraccion si existe 0 < A < 1 tal que

d(@(x),0(y)) <A-d(x,y), Vx,yeE.

La consante A se le llama constante de contraccion.

Ejemplo 2.8. Una funcién ¢ : E — E constante es una contraccion con
constante igual a 0.

Ejemplo 2.9. Sea (R,|-|) y consideremos la funcién ¢(x) = 5 + m, con
x € R. Dado que [@(x) - @(y)| = |3 - 3| < §-|x—|, entonces ¢ es una
contraccion.

Ejemplo 2.10. Toda funcién derivable ¢ : R — R, tal que |¢’(x)|<A <1,
es una contraccion. Esto sigue del teorema de valor medio.

Ejemplo 2.11. Consideremos R” con la norma euclideana. Sea 7" : R"” —
R" una transfomacién lineal tal que |T'|,, < 1. Entonces T es una contrac-
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cion.

Esto resulta de que
ITC) =T =TG- <ITloplx=yl;  x.y,eR".

El siguiente teorema dice que toda contraccion en un espacio métrico completo
tiene un tnico punto fijo.

Teorema 2.12 (Teorema de Punto Fijo). Sea (E,d) un espacio métrico completo, y
sea ¢ : E — [E una contraccion. Entonces existe un tinico x* € E tal que @(x*) = x*.

Demostracion. Sea A la constante de contraccion de ¢. Sea x( € E. Definimos

Xn = @"(xp), n €N, donde denotamos por @ = g o---0 @.
—_———
n

Definimos por dj la distancia de la primera iteracion, esto es dg := d(xp,x1) =
d(x0,9(x0))-

Luego resulta

d(x1,x2) =d(@(x0),9(x1)) < Ado.
d(x2,x3) <Ad(x1,x2) <A do.

d(xnvxn+1) < )Ld(xn—laxn) <A"dy.

Por lo tanto los puntos de la sucesion {x,} estdn cada vez mds pr6ximos. En
particular se tiene lo siguiente.
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Afirmacién 1: {x,} es de Cauchy
Observar que para todo n € N se tiene

k-1
d(xnaxrwk) < Z d(xn+i7xn+i+1 )

i=0

=1 k=1 An
<Z,1"+ld0=m(zw) do < do.

i=0 =0 1_)'

Luego, como A € [0, 1) resulta que para cualquier k € N se tiene lim, d (xy,, X, %) =
0. Es un ejercicio verificar que esto implica que la sucesion es de Cauchy.

Afirmacién 2: @ (x*) = x*, siendo x* = lim,, x;,.
Como ¢ es una contraccion, entonces ¢ es una funcion continua. Por lo tanto,

o(x*) = li£n¢(xn) = limx, =x*.

Afirmacién 3: El punto fijo es tinico.
Sea y* € E tal que ¢(y*) = y*. Entonces por defincién de contraccién se tiene

d(x*,y") =d(@(x"),p(y")) <Ad(x",y").

Como A €0, 1), resulta que la dnica posibilidad es que x* = y*.
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2.3. Teorema de funcion inversa

Comenzaremos esta seccion estableciendo algunos resultados bésico sobre el
espacio de matrices n x n.

2.3.1. Preliminares

Definamos por Gl(n,R) el conjunto de matrices n x n invertibles. Su comple-
mento en R™"_es el conjunto ¥4, de matrices no invertibles, i.e.

Yxn = {A e R™": det(A) =0}.

Como la funcién det : R — IR es una funcién continua, resulta que el conjunto
Gl(n,R) es un abierto en R™". A continuacion daremos una version cuantitativa
de este resultado.

Salvo que se mencione lo contrario, la norma |- | en el espacio R™" es la
norma de operador |- [ ,p.

La matriz identidad en R™*" la denotaremos por Id,,.

¢ 2.13. Sea A € Gl(n,R), entonces

1
ml'n “AXH = —_1
Jx]=1 |A=Y|

Proposicion 2.14. i) Sea C e R™" tal que |ld,,—C| < 1. Entonces, C es inverti-
ble.

ii) Sea A €GIl(n,R). Si Be R™" satisface |[A-B| < entonces B € Gl(n,R).

1
la-tp

iii) La funcién ¢ : Gl(n,R) - Gl(n,R) dada por ¢(A) = A=, es continua.
Demostracion. 1)

Veamos dos pruebas distintas de este hecho.
Si existe v #+ 0 tal que Cv =0, entonces | (C—Id,)v|| = |v|, y por lo tanto |[C—Id,| > 1.
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De manera directa podemos probar que para todo v # 0 se tiene

[Cvll = v+ (C=1dn)v] >[[v] - [(C=1dun)v]],
| S —
<[vl
y como | (C—-Id,)v||| < ||v|, se tiene que ||Cv| > 0 para todo v no nulo.
ii)
Observar que B es invertible si y sélo si A~! B es invertible. Por lo tanto, el resultado
sigue del la parte 1) y de la siguiente desigualdad

[1dy~A7'B[ = |7 (A-B)| < |JA7"[-|JA-B] <1.

iii)
Dado A € Gl(n,R), sea B tal que |A-B| < ||A~!|~!, (por lo que B es invertible).
Entonces resulta que

lo(B)-e(a)| =B~ -A7"] (2.2)
<JATt-|aB~ = 1d, | <A -[B7Y]-[A-B]
Resta acotar |B~!|| en funcién de |A - B].

Observar que del Ejericio 2.13 que ||Bx| > ﬁ |x| para todo x € R", y de hecho
en el minimo es una igualdad. Luego, si x € R” con ||x|| = 1, se tiene

| Bx| = [[Ax+ (B -A)x| > [[Ax] - [ (A - B)x]]

1
> |A-Bl,
|A~1]
de donde resulta 1 {
_ 2 T ”A _B”7
|B-1] A
es decir | | |
_ 1 A~
B < — = T ATET (2.3)
ot~ 1A-Bl —|A=t]-l|lA-B]|
Luego de (2.2) y (2.3) obtenemos
lo(B)-9(a)] < — A ja_p
1-JA-1]-[A-B|
de donde resulta que |A—B| — 0 entonces ||¢(A) - (B)| — 0. O

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



2.3. TEOREMA DE FUNCION INVERSA 39

2.3.2. Teorema de funcion inversa

Dada una funcién f definida en un abierto de R", denotamos por Df(a) o
f'(a) la derivada de la funcion.

Teorema 2.15 (Teorema de Funcion Inversa). Sea U c R” abierto, ac U, f:U - R"
un funcion de clase C' tal que Df (a) : R" — R" es invertible. Entonces, existe V c U
abierto, con a€V, de forma que

flv:V—>f(V), esbiyectiva

con f(V) abierto. Si g: f(V) =V es su inversa (i.e. go f(x) =x para todo x€V),
entonces es una funcion de clase C! que satisface

Dg(f(a"))=Df(a")™",

para todo a’ €V.

Demostracion. La prueba se realizara en varios pasos.

Paso 1: Podemos asumir Df(a) = 1d,,.

Basta considerar el cambio de variable lineal L : R” — R" dado por
L(y)=Df(a)"'y, yeU.
Luego el mapa h:=Lo f:U — R™ satisface

Dh(a) = DL(f(a))oDf(a)™' =Df(a)oDf(a)™" =Id,.

< 2.16. Es un ejercicio ver que, probar el teorema para una tal /4, implica el teorema
para f.

De ahora en adelante trabajamos con f satisfaciendo asumimos Df (a) = Id,,.
Paso 2: Sea V c U, una bola abierta de a tal que |Df(x)-1d,| < 1/2, para todo
xeV. Entonces fly :V — f(V) es biyectiva.

Observar que el tal abierto V de a existe por ser f de clase C!, y de que
Df(a) =1d,.
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Para probar este paso basta probar que f es una funcién inyectivaen V.

Para cada y € R” definimos la funcion
¢y:V—->R", dadapor o@u(x)=x+(y-f(x)), (xeV)

Observar que para cada y € R”, la funcién ¢y tiene un punto fijo en x, siy sélo
siy = f(xy). En otras palabras, buscar soluciones del sistema y = f(x) con y fijo, es
equivalente a buscar puntos fijos de @y.

Para probar que f|y es inyectiva basta probar que ¢, es una contraccién (dado
que en ese caso de haber un punto fijo, seria inico).

Tomando la derivada obtenemos que |[D@,(x)|| = [Id,—Df(x)] < %, para todo
x € V. Por lo tanto, utilizando el Teorema de Valor Medio en la bola V resulta que
@, es 1/2-Lipschitz, y por tanto una contraccion.

Paso 3: (V) es abierto.

Seaype f(V). SeaxgeV tal que f(xo) = yo. Por ser V abierto (de hecho es una
bola) podemos considerar una bola B, := B(xo,r) c V tal que B, c V.2 Veremos que

B(yo,r/2) c f(V).
Para eso basta probar que si |y—yo| < r/2, entonces ¢@y(B,) c B,, dado que en

tal caso @, seria una contraccion en un espacio métrico completo, y por Teorema
de Punto Fijo 2.12 existiria un unico x € B,, solucién de f(x) =y.

Veamos esto. Tomando y € R” tal que ||y —yo| < /2, se tiene

[y () = x0] <[ @y (x) = @y (x0) [ +] @y (x0) ~ 0]

i-Lip
1
<5 le=xoll+y=yol <7,
probando el resultado.?

Paso 4: Sea g := (f|V)71 : f(V) =V la inversa local de f en un entorno V de a.
Entonces g es derivable.

2Denotamos por A a la clausura del conjunto A ¢ R,
3Una forma de convencerse de esta desigualdad es que @y, (B,) c B, y como | @, — @y | =
|y =yo| < r/2, resulta que @, transforma B, en B,.

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



2.3. TEOREMA DE FUNCION INVERSA 41

Lo que hay que probar es lo siguiente: si y € f(V), entonces existe una transfor-
macién lineal 7 € L(R",R") tal que

o 804K -8()-Tk _ 2.4)
J&]-0 k|

Dado que x €V, se tiene D f(x) es invertible por Proposicion 2.14.

De la identidad local go f(x) =x para todo x € V, resulta que de ser diferenciable
gen f(x), setiene Dg(f(x))-Df(x)=1d,, por lo que el candidato a transformacion
lineal T es (Df(x))~1.

Dado que f(V) es abierto, se tiene que existe 0 > 0 tal que para todo k € R” con
|k| < &, entonces y+k € f(V). Luego, existe tinico /& :=h(k) e R" tal que x+heV
que satisface f(x+h) = y+k (o andlogamente, x+h = g(y+k)).

Observar que

-k 0
—_—~ —~
@y(x+h) = @y(x) = [x+h+(y=f(x+h)] - [x+y-f(x)]
=[x+h-k]-[x]=h-k,

de donde se deduce ||h—k|| < ||i]/2. En particular, de la desigualdad triangular se
tiene ||| < 2|k|, 1o cual implica que si k — 0 entonces i — 0.

Luego tenemos

gy+k)-g(y)-Tk _h-(Df(x))"'k

9 ||
__(Df(x))'[k-Df(x)h]
&l
_ (D) [f(x+h) - f(x) - Df (x)h]
]
_ (DfE) [ fG+h) - f(x) -Df(x)h] ||
Al Ik[’

de donde resulta que el limite (2.4) es igual a

i (LF@) b - £ D] ]

k[0 || Ik
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probando que g es derivable en y € (V).

Paso 5: La funcién inversa g = (f]y)~! es de clase C!.
Observar que g es continua por ser una funcion derivable.

Dado ye f(V), seax € V la tnica solucién en V del sistema y = f(x). Entonces

Dg(y) = (Df(x)) "' = (Df(g())) ", yeV. 2.5)

Luego, utilizando Proposicion 2.14, se tiene que y — Dg(y), (y € V) es una funcién
continua por ser composicion de funciones continuas. Luego la funcién g = (f]y)~!
es de clase C!. O

Corolario 2.17. Sea f:U — R" una funcion C' definida en un abierto U c R". Si
Df(x) es invertible para todo x € U, entonces f(W) es un conjunto abierto para
todo abierto W de U, i.e. f es una funcion abierta.

Comentario 2.18. Se puede probar que la diferenciabilidad de la inversa de una
funcion es la misma que la de la funcién. Esto surge de utilizar el hecho que la
funcién ¢ : Gl(n,R) - Gl(n,R) dada por en ¢(A) =A~!, ademas de ser continua
por Proposicién 2.14, es una funcién C*. Esto resulta de que, utilizando la regla
de Cramer, @(A) es una funcidn racional en los coeficientes de A. Luego de la
expresion (2.5) se tiene que la diferenciabilidad de Dg hereda la diferenciabildad
de g, y por tanto trabajando inductivamente obtenemos que es diferenciable y
continua de cualquier orden.

Ejemplo 2.19. Supongamos que queremos saber si dados z,w > 0 pode-
mos encontrar x,y >0 solucién del siguiente sistema

Z=Xx+Yy

w=Xx-y
También ver si en tal caso las soluciones son uUnicas. A continuacion
haremos un analisis “desordenado’ de este sistema.

Dicho en tefmino de funciones, lo que queremos analizar es la funcion
f(x,y) = (x+y,xy) = (z,w), con x,y > 0. ;cudl es su imagen (i.e. los (z,w)
que si tendrdn correspondiente)?, jes f es inyectiva?, o mds precisamente
¢para cudles (xo,0), X0, o > 0 puedo invertir localmente la funcién?
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Comencemos analizando la imagen de f:

Observando el grafico no es posible encontrar soluciones de z=1/2 y
w = 1. Por lo tanto la imagen de f es un subconjunto estricto del cuadrante
positivo. De hecho sabremos que hay solucion siempre que la recta z = cte
y la hipérbola w = cte se intersecten. Y ademads es facil convencerse que,
salvo el caso que son tangentes, siempre hay dos puntos de corte en el
cuadrante positivo, i.e. dos soluciones distintas, uno donde x >y y otro
donde x <y. Y de hecho los puntos de tangencia ocurren sobre diagonal

X=y.

Intentemos describir la imagen analiticamente. Dados x,y > 0, se tiene
2= (x+y)? =x2+y? + 2xy = x> +y* + 2w,
y ademas de la desigualdad 0 < (x—y)? = x2 +y% - 2xy, resulta que
7 >4w, con z,w>0

y la igualdad solo ocurre si x =y.

En otras palabras la funcién f mapea la semirrecta (x,x): x>0 en
la (semi)parabola z2 = 4w, z,w > 0, y cualquier otro punto del plano en la
region

Z—4w>0,w>0,z>0.

Observar que f(x,y) = f(y,x), de hecho lo que estd ocurriendo es que
el mapa f “pliega”, el cuadrante x,y >0 a través de la diagonal, y luego
“tuerce” la diagonal para que quede la parte positiva de la pardbola.

Ahora analicemos este problema con lo que sabemos del Teorema de
Funcioén Inversa (TFI).

Sea (xp,y0) con xg >0, y, > 0. Para saber si podemos mapear biyecti-
vamente entornos de (xg,yo) en (zo9,wo) = f(x0,Y0) tenemos que calcular
su derivada. Se tiene

Df(xo,y0)=(1 1)-

Yo Xo

Luego concluimos que Df(xg,yo) es singular si (xp,yp) estan en la
diagonal. Fuera de esta, el TFI asegura que podemos encontrar una inversa
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local de f por lo que exisitria una tnica solucion de (z,w) en dicho
entorno. Observar que simetrizando (x,y) — (y,x) tendremos otra inversa
local.

Ahora, qué sucede en la diagonal. El teorema de funcién inversa no nos
dice nada si podria existir, o no, una inversa local. Pero de lo analizando
anteriormente lo que sucede es que localmente, i.e. en cualugier entorno
de (xp,x0), podemos encontrar puntos arbitrariamente cerca tales que van
a un mismo punto en la imagen, y por lo tanto no sera inyectiva en ningtin
entorno.
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2.4. Teorema de Funcion Implicita

[3 clases]

Dada una funcién f: U c R” - R, con n > k, el conjunto de nivel de f asociado
al valor r € R, es el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones f(x) =7, i.e.

M, =1 (r)={xeU: f(x)=r}, reRF

A

Figura 2.1: Conjunto de nivel de f

A priori no podemos decir mucho sobre este conjunto, pero el Teorema de Fun-
cioén Implicita 2.23 nos dard informacion relevante. En particular apuntard contestar
las siguientes preguntas

= (analitica) Si conocemos una solucion del sistema, ;existen soluciones cerca-
nas?

= (geométrica) En caso afirmativo, ;cdmo son esas soluciones cercanas?
Como veremos m4s adelante, asumiendo que la funcién f es C! resulta que

“muchos” r’s (de hecho para la mayoria de los valores)* los conjuntos de nivel M,
tienen “buenas” propiedades geométricas.

4En secciones posteriores volveremos a este tema.
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Cuando trabajamos con funciones de C! de R2? — R, los conjuntos de nivel son
“tipicamente” curvas. y por esa razon a veces se abusa de lenguaje llamando M,
como curva de nivel.

La idea de esta seccion, y algunas futuras, es tratar de entender y describir
estos conjuntos de nivel localmente, y explicar qué se entiende por las “comillas”
puestas hasta ahora.

Pero primero veamos algunos ejemplos motivadores.

Ejemplo 2.20. Consideremos la funcién f:R2 — R, dada por

floy)=a+y* -1

El conjunto de nivel My, es el circulo §' c R?, i.e. la circunferencia
unidad.

La pregunta que queremos estudiar en esta seccion, para este ejemplo

particular, es la siguiente.

¢ Cudndo podemos representar el conjunto de nivel f~1(0)
como el grdfico de una funcion de x en y?

En otras palabras, dado (xo,yo) € f~1(0), queremos saber si existe una

funcion ¢, definida localmente cerca un punto xg € R, tal que f(x, ¢(x)) =
0.

En este ejemplo sencillo, podemos resolver la ecuacion

()’ =1,
para x en un entorno de xo. Ademas es facil ver que que hay dos posibles
soluciones
o(x)=xV1-x2, xe(-1,1).
(Ver Figura 2.20.)

Y salvo el caso de xg = =1, siempre podemos describir localmente la
curva de nivel como el grifico de alguna de las dos funciones anteriores.

Observar que los tGnicos punto probleméticos son (x,yo) = (£1,0).
En ese lugar el gradiente de la funcién f,i.e. Vf(x,y) = (d.f,0yf), tiene
direccién horizontal, o lo que es equivalente, dy f = 0.
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Figura 2.2:

Con este ejemplo en mente podriamos asegurar que siempre que dy f (xo,yo) #0,
en un punto (xp,yp) en la curva de nivel, entonces localmente podremos describir
y como funcién de x. Es decir, que existe ¢ definida en un entorno de x( tal que
f(x,0(x)) = 1. A dicha funcién se le llama funcion implicita, y el Teorema de
funcion implicita prueba y extiende a mds dimensiones este argumento.

En el caso anterior, de hecho, tenfamos una expresion explicita de ¢(x), pero
esto no es la regla.

Vale mencionar que en el caso de los dos puntos problematicos, uno podria
describir la curva de nivel despejando x en funcion de y. Esto es, existe una funcion
v definida en un entorno de y = 0 tal que f(y(y),y) =0.

Uno podria considerar una funcién f(x,y) sencilla como y? —x% +x3, sin em-
bargo responder a las cuestiones anteriores puede ser no trivial. De hecho, el punto
(0,0) es un punto bastante mas problemadtico que el caso anterior, dado que no
existe una funcién implicita para ninguna de las dos variables. (Ver Comentario
2.24

Veamos otro ejemplo.
Ejemplo 2.21 (Raices de polinomios). Sea P, el espacio vectorial de
todos los polinomios, con coeficientes reales, de grado menores o iguales
a d. Observar que P, puede ser identificado naturalemente con R4*! via
el mapa

a= (ao,al,...,ad) ERdH = Dg € Pd,

con py(z) =ap+ajz+--+aqz?,zeR.

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



48 CAPITULO 2. TEOREMA DE FUNCION INVERSA

’}D

Figura 2.3: Raices de un polinomio.

Bajo esta identificacién consdiremos el mapa evaluacion

d .
ERUIXR-SR,  E((ap,...,aq),2) = Zaiz’.
i=0

La pregunta ahora seria,

(cuando podemos escribir la solucion z: sz:O a;7' =0, en fun-
cion de los coeficientes ay, . ..,a,? ;Esa funcién es continua?
(es diferenciable? ;cudndo podemos asegurar su existencia?

Este es un problema general muy dificil (averiguar por Galois). Por ejem-
plo, saber si existe, o no, soluciones de Zflzo a;z' = 0 un problema nada
trivial (c.f. problema 10 de Hilbert). Sin embargo, veremos en el Teorema
de Funcion Implicita nos da informacién muy relevante en el caso de
conocer al menos una solucion y lo que ocurre en un entorno de ella.

Heuristicamente, si zp € R es solucion de p(z) = Zl‘-‘io a;iz' =0, es rea-
lizando un bosquejo, podriamos convencernos que salvo el caso de que
7o sea una raiz singular (i.e., p’(zo) = 0), entonces en un entorno muy
pequeiio de los coeficientes se tendria que hay una tnica solucién raiz
local.

d€(az
Observar que eso ocurre cuando a—z) =p'(z) #0.

Ejemplo 2.22 (Caso lineal). Sea f € L(R"™+k R¥), i.e. una transformacién
lineal de R™+k en R*. Tomando la base candnica, podemos escribir f en
forma matricial como

A=[A|A2], con AjeR™k A)e R,

De esta manera podemos considerar el sistemas de ecuaciones lineal

£(x,y) :A(;‘) =Aix+Ayy=b, xeR™ yeRk,
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2.4. TEOREMA DE FUNCION IMPLICITA 49

para cierto b € R

Para este caso podriamos preguntarnos cuidndo hay soluciones (i.e.

que el conjunto de nivel M, = f~1(b) # @), y si lo hay saber si podemos
despejar y € R¥ en funcién de x € R™,

La respuesta es bastante sencilla. Si suponemos que A, es invertible
entonces podemos asegurarnos que hay soluciones (basta tomar x =0 e
y=(A2)71b), y ademds tenemos

(Az)_1A1x+y = (Az)_lb.
Por lo tanto tenemos que si definimos el mapa lineal afin
0:R" >R como ¢(x)=(4;)" ' (b-A1x), (xeR™)

entonces
e(0)=(A2)7'b, v fx,0(x))=Ax+A0(x)=b, (xeR™).
En particular se tiene

D(0) = ~(42)"'Ar.

Antes de enunciar el teorema expliquemos un poco la notacion.

Si f: E c R" xRk - R es diferenciable, y escribimos f(x,y) con x € R, e
y € R¥, entonces denotamos por las derivadas d,f(a,b) a la derivada del mapa
f(-,b) : R™ — R¥ evaluada en a. Analogamente, denotamos por dyf(a,b) a la
derivada del mapa f(a,-) : R - RK evaluada en b.
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50 CAPITULO 2. TEOREMA DE FUNCION INVERSA

Teorema 2.23 (Teorema de Funcién Implicita). Sea E c R™ x R¥ un abierto,
(a,b) € E. Sea f:E — RF una funcion de clase C', tal que f(a,b) = 0.
Supongamos que 9 f (a,b) € L(R¥,R¥) es invertible, entonces

w existen radios ry,r; > 0 tales que para todo x € By, (a,r) c R™, existe
un tinico y € By(b,r1) c R, tal que f(x,y) =0.

» La funcion @ : By, (a,ry) — Bi(b,r1) determinada en la parte anterior
se le llama funcién implicita, y satisface f(x,@(x)) =0, para x €
Bn(a,rg), y

Do(x) =~ [/ (x,0()] " e (1, 0(x)),  (x€Bu(a,r0)).

Comentario 2.24. Es importante destacar que cuando estamos en las condiciones
de funcién implicita, las curvas de nivel no pueden tener comportamientos locales
como las del conjunto solucién de x-y = 0 en el entorno de (0,0).

Demostracion. Sea F : E — R™ x Rk definida por
F(x,y)=(x,f(x,y)), (x,y)€E. (2.6)
Observar que F(a,b) = (a, f(a,b)) = (a,0). Ademds F es de clase C!. Veamos
que DF (a,b) € L(R™+k Rm+k) es invertible.
Un célculo sencillo muestra que

Id,n 0
DF (a,b) = (axf(a,b) 8yf(a=b))

Es facil ver que DF(a,b) es invertible (en particular se tiene detDF (a,b) =
detdy f(a,b) +0).

Luego podemos aplicar el Teorema de Funcion Inversa para la funcion F
y concluir que existe un entorno abierto de (a,b), a saber U xV c E, con U c
R™ (@aeU)y V cRk (beV), y un entorno abierto W c R” x R que contiene a

(a,f(a,b)) = (a,0) tales que

F|U><V:UXV_>W7
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2.4. TEOREMA DE FUNCION IMPLICITA 51

con F|yxy invertible, con inversa de clase C L

Por la forma especial de F, se tiene que si fijamos x* € U, todo punto (x*,y) €
U xV se mapea en un punto de la forma (x*,z) € W (y esta correpondencia es
biunivoca). En otras palabras, el mapa F|yxy fija la primer coordenada. Y co-
mo Flyxy es biyectiva se tiene que dado x* € U, existe un dnico y* € V tal que
Fluxv(x*,y*) = (x*,0) e W. Mds precisamente, dado x € U, existe ¢(x) €V tal que

(Flosy) ™ (x,0) = (x,0(x)), xeU.

Es facil ver que esta funcién ¢ es de clase C! dado que ¢ (x) =I1,(F|yxyv)~!(x,0),
siendo I la proyeccién canénica de R™ x R¥ en R,

Ademads f(x,¢(x)) =IThoF(x,¢(x)) =II,(x,0) =0. En particular como (a,b) €
UxV'y f(a,b) =0 se tiene que ¢@(a) =b.

La derivada de la funcién implicita resulta de derivar respecto a x e U c R la
identidad f(x,@(x)) =0, en x = a, de donde resulta utilizando la regla de la cadena

0= (6. 0()) = 0cf(x,9(x)) + 0, (x,9(x)) 2 D),

y dado que d, f(x, ¢(x)) es invertible en W (porque F lo es), resulta
Do) =~ (Af(x,0(x))  %f(x.0(x),  (xeU).

]
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52 CAPITULO 2. TEOREMA DE FUNCION INVERSA

Comentario 2.25. Observar que de la prueba del Teorema de Funcién Implicita
podemos sacar mas conclusiones, para valores de f(x,y) =z para z € R¥ en un
entorno de 0.

La funcién F|yxy : U xV — W, dada en (2.6) satisface que para todo (x,z) e W,

(Fluxy) ™ (x,2) = (x,y2),

donde y, €V es el unico que satisface f(x,y;) = z. En particular, resulta

fo(Fluw) ™ (x,2) =2,

para x definida en un entorno abierto de a € R™. Es decir, hemos encontrado un
cambio de coordenadas en el entorno de (a,b) tal que la funcién f se comporta
como la proyeccion en las ultimas coordenadas. Este argumento ayuda a probar el
siguiente resultado, conocido en la literatura como forma local de las submersiones.

Teorema 2.26 (Forma local de las submersiones). Sea f: E c R" - R (n > k) una
funcion C' definida en un abierto E. Si f(p) =0y el diferencial Df (p) € L(R",R¥)
tiene rango mdximo, entonces existe un abierto W c R" y un mapa biyectivo
g:W—g(W)cR", con peg(W), de clase C' con inversa C' tal que

fog(xl,...,xn) = (xn7k+1a---7xn)7 (xl,...,xn) eW.

Demostracion. Reescribimos f como una funcién de R"* x RF en R*, donde
escribimos (a,b) := p en estas coordenadas. Si la derivada de f respecto a las
ultimas k variables es invertible, el resultado sigue del Comentario 2.25.

Si no resulta invertible dicho diferencial, sabemos que existen k coordenadas,
a saber xj,,...,x;, tales que la matriz de derivadas parciales ((;Tj;(p)))ifﬂmk

es invertible. Luego considerando la permutacién de coordendas my(x1,...,x,) =
(-sXj,5---,Xj,), (donde permuta las variables de manera tal que las relevantes
sean las ultimas) se tiene que la funcién f o m; estd en las hip6tesis del Teorema
de Funcién Implitica 2.23, y por tanto resulta el resultado. (Se deja a cargo del
estudiante convencerse de este Ultimo argumento.) ]
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Capitulo 3

Variedades Diferenciables

3.1. Motivacion

En R”, si consideramos el conjunto solucién de una ecuacion lineal
ayxy+-+apx, =0,
resulta ser un subespacio lineal de dimension n— 1, (o codimension 1).

Mais en general, el conjunto solucion de un sistema de n — k ecuaciones lineales,
tipicamente, es un subespacio vectorial de dimension k. El tipicamente, puede
ser formalizado de varias maneras. Por ejemplo solicitando que la transformacion
lineal inducida, como mapa de R” en R"¥, es de rango méximo. En tal caso, el
nucleo de la transformacion lineal es el subespacio en cuestion. Y cada ecuacion
lineal agregada resulta en considerar la interseccion del subespacio dadao hasta el
momento, con un subespacio de codimension 1.

Las variedades diferenciables en R" surgen como soluciones de sistemas de
ecuaciones generales “tipicas”,

hl(xl,...,xn):O

hn—k(-xl yooe 7xn) = 07

donde h; : R” - R son funciones C!. Para tener que las interesecciones de los
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54 CAPITULO 3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

conjuntos de nivel hi‘1 (0) sean razonables, es necesario definir qué se entiende por
“tipico” en este caso.

3.2. Definicion y ejemplos

Formalmente una variedad diferenciable en R" de dimension d es un subcon-
junto del mismo que localmente es una “deformacion suave” de un entorno de un
subespacio de dimension d en R”. Por ejemplo, una una curva en el espacio es una
variedad diferenciable de dimension 1.

A continuacion formalizaremos esta idea intuitiva, donde necesitamos precisar
qué entendemos por “deformacion suave”.

7

Definicion 3.1. Sean U y V abiertos de R”. Un funcién f: U -V de clase
C* con inversa C* se llama difeomorfismo.

Con esta definicion podemos definir formalmente las variedades.

Definicion 3.2. Un subconjunto M c R” se llama variedad diferenciable de
dimension d si para todo p € M se tiene lo siguiente:

= Existe un abierto U de p, un abierto W c R”, y un difeomorfismo
h:U — W tal que

WU M) =W n (R x {0, 4})
= (Y €W yae1 = =ya=0}.

Observar que con esta definicion estamos describiendo localmente la variedad
M como el conjunto solucién

hgi1(x)=-=h,(x)=0, VxeUnM.

siendo i = (hy,...,hy).

En otras palabras, U nM es “a menos de un difeomorfismo” el subespacio
R x {0} c R".
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3.2. DEFINICION Y EJEMPLOS 55

LR
M

Figura 3.1: Variedad diferenciable en R”.

Tomando los casos extremos de esta definicidn, a saber, cuando k=0y k =n,
tenemos que M = {p} es una variedad O-dimensional, y M = U un abierto de R" es
una variedad n-dimensional.

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.3. El espacio R” es trivialmente una variedad diferenciable de
dimensino n.

Ejemplo 3.4. Sea V c R" un subespacio vectorial de dimensién d. Enton-
ces V es una variedad diferenciable de dimension d en R”. Esto resulta
de que se puede construir un difeomorfismo (global y lineal) e R” en
si mismo que satisfaga la condicién. (Basta tomar una transformacion
lineal ortogonal.)

¢ 3.5. Asumiendo que V es generado por los vectores {vi,...,vg} c R”,
dar una expresion explicita del difeomorfismo 4.

Ejemplo 3.6. El grupo lineal Gl,(R) de matrices n x n, con coeficientes
reales, invertibles, es una variedad diferenciable, por ser un abierto de
Rr>n,

Ejemplo 3.7. Consideremos el conjunto S! = {(x,y) : x> +y2 =1}, y que-
remos probar que es una variedad en el entorno de un punto (0,1) € S'.

Motivados por lo estudiado en la Seccion 2.4, consideramos el mapa A :
R? — R2, definido por A(x,y) = (x,x*+y?). Observar que h(0,1) = (0,0).
Es facil ver que det Dh(x,y) =2y, y por lo tanto Dh(x,y) es invertible fuera
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56 CAPITULO 3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

del eje y = 0. En particular, del teorem de funcién inversa 2.15 sabemos
que existen abiertos U de (0,1) y V de (0,0, tal que hly : U -V es un
difeormorfismo.

Ademds se tiene que si (x,y) € U, satisface x* +y? = 1, entonces
h(x,y) = (x,0). En otras palabras,
hUNS'Y) ¢ (Rx{0})nV.

Por otro lado, si (x,0) € V, se tiene que su unica preimagen por i en U
satisface x2 +y2 = 1, i.e. la inclusién anterior es una igualdad, y con esto
probando que S! es una variedad en un entorno del punto (0, 1).

—-Dibujo

3.2.1. Preimagen de valor regular

Como nos imaginamos, podriamos tratar localmente cualquier punto en S con
un argumento muy similar, y probar que es una variedad. Pero ese camino pedestre
puede ser remplazado con un teorema muy importante que daremos a continuacion.
Pero antes, definamos a lo que referimos por valor regular.

Definicion 3.8 (Valor regular). Sea f: U — V una funcién diferenciable
entre abiertos U c R”, y V c RK. Decimos que g € Im(f) c V es un valor
regular de f si Df(x) : R" - RK es sobreyectiva siempre que x € f~1(q).

Una forma de fabricar muchos ejemplos de variedades resulta del siguiente
resultado, que en escencia, es el teorema de funcion implicita.

Teorema 3.9 (Teorema de la preimagen de un valor regular). Sea f:E c
R"” — RX, con E abierto, un mapa C*. Si g € RK un valor regular de f,
entonces f~1(q) es una variedad diferenciable de dimension n— k.

Demostracion. Del Teorema 2.26 se tiene que existe un difeormorfismo (de abier-
tos de R") g: W — U, con peU, tal que f(g(x1,...,%1)) = (Xp_ss1,---,%n), para
x=(x1,...,x,) € W. Luego, para x ¢ W se tiene que g(x) € f~1(0) si y sélo si
Xp—k+1 ==X, = 0. (En este caso la h buscada es g~!.) O
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3.2.2. Ejemplos

Ejemplo 3.10. Observar que S' c R2 es el conjunto de nivel 1 de la
funcion f(x,y) = x2+y2. Como V f(x,y) = 2(x,y), resulta que todo r? >0
es valor regular de f. Por lo tanto por el Teorema 3.9 resulta que S! es una
variedad diferenciable en R2, de dimensién 1. De hecho cualquier circulo
(no degenerado: % > 0), {(x,y) : x2+y? = r?} es una variedad diferenciable
de dimensioén 1.

— 2

Veamos algunos ejemplos

Ejemplos 3.11. 1. La esfera §" = {(xo,...,x,) € R"™!: x3+--+x2 =1} es una
variedad diferenciable en R"*! de dimension n.

2. El gréfico de una funcién a valores reales de clase C*, definida en un
abierto E c R", dado por I'y := {(x, f(x)) : xe E} c R" xR, es una variedad
diferenciable. ;De qué dimensi6n?

3. Sea O(n) :={A e R™":ATA =1d,} el grupo de matrices ortogonales de
tamano 7.

4. El grupo especial lineal SLy(R) := {A e R¥*2: det(A) = 1} c R* es una varie-
dad diferenciable.

5. Variedad de Stiefel: S, = {(x,y) € "1 x$§"~1: (x,y) = 0}, siendo (-,-) el
producto interno usual de R”. (Sug.: considerar S, ,, ¢ R2")

6. Variedad de Stiefel general: Sy , = {A e R : ATA =1d,}.

< 3.12. Probar que los ejemplos anteriores son variedades diferenciables.
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58 CAPITULO 3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Hemos visto distintos ejemplos de lo que son variedades, pero que conjuntos
no son variedades? Para encontrar ejemplo de estos conjuntos, basta asegurarnos
de que no puede existir un difeomorfismo 4 que cumpla la condiciéon dada en la
definicion.

Por ejemplo, el conjunto solucién C en R? dado por x-y =0, se puede probar
trivialmente que es en una variedad de dimension 1 en cualquier pares de puntos
que no sean el (0,0). Basta tomar como 4 la identidad local (o en su defecto la
rotacién de 7/2 para obtener la forma requerida por ). Sin embargo C, en un
entorno del origen, tiene un problema “topolégico”. Por ejemplo si existiera tal
difeomorfismo, al “sacar” el punto (0,0) de C, tendriamos 4 componentes conexas
localmente en un entorno de ese punto, sin embargo, ese conjunto se enviaria a un
conjunto con dos componentes conexas. Dado que el difeomorfismo es también un
homeomorfismo, esto seria un absurdo.

Dibujo

3.3. Variedades via parametrizaciones

Una manera alternativa de definir las variedades es via parametrizaciones.
Realicemos un ejemplo.

Ejemplo 3.13. Una manera natural y sencilla de describir S! es via las
imagenes de mapas tipo 7 € (-1,1) » ¢(¢) = (t,V1-1%) e R2.

En muchos casos las variedades pueden describirse de esa manera y
necesitamos determinar qué propiedades deben cumplir estos mapas para
realmente obtener una variedad.

En el ejemplo de S!, veamos que podemos manipular la funcién
¢ : (-1,1) > R? para obtener un difeomorismo como el solicitado en la
definicion de variedad diferenciable. Trabajemos en el entorno del punto
(0,1) e St

Nuestro objetivo es a partir de ¢ construir una funcién 4 que sea un
difemorfismo de un entorno de un punto en S! (con y > 0).

Una manera de hacerlo es “extender” nuestra funcion ¢ a ser un
difeomorfismo entre abiertos del plano. Con esto en mente, y nuestra
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experiencia sobre los teoremas dados en el capitulo anterior, consideramos
el mapa

®:(-1,1)xR->R?, ®(t,5) = @(t) +(0,5) = (1,V1-12 +5).

Observar que ®(z,0) = ¢(¢) € S', y en particular ®(0,0) = (0,1). Ademds

DD(1,5) - (1 (1))

por lo que el diferencial de @ es invertible en todo su dominio. Mirando
simplemente el punto (0,0) en el dominio obtenemos que &P es difeomor-
fismo local definido en un entorno de (0,0), a saber V c (-1,1) xR, en
un entorno U c R2 de ®(0,0) = (0,1). Veamos que h := (<I>|V)_1 U -V
es nuestro mapa buscado.

Como ®(¢,0) = ¢(t) € S!, resulta que para los (¢,0) € V se tiene
®(t,0) € S'nU. Por lo que

®((Rx{0})nV)cS'nU.

Pero como todo punto de S' n{y >0} se escribe como @(¢), para algtn t €
(-1,1), resulta que la anterior inclusién es una igualdad. Hemos probado
que

h(UNSY) = (@)~ (UNSY) = (Rx{0})nV,

y por lo tanto obteniendo a partir de la parametrizacién que S! es una
variedad.

Una pregunta importante es definir qué propiedades le debemos pedir a la
parametrizacion para obtener una variedad diferenciable.

Hagamos el razonamiento para curvas, dado que de aca llegaremos a las buenas
propiedades a solicitarle a una parametrizacion.

Ademads de que sea C*°, se deberia pedir inyectividad para que no existan auto
intersecciones, lo cual sabemos que no es variedad.

(Podria la parametrizacion tener derivada cero? En principio, si, pero veamos
que podriamos crear “puntas” en los conjuntos resultantes. La idea es que la
velocidad de la curva la puedo disminuir hasta hacer 0 para luego empezar en
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60 CAPITULO 3. VARIEDADES DIFERENCIABLES

otra direccion. Por ejemplo, una forma de “parametrizar” el grafico de la funcién
valor absoluto es considerar la funcién ¢ — (3, [t3|) (que es una funcién C?, pero
podriamos hacer lo mismo con una funcién que sea C*). Este ejemplo sugiere que
deberiamos pedir derivada no nula en todo su dominio.

En conclusién, debemos pedir que la funcién sea inyectiva, y con derivada
inyectiva. ‘?Alcanzara con esto?

La respuesta es no. La razon estd en que la funcion podria ser inyectiva pero
igual la curva podria acumular sobre ella misma en algiin punto. Un ejemplo
sencillo de mostrar esto es la figura del 8 que puede ser parametrizada por

y: (-7/2,37m/2) - R, y(t) = (sin2t,cost).

7%

Figura 3.2: Imagen de y en R (el “8”).

Es facil ver que en ¢ = 7r/2 la funcién atraviesa el origen de R2, pero la curva se
aproxima al origen ¢ se acerca a los extremos del intervalo.

La imagen de la curva, es el “8”, y por lo tanto en un entorno del origen no
puede ser una variedad diferenciable (por tener una autointerseccion).!

Comentario 3.14. Lo que estd pasando en este ejemplo es un tema topoldgico. Una
variedad diferenciable M c R" puede heredar la topologia de R” de manera natural,
simplemente declarando abiertos de M como aquellos conjuntos que resultan de
intersectar abiertos de R” con la variedad M (i.e. la topologia relativa). Por otro

!Observar que el mapa ®(z,s) = (sin2¢,cost +s), similar la definido en el ejemplo anterior, es
un difeomorfismo local entre un entorno de (z,s) = (7/2,0) y un entorno del origen en R?, pero
la preimagen local por ® de un entorno del origen en R” cortado con la Im(y) es la unién de
(t,5) € (=6,0) x {0} con una curva que a traviesa la horizontal.
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lado, dada una una una parametrizacion (que en nuestro caso es inyectiva y por
tanto biyectiva en su imagen), uno puede inducir una topologia en la variedad
simplemente declarando que los abiertos son imagenes de abiertos por la parame-
trizacion. El problema que surge en nuestro ejemplo es que estas dos topologias
no son las mismas. Los abiertos inducidos por la parametrizcidn, en el entorno del
origen en R2, claramente no ven las otras dos ramas que estdn acumulando, pero
estas si aparecen claramente en la topologia relativa.

El ejemplo anterior y las discusiones posteriores motivan el siguiente resultado,
que es una caracterizacion de variedades via parametrizaciones.

( 3

Teorema 3.15. Un subconjunto M c R" es una variedad diferenciable d-
dimensional si y solo si para todo x € M se satisface lo siguiente:

= Existe un abierto U conteniendo x, un abierto V c R?, y una mapa
C*> inyectivo ¢ :V — R" tal que
1. o(V)=MnU;
2. D@(y) tiene rango mdximo para todo y eV ;

3. 7 1: (V) —V es continua (con topologia relativa).

\. J

Observar que en el Ejemplo 3.13, podemos tomar V = (-1,1) y U = {(x,y) : y >
0}. Ademas la funcién ¢! es la proyeccion canénica IT; en la primer coordenda
restringida a la imagen de @, la cual es claramente continua.

La propiedad 3 es justamente la propiedad que nos permite evitar las acumula-
ciones sobre la imagen misma. (Ver Comentario 3.14.)

Demostracion del Teorema 3.15. (=) Si M es una variedad d-dimensional en R”,
sea h la funcion dada en la Definicion 3.2.

Basta probar que la funcién ¢ : V — R”* dada por ¢(y) := h=1(y,0,_4), sien-
do V el subconjunto de R? dado por V := {y e R?: (1,0,_4) € W n (R x {0,_4}).
Observar que V =TI; (W n (R?x{0,_4})), donde IT; : R? x R"~¢ - R es la pro-
yeccién candnica, y que @ es la composicién de A~! con la inclusién canénica
7:R? - R4 x R4, dada por 7(z) = (2,0,_¢).

Dado que h mapea biyectivamente U nM con W n (Rd X {O,I,d}), se tiene
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o(V)=UnM.

La inyectividad, y la continuidad de la inversa resultan trivialmente de que 4 es
un difeomorfismo.

Solo resta probar que D@(y) : R4 - R” es de rango maximo para todo y € V.

SeaIl,: R4 xR"-4 — R"~4_ Sidefinimos el mapa v :=IT,o0h:R" - R4, tenemos
que Yo ¢ = ldy _ps. Luego, por la regla de la cadena obtenemos Dy (¢(y)) o
Do(y) = ldga. Es un ejericio verificar que, mirando matricialmente esta identidad,
resulta que las columnas de D@ (y) tienen que ser linealmente independientes.

(<=) Esta es la parte mas técnica de la prueba, dado que solo tenemos la funcién ¢
y queremos extender ese mapa a un difemorfismo de abiertos entre R” y R4 x R"=4,
con las condiciones requeridas por la definicié de variedad.

Seax=¢(y)eM.
La idea para hacer esto esta motivado por el Ejemplo 3.13.

La derivada D@(y), con y € V, la podemos escribir matricalmente como
Ah@r(y) o 9y ei1(y)

A @a(y) - Iy, 0a(y)
A Qas1(y) - Iy Par1(y)

ay1(pn(y) ayd%()’)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que las primeras d filas forman una
matriz invertible. En este sentido podemos escribir

Agx . .
Do(y) = dxd 1 con Ay.g invertible.
B(n-ayxa

Luego podemos definir el mapa
VxR SR, (y5) = 0(y)+4(0,9)",
donde estamos identifando R x R"~4 = R”, i.e. para (y,s) € V x R"~4,

q)(yaslv"wsn*d) = ((Pl(y)a--->¢d(y)7(0d+l()’)+Sl7---a(Pn()’)+Snfd)
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Luego para todo (y,s) € V xR"=4,

Adxd 0 )

D(I)(y,s) = (B(nd)xd |an—d,

y por lo tanto D® es invertible en todo su dominio. En particular, para s =0,
del teorema de funcion inversa tenemos que existen abiertos W; c V x R"=4_ con
(»,0) e Wy, y U; c R" con x € Uy, donde ®|w, : W — U, es un difemorfismo.

Por ser ¢~!: @(V) - V una funcién continua con la topologia relativa en @(V),
se tiene que {Q(y) : (v,0) e W} =U,n@(V), para algiin abierto U, c U; de R™.
Recordar que ¢(V) =U nM. Luego podemos asumir que U, € U.

LuegO deﬁnlel’ldO W2 = ¢_l (UZ) Obtenemos que U2 ﬂM = {(p(y) : (y7 0) € ‘J/1 } -
{®(y,0): (v,0) e W} }, y por lo tanto

(Plw,) " (U2 M) = (@lw,) " ({@(3,0) : (3,0) eWa}) =Won (R x {0,,_4}).

]

Definicion 3.16. A una funcién ¢ que cumple las hipétesis del Teorema
3.15 le diremos sistemas de coordenadas o parametrizacion.

Nuestro objetivo es utilizar el teorema 3.15 para dar una definicion alternativa
de variedad. Con ese fin introduciremos la nocién de qué es que una funcion sea
C* (que llamaremos “suave’”) en un conjunto arbitrario, para extender nuestra
nocién de difeomorfismos entre abiertos de R”.

Definicion 3.17. Sea X c R” un conjunto arbitrario, y sea f: X — R una
funciéon. Diremos que la funcién es suave si se puede extender localmente
a un mapa de clase C* en un entorno abierto de R”". Es decir, si para todo
x € X, existe un abierto W c R”, con x € W, y una funcién F : W — Rk de
clase C* tal que F|wrx = flwnx-

Definicion 3.18. Sea f: X — Y una funcién, donde X c R” e Y c R¥. Diremos
que f es un difeomorfismo si f es biyectivay fy f~! son funciones suaves.
En tal caso de existir un difeomorfismo, diremos que X e Y son difeomorfos,
y escribimos X 2 Y
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Con esta nueva nocién de difeomorfismos podemos preguntarnos que espacios
son difeomorfos.

Ejemplo 3.19. Es ficil ver que R es difeomorfo con el grafico de una

funcion C*°. SeaI'y c IR2 su gréfico, entonces definiendo la funcién ¢ : R —

I'¢, dada por ¢(z) = (¢, f(¢)) podemos probar que ¢ es un difeomorfismo.
Esto resulta de que @~ : I's = R es suave por ser la restriccion de la

proyecién canénica (x,y) - x, i.e. ~! =TIj|r,.

Con estas definiciones, podemos enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 3.20. Sea M c R" una variedad diferenciable de dimension
d. Entonces es localmente difeomorfa a un abierto de R?: ¥ x € M, existe
U c R” entorno abierto de x, U c R abierto, y ¢ : U — U nM difeomorfismo.

Demostracion. Sea h el difeomorfismo dado en la Definicién 3.2, y definamos
V cR? dado por V := {y: (y,0) e W}. Entonces holl;|yny : UNM -V es suave,
y su inversa estd dada por hAloT:V > UnM, donde 7:V -V x{0,_4} es la

inclusién es C™. ]

|
M L [y
-

Figura 3.3: Equivalencia de definicions de variedad diferenciable.

Comentario 3.21. La Proposicion 3.20 se utiliza también como definicién de
variedad diferenciable (ver Guillemin-Pollack [?GP]). Para ver que esta definicion
es equivalente a la que dimos, basta observar que el difemorfismo local, partiendo
desde el abierto en R?, es una parametrizacion: esto es, verifica las propiedades
dadas en el Teorema 3.15. Se deja al lector verificar estas propiedades.
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¢ 3.22. Probar lo expuesto en el comentario anterior. Esto es, que si M c R"
satisface que para todo punto x € M existe un abierto U de R”, con x € U, tal que

U N M es difeomorfo a un abierto en R¢, entonces M es una variedad de dimensién
d.

3.4. Espacio tangente

Definicion 3.23. Sea M c R" una variedad diferenciable de dimension d.
SeapeM,ysea:UcR?— M, con @(x) = p, una parametrizacion.
Definimos el espacio tangente a M en p como

T,M :=ImD¢(x) = Do(x)(R?).

|

Figura 3.4: Espacio tangente a una variedad.

Por ser ¢ una parametrizacion, su diferencial D@(x) es inyectivo. Por lo tanto
podemos concluir que 7,M es un subespacio vectorial de R” de igual dimension
que M.

En general, identificamos el espacio tangente (que es un subespacio d-dimensional
de R™) con el subesapcio afin p+ImD@(x).)
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Veamos algunos ejemplos.

3.4.1. Ejemplos

Ejemplo 3.24. Si U c R” es un abierto, entonces sabemos que es una
variedad diferenciable de dimension n, y tomando el mapa identidad como
parametrizacion podemos concluir que el espacio tangente en un punto
p €U es exactamente R”.

Ejemplo 3.25 (Tangente a S?). Sea S? la esfera en R3. Una parame-
trizacion de la esfera (al menos de cualquier punto p en el hemisferio
$2n{z>0}, esta dado por

0:D—>S*  o(uv) = (u,v,V1-u2+12),

donde D = {(u,v) : u? +v?> < 1}.
El diferencial de ¢ en (u,v) € D estd dado por

1 0
l)q)(u7v) = 0 {7 ,
—u -
1-u2+12 1-u?+12

por lo que el espacio tangente en p = @(u,v) estd dado por

1 1
2
TPS = 0 ) 0 Y
—u -V
1-u?+v2 1-u2+12

donde utilizamos la notacién (C) al subespacio generado por el conjunto
CcR.

Observar que el punto p como vector es ortogonal a T),S.

Ejemplo 3.26 (Tangente a una superficie). Sea M una variedad dife-
renciable en R”, de dimensién 2, i.e. M es una superficie. Si ¢ es una
paremetrizacion entonces una base del espacio tangente de M en p = ¢(x),
esta dado por los vectores en R dados por D@(x)e;,D@(x)e;, siendo
e1, ez los vectores de la base candnica en R2.
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Observar que, escribiendo x = (u,v),

Dp(er=22().  Dop(x)er=22(x).

Definiendo las curvas, definidas en un entorno del origen

oft) =(u+t,v), B(t) =o(u,v+t),
se tiene que
I o
a'(0)==-(x),  B'(0)==-(x),
du av
y por lo tanto T,M = ({a’(0),8/(0) }). Observar que & y 3 son la imagen,
por la parametrizacion, de curvas paralelas a los ejes canénicos en R2.

o(‘(z’ )
P ()

—

¢ 3.27. Generalizar lo anterior a un variedad diferenciable de cualquier dimension.

3.4.2. Espacio tangente via velocidades de curvas

El ejemplo anterior motiva a describir el espacio tangente via velocidades de
curvas definidas en la variedad.

La siguiente proposicion es de suma utilidad para describir el espacio tangente
a una variedad. Recordemos que una curva en una variedad M es una funcién
o : I - M de clase C*, definida en un intervalo / c R.

Proposicion 3.28. El espacio tangente a una variedad M en p estd dado por el
conjunto de velocidades de curvas por p. Esto es,

TyM ={&(0): o curvaen M, con a(0) = p}.

Dibujo
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Demostracion. Sea ¢ : U c R4 - M, con ¢(x) = p, una parametrizacion, y sea
o : I - M una curva con ¢(0) = p. Achicando el intervalo I podemos asumir que
a(I) c o(U). Luego podemos definir la curva en U c R? dada por @& := @ loq:
I - U.Observar que 0 = Qo ¢

Luego o/(0) =Dt (0)1 =De¢(x)d’(0), y por lo tanto &’ (0) € T,M por estar en
la imagen del diferencial de ¢.

Por otro lado, si w e T,M, existe v € RY tal que w = D@(x)v. Luego, tomando la
curva B(t) =x+tveU, parat € (—€,¢€), obtenemos que w = D@ (x)v= (o )'(0).
Es decir v=a’(0) siendo ¢t := o : (-€,€) > M, con a(0) = (B(0))=p. O

El siguiente resultado nos da una forma muy sencilla de calcular espacios
tangentes de variedades que resultan de ser la preimagen de un valor regular.

Proposicion 3.29. Sea M := f~1(q) una variedad dada por la preimagen de un
valor regular del mapa f. Entonces T\M =kerDf (x), para todo x € M.

Demostracion. Sea o : 1 — M curva con a(0) = p. Luego foa : I - R satisface
foa(t) =g para todo ¢ € I. Luego derivando respecto a ¢, y evaluando en ¢ = 0,

obtenemos J
= ~lo(Fea)() = D(p) (e (0)).

Es decir a/(0) ekerDf(p), y por lo tanto T,M c ker Df(p).

0

Pero como la dimensién de M = f~1(g) es igual a la codimension, i.e. n—k, se
tiene que ambos espacios tienen la misma dimension, y por lo tanto son iguales. [

Ejemplo 3.30 (Tangente a la esfera). Sea S" ! c R” la esfera. Sabesmos
que S"~! es el conjunto de nivel asociado al valor 1 de la funcién f:R” - R
dada por f(x) = |x|?. Luego T,S"~! =kerDf(p) = Vf(p)* = p*.
Ejemplo 3.31 (Tangente a O(n)). EI grupo ortogonal O(n), definido en
el Ejemplo 3.11-3, es la preimagen de Id,, que es un valor regular, por del
mapa
f:R™" 5 Sym(n), f(A)=ATA.
(Recordar Sym(n) es el subespacio lineal de R**"* de las matrices simétri-

. . n(n+1)
cas, al cual lo identificamos de manera natural con R~ 2 .)
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Que es valor regular queda como ejercicio (y sino mirar el ejemplo
dado a continuacion).

La derivada del mapa f satisface Df(A)A = ATA +ATA, para todo
A e R,

En particular, si A = Id,,, entonces
Df(ld,)A=AT +A,

de donde resulta ker Df(ld,) es el conjunto de matrices antisimétricas,
1.e.
Tiq,0(n) = {BeR": BT = -B}.

Para calcular el tangente en cualquier A € O(n), podemos utilizar la
siguiente propiedad. Si ¢(¢) es una curva en O(n), tal que @(0) = Id,,
entonces Y(t) :=A@(t) es una curva en O(n) tal que y(0) = Id,,. Luego,
derivando obtenemos una identificacion entre el tangente de Tig,O(n) y
T4O(n), a saber

TpO(n) =A-Tiq,O(n) = {AB: Bantisimétrica}.

(Como método de verificacion es facil ver que Df(A)(AB) =0 siempre
que B sea antisimétrica.)

Comentario 3.32. Observar que el tangente en A € O(n) queda determinado
conociendo el tangente en la identidad Id,, (de hecho esa fue la prueba que hicimos).
Esto resulta de que una propiedad importante de O(n), que es que ademas de ser
una variedad es un grupo. El que quiera profundizar mas en este relacion de dlgebra
y geometria se sugiere chusmear sobre grupos de Lie.

Ejemplo 3.33 (Tangente a St(k,n)). Similar al ejemplo anterior, la varie-
dad de Stiefel St(k,n), (dada en el Ejemplo 3.11-6) la podemos obtener
como preimagen de un valor regular de la funcién F : R"* — Sym(k)
dada por F(X) =XTX, donde Sym(k) es el subespacio lineal de R¥* de
las matrices simétricas.

Afirmacién: Idy es valor regular de F.

La derivada de F en X € F~1(0) = St(k,n), en la direccién § € Rk
estd dada por

k(k+1)

DF(X),=(TX+XT¢eR 7, VEeR™
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Veamos que DF (X) es sobre. Si 11 e InDF (X)! c R 1), entonces
(N, "X +X"{)r=0, V{eR

Es decir,
0=tr(n¢TX)+tr(nX’¢), VR, (3.1)

Utilizando la propiedad tr(AB) = tr(BA) (siempre que el producto tenga
sentido), resulta

r(nx"¢) = (X7 E) = (LX) ) = (T X).

Esto implica que X7 = 0. Multiplicando a derecha por X se obtiene
N =nXTX =0. Luego 0 es valor regular.

De la afirmacién se concluye que St(k,n) es una variedad diferencia-
ble de dimensién kn—k(k+1)/2, y el tangente TxSt(k,n) estd dado por
KerDF (X) ={{ e R™>k: {TX +XT{ =0},

Observar que St(k,n) resulta ser una variedad compacta dado que es
cerrada y acotada en Rk,

Escribamos a modo de proposicidn lo que acabamos de probar, que ademas
abarca los dos ejemplos dado que St(n,n) = O(n).

Proposicion 3.34. La varidedad de Stiefel St(k,n) es una variedad diferenciable
compacta, de dimension kn—k(k+1)/2. Ademds, el espacio tangente a X € St(k,n)

estd dado por
TxSt(k,n) = {& e RP*: {Tx + XT¢ = 0}.

3.4.3. Consistencia de definiciones

En esta seccion veremos que la definicion no depende de las parametrizaciones.

En particular veremos que la dimension de una variedad estd bien definida.
Esto es, podria ocurrir que exista otra parametrizacion (u otro mapa 4 como en la
Definicion 3.2) y pero que su dominio sea un abierto de R4, Pero componiendo
una parametrizacion con la inversa de la nueva parametrizacion (a menos de reducir
los abiertos) obtendremos un difemorfismo entre abiertos de R? y R4 respectiva-
mente. Luego componiendo con su inversa obtendriamos mapas son la identidad
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en los abiertos respectivos. Veamos esto, asumiendo para faciliar la notacién que
las parametrizaciones estdn definidas en todo R y R4 respectivamente. Luego
tendriamos mapas 1 : R? - R? y & : R4 - R4 que son C* y satisfacen 1 o & = ldga
y & on =ldg. . Luego derivando obtenemos que D1 (& (x)) o D& (x) = Idga. Luego
DE&(x) es un mapa inyectivo y por lo tanto d’ < d. Tomando la derivada en el otro
sentido podemos obtener la otra desigualdad y concluir d = d’.

Dado que una variedad pueda estar definida por diferentes paremetrizacio-
nes, es necesario probar que la definicion de espacio tangente no depende de la
parametrizacion elegida. Veamos esto.

Sea :UcR?—> M,y y:VcR? - M parametrizaciones, con @(x) = p =
W (y) € M. Queremos probar que D@(x)(R4) = Dy(y)(R?).

-l

7=(%):
Figura 3.5: Expresion local de parametrizaciones (o cartas locales).

Primero acomodemos los abiertos para tener un “diagrama conmutativo”. Esto
es.Sea @(U)=UnMy y(V)=VnM, parald y V abiertos de R" conteniendo p.

Sea W =UnV. Luego podemos redifinir nuestros mapas de la siguiente manera:
U= '\(WnM),V=y"'(WnM),y las restricciones ¢ = @[y, = yl;.

Luego definimos
fli/,(lA) = Ip_lO(P:U —>V

Este mapa fy ¢, entre abiertos de R4, con f.¢(x) =y, es un difeomorismo por ser
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composicién de difeomorfismos (con inversa f ). Luego su derivada D fy ¢(x) :
R4 - R es un isomorfismo lineal. En particular se tiene D fy, ¢ (x)(R?) = Rd

Luego el resultado sigue de la identidad ¢ = o f; ¢, dado que D (x)(R?) =
DY(y) (Dfyp(x)(RY)).

3.5. Variedades con borde

La idea de esta seccion es extender nuestra nocién de variedad, a que tengan
borde. Ejemplos de estas variedades serian el intervalo cerrado [0,1] c R, el disco
cerrado D = {(x,y) e RZ: x2 +y2 < 1} cR2, 0 la mis generalmente la bola B" que
resulta de todos los vectores en R” con norma menos o igual a 1.

En estos casos, los “bordes” respectivos serfan {0,1}, S' c R2, §*~1 c R”, que
son variedades (de verdad) de dimension O, 1, y n—1 respectivamente.

Nuestra ejemplo candnico de variedades, (de hecho fue nuestra motivacion)
fueron deformacidnes “suaves” de los subespacios. Para definir variedades con
borde, tomaaremos de ejemplo a H" c R”, dado por

H" := {(x1,...,X) : X, 20}.

En este caso su borde esté definido por dH" := R"~! x {0}.

>
[e4]

Y

Figura 3.6: Variedades con borde: [0,1], D, y H".
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Definicion 3.35 (Variedad con borde). Decimos que M c R” es una variedad
con borde de dimension d si para todo p € M, existe un abierto U c R" de p,
tal que U nM es difeomorfo a un abierto de H<.

En otras palabras, una variedad con borde de dimension d en R” es un conjunto
que es localmente difeomorfo a un abierto de H¥. Si los abiertos locales en H< no
tocan su borde (i.e. x € R” tal que x,, = 0) entonces estamos en la definicion cldsica
de variedad diferenciable. Sin embargo estamos permitiendo a los abiertos locales
intersectar el borde, y esto define el borde de la variedad.?

Al igual que antes, a un difeomorfismo local @ : V ¢ H¢ - M, lo llamaremos
parametrizacion, y su inversa carta local.

Se puede usar como definicién andloga a la que vimos en la Definicién 3.2 de
variedad, permitiendo que el abierto intersecte a HY x {0,_4}.

r 3

Definicion 3.36 (Definicion de borde). Si M es una variedad diferenciable
con borde, se define el borde de M, y 1o denotamos por d M, al subconjunto
de M dado por la union de las imédgenes de ¢ := @|,, -y« siendo @ :V c H? —
M una parametrizacion.

Veamos que la anterior definicién es consistente, en el sentido que si un p € dM,
y v:V cH? - M es una parametrizaciéncon, con y(x) = p, para cierto x € V,
entonces x € dH? NV . Esto sigue de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.37. Sean U y V abiertos de H¢, y f:U -V un difeomorfismo.
Entonces f(UndH4) c JHA.

Demostracion. SeaxeUndH, y seay= f(x) € V. Supongamos por absurdo que
y ¢ JHA.

Sin perdidad de generalidad podemos asumir que V es interior a <, i.e. es un
abierto de R?

?La definicién de variedad con borde es mds general que la defincién de variedad diferenciable,
y por tanto toda variedad es una variedad con borde. Pero si estamos en una variedad en que los
abiertos locales en H? no tocan el borde, la llamaremos simplemente variedad. De hecho lo que
estamos diciendo es que el borde (ver Definicién 3.36 de la variedad es vacio.
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Lo 7

La idea es sencilla, escribirla no tanto. Pero si miramos f~1 que esta definida
en un abierto V c R¥ del punto y, que es C*, tiene una inversa C* definida en
un cierto abierto ambiente de x (esta inversa es la extension local de f por ser
suave, que denotaremos f , definida en un entorno abierto de R¥, de x). Luego, la
derivada de f~! en y es inyectiva (dado que Df(x) o D(f~1)(y) = Idga).y por lo
tanto invertible. Luego, por teorema de funcion inversa tenemos una identificacién
biyectiva de un entorno abierto de y € R con un entorno abierto x € dH? c R?. Pero
eso serfa una absurdo dado que la imagen por f~! de esos puntos tienen todos
coordenadas x, > 0, y no hay lugar para que tengan correspondientes con x;, < 0.

Bueno, ahora intentemos escribir en detalle el argumento anterior.

Como f es suave en x, existe un abierto W c R4, xe W y una funcién f W - R4
de clase C* tal que flwru = flwru-

Como f~! es continua, existe V) c R¢ abierto (con V; c V), con y € Vj, tal que
f~1(Vo) € W (de hecho sabemos ademds que f~'(Vy) cWnU.

Ademds fo(f~1)|y, =Idy, y por lo tanto derivando obtenemos

Df(x)oD(f™")(y) = Idpa.

Luego Df(x) es un isomorfismo, y utilizando el teorema de funcién inversa,
resulta que existen entornos abiertos W; c W c R4 (xe Wy) y V; c Vy c R4 (con
yeVp)tal que f lw, : Wi = V; es un difeomorfismo (y en particular biyectiva).

Como (f)~!|y, coincide con f~1|y,, resulta que (£)~'y, (') = f~1(y) e U cHY,
para todo y’ € V. Pero esto es un absurdo porque Wy c (f)"1(V}) y Wy ¢ HY.3 O

Corolario 3.38. Sean U y V abiertos de H4, y f:U -V un difeomorfismo. Sea
xeUndH4, entonces
Df(x)0H? = 9H.

3De hecho W = (flw,) ™' (V).
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Este resultado, ademads de probar que dM estd bien definido, prueba los siguien-
tes resultados que los condensamos en una proposicion.

Proposicion 3.39. Sea M c R" una variedad con borde. Entonces

w Int(M) =M~ M c R" es una variedad sin borde con dimInt(M) = dimM.

s dM c R” es una variedad (sin borde) dimdM = dimM — 1.

Demostracion. Sea d la dimensién de M, y sea ¢ : V c H? — R” una parametriza-
cién local de M. La primer afirmacién resulta de que Int(H¢) = R4~ x R+ c R4 es
un abierto de R¢, y por lo tanto la restriccion qo|VnIm(Hd) €s un parametrizacion
local de Int(M) donde V nInt(H¢) es una abierto de R?.

Similar para el borde dM observando que dHY =R x {0} c R? es difeomorfo
aR4-L, O

3.5.1. Espacio tangente a variedad con borde

Sea M c R" una variedad diferenciable con borde de dimension d. Dado que
el interior de M sigue siendo una variedad diferenciable (sin borde) de igual
dimensién a M podemos definir el espacio tangente al igual que antes: i.e. es la
imagen de R? por el diferencial de una parametrizacion.

Si p € IM extenderemos la misma definicion, esto es, 7,M = ImD@(x), siendo
¢ parametrizacion tal que @(x) = p.

El problema acd es que nuestra parametrizacién ¢ : V c H¢ — M es una funcién
suave, y por lo tanto deberiamos especificar qué entendemos por la derivada D (x),
siendo x € dH? (si estd en el interior de H? es una funcién C* y ningiin problema).

Una manera similar al caso en dimensidon 1 de derivadas laterales es definir la
derivada D@ (x)v con v € R? un vector con vz > 0 de la siguiente manera
P(x+1v) - @(x)

D =11 .
qo(x)v tl_I)I(} !

El limite anterior existe estd bien definido ya que si @ es suave y ® es una extension
local entonces el limite anterior coincide con el limite del cociente incremental
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v+t

Figura 3.7: Definicion de derivada en el borde.

M (ya que @ y ® coinciden en x y x + v por estar ambos en V € H¢, para
t suficientemente pequeiio) sin importar cudl es la @ extension.

Sin embargo, ;cémo definimos D¢ (x)w en el resto de vectores de w € R¥, con
w,, < 0? Bueno una respuesta rdpida es, ya sabemos definirlo para v e R con v, > 0,
luego lo extendemos linealmente: D@ (x)w = -D@(x)(-w).

Lo anterior es correcto, y de hecho es la forma de calcularlo, pero en el fondo
lo que estd ocurriendo es que podemos definir D@(x) como D®(x) siendo P
cualquier extension, ya que no depende de cudl es la extension de @ elegida.

Veamo esto. Consideremos una sucesion x;, € V nInt(IH¢), tal que x,, — x cuando
n — +oo, donde recordar x € V n oH¢.

Como x;, son interiores a H, resulta que D@(x,) € L(R?,R") esta bien defi-
nida por ser una funciéon C*. Resta ver que existe lim, D¢ (x,) en el espacio de
transformaciones lineales £(R¢ R"). Eso resulta de que si ® es una extension a
@, en particular coniciden en V nH¢ y por lo tanto D®(x,) = D(x,), para todo
neN.

Pero por ser @ de clase C* en particular D®(x) = lim,, D®(x,), y por lo tanto
existe y estd bien definido

lirrlnD(p(xn) = h”gnDCID(xn) =D®P(x),
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siendo @ cualquier extensiéon C* de ¢.

< 3.40. Probar que si p € dM, entonces T,(dM) es un subespacio de T,M de
codimension 1.

r

Definicion 3.41. Sea M variedad con borde de dimension d. Sea p € IM
y we T,M. Sea ¢ parametrizacion local con @(x) = p, y sea v e R? tal que
w = D@(x)v. Decimos que:

= W es estrictamente entrante si (v,ey) > 0;
= w es un vector saliente si (v,ey) <O0;
= w es un vector tangente si (v,eg) =0

(Ver Figura 3.8.)

Adivinen qué hay que probar... si claro, eso, que la definicion de vector entrante
(saliente o tangente) no depende de la parametrizacion elegida.

Observar que del Corolario 3.38, la definicién de vector tangente esta bien
definida, (y ademds resulta que w € 7,0 M).

A continuacién explicaremos por qué estd bien definido.

Considerar y : W c H? - M, (W abierto relativo, y y(y) = p) otra parametriza-
cién de un entorno de p € M, y considerar el difeomorfismo local

hi=(y) " op:VcH!>WcH
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¢
7 o

D@ I
/r\

[

Figura 3.8: Vectores entrantes, salientes, tangentes.

entre abiertos relativos de H¢.

Sea vy € RY tal que (v4,¢4) > 0. Queremos probar que (Dh(x)ve,eq) > 0. (Ob-
servar que vy = Dh(x)vg satisface Dy/(y)vy = D@(x)ve, y por lo tanto son dos
representaciones del mismo vector en distintas parametrizaciones.)

Considermos la funcion a(r) = (h(x+1vy),eq) = ha(x+1vy), donde estamos
escribiendo & = (hy,...,hy) en coordenadas.

Luego a(0) = hy(x) =0 por la Proposicion 3.37. Pero ademés por la misma
proposicién sabemos que o(¢) > 0 para todo ¢ > 0. Luego derivando obtenemos que
a'(0) >0.

Pero si 0 = a/(0) = (Dh(x)vg,e4), esto implica que Dh(x)vy € R4 x {0} =
JH, pero esto implica por el Corolario 3.38a que vy € R4! x {0}, lo cual no
puede pasar. Luego concluimos que &’(0) > 0, lo cual implica (Dh(x)vg,eq) > 0.
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xﬂﬁ
N, L

[ et

Figura 3.9: Cambio de parametrizciones en coordenadas locales.
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Capitulo 4

Algebra Exterior

4.1. Motivacion

Nuestro principal objetivo es entender como calcular longitudes, areas, volime-
nes, y volumenes en dimensiones superiores, de objetos que estdn en subespacios
de R”. Sabemos del dlgebra lineal que el determinante definido en R¥ estd intima-
mente vinculado al volimen k-dimensional. Sin embargo, si por ejemplo queremos
calcular el 4rea de un paralelogramo generado por dos vectores que viven en R3, el
determinante no esta bien definido (solo come matrices cuadradas).

Con el objetivo anterior en mente, comencemos realizando algunas observacio-
nes.

81
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Sabemos de los cursos de dlgebra lineal que el determinante

u
uz

v
det(u,v) :det( vl) =Ujvy — Vil
2

puede ser interpretado como el drea (signada) del paralelogramo generado por
u=(up,up) yv=_(vy,v), en R2

e

—

/
//
S L/ A{'Mﬁﬂ/‘fz - Jur

e

El determinante como funcion del par de vectores
(u,v) e R?xR? — det(u,v) e R

cumple ciertas propiedades algebraicas que estdn directamente relacionadas con
propiedades geométricas.

Notemos por el momento u A v al drea (signada) generada por u,v. Por ejemplo
e A ey tomaria el valor 1y e Aep le damos el valor opuesto, i.e. —1. Y nuestra
nocion de area es la que utilizamos en célculo de aproximacién por suma de
cuadraditos.
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Sabemos que si al paralelogramo generado por u y v, lo dilatamos un lado por
un factor A entonces él drea se modifica por ese factor, i.e. (Au) Av=AuAv.

Por otro lado sabemos (#+w) Av=uAv+wAv (y sino lo sabemos convencerse
con un dibujo que el drea se suma).

Al ser 4rea signada, tenemos que vAu = —uAv. Esta propiedad hace que wAw =0

Es claro que estas propiedades se pueden condensar en decir que u A v es lineal
en uy en v, y ademds cambia de signo cuando se alterna.

En el otro sentido, utilizando las propiedades anteriores como definicion de
u A v, sin importar por el momento qué tipo de objeto resulta, podemos observar
los siguiente:

u/\v:(u1e1+u262)/\(V161+V262) (4-1)
=upvier Aep+ujvaeelr Aex+usviees Aey +urvaees Aen 4.2)
= (upvy—viup)e; Aep = det(u,v)e Aes. 4.3)

Es decir, que solo utilizando las propiedades algebraicas (linealidad en cada variable
y que sea alternada), recuperamos la nocién de area signada. Formalmente u A v
es siempre un multiplo del objeto e; A ey, y el escalar asociado es justamente el
determinante.

.Y qué sucede siu 'y v estdan en R3?

Escribamos u = uje; +urer +uze3 y v=vye; +vpez +vzesz Luego tenemos reali-
zando algunas operaciones sencillas que

unv=(uvy—viup)ey Aey+ (uzvy —vaup ez ey + (upvs —vouz ey nez.  (4.4)

(Suenan conocidos estos coeficientes? Si recuerdan el producto vectorial entre
dos vectores era exactamente

€1 ey e€3
uxv=det|luy wuy uz|=(urvo—viug,uzvy —viuy,upvi —vou3), 4.5
vy V2 V3

y daba un vector en R3 ortogonal a u y v, (con el sentido dado por la regla de la
mano derecha), y tal que su norma ||u x v|| daba el drea del paraleogramo formado
por u y v en el espacio.

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



84 CAPITULO 4. ALGEBRA EXTERIOR

Figura 4.1: Producto vectorial entre u y v.

Comparando (4.4) y (4.5) observamos que nuevamente el producto u Av recu-
pera la nocién de area del paralelogramo, i.e. hemos recuperado nuevamente una
nocién geométrica a través de propiedades puramente algebraicas.

El dlgebra exterior tiene por cometido formalizar y generalizar lo anterior en
espacios vectoriales de dimension finita. Y esto nos servird de base para dar el salto
y poder “medir” sobre variedades.

4.2. Formas Multilineales

Comencemos haciendo un “repaso” de dlgebra lineal.

Definicion 4.1. Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién n. Una
k-forma multilinal es una funcién T : V¥ — R que es lineal en cada variable.

Al espacio de k-formas multilineales lo denotaremos por 7*(V*).

Observacion 4.2. El espacio 7*(V*) puede ser dotado de las operaciones basicas

(S+T)(V1,...,vk) ::S(vl,...,vk)+T(v1,...,vk);
(o T)(vi,yoosvp) =0T (V1. Vi),

paratodo x e R,y v;eV.
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Con estas operaciones dotamos al espacio de k-formas multilineales 7*(V*).
es un R-espacio vectorial.

Ejemplo 4.3 (Determinante). El ejemplo més importante de formas mul-
tilineales es el determinante.

Antes de continuar veamos algunos ejemplos. El caso mas sencillo es cuando
k=1, y este espacio es comunmente llamado espacio dual. Es tan importante y
transversal a las areas que le daremos un trato especial.

4.2.1. Espacio Dual

Definicion 4.4. Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién . Defini-
mos el espacio dual V* como el conjunto

V*={¢:V > R, tal que § es lineal}.

A los elementos de V* se le llamanas funcionales.
Observacion 4.5. El espacio dual V* puede ser dotado de las operaciones bésicas
(6+¥)() = 0() + W)
(@ 0)(v) =a-o(v),
paratodo xeR,yveV.
Con estas operaciones, V* es un R-espacio vectorial.

Definicion 4.6 (Base dual). Sea B ={vy,...,v,} una base de V. Definimos la base
dual B*{v},...,v;;} cV* dada por

0 i+j

V?(Vj)={ | i

donde v} se extienden a todo V' por linealidad: esto es

VI(0qvis+ 0 vy,) = 4, (i=1,...,n).

Veamos que B* es realmente una base de V*.
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Proposicion 4.7. B* es una base de V* como espacio vectorial. En particular
dimV* =dimV.

Demostracion. Veamos que son linealmente independientes.

Supongamos que podemos escribir el funcional lineal identicamente nulo 0*
como
apvy+-+a,v, =0".

Luego evaluando en v; obtenemos que a; =0, y por lo tanto los v} son lineal-
mente independientes.

Sea ¢ € V*. Veamos que ¢ se puede escribir como

¢=o(vi)vi+-+0(va)vy,
y por lo tanto los v’s generan el espacio dual.
Definamos y := ¢ (v{)v} +---+ ¢ (v,)v;;. Entonces y € V* y satisface
V() = (9(v)v] -+ 9 (v)v7) ()
=o)vi(vi) =9(vi)  (k=1,...,n).
Luego ¥ y ¢ coinciden en la base B, y por lo tanto coniciden. U

Observacion 4.8. Cuando V =R™, y {ej,...,e,} es la base canénica, entonces
denotamos por dx; := e} a los elemento de la base dual.

Observar que
dxij(ajey +--+apey) = a;, (i=1,...,n).

En particular, si ¢ € V* entonces

4.2.2. Formas bilineales

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién finita. Un elemento de 72(V*)
se llama es forma bilineal
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Ejemplo 4.9 (Producto interno). Un ejemplo conocido de forma bilineal
es el producto interno. Tomemos bases en V, o simplemente tomemeos
V=Rm",

Sea (-,-) : R" x R"™ - R dado por
(X, 3) = X191+ + XinYm,
donde x= Y, x;e;, y = Y1, yie;. Entonces (-,-) € T2((R™)*).

Observacion 4.10. Observar que si T € T2((R™)*) entonces definiendo la matriz
A=((a;;)) e R™m dada por g; j := T (e;,e;) tenemos que

m m
T(x,y)=T|> xiei, > yje;
a0
m
= Z xiij(ehej)'
ij=1

Luego en notacidon matricial obtenemos, considerando los vectores columna x =
(x1,.-5xm)T ey=(y1,-..,ym)T, tenemos

T(x,y) =x" Ay.

¢ 4.11. Probar que T2((R™)*) es isomorfo a Ry por lo tanto si V es un
espacio vectorial real de dimensién m, entonces 72(V*) es isomorfo al espacio de
matrices reales m x m.

4.2.3. Formas multilineales

Motivado por la descripcion de las formas bilineales, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 4.12. Una k-forma multilineal T € T*(V*) queda determinada por los
valores que toma en k-upla de elementos de una base de V.

Demostracion. Sea {vi,...,v,} unabase de V.
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Sean wy,...,w; en V, donde

m
wi:ai1v1+---+a,~mvm=Zaijvj, (i=1,...k).
J=1

Luego

J=1 J=1
m
= Z aiji -akjkT(le,...,ij).
Jtse k=1
Luego conociendo 7'(vj,,...,v;,), la k-forma multilinal T queda determinada.

O

¢ 4.13. ;Cudl es la dimension de T € T*(V*), siendo V un espacio vectorial de
dimension m?

A continuacién veremos un caso especial de formas multilineales, que por ser
tan importante lo ponemos en una seccion aparte.

4.3. Formas multilineales alternadas

Definicion 4.14. Una k-forma multilineal se dice alternada si cambia de
signo al intercambiar variables. Al conjunto de formas alternadas lo denota-
mos por AK(V*).

Observacién 4.15. Es claro que AK(V*) es un subespacio vectorial de TX(V*).

Ejemplo 4.16. De la Observacién 4.10 resulta que A2((R™)*) se identifi-
ca con las matrices antisimétricas: a; = —a; j, y en particular los elementos
de la diagonal son ceros.

Ejemplo 4.17. La funcién determinante de matrices R™*" vista como
funcion de las columnas, es un elemento de A™((R™)*).
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Dado que el tnico niimero real que es igual a su opuesto es el cero, concluimos
que si T € A¥(V*) se evaltia en una k-upla con vectores repetidos, toma el valor 0.
Con esta observacion y el Lema 4.12 podemos concluir lo siguiente.

Proposicion 4.18. Sea B={vy,...,v;,} una base de V. Entonces si T € AK(V*) se
tiene que

» Sik<m, entonces T queda determianda por sus valores quedan determinadas
en k-uplas ordenadas de B: T (v, ...,v;;) para 1 <ip <...<ix<m.

n Sik>mentonces T =0.
]

Como coralario inmediato tenemos A*((R™)*) =0 si k > m, y el siguiente
resultado.

Corolario 4.19. Si k <m la dimension de A*((R")*) = (/) = (m_Lk’),k,

Observacion 4.20. En particular, 7 € A”((R™)*) queda determinado por su valor
en la m-upla canénica (ey,...,ey), y por lo tanto es un miltiplo del determinante:

T = T(el,...,em)det.

4.4. Mapa adjunto

Sea ¢ € (R™)* un funcional lineal. Una forma de inducir un elemento del dual
de un espacio vectorial V cualquiera, es considerar un mapa lineal A : V — R™, para
luego precomponer ¢ con el mapa A. Es decir, podemos definir y/(v) := ¢(Av),
para todo v € V. Es facil ver que este mapa inducido es lineal y por tanto y € V*.

Este mapa se llama adjunto y se escribe A*. Mds en general siA:V — W es una
transformacion lineal entre espacios vectoriales, el mapa adjunto A* : W* — V*
estd dado por A*@(-) = @(A-), para todo ¢ € W*.

Ejemplo 4.21. Sea A:V — W lineal, y sean {vy,...,v¢} y {wi,...,w¢}

bases de V 'y W respectivas. Sea ((a;;)) la matriz asociada a estas bases,

1.e.

!l
A=Y (=Tl = L)
i=1
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Luego es facil ver que

¢
A*(w]) =Y aivy, (i=1,...,0). (4.6)
1

Esto resulta de que A*(w})(v;) =w; (Av;) =a;;paratodoi=1,...,¢, j=
1,....k.

Observacion 4.22. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, y sea (-,-)
producto interno en V. Sea {vy,...,v,} una base ortonormal. Luego una forma

natural de identificar V con V* es via el mapa
veV v i=(v-)eV™.

Es muy facil ver que es un mapa lineal inyectivo y por tanto un isomorfismo (por

ser V de dimension finita).
Sea A:V -V una transformacion lineal, y sea ¢ € V*, dada por ¢(+) = (v,-), para
cierto v € V. El mapa inducido, mencionado en el parrafo anterior, es el siguiente:

v(w) = @(Aw) = (v,Aw) = (ATv,w), VYweV,

es decir, que el funcional lineal (v,-) — (ATv,-).

En terminos matriciales, escribiendo vectores en la base ortonormal dada, se
tiene que AT es la matriz traspuesta vista en los cursos de dlgebra lineal (que en el
caso complejo es la traspuesta conjugada, comunmnete llamada matriz adjunta).

Esta operacion es de suma importancia en el dlgebra exterior, y es facilmente
generalizado para k-formas alternadas como veremos a continuacion.

Definicion 4.23. Sea A : V — W una transformacion lineal entre espacios
vectoriales reales de dimension finita. El mapa adjunto A* de A, se define

como el mapa A* : AK(W*) — Ak(V*),
TEAk(W*), vl,...,vkeV.

(A*T)(vi,...,v) =T(Avy,...,av),

.

Proposicion 4.24. Probar que si A 'y B son transformaciones lineales, donde tiene
sentido la composicion A o B, entonces los mapas adjuntos verifican (Ao B)* =

B*oA*. [ []
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Proposicion 4.25. Si A:V - W es una transformacion lineal invertible entre

espacios vectoriales reales de dimension finita, entonces A* es invertible y se tiene
(A*)—IZ(A—I)*' D

< 4.26. Probar estas dos proposiciones.

Proposicion 4.27. Sea A :R™ — R™ una transformacion lineal. Sea dete A™((R™)*).
Entonces (A*det)(-) = |A|det(-), donde |A| es el determinante de la matriz A.

Demostracion. Sabemos que (A*det) € A™((R™)*), y por ser un espacio de di-
mension 1, tiene que se un multiplo de det. (Cf. Observacion 4.20.) Evaluando en
la base candnica de R resulta (A*det)(ey,...,e,) =det(Aey,...,Ae,) =|Al, y por
lo tanto el mdltiplo es |A|. O

Corolario 4.28. Sea A : R"™ — R™ una transformacion lineal. Sea T € A™((R™)*).
Entonces A*T =|A|T.

Demostracion. La prueba sigue del hecho dimA”((R™)*) =1, y por lo tanto T =
o -det para cierto o € R. L

Observacion 4.29. Recordar que si A:V — V es una transformacion lineal en un
espacio vectorial V de dimensidn finita, entonces el determinante de A, que también
escribimos det(A), estd bien definido. Esto es, basta elegir una base cualquiera
de V, y expresar la transformacion en esa base, para luego hallar el determinante
de la matriz asociada. Como el determinante de una matriz es invariante por
conjugaciones de matrices invertibles, resulta que lo anterior es independiente de
la base elegida.

Con esta observacion podemos obtener el siguiente resultado.

Proposicion 4.30. Sea A :V -V una transformacion lineal en un espacio vectorial
V de dimension m. Sea T € N"(V*). Entonces A*T =det(A)-T.

Demostracion. Sea {vi,...,vy,} unabasedeV,yseall:V — R™ dada por IT(v;) =
ei, (i=1,...,m). Luego IT*det es un generador de A”(V*), y por lo tanto basta
probar el resultado para IT* det.
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Luego resulta

A*(IT* det)(vy,...,vpy) = (IToA)*det(vy,...,vy)
= det (TI(Avy),...,II(Avy))
=det(A).
La dltima igualdad resulta de lo siguiente: escribiendo Av; = Y.i_; a; jv;, que IT(Av)
es la combinacién lineal }3i_ a; je;, y por lo tanto det (IT(Avy ), ... ,TI(Avy,)) = detA.

Observar que IT* det(vy,...,v;) =1, y como dimA™(V*) = 1, resulta
A*(IT* det) = det(A)(IT* det).

]

Una prueba mas econdmica de la proposicion anterior, (que en el fondo es
la misma) es trasladar las formas en A”(V*) a formas en A”((R™)*), via el
isomorfismo IT*, para luego utilizar la Proposicion 4.24.

Consideremos el mapa lineal [ToAoIT~! : R” — R™. De la Proposicién 4.27
se tiene (IToAoIl !)*det = [TToAoII"!|-det. De la Proposicion 4.24 se tiene
(TT-1)* (A*(TI*det)) = (ITo Ao I1-!)*det. Por lo tanto, si actuamos por IT* en
ambos lados resulta

A*(IT* det) = |[ITo A o IT™!| - TT* det..

Al igual que antes, hay que verificar que [[ToA oIT~!| no es otra cosa que det(A).

4.5. Producto exterior

(Coémo podemos construir k-forma alternadas a partir de formas de “tamafio”
menor, como 1-formas?

Veamos un posible enfoque. Sean ¢, v € V*. Una vorma de construir una
2-forma multilineal es la siguiente

py(vw)=o(v)y(w), vweV.
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Este producto se llama producto tensorial entre @ y y. Es facil ver que ¢ ®
v € T2(V*). Pero en principio nada nos asegura que intercambiando v con w el
resultado es el opuesto. Pero una manaera de construir una 2-forma alteranda es
considerar el operador Alternador,

PAY=Al(QOY) =0 Y-y p.

Cuando tenemos productos de k 1-formas podriamos hacer algo similar. Para
evitar la combinatoria evidente tomamos un camino un poco distinto.

La idea es usar el mapa adjunto para transportar la k-forma determinante
det®) e AK((R¥)*) a cualquier espacio vectorial V de la siguiente manera.

4.5.1. Poducto de 1-formas

Definicion 4.31. Sean @y,..., @, € A'(V*). Definimos el mapa lineal

@1 (v)
®:V >R dadopor ®(v):=| : |eR* (veV).

P(v)
Luego se define €l producto exterior @y A+ A @ € A¥(V*) como

Q1 A A Q= D" det,

donde det € A¥((RK)*).

Expandiendo lo anterior tenemos

@1 (v1) @1 (ve)
(pl/\m/\(pk(vl,...,vk):det(CID(vl),...,CID(vk)): : :

ey .

P(v1) P (vi)
Ejemplo 4.32. Consideremos en R? la base dual {dx,dy}. Luego se tiene

dx\” 10
dx/\dy(el,ez)=(dx) det(el,ez):|(0 1)‘=1,

es decir dx Ady es la funcion determinante.
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Ejemplo 4.33. Consideremos en R3 las 2-formas dx Ady, dy Adz, dz Adx.
Sabemos que para poder determinar las dos formas es suficiente calcular
en elementos ordenados de la base {e},e3,e3}.

Procediendo de manera andloga al ejemplo anterior tenemos:

dxndy(ey,ep) = (1) (1) =1
dxndy(ey,e3) = (1) 8 =0
dxndy(es,er) = 8 (1) =0

De manera andloga obtenemos que dy Adz(ep,e3) = 1 y toma el valor
Oen (e1,e2) y (e3,€1).

Sabemos que la dimension de A%((IR3)*) es 3, y por lo tanto podemos

concluir que
{dxndy,;dyrdz, dzndx}

es una base de A2((IR3)*).

Sean u = (uy,us,u3),v=(v1,v2,v3) € R3. Definiendo u* al funcional
lineal que resulta de tomar el producto interno u*(x) = (x,u) = xju; +

xpup +x3u3. Observar que
uj uj
Vi Vj

Luego escribiendo en la base recién descrita obtenemos

u* Av*(ejej) =

w* AV = (upva —viup )dx Ady+ (uzvy —vauy )dz Adx+ (upvs —vouz)dy ndz.

(Comparar con (4.4) en la motivacion del algebra exterior.)

Ejemplo 4.34. En R” podemos conlcuir

det =dxy A Adxpy, € N"((R™)).

Con esta notacién podemos concluir de la Proposicion 4.27 el siguiente resulta-
do.
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Proposicion 4.35. Sea A : R - R™ lineal. Entonces

A*(dxy N+ ndxy) = |Aldxy A Adxyy

< 4.36. Probar lo anterior directamente con la definicién de adjunto.

Proposicion 4.37. Sean ¢y,...,¢0 € V*, yA:V - W una mapa lineal. Entonces

A (@A AQ) = (A" Q) A A (AT Q).

¢ 4.38. Probar este resultado.

Dado que sabemos que el determinante de una matriz es cero si dos columnas (
o dos filas) son iguales, podemos concluir que @; A -+ A @ = 0 siempre que @; = @;
para alguno de los indices.

Proposicién 4.39. Sea {vi,...,v,} una base de'V, y sea {v},...,v;} su base dual.
Entonces

* * ] .
{vii Arenv s I <L < <

es base de A*(V*).

Demostracion. Observar que si evaluamos vlf*l A+ AV (que es un elemento de
AK(V*)), en una coleccién ordenada (ej,,...,ej, ), obtenemos que solo toma el
valor

* * —_ . e : -
vil /\"'Avik(ejl""7ejk) = 611]1 6lk]k.

Luego si }j c...c;, Qi .. i, Vi A=AV =0, evaluando en elementos ordenados de la
17 <-+<lg Lotk " 1q 7%

base obtenemos que o, . ; =0. Luego, como la dimension del espacio coinici-

de con el cardinal del conjunto linealmente independiente, podemos concluir el

resultado.

]

Corolario 4.40. Sea {vi,...,v,} una base de V, y sea {v{,...,v;} su base dual.
Entonces {vi A---Avy } es base de N"(V*), y satisface vi A---Avy(vi,...,v,) = 1.
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4.5.2. Producto exterior de formas

Queremos extender lo anterior a considerar el producto exterior entre formas
cualesquiera dadas en un espacio vectorial V. Esto es, si T € AK(V*) y Se AL(V*),
queremos definir T A S € AK+(V*).

Lo hacemos de manera “inductiva”. Si k =0, (o £ = 0) asumimos que A%(V*) =
R, entonces resulta

onT:=a-T, acR, TeA(V*).

Si k y ¢ son ambos positivos entonces lo hacemos via una base.

Sea {vy,...,v,} una base de V, entonces de la Proposicién 4.39 sabemos que

* * . . . * * . .
{vineavi s I<ir <o <igsny y Vi A avi s I < < i <ng

son bases de A¥(V*) y Af(V*) respectivamente.

Luego definimos

*

* * * Y i P A AVE AYE A
(Vi A AVEY A (VS A AVE)) I VS A AVE AV A AV

J1

para luego extenderlo de manea asociativa y distributiva.

Veamos algunos ejemplos para trabajar la definicion, para luego hacer algunos
comentarios y tranquilizar esa sensacion inquietante que genera esta definicion.

Ejemplo 4.41. Sea S e AK((R")*) y T € A‘/((R")*). Entonces podemos
escribir

S= Z ail,...,ikdxil/\"'/\dxik7 T = Z ﬁjl,...,jgdle/\---/\dxjé,

i <--<iy, J1<<Jk
Entonces resulta

SAT = Z ail,...,ikﬁjh' .. ,jgdx,-l /\---/\deé
11 <+<iy,
J1<<Ji

Ejemplo 4.42. En R3, veamos el caso A% x Al.

(adxndy+bdyndz+cdzndx) Adx =bdyAdzAdx
=bdxndyndz,
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donde estamos usando que si los funcionales lineales se repiten en el
producto exterior entonces son nulos.

Comentario 4.43. Esta definicién que realizamos primero deberia coincidir con la
vista en la Seccion 4.5.1. Esto resulta de lo siguiente. Si ¢ = ) ;a;v;, y Y=} ; ijj*.
entonces

oAy (v, V) = det((:Z)vk, (:5)\/1) = det(Zi Zj)

= akbl —Cllbk = Zaiijf /\v;(vk,vl) = (Za,-vf) A (ijv;f)(vk7vl)
tj l J

Observacion 4.44. Sean Se AX(V*),y T e AY(V*). Sik+£>n,y dimV = n enton-
ces automdticamente SAT = 0.

Observacion 4.45. Sea A : V - V lineal. Entonces
A*(SAT)=A"SAA"T.

La prueba queda como ejercicio.
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Capitulo 5

Formas diferenciales

Las formas diferenciales surgen de extender las formas alternadas en R a
tener coeficientes no constantes, definidos en un abierto de R”. Dado que estamos
en un curso de calculo es razonable pedirles que los coeficientes sean funciones
C*°. Formalmente tenemos la siguiente definicidn.

Definicion 5.1. Una k-forma diferencial en un abierto U c R™ es una funcion
de clase C*®
o :U — AF((R™)*).

Se denota por Q¥(U) al espacio de las k-forma diferenciales en U.

El conjunto A¥((R™)*) es un espacio vectorial (de dimensién finita) y por lo
tanto tiene sentido hablar de que @ es una funcién C*°. Basta probar que ser de
clase C* no depende de la base elegida.

Ejemplo 5.2 (k = 0). Recordar que identificamos A°((R”)*) con R, y

por lo tanto una O-forma diferencial en U c R™ es una funcion C* de U

en R. En particular Q0(U) = C*(U) es el espacio de funciones a valores

reales C* en U.

Ejemplo 5.3 (k=1). Una forma @ € Q' (U), est4 dada por
o(p) = ai(p)dxi,  peU
i=1

99
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cona;:U >R C*>.
Ejemplo 5.4 (k=2). Una 2-forma @, en U est4 dada por
m
o(p) =Y a;ij(p)dxi ndx;j, peU
i<j
cona;jeC*®(U).
Ejemplo 5.5. Una forma o € Q3(R3) estd dada por

o(x,y,z) =a(x,y,z)dxAdyndz=a(x,y,z) det,  (x,y,z) eR>.

Observacion 5.6. El espacio de k-formas alternadas A*((R)*) est4 trivialmente
incluido e Q*(U) al tomar coeficientes constantes. Esto motiva el siguiente abuso
de notacion. La forma alternada dx € A'((R™)*), induce una forma diferncial con
mismo nombre en Q! (U) definda por

dx (p)= dx peUcR™
Q!(U) eAl((R™)*)

Observacion 5.7. El espacio QK(U) de k-formas diferenciales en el abierto U c R
puede ser dotado de una estructura de espacio vectorial de manera sencilla. Basta
definir la suma y producto por nimero, punto a punto.

Recordar que un campo de vectores definidos en U c R3, es un mapa X : U — R3
de clase C*°.

Proposicion 5.8. Sea € Q2(U) dada por
o(p)=a(p)dyrdz+b(p)dzandx+c(p)dxndy, peU
y sea X : U — R3 el campo dado por
X(p)=a(p)er+b(p)es+c(p)es, peU
Es un ejercicio ver que
@(p)(v,w) = (X(p),vxw),
siendo (-,-) el producto interno den R3.

En particular, si consideramos el campo constante ®(p) = dx A dy, entonces

o(p)(v,w) =(e3,vAw).
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5.1. Producto exterior

Definicion 5.9. Sean € QX(U), y n € Q/(U). Definimos el producto @ A
N € Q¥(U) como

(orm)(p)=w(p)rn(p), peU.

Esto es, si

= Z ai, -~~ikdxi1 /\-~~/\dx,~k
il7~-~7ik

n= ) bj..jdxj nndxj,
J1se5J0

entonces,
OATN = Z ail_”ikbjl”_jldxil/\---/\dxik/\dle/\n-/\dxje
i17"’7ik7j]7'”7j€

Como veran la notacidn se torna un poco pesada, y por esta razén en varias
oportunidades escribiremos

dxy=dx; A--Adx, dxj=dxj A--Ndxj,
y de esta manera mds econdmica tenemos que si
w = Zaldxl, n= Zb]dX],
con ay, by : U — R funciones C*, se tiene

DA = Zalb]dxl/\dx].

En particular si los coeficientes a; y b; son constantes tenemos que el producto

exterior coincide con el que ya teniamos para formas alternadas en R™.
Ejemplo 5.10. Sean

x%y

1+22

(D(x,y,z) =de+ydy+ZdZ, Tl(x7y,z) = dX/\dy

una 1y 2 formas diferenciales en R3 respectivamente. Luego

¥2

Z
yzdxAdy/\dz.

oAN(x,y,2) = T3z
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Proposicion 5.11. Sean @ € QK(U), n € QL(U), { e Q5 (V).

I. (oAn)Al=wr(nnrl)
2.on(n+8)=orn+orl, (L=s);
3. oAn=(-)¥nro. -

< 5.12. Probar esta proposicion.

5.2. Pull-back

Una de las caracteristicas mds importantes de las formas diferenciales es su
comportamiento a través de cambios de coordenadas. Esto, como veremos, estd re-
lacionado a las buenas propiedades que tiene el operador adjunto en el caso de
formas alternadas.

7

Definicion 5.13. Sea f: U — V un mapa C* entre abiertos U c R" y V c R",
Entonces f induce el mapa pull-back f*: Q*(V) - Qk(U), definido de la
siguiente manera. Para toda @ € QX(V), se define f*® € QK(U) como

(f*@)(p):=Df(p)*(o(f(p)),  peU,

i.e., si Vl,...,VkGRm

(f*@)(p)(vi,-- i) = @(f(p))(Df(P)vis-- -, DF(P)vi)-

Ejemplo 5.14. Supongamos que tenemos una funcién f: R3 — R3 es C>,
y tenemos la forma adx A dy A dz € Q3(R3). Entonces, de la definicién
resulta:

[*(adxndyndz)(p) =Df(p)* (a(f(p))dxndyndz)
=a(f(p))Df(p)* (dxndyndz)
=a(f(p))detDf(p)dxndyndz.

Antes de ver las propiedades, veamos un ejemplo de cémo el pull-back opera
sobre 1-formas.
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Para tal fin vale la pena recordar el Ejemplo 4.21, donde se describe como
opera el mapa adjunto entre elementos del dual.

Intentaremos escribir en detalle las notaciones para que no existan confusiones.

Ejemplo 5.15. Sea f:U c R™ -V c R" C*. Escribamos con x las va-
riables en U, e y € V. Con estas notaciones podemos escribir por B} =
{dxi,...,dx,} la base candnica del dual de R™ (dominio), y por B; =
{dy1,...,dy,} la base de canénica del dual de R" (codominio).

Con estas definiciones el pull-back f* trae una combinacion de ele-
mentos en B en una combinacion lineal de B} Entonces se tiene el
siguiente resultado.

Consideremos la 1-forma dy; € Q!(V). Entonces

(Fdy)(p)(e)) = dyilF () (DS (p)es) = 2L (),

dx;

dyiEV* eR”
dondei=1,...,n, j=1,....m,ypeU.
Concluimos entonces

m Q) f.
frdyi(p) =3 f.(p)dxj', peU,
j=19%;

(c.f. 4.6)).

Observar que lo que estamos diciendo es que
. - O fi
Df(p)*dyi= ), 5= (p)dx;. (5.1)
j=19%;

Observacion 5.16. El pull-back f*dy; no es otra cosa que el dual del
gradiente de f;, o lo que se llama a veces derivada total de f;

Df(p)*dyi=dfi= Za_)]:dxj- (5.2)
i1 9%;

Con esta notacion podemos escribir mas facil como opera el pull-back
sobre QK(V):
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Si =Y 1¢i < cipen iy ...iydYiy A+ Adyj, € Q5(V), entonces

(fFfo)x) = 3 ai . (f())Df(p)*(dyiy A ndyy,)

1<i1<~--<ik§n

= 2 i (f()(@dfiyneendfi)
1<ip < <ig<n

donde denotamos por d f; a la 1-forma dada en (5.2).

A continuacion veremos algunas propiedades que satisface el pull-back.
Proposicion 5.17. 1. f* es lineal;

2. fr(onn) = (fro)A(fn);

3. (Idgm)* = ld e (rm),

4. (gof) =frog*

5. Si f:U -V es un difeomorfismo, entonces f* lo es y se satisface (f*)~ =

(f .
6. geQUV), f*(g-w)=gof-(f*). O

< 5.18. Probar esta proposicion.

Veamos un ejemplo concreto

Ejemplo 5.19. Consideremos el abierto
U={p,0)eR?: p>0,0¢(0,27)} =R*x(0,27).
Sea f = (f1,f>) : U - R? dada por

fi(p,0)=pcosO=x
fi(p,0)=psin@=y (5.3)

Observar que la imagen de f es el plano R? menos una semirrecta
que parte del origen, i.e. Im(f) =R?-{(x,0) : x> 0}. Sea ® € Q*>(R? -
{(0,0)}) dada por
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-y X

O(xy)= gt aiadn @R {00} 64
~—— N~——
al(xvy) aZ(xvy)

Resulta entonces

(f*@)(p,8) =ai(f(p,0))Df(p,0) dx+ar(f(p,0))Df(p,0)"dy

smG cosG
PR Df(p.0) dx+ P57 D (p,0)"dy
Ahora, de (5.1) sabemos que
afi dfi ~ .
Df(p,0)*dx=df = 7p —(p, 9)dp+ 58 (p,0)d0O =cosOdp —p sinOdO
f2

Df(p,0)*dy=df> = p(p ,0)dp + ];Z(p,e)dezsinedp+pcos9d6

Luego juntando todo obtenemos (f*®)(p,0) =d6, para todo (p,0) € U, por
lo que concluimos (con el abuso de notacién mencionado antes)

frw=de. (5.5)
~yx)
’ ¥
.
> "
] £

Figura 5.1: Coordenadas polares

Observacion 5.20. La forma diferencial 5.4 se denomina forma de dngulo. Obser-
var que
o(x,y)(-y,x) =1, ¥(x,y) eR*~{0,0}.
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5.3. Derivada exterior

La idea es generalizar el concepto de derivada a formas diferenciales.

Si g € QO(R"), i.e. g:R" - R es una funcién C*, definimos por dg € Q! (R")
definida

d
dg(p)v:= 8_g(p) =(Vg(p),v) “derivada direccional”.
v

Observar que esto implica que
" d
8
dg(p)=Y, T(P) dx;.
i=1 OXi

En este sentido la derivada exterior de una O-forma se puede ver como el diferencial
de la funcién asociada. Es decir,

dg(p) =Dg(p) e (R")* = A'((R")*),
donde

dg(p)v=Dg(p)(v) = ig—i(m,

siendo

v=viep+--+vue,.

Definicion 5.21. Sea 0 = Y;_;, . ;) ardx; € QX(U), U c R, definimos la
derivada exterior dw € Q¥*1(U) como

dw = Z dajndxy.
1=(i1 e 5ik)

Formalmente, la derivada experior es un mapa d : QK(U) — Q& 1(U).

Ejemplo 5.22. Sea f:R3 — R una funcién C*. Luego

_9f af af
df = 5pdxt 5 a5 dz
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Ejemplo 5.23. Sea @ = adx+bdy ¢ Q'(R?),

dow=dandx+dbnrdy
(861 da

db db
axdx+ 8_ydy) Ndx+ (aa’)ﬁ a—ydy) Ady+

Ejemplo 5.24. Sea 0 = adx+bdy ¢ Q' (R3),

do=dandx+dbnrdy+dcnrdz

da da da db db db
(8xdx+ Iy —dy+ 8_de) ANdx+ (ad)(f'f‘ 8_ydy+ e

dc dc dc
(axdx+ 8_ydy+ a—zdz) ndz

dz) Ady+

dc db da Jdc b Jda
dWZ(a—y—a—Z)dy/\dZ‘f'(a—z_yx)dz/\dx*'(a_a_y)dx/\dy (56)

Ejemplo 5.25. Sea ® =adyrdz+bdzrdx+cdxndy e Q*(R3). Luego

Jo = (961 b Jdc

" ay aZ)dx/\a’y/\dz 5.7

Observacion 5.26. Vimos que g: R” - R, dge Q! (R"). Sea 7y : R* > R, 71 (x1,...,%,) =

X1.
(Quién es dm?
on on
dﬂ?l = a—ldxl +-o+ a—ldxn = dx1
Denotando x; : R* > R, x{(y1,...,¥») = y1, tenemos sin ambiguedad que dx; no

es otra cosa que dxj !!

O sea, la derivada exterior de x; : R” — R es exactamente lo que hemos deno-
minado dx; € Q' (R").
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Proposicion 5.27. 1. El operador derivada extiore d es lineal en Q*(U), i.e.
d(aw+pn)=adw+pdn, para o,BeR, y ®,n e QK(U);

2. dloan)=dorn+(-1)kordn, con ® e QX(U) yn e Q{U);
3. dod=d*=0;

4. d(f*®) = f*(dw), para ® € QK(U), f:U -V de clase C*°.

Demostracion. 1. Queda de ejercicio.

2. Sean de forma genérica @ =} ;a;dx;, y N = Y. ybydx;. Luego @ AN =3y yaibydx; A
dxy. Luego

d(a)/\n) = Zd(aibj)/\dXI/\dx_]
1,J

Como las funciones ay, by son funciones C* en U c R”, i.e., estdn en QO(U ),
resulta de la regla del producto que

d(a[bj) = a’albj + aIde,
Luego

d((l)/\n): d(aib])/\dxl/\dx]

~
~

(da[b] + a]dbj) Adxy A dXJ

~
~

]

de(l[/\dX]/\dXJ+Za1dbj/\dXI/\dXJ
1,J

I
Q. ~
8 <~

An+(-)*ordn,

donde el signo viene de alternar dby Adx; = dx; Adby que son exactamente k
cambios (recordar @ € QK(U)).

3. Probemos el resultado para O-formas.
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Sea f € QV(U), con U c R” abierto. Luego

d(df) - d(_il ) Zd(aXI)/\dxi

°f  9f
8x,~8xj 8xj<9x,-

)dx,-/\dszO,

concluyendo que d2f =0.

Siwe Qk(U ), por linealidad bastar mirar el caso particular @ = a;dx; para
cierto multi-inidce I = (iy,...,i).

Luego tenemos
d(dw) = d(day ndxp) = d*a; ndxy - (-1)'da; nd?x;.
Pero como a; es una cero forma, el primer término es 0. Por otro lado
d?x; =d(dxj, A+ Adx;, ). Escribiendo dxj, A+ Adxj, = dxi, A (dxiy- Adxg,),

podemos observar que su derivada exterior es 0 de manera inductiva.

4. Recordar de (5.2) que
frdxy=dfi=d(xi0f)=d(f*x1).

Sea g € QO(V). Entonces

f*(dg)=f* (Z %8 g ) > (5Eer) rian
(
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110 CAPITULO 5. FORMAS DIFERENCIALES

Por otro lado, sabemos de la regla de la cadena, que si consideramos la
composicién go f: U — R (i.e. go f € QO(U)) y derivamos (y escribimos en
coordendas)

D(go f)(p)v=Dg(f(p))-Df(p)v
=(ve(f(p)),Df(p)v)

D) (1 j—fd)

Luego concluimos que
f*(dg)=d(gof)=d(f"g).
Ahora si @ = X azdx; € Q%(V) resulta
ff(do) = zlzf*(dal/\dxl)

= ZI:d(f*al) A f*(dxp)

oS0 ans @)

—d(f* o).

5.4. Formasy campos en R3

Sea X' (U) el conjunto de campos de vectores en U c R3.

Sea F € X(U), entonces F es una funcién

Fi
F=|Rh|:U-R?

F

donde F; son funciones C*°.
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Observar que podemos identificar X (U) con Q1(U) y Q2(U) de la siguiente
manera

F
F=|FE |~ o}l =Fdx+Fdy+Fdz; (5.8)

F=|F |~ 0 = Fidyrdz+FrdzAdx+ Fydx ndy. (5.9)

Por otro lado, el espacio de funciones C* (U ) puede ser identificado por

feC®(U)» 0} = fdxndyndz. (5.10)

Definicion 5.28 (Rotacional y divergencia de un campo). Sea F € X' (U) un
campo vectorial definido en un abierto U c R3.

» El rotacional F es un nuevo campo definido por

ey ey eé€3

d d d
I‘Ot(F)2=V><F= = B_y o7 2(

F F, F

J0F; B oF, dF B oF; 0P, B JoF, )
dy dz dz dx dx ady)|

» La divergencia de F es una funcién en C* (U') dada por

. _ B oF, J0F, OJF;
div(F):=V-F = . % + 5

1

'En siguientes secciones daremos una nocién geométrica asociada a la definicién de rotacional
y divergencia de un campo. Para tales nociones necesitamos el concepto de intagracién que
desarrollaremos en el siguiente capitulo.
En pocas palabras, el rotacional mide cuanto “circula” el campo alrededor de un punto. La
longitud y direccién del campo rotacional estan asociados a la magnitud y eje de méxima circulacién.
Por otro lado la divergencia de un campo estd asociada a cudnto “emana” el campo en un volumen
infinitesimal.
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112 CAPITULO 5. FORMAS DIFERENCIALES

Observacion 5.29. Sea f € C*°(U). Recordar que el gradiente de f es el campo
vectorial definido por

_(9f df Of
Vf—(g,a—)ﬂa—z)ex(lf)-

Luego de las expresiones (5.6) y (5.7) obtenemos las siguientes identidades.
1. df=%dx+ 3_§dy+ 9Ldz= ' (Vf), para feC*(U).

2. do) - siFeX(U).

2
wrot(F) ’

3. doi = si FeX(U).

3
Odiv(F)’
Lema 5.30. /. Si F e X(U) entonces div(rot(F)) =0.

2. Si feC>(U) entonces rot(V f) =0.

Demostracion. La demostracion sigue del siguiente diagrama, para U = R3.

rot div

C=(R?) X(R?) X (R?) C>(R?)
:‘Id | o'() = | @?(:) = @3(-)
C*(IR3) Q' (R3) Q2(IR3) Q3(R3)

Luego utilizando la Proposicion 5.27-3, tenemos lo siguiente.

Si F € X(U) entonces

div(rot(F)) ~d(dw'(F)) =0.

Andlogamente, si f € C*°(U) entonces

rot(Vf) ~d(df) =0.

]
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5.4.1. Formas cerradas y exactas en R3

Definicion 5.31. Sea @ € QX(U), con U abierto de R”.
= Decimos que o es cerrada si d® = 0.

» Decimos que @ es exacta si existe 1) € Q¥ 1(U) tal que @ = dn.

\.

Observacion 5.32. Como d od =0, entonces resulta que toda forma exacta es
cerrada. El reciproco no es cierto (y detrds estd una teoria potente que vincula la
geometria y la topologia denominada cohomologia de De Rham.)

Ejemplo 5.33. SeaV =R2-{(0,0)} definida por en Ejemplo 5.4,

0] = dx+ dy.
(X,y) x2+y2 X x2+y2 y

Entonces

d( -y d X
dw = 8_y (x—2+y2) a’y/\dx+$ (x—2+y2) dxndy =0,

y por lo tanto @ es cerrada.

Comentario 5.34. ;Es w exacta? La respuesta es no, y la veremos en la siguiente
seccion. Pero ;como se vincula esto con lo visto en la formula de angulo utilizando
el cambio a polares, donde vimos f*®w =d0?

Veamos un poco este punto. En realidad lo que probamos es que si tomamos
V:=R2-{(x,0): x>0}, y entonces el mapa f:U — V (el cambio a polares dado
en (5.3)) es un difeomorfismo con inversa

V= U, f(xy) = (Va2 +y? arctan(y/x).
Luego tenemos del Ejemplo 5.19 que

I ((0|‘7) =d®o,

y por lo tanto utilizando la Proposicién 5.27 tenemos

wly=(f1)do=d((f')*6)=d(0of")=d(arctan(y/x)).
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114 CAPITULO 5. FORMAS DIFERENCIALES

Luego podemos concluir que @|y es una forma exacta en V = R? - {(x,0) : x >
0}.
Sin embargo, veremos en la siguiente seccién que ® no es exacta en R2 -

{(0,0)}.

En el fondo, lo que esté sucediendo es que V' y V =:RZ - {(0,0)} son abiertos
no homeomorfos, dado que V no tiene “agujeros” como si lo tiene V' (el origen).

Como comentario final se puede usar este argumento para probar que de hecho
o es cerrada en cualquier punto (x,y) € R2. Si el punto (x,y) no esté en el semieje
problematico R% - {(x,0) : x> 0}, luego sabemos que localmente vale que ® = d f
para cierta funcion (el arctan en este caso), y por lo tanto la derivada exterior es
nula. Si el punto es de la forma (x,0). Entonces basta tomar un cambio polares
adecuado que contenga a dicha “rama” y listo el pollo. (Es decir definimos U en
otra banda de dngulos, por ejemplo 0 € (-7, 7).)
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Capitulo 6

Integrales de linea

6.1. Definicion

Las formas se disefiaron para integrarlas.
Comencemos con 1-formas en curvas diferenciables a trozos.
Sea 0 =37, a;dx; e Q'(U), siendo U un abierto de R”.

Sea y: [a,b] — U una funcién suave! dada por

n(1)
y(t)=| : tela,b].
(1),

Observacion 6.1. El pull-back de @ € Q' (U) pertenece a Q!([a,b]) y estd dado
por

7o) = zl o V(1)1 (dxi) (1)

:iaiom).d%m _ iaiow)w(r)

I'Recordar que suave significa en este caso que existen las derivadas laterales.
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116 CAPITULO 6. INTEGRALES DE LINEA

g H) 7’2//%7

(Aca extendemos a las 1-formas a tomar valores en el extremo del intervalo.)

Se define la integral de linea de @ sobre ¥ como

fyw:: faby*co:: /abéa,-oy(t)-yi'(t)dt, 6.1)

donde abusando notacién volvemos a la viejo y querido dt de la integral de Rie-
mann.

Si y:[a,b] - U es suave a trozos, i.e., ¥ es continua y exsiten a =y <t; <+ <
Iy <tp+1 = b, tal que Ntjj.1] S SUAVE, definimos

k Lj+1
fya” 2 ft Mijtion]

Para que la definicién tenga sentido hay que probar que no depende de las
reparametrizaciones.

Una curva 8 : [¢,d] - U es una reparametrizacion de y:[a,b] — U si existe una
funcién o : [c,d] - [a,b] biyectiva diferenciable tal que Yoo = 3,y o’ (¢) >0 para
todo 7 € [¢,d] (i.e. ¢ es un difeomorfismo.) (El signo de ¢’ es para que preserve la
orientacion del intervalo.)

Veamos que [, @ = [z .
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6.1. DEFINICION 117

Asumimos que Y es suave. Luego tenemos
n d n d
Jyo=X [ acB6) B )ds= 3 [ aer(0() 7 (0(:))0'(5)ds
pi(o(s))
d n b
[ oo’ s)yds=Y. [ pileyar
c i-17a

Lbaioy(t)-ﬁ(t)dtzfyw.

Observar que si o revierte orientacion entonces hay un cambio de signo en
la integral. En este sentido si pensamos a ¥ como la IM(y), con su orientacién, y
definimos —y (o y~! con la orientacién opuesta, resulta

gk

1

-

~
Il
—

w=- | 0.
-7 Y

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.2. Consideramos la férmula de dngulo @ € Q! (R2-{(0,0)})
dada por

a)(xvy):x2+y2d)€+x2+y2dy; (x7y)ER2_{(070)}7

yseay:[0,2x] - R2-{(0,0)} dada por ¥(¢) = (cost,sint), t € [0,27].
Luego

2

[ya)z/(;M[(—sint)-(—sint)+(—sint)(—sint)]dtz/(; ldt=2m.

aroy(t) 7 (1) azoy(t) (1)
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118 CAPITULO 6. INTEGRALES DE LINEA

6.2. Integracion de formas exactas

Sea w € Q!(U), y supongamos que es exacta. Entonces existe cierta funcion
f:U —Rdeclase C* tal que o =df.

Luego si y:[a,b] — U es suave, resulta

fyw=fydf=fab7*(df)

b b
- [t pa= [ (fory @y
=f(v(b)) - f((a)).

Por lo tanto si ¥ es una curva cerrada, y @ es exacta, concluimos que fya) =0.

s 91E) &

,

- i T

o) & )=y )

Por lo tanto, podemos concluir que la férmula de dngulo dada en el ejemplo
anterior no es exacta. (Cf. Comentario 5.34.)

Observacién 6.3. Sea F ¢ X(R"), y consideremos su 1-forma asociada @} =
> Fidx;. Sea y:[a,b] — R" suave. Entonces

Job= [ E@) 7O

que no es otra cosa que integrar la componente tangente del campo F a la curva .

A esta integral la denotaremos por [YF . (Ver Seccién 8.4.2.)

Con estas notaciones podemos reescribir la anterior observacion. Si  es exacta,
1.e. @ =df para alguna f, entonces tenemos que ® = a)v £y por lo tanto

fo= [ ot [ 9100 Y W) de = F()) - £ (@)
(foy)'(r)
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Condensemos en una proposicion estas observaciones.

Proposicion 6.4. Sea o = Y7 a;dx; € Q1(U), con U abierto conexo de R". Son
equivalentes las siguientes afirmaciones.

a) o es exacta

b) f},a) solo depende de los puntos extremos de 7, i.e. cualquier otra ¥ que
conecte mismos extremos se tiene ff,a) = fya)

c) fya) =0 para todo vy cerrada.

Demostracion. a)= b): Ya lo vimos.

b)= c): Sea y:[0,1] - U cerrada. Podemos escribir ¥ como la concatenacién de
dos curvas ;[0,1/2] = U y B:[1/2,1] > U donde a y B coinciden con Y en sus
respectivos intervalos de definicion.

71
o6 714y

(;Ir;

Luego tenemos

fya)zfaanfﬁa). 6.2)

Por a y -3 son curvas que conectan los mismos puntos (a saber, 7(0) y y(1/2)),

resulta por hipétesis que
o= . 6.3
Joo=/, (6.3)

De (6.2) y (6.3) sigue que fya) =0.
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120 CAPITULO 6. INTEGRALES DE LINEA

c)= b): Sean o y B curvas con mismos extremos. Luego la curva y definida
como la concatenacién de @ y —3 es una curva cerrada (previamente hay que
reparametrizar para poder hacer la concatenacion). Luego

Ozfyw:[a-<—ﬁ>w:[ocw_[ﬁw’

obteniendo el resultado.

b)= a): Dado p € U, definimos la funcioén
fU-R ()= [ o,
Y

donde ¥; es una curva que conecta p con z.

Veamos que @ = Y7 a;dx;, coincide con df, i.e. a;(z) = %(z), paratodo zeU.
Para tal fin calculemos el cociente incremental en las direcciones candnicas.

Sea ¢ suficiente mente chico para que el segmento de recta
o(s) =z+sex, s€[0,7],

esté en U.

dibujo
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Luego tenemos

fz+te) - f(z)

t
1 r? J
= — i\z+ .
» ‘/(; ai(z+sey)ds
Luego
tey) — 1 rt
11’mf(ZJr ) ~f(2) :h’m—f ai(z+sey)ds =a;i(z),
t—0 t =01 Jo
finalizando la prueba. [
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Capitulo 7

Formas en Variedades

Definicion 7.1. Una k-forma en una variedad (con o sin borde) es una
funcion ® que a cada punto p € M le asigna una k-forma alternada en el
tangente 7,M, i.e.,

o(p) e A“((T,M)*), peM.

J

Con esta definicion, punto a punto, podemos extender de manera puntual las

propiedades algebrdicas de las formas alternadas.

l. (0 +0am)(p)=m(p)+am(p) donde o € R, y w; son k-formas en M.

2. (oan)(p)=w(p)An(p) siendo @ y n ky ¢ formas en M.

3. nAw=(-1)wAmn siendo ® una k forma.

Ejemplo 7.2. Sea f: M — R suave es una 0-forma, (donde identificamos
como anteriormente A%(V) =R).

Ejemplo 7.3. Sea f: M — R suave, su diferencial Df(p): T,M - R es
una transformacion lineal, i.e., Df(p) € A'((T,M)*). Luego Df es una
1-formaen M: a pe M lo mandaen Df(p) € (T,M)*.

A esta forma también la denotaremos d f.
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Ejemplo 7.4. En particular, M = R” las formas diferenciales en R” (o0 en
un aiberto del mismo) son formas identificando 7,R” con R” (ver Ejemplo
3.24):

0 ecQX(U), UcR"abierto: o:U - AF((R")).

Sea f: M — N una funcién suave entre variedades. Via parametrizaciones es
facil ver que su diferencial es un mapa bien definido

Df(p):T,M - Tr(,)N.

Con esta observacion, podemos definir el pull-back de formas y transportarlas
entre variedades utilizando el mapa adjunto definido en Definicién 4.23.

Sea f: M — N una funcién suave entre variedades. Podemos extender de manera
natural la nocién de f*: @ una k-forma en N, entonces f*® es una k forma en M
dada por:

(f*o)(p) =Df(p) o(f(p)), YpeM (7.1)

Sivy,...,v € T,M, entonces

fro(p)(vi,..-vi) = @(f(p))(Df(P)v1,-... D (p)vi)-

-
b iy DHNE D)

De las propiedades del pull-back y el mapa adjunto ya vistas, podemos exten-
derlas al caso se k-formas en variedades.

Proposicion 7.5. 1. f* es lineal

2. f(onan)=f (o)A f*(n)
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3. (Idy)* =d siendo d la identidad en las k formas en M.

4. f:M — N difeomorfismo. Entonces [* es un isomorfismo entre k-formas en
Ny k-formas en M.

]

Observacion 7.6. De la segunda propiedad obtenemos que si g es una O-forma en
M, entonces f*(gw)=go f  f*®.

7.1. Formas diferenciales en Variedades

Hasta ahora no hemos estudiado el comportamiento de las formas cuando hace-
mos variar el punto p € M. La idea es que las formas diferenciales en variedades
son aquellas que localmente podemos “pegar” de manera C*° las formas en cada
tangente. La manera simple de describir este comportamiento es via parametriza-
ciones.

Definicion 7.7. Una forma k-forma w en M se dice k-forma diferencial, y
denotamos @ € Q¥(M), si para toda parametrizacién local ¢ : U c R™ — M se
tiene @ (@|g (1)) € QX(U), es decir, @* (@] (1)) es una k-forma diferencial
en U c R™,

Veamos que alcanza con probar la condicion para una sola parametrizacion,
obteniendose de manera automatica la condicién para cualquier otra parametriza-
cién que intersecte la regidn parametrizada. Ademads serd interesante estudiar la
relacion entre dos expresiones locales de la misma forma via dos parametrizaciones
distintas. Veamos esto

Sean @ :U cR™ - M,y y:V c R" - M parametrizaciones en un entorno de
M.

Sean xe U e y eV tales que @(x) = p=y(y).
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Ld/fi
¢ X*

¥ [df{. W

=
(O 7 (0

Yoo

Denotemos por @y = ¢* @'y Wy = ¥* @. Entonces para vy, ..., v, € T,U resulta

@p(X)(V1,---,vi) = @(p)(DP(x)v1,.... DO(x)vi)
= 0y () (DY (P)DP(x)V1,....DY ' (p)D(x)vr)
= 0y (»)(D(y o @) (x)vi,....D(Y ™ o) (x)ve)
= (¥ o) (@) () (V1)
de donde concluimos que
0= (Yo ) (o). (7.2)
Y como la funcién y~!o ¢ es suave, concluimos que la definicién es consistente.

Esto es, si y*® € Q¥(V), entonces @* @ € QF(U).

Sea ¢ : U c R™ — M una parametrizacién. Entonces el mapa ¢* : Q%(o(U)) -
QK(U) sirve para identificar los espacios espacios de k-formas difererenciales en
un abierto de la variedad con k-formas diferenciales en U c R™.

En particular nos permite definir la derivada exterior de una forma en varieda-
des.

Definicion 7.8. Sea @ € QX(M). La derivada exterior de ®, es la forma d € Qk+1
que en representacion local via una parametrizacion ¢ satisface

0" (dw)=do* .
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Utilizando la identidad (7.2) que da la relacién entre el pull-back de una forma
en dos parametrizaciones distintas, resulta

day =d(y ' o) (wy) = (Y 09)* (day).

En este sentido vemos que la relacién del pull-back de la derivada exterior en dos
paramametrizacoines guara la misma relacién que en (7.2).

Observacion 7.9. La proposicion 7.5 es valida cambiando k-formas en variedades
por Q¥(M). La prueba queda de ejercicio.

7.2. Orientacion en variedades

Nuestro objetivo es definir la integral de formas en variedades. La idea es gene-
ralizar la definicion de integral de lineas dada en el Capitulo 6, donde basicamente
lo que definimos es la integral de 1-forma definda en una curva (i.e. variedades de
dimension 1 en R”?).

Como vimos en ese capitulo, la orientacién de la curva juega un papel impor-
tante. En particular, si reparametrizamos nuestras curvas, necesitabamos que la
misma preserve la “orientacion” (i.e. que sea la misma que la dada previamente a
reparametrizar) para que la integral esté bien definida.

A continuacion discutiremos la nocidn de “orientaciéon” en una variedad dife-
renciable.

La orientacion en una variedad es un concepto que permite dar un orden en
cada espacio tangente a una variedad de manera consistente. Por ejemplo, en la
esfera unidad de R3, es facil decir qué estd por dentro de la esfera, y qué estd por
arriba de la esfera. Similarmente dado un plano en el espacio podriamos determinar
con la “regla de la mano derecha”, qué es estar por arriba del plano y qué es estar
por abajo. Por ejemplo si una persona camina por un plano, y vuelve a su posicién
incial, es claro que sigue estando del mismo lado del plano.

Sin embargo puede haber variedades en el cual este concepto no es tan claro,
y de hecho no suceden las observaciones anteriores. Un ejemplo de esto es la
conocida “banda de Mobius”.
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Figura 7.1: Banda de Mobius.

En este caso es facil convencerse ver que una persona que camina por esta
banda (i.e. el vector normal que esté en el dibujo), puede dar una vuelta completa a
la banda y volver al mismo punto pero estando del otro lado de la banda.

La manera de formalizar lo aqui comentado, motivado quizas por la regla de
la mano derecha, es dar un orden especifico de vectores en el espacio tangente,
y ver que luego este orden es consistente al moverse a lo largo de la variedad.
Comencemos con definir “orientar” los espacios vectoriales.

7.2.1. Orientacion en espacios vectoriales

La formalizacion de orientacion en un espacio vectorial se define a través de
bases.

La recta real R se podria decir que tiene dos sentidos posibles para moverse.
Por ejemplo utilizando el orden de los reales, y ahi concluir que si tomamos como
base un nimero real positivo, la base tiene la orientacion candnica, y de lo contrario
decimos que tiene la orientacion opuesta.

De manera similar podriamos decir que el plano R2, con base candnica ey, e,
podemos decir que la orientacion puede ser dada utilizando el sentido horario y
anihorario para decir si dos bases estdn igualmente orientadsa.

Pero mas en general, como lo hacemos? Es decir si V un espacio vectorial
sobre R, ;coémo podemos definir una orientacion en sus bases?
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Observar que a priori no hay una forma clara de hacerlo. Por ejemplo V podria
ser el espacio de polinomios de grados 2, el cual tiene dimensién 3. En este caso la
base {1,x-x2,2x+x?} tiene la orientacién canénica? qué siginfica eso?

La respuesta es que no significa nada :)
Lo que veremos es que hay dos familias de bases (formalmente dos clases de
equivalencias), y en este sentido podemos decir si dos bases estan en la misma
clase, o no. Veamos esto.

' 3

Definicion 7.10. Sean (vi,...,v;), y (Wi,...,wy,) dos bases ordenadas V.
Decimos que son equivalentes si detA >0 siendo A la matriz de cambio de
base:

m
A=((aij)), Wi:ZaijVj, (i=1,...,m).
=1

Observacion 7.11. Una forma alternativa de definirlo, y que resulta en la misma
definicion, es la siguiente.
Sean (vi,...,Vim),y (Wi,...,wy,) dos bases ordenadas V. Decimos que son equiva-
lentes si

Vi A AV (W, W) >0,

siendo vi A---Avy, € A™(V*). Es un ejercicio verificar que esta definicion coincide
con la dada mas arriba.

Esta definicion determina dos clases de equivalencias posibles.

Ejemplo 7.12. Consideremos en R? la base canénica (e,e,). Una base

— (%1) = — (V1) = 1 1
(u.,v), CF),II u= (uz) = u,le'l +u.zez yv= (Vz) =vje; + ey, tiene la misma
orientacion que la candnica si

u 1%
det( ! 1) > 0.

uy v
(De hecho sabemos que en este caso los vectores u y v estan en sentido
antihorario.)

Como ejemplos particulares podemos decir que la base (e2,—e) tienen
la misma orientacién que la candnica, pero (ep,e;) tiene orientacion
distinta.
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ATt

€,

7.2.2. Orientacion en variedades

Como comentamos maés arriba, una variedad es orientable si podemos dar un
orden en cada espacio tangente de manera consistente. ;| Pero qué entenemos por
consistente?

Si tenemos una parametrizacion de la variedad, es fécil orientar los espacios
tangentes en cada punto de la imagen de la parametrizacion. Simplemente tomamos
la imagen de la base candnica por el diferencial de la parametrizacién para dar
una base ordenada. Mas preciso, si ¢ es una parametrizacion, tomamos como
orientacion en 7,M la dada por la base ordenada (dy, @(x),...,dx, @(x)). Luego,
si nuestra variedad es parametrizada con una tnica parametrizacion, listo el pollo.

Los problemas vienen cuando nuestra variedad esta definida por més de una
parametrizacion, y en tal caso tenemos que ver en los puntos de interseccion de las
imagenes de las parametrizaciones, que las bases definidas sean equivalentes.

7

Definicion 7.13. Decimos que una variedad diferenciable M c R”, es orien-
table si existe una familia de parametrizaciones cuyas imdgenes cubran M y
satisfacen la la condicién de compatibilidad de que el cambio de local de
parametrizaciones tiene derivada positiva.

Mis precisamente y (tedioso de escribir) M es orientable si existe una familia
JF de parametrizaciones cuyas imdgenes cubran M y satisfacen la siguiente compa-
tibilidad: ¢ : U — M, y :V — M parametrizaciones, @,y € F con ¢(U)ny (V) + 2
entonces
det(Dhg y(x)) >0, VxeU,

A A

siendo hg y =P 1o @:U >V, U= (oU)ny(V)), V =y oU)ny(V)),
P=0p,y W=y,
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Diremos que una orientacion en M es una familia F definida como antes y
“maximal”!.

Tener una orientacion en M permite orientar cada espacio tangente via parame-
trizaciones.

SeapeM, @:U —M,F,con ¢(x)=peM,elegimos la orientacion del espacio
tangente 7,M dada por la clase de equivalencia de labase {D@(x)eq,...,D@(x)e, }.

Veamos que la orientacion en T,,M estd bien definida.

Sea y:V — M otra parametrizacion en F, con y(y) = p. Tenemos que verificar
que {Dy(y)ey,...,Dy(y)ey} tiene la misma orientacion.

Para facilitar asumimos @(U) = y(V).Seah=y lo@ (i.e. yoh= ).

'Esta formalidad surge de que si tenemos parametrizaciones que cubren M siempre podemos
agregar otras que sean redundantes. En tal caso nos gustaria meter en la bolsa de F a todas las
compatibles y no dejar ninguna afuera.
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Luego

d .
Do()ei=52(x)  (i=1,....m)
d :
DY(Iei=300)  (i=1m).
Regla de la cadena mediante Dy/(y)Dh(x) = D(x), entonces

Dy (y)Dh(x)e; = g—z(x) (i=1,...,m)

Luego escribiendo en coordenadas tenemos

de . KL dh;,  dy
prC) _,-_Zl 7 ) gy, ) (7.3)
N——
eTpyM

Por lo tanto, la matriz de cambio de base es ((%(x))) y

oh,

det(( 8x~. (x))) = detDh(x) >0,

y por lo tanto las bases son equivalentes.

7.3. Forma de volumen

Sea V un R-espacio vectorial de dimension m, orientado, con producto interno
(-,-). Sea {vy,...,v,} una base ortonormal (que diremos positiva).

La m-forma v := v} A-- Ay, es base del espacio unidimensional A™(V*), y
satisface v(vy,...,vy) = 1. (ver Corolario 4.40.)

¢(Cuanto vale v en una base ortonormal positiva {wy,...,wy }? (Acd por positiva
referimos a que es equivalente a la otra base.)

Por definicién sabemos que

V(wi,...,wp) =det((vi (w)))i j=1,...m = detA.
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siendo A = ((ai;j))i j=1,..m la matriz de cambio de base: w; = Y2 a;vi, (j =
1,...,m). Como {wy,...,w,} es b.o.n. resulta que A es ortogonal AT A = 1d,, (pro-
barlo, o mirar prueba de Lema 7.16). Entonces detA = +1. Pero como ambas bases
tienen misma orientacion resulta que detA = 1 y por lo tanto v(wy,...,wy,) = L.

Podemos concluir de lo anterior, y del hecho que dimA™(V*) = 1, la siguiente
definicion.

Definicion 7.14. Sea V un R espacio vectorial de dimension m, orientado,
con producto interno (-,-). Existe una inica forma alternada que toma el valor
1 en bases ortonormales positivas. Esta forma se llama forma de volumen, o
elemento de volumen.

Ejemplo 7.15. En R”, con la orientacién candnica y producto interno
canénico tenemos que Vv = det A”((R")*) es la forma de volumen

Sea V c R un subespacio de dimensién m. Por ser un subespacio de R hereda
un producto interno del ambiente. Eligiendo una orientacién en V, podemos definir
su forma de volumen vy. Sabemos que esta forma toma el valor 1 en cualquier
base ortonormal positiva de V. Pero cudl es su valor en una base cualquier?

Lema 7.16. Sea V c R un subespacio de dimension m, y sea Vy su forma de
volumen en V, respecto al producto interno inducido por el ambiente y a una
orientacion prefijada. Sea {wy,...,wy} conjunto linealmente indpendiente en V
con orientacion positiva. Entonces

(Wi, wi) = \/det(((wi,w)))-

Demostracion. Sea {vi,...,vy,} una base ortonormal positiva en V. Escribien-
do wj =Y 1a;ijvi, (j=1,...,m), tenemos Vy(wy,...,w,) = detA, siendo A =
((aij))i j=1,...m la matriz de cambio de base. Lo que queremos escribir los co-
eficientes a; ; en funcién de los productos internos de (w;,w;).

Resulta
m m
(wewn) = (O awvi, Y ajpv;)
i=1 =1

ajkdip = (ATA)kh (k7h: 1,...,1’1’1),

NIE

Il
—
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y por lo tanto vy (wi,...,wy) = detA = \/det(ATA) =\ /det(((w;,w}))). O

Definicién 7.17. Sea M c R’ una variedad diferenciable orientada de di-
mension m, con producto interno inducido en cada tangente. Definimos por
dV € Q"™(M), la forma de volumen en M, la m-forma diferencail tal que
dV(p) e A"(T,M*) es la forma de volumen en 7,M:

dv(p)(vi,...,vm) =1,

para cualquier b.o.n. positiva en 7,M.

Lo tnico que deberiamos verificar es que la forma asi definida es realmente
una forma diferencial, i.e. un elemento en Q™ (M). Para ver esto, basta hacer el
pullback y verificar que sea una forma diferencial en un abierto de R™. Veamos
esto.

Sea ¢: U — M una parametrizacion compatible con la orientacion, esto es,
{a(" (x),..., ax ? (x)} es una base positiva de T,M, con ¢(x) = p.

Luego tenemos
0*dV(x)(e1,...,em) =dV(p)(Do(x)ey,...,Do(x)en)
V() (2. 52 ()

\Idt((a"’< ), 20 ()))

0 dV(x) :\l det((?—z(x),g—g(x»)dx] A Adxy € AT((R™)*),

Luego concluimos que

y por lo tanto ¢*dV € Q"(U), con U abierto de R™.
Es decir dV |y € QK(@(U)), con @(U) c M.

A la matriz

G0 = ((80(0)),  g1() = ((—( e >>) 7.4
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se le llama matriz de Gram, y por lo tanto la expresion de la forma de volumen en
coordenadas locales resulta

@*(dV)(x) =\/det G(x) dx1 A+ Adxm. (1.5)

7.3.1. Formas y orientacion

Proposicion 7.18. Una variedad M es orientable si y sélo si existe una forma
® € QUMM (M) que no se anula (i.e. @(p) € AY™M (T,M*) no es nula.)

Demostracion. (=) Los espacios tangentes de M pueden ser dotados del producto
interno del ambiente, y luego, por ser orientable, concluimos que M tiene una
vorma de volumen, a saber, dV ¢ QdimM (M). Por ser de volumen, es claro que no
sea nula (de hecho toma el valor 1 en cualquier b.o.n.)

(<) Queremos generar una familia F de paramaetrizaciones compatibles (i.e.
equivalentes). Sea m =dimM. Sean @ : U - M y y:V — M dos parametrizaciones
tales que @(U) ny(V) # @. Realizando restricciones podemos asumir que @ (U) =
y(V). Como m no se anula tenemos que las formas

0 0(u) =a(u)duy A Nduy, Y (y)=b(y)dyi A Adym,
satisfacen: a(u) #0en U, y b(y) +0en V.

Asumiendo U y V conexos se tiene que el signo de a y b se mantienen constantes
respectivamente. Luego tomando el difeomorfismo f = y~lo@:U -V tenemos
que

[y o)(u) = e o(u),
y por lo tanto
bo f(u)detDf(u)=a(u), Vuel.

Luego si el signo de a(u) coincide con el signo de b(f(u) tenemos que ¢ y W
estan en la misma clase y por lo tanto las metemos dentro de la bolsa de F. De
lo contrario modifcamos una de las parametrizaciones (por ejemplo, permutando
dos coordenadas) para que resulta que detDf(u) >0 en U, y de esa manera ambas
paramaetrizaciones son equivalentes. Procediendo de esta manera tendresmo una
coleccion F de paramaetrizaciones que cubren la variedad todas equivalentes.

]
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Corolario 7.19. Sea M una variedad orientable, entonces un abierto relativo
U c M es una variedad orientable. ]

Corolario 7.20. Sea M c R3 una superficie (i.e. una variedad diferenciable de
dimension 2). Entonces se tiene los siguiente:

M es orientable si y solo si existe un campo unitario normal (i.e. un campo
X : M - R suave, tal que X (p) € T,M*, |X(p)| = 1).

Demostracién. (<=) Sea @ = 0% € Q>(M) la 2 forma asociada. Procediendo como
en la Proposicion 5.8, tenemos que

o(p)(v,w)=(X(p),vxw), vweT,M.

(De hecho, para p fijo la forma puede comer vectores v y w en R3, pero no nos
interesa.)

Observar que si v y w estdn en 7,M y no son colineales entonces v xw € T,,M*,
y por lo tanto la inica manera que @(p) sea la forma nula, es que X(p) =0 lo que
es absurdo. Por lo tanto hemos construido una forma no nula y por tanto M es
orientable. (= ). Para la ida, sea F una coleccion de parametrizaciones que definen
la orientacion. Dado ¢ € F, sea Xy, el campo de vectores definido en M por
9<p 99

3y

X(P(p) ’ ay) (p(x,y)=p.

Es fécil ver que X es un campo definido en Im¢@ c M y ademads es normal y
unitario.

Resta ver que estd bien definido, esto es, si tomamos W.F talque Im(y)n
Im(¢) # @, entonces Xy = Xy.

En realidad lo tnico que podria pasar es que Xy, = —Xg, Pero €so no va a ocurrir
justamente porque @,y € F.

De (7.3) se tiene que
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donde Dh = ((a;;)), siendo h = y~! o @. (Omitimos las evaluaciones para no hacer
tan pesada la notacion.) Luego,

do d d oy d
8? 8(5 (alla_w"‘aﬂa_) (6112—W+azzal‘l}/)

Jd d
= (aj1a22 - a12a21)8—w 8_;”

detDh

Luego, como @,y € F, resulta (a1a22 —aj2a21) >0y por lo tanto Xy = Xy, y por
lo tanto estd bien definido el campo.

O

Proposicion 7.21. Toda superficie en R3 preimagen de un valor regular es orien-
table.

Demostracion. Sea f:R3 — R una funcién C*, y supongamos que M = f~1(0),
con 0 valor regular. Como D f(p) es sobreyectiva para todo p e M , luego Vf(p) #0
para todo p e M. Ademas V f(p) € T,M* (recordar que kerDf(p) = T,M). Luego
podemos definir

_Vfp)
X(p)= peM.
vl
Observar que X € X (M) es un campo unitario y normal M, y por lo tanto M es
orientable. u

En este sentido, como sabemos que existen superficies no orientables, podemos
concluir que no toda superficie es la preimagen de un valor regular.

¢ 7.22. Extender el resultado anterior a hipersuperficies, es decir, variedades
diferenciables en R” de codimension 1.
7.3.2. Ejemplos de forma de volumen

Veamos algunos dejemplos de forma de volumen.

Sea M c R3 el grafico de f:R? — R suave, M = {(x,y, f(x,y)) : (x,y) e R?}.
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Sea ¢ : R?2 - M la parametrizacion dada por @(x,y) = (x,y, f(x,y)). Dado
que tenemos una parametrizacion sola, podemos orientar M de manera tal que la

orientacién en 7,M es la dada por la base ordenada {aq’(i Y, aq’(x y) 3.

Observar que se tiene

1 0

8(p(x,y) — 0 8(p(x,y) — 1
ox af(x,y) ’ dy If(xy)

ox dy

luego, la matriz de Gram asociada (7.4), es

14 (a fg;y) ) (Wg)cc,y) ) . (8f (x.y) )

G(x,y) = (afg;y) ) _ (ajg;y)) o (%J;y)a)yz
Luego
detG(x,y) =1 +(8f((9);,y)) (8]‘((;; y)) ,
y por lo tanto la forma de “4rea” dA en coordenadas locales

2 2
(p*dA(x,y):\l 1+(af§fc’y)) +(%§’y>) dx ndy. (7.6)

(*)

(Pero, qué interpretacion se le puede dar al factor ()

El rectangulo infinitesimal AR’ generado en las direcciones de e; y e, con
vértice (x,y) en R? se mapea infinitesimalmente, en un rectdngulo AR en el espacio
tangente 7,M, siendo p = ¢(x,y).

El drea de ese rectdngulo en el tangente se puede calcular considerando el
producto vectorial:

érea(AR,):HMé()iy) a<P(xy)H H 8f(xy), 3f((;;y)’ )H ()

Esto significa que el término \/detG respresenta la distorsion infinitesimal
del drea (o volumen en mas dimensiones) de un rectingulo al mapearse por la

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR



7.3. FORMA DE VOLUMEN 139

o

o0 A L

4 "

7 Désy)
M
L . { %)
#Aﬁ‘
(%)

parametrizacién de un abierto de R2 a la variedad. Aproximando la variedad de esta
manera, tomando pequefios cuadraditos en el dominio de la parametrizacion, nos
darfa un “discretizacién” de la variedad por rectangulitos, y si todo funciona bien
se podria estimar el drea sumando (integrando). De hecho, esto lo formalizaremos
en el siguiente capitulo, y estas apreciaciones son correctas.

Ejemplo 7.23 (Area de $2). Por ejemplo en el caso de la esfera S2, po-
demos estimar el drea (o la mitad de esta) tomando la funcién f(x,y) =

V1-x2-y2, conD = (x,y) e R?: x2+y% < 1.

Es un ejercicio ver que la distorsion, es decir, el factor (*) es exacta-
mente 1/f(x,y). Luego tendriamos

Area(S?) = fD JdetG(x,y) dxdy (71.7)

1
2dpd9

zzfm)ﬁdxdyﬂfo]fo%pm

an [P _ 0_
—47r/0 \/1__p2dp_47r\/1—p2|1_47r.
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Capitulo 8

Integracion en Variedades

Vamos a definir la integral de una m-forma en una variedad orientable de
dimension m.

A lo largo de este capitulo asumiremos que el soporte de @ dado por sop(w) :=
{peM:w(p)+0}cM,esun conjunto compacto.

8.1. Integracion en R”

Veamos el caso M = R™,

Definicion 8.1. Sea ® € Q"(R™) la forma

O(x1,. -y Xm) =al(xy, ..., Xp)dxy A Adxy, (X1, xm) €eR™.

con sop(w) = {a(x) #0: x e R™} compacto. Definimos la integral de ® en

R™ como
[ w:fR (X1, Xo) A1 ... dom 38.1)

siendo la expresion derecha la integral de Riemann de la funcién a : R™ — R.

Recordar que en (7.7) realizamos la integral del pullback ¢*(dA) que es
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una forma en el plano (de hecho con soporte en D) de manera informal. Ahora
formalmente tenemos

Area(52)=2/Rz(p*(dA)
(cf. (7.6).)

8.2. Integracion en variedades

(Cémo podemos definir la integral en una variedad M orientable?

Sea @ € Q™ (M), y supongamos que sop(®) cU c M, siendo U c M un abierto
relativo parametrizable, i.e. ¢(U) =U, para cierta parametrizaciéon ¢ : U c R" —
M c R,

Luego @*@(uy,...,up) =a(uy,...,uy)duy A ANduy, para (uy, ..., uy,) €U c
R™,

Luego definimos

[Ma):zfU(p*a)sza(ul,...,um)dul...dum.

Claramente, para que esta definicion sea consistente, deberiamos ver que no
depende de la parametrizacion del abierto parametrizable U c M.

Sea y: V — M otra parametrizacion compatible con la orientacion de ¢ (aca es
fundamental que M sea orientable), tal que sop(w) cV =¢@(V).

Sea g= @' oyV - U el difeomorfismo asociado (asumiendo las restricciones
en dominio correspondientes.)

Luego y*w(x) = g*(@*®) =aog(x) detDg(x)dxy A+ Adxp,.

Entonces
/ Vo= [ aog(x)detDg(x)dx; ...dx;,
|4 X€v

:[Ua(u)dul...dum:fu<p*w

donde la dltima igualdad sigue del teorema de cambio variable realizando el cambio
u=g(x),y obsevando que |detg(x)|=detg(x) >0 por ser ¥ compatible con ¢.
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Hemos probado que si el soporte de @ estd un un abierto paramatrizable, en-
tonces podemos integrar sin problemas utilizando la definicién dada en Definicién
8.1, (donde es fundamental que la variedad sea orientable para que quede bien
definido).

Ademas podemos concluir lo siguiente.

Lema 8.2. Sea W c R™ abierto, y N € Q"(W). Sea U c R™ un abierto, y f:U - W

un difeomorfismo. Entonces
* — :l: ,
Jo = fym

donde el signo depende de si f preserva (+) o revierte (—) orientacion.

Observacion 8.3. Sean @, 11 € Q"(M), formas en una variedad M de dimensién
M, tal que los soportes de @ y 7 estén en un abierto parametrizable. Luego resulta,
de la linealidad del pull-back y la integral de Riemann, lo siguiente.

[M(ocw+[3n)=oc[Ma)+B[Mn.

Ahora, ;qué sucede si el soporte de @ no estd en un abierto parametrizable?

Por ejemplo tenemos la forma de volumen dV € Q2(52). Para poder definir
la integral [, dV tenemos que recurrir a una herramiente técnica denominad
particion de la unidad que explicaremos a continuacion, pero los detalles van para
el apéndice.

Sea K c M un compacto (que sera el soporte de nuestra forma). Dado un
cubrimiento {Uy } por abiertos (parametrizables) de K en M se puede construir una
familia finita de funciones suaves py,...,py: M — R tales que

1. » pi=lenk;

M-~

i=1

2. sop(pi) c Ui =Ug,.

El punto 1. significa que para cualquier punto x € K, se tiene que la suma Zle pi(x)=
1. En particular, esto implica que K c Uy U---uld.

Curso - CALCULO 3 - 2022 Facultad de Ciencias - UdelaR



144 CAPITULO 8. INTEGRACION EN VARIEDADES

La familia {py,...,pll} se llama particion diferenciable de la unidad subordi-
nada al cubrimiento {Uy } de K

?Cudl es la idea con todo esto?
Como sop(p;) cU;, entonces p; @ € Q™(M) con soporte de p; ® c U;.

Luego tomando {Uy} cubrimiento por abiertos parametrizables (orientados)
(i.e. Uy = 0o (Uqy), con ¢q : Uy — M paramaetrizaciones compatibles), entonces

podemos definir
{
o= i @. 8.2
[ > [ p 8.2)

(Y si tomamos otro cubrimiento, o otra particion de la unidad?

Tenemos que probar que la defincién anterior no depende de las elecciones
realizadas.

Sea {6,..., 6} otra particion de la unidad subordinada al cubrimento {Vg }:
con soporte de 6; incluido en V;, y Zf‘:l fj=1enKk.

La funcién p; 6, : M — R satisface sop(p; 0;) cUinV;.

Resulta que

donde utilizamos las linealidades observadas anteriormente.

Por otro lado, partiendo del particion asociada a las 6; obtenemos

k k ¢
0,w= pi)e-a)
2 fyoo- 2/, (B0)e
:prie'ah
ij M /

y por lo tanto obtenemos que hay independencia en las elecciones elegidas.
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8.3. Integracion de funciones en variedades

Definicion 8.4. Sea M una variedad compacta, de dimensién m. Sea f: M —
R una funcién suave. Definimos

[ 1= rav.

siendo dV € Q" (M) la forma de volumen.

8.3.1. Volumenes de variedades

Una aplicacién importante es el calculo de volumenes de variedades. El volu-
men de la variedad M se calcula integrando la funcién 1 a lo larto de la variedad,

e vol(M) = fM I - fM av.

8.3.2. Longitud de curvas

Sea C c R¥ una variedad de dimensién 1, compacta con borde y orientada. Sea
¢ : [a,b] - C una parametrizacién compatible con la orientacion.

Sea ds la forma de longitud (i.e. 1a forma de volumen dV pero en dimension 1).

Tenemos ds(p) : T,M — R lineal, y ademds T,M es el espacio generado por
@' (¢) siendo t € [a,b] tal que @(t) = p.

Luego
ds(p)(¢'(1) =9 (D],  refa,b].

(Recordar que ds(p)v =1 si v tiene norma 1 en 7,M c R¥, y estd bien orientado.)
Luego tenemos que la forma @*ds € Q' ([a,b]), y estd dada por

@ ds(1)1=ds(o(1))(9'(1)) = lo' (D),

de donde concluimos que

@ ds(t) = |@'(r)| dt, (8.3)
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y por lo tanto
b b
tong(C) = [ ds= [ "¢ (ds)= [ I¢'(1)]dr.

En realidad el pull-back de la forma de longitud ya lo conociamos del caso
particular para curvas dado en la férmula (7.5).

8.3.3. Areas de superficies

Recordar del préctico que si S ¢ R3 es una superficie, y ¢(u,v) es una parame-
trizacion, entonces la forma de area en coordenadas locales esta dada por

@*(dA) = 9,0 x 00| dundv.

Luego podemo integrar en coordenadas locales para hallar su drea. Veamos en un
ejemplo el drea de la esfera S2, pero utilizando la proyeccién estereografica.

Ejemplo 8.5 (Area de $? (revisitado)). En el Ejemplo 7.23 vimos c6mo
calcular el drea de la esfera vista como grafico de una funcién. Intentemos
realizar el calculo via proyeccién estereogréafica.

Sea ¢ : R? - 52-{(0,0,1)} dada por

2v,u+v2-1)

1+u?+v?

o(u,v) = (2u, . (u,v) eR2.

{‘71"/4)
TN

e ——

Nl
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(Observar que si u? +v2 = 1 entonces @ (u,v) = (u,,0).)

Derivando obtenemos

| 2(1-u?+v?)

WP = | A

(1+u?+v?) Ay

1 —4uy
o= 2(14+u2 12
. (1+u?+v2)2 ( +Zv ")

Observar que ¢(u,v) L {d,0,0,¢0}. Ademds d¢@, 1 d,¢, es decir la
derivada de ¢ tranporta vectores ortogonales en vectores ortogonales. Esto
significa que la proyeccion estereografica es una mapa conforme.

Por lo tanto
2 2
10,0 0,01 = 10,01 101 = (175

y concluimos
. 4
0 dA) = Tz e

Luego, podemos calcular el drea de S? mediante la integracl de @*(dA)
en R2. (Observar que estamos asumiendo que el drea de S2 coincide con
$2 menos un punto.)

4
~ 2\ _
area(S )— Rzmdud\/

+00 2r 4P
= ————dpdb
[0 fo (1+p2)2 4
+ 00 2p

=4 el =1+p?
n [ o ompdedo  (=1+p?)
[ 1,1
=47r/ d—Zt:47r— =4r.
1 t 1 l+o0

Mis en general, si tenemos una funcién f : S2 — R continua, entonces

_ _ [ ot (raay -4 [ L@@
[ 1- SzfdA-[Rz(p (FdA) =4 [L, Ty e
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¢ 8.6 (...y otra la vez $2). La esfera puede ser parametrizada via coordenadas
esféricas via la parametrizacion

¢:[0,27] x[0,7] — R? (8.4)

(u,v) — (rcosusinv,rsinusinv,rcosv).
Calcular el area via esta parametrizacion.

Ejemplo 8.7 (Area del toro T2). El toro T2 = §! x ! puede ser representa-
do en R3 mediante la superficie parametrizada dada por la parametrizacin

¢:[0,21] x[0,27] — R?

(u,v) — ((a+bcosu)cosv, (a+bcosu)sinv,bsinu).
=

Es un ejercicio probar que
|9 x dy@| =b(a+bcosu),

y por lo tanto el drea de esta superficie esta dada por
2 2
A(T?) = fo fo b(a+bcosu)dudy = 4nab.

<> 8.8 (Area del cono). Consideremos el cono en R3 dado por la parametrizacién

¢:[0,1]x[0,27] — R’

(r,0) — (rcos0,rsin6,r).

Probar que el drea del cono es \/27.
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8.3.4. Ejemplo de integrales de funciones

Supongamos que queremos interar la funcién f(x,y,z) = z? definida en la esfera.
Del Ejercicio 8.6 sabemos que, en coordenadas esféricas |d, ¢ x d,¢| = sinv, siendo
¢ las coordenadas esféricas dadas en (8.4) para r = 1.

Luego tenemos

= | FdA= f invdud
[Szf [S’zz (u,v)E[O,Zit]x[O,ﬂ]f((P(u’V))Slnv uav
2 T b4 4
:/o dufo (cosv)zsinvdv:27r‘/0 (cosv)zsinvdv:gﬂ.

Es facil ver que si la funcién que integramos es (x,y,z) — z, entonces la integral
. T .

tiene que ser 0, dado que |, cosvsinvdy =0. Una manera de convencerse es que la

funcioén z a lo largo de la esfera, toma valores opuestos en los en puntos respectivos

de los semiferios z >0, y z< 0, por lo que al integrar esta funcién se cancelarian.

8.4. Integracion de campos en curvas y superficies

Sea S c R3 una superficie orientable.

8.4.1. Flujo de un campo en R3

Sea @ € Q%(R3), la forma dada por
o(x,y,2) = ady Adz+bdz ndx+cdx ndy, (x,y,z) e R,

Consideremos la restriccién de @ a S. (Una manera formal realizar tal restriccion
es considerar el mapa inclusién 7: S — R3, que es la identidad en S. Luego la forma
7@ es la forma restringida a S.)

Sea el campo asociado, i.e. F : S — R3 el campo vectorial dado por F = (a,b,c),,

donde tenemos que ® = W3.

Supongamos que S estd dado por una tnica parametrizacion, a saber, ¢ : U c
R? - S c R3.
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Luego,

= ‘o
J@= e
:fsaoq)-q)*a’y/\derbo(p-(p*dz/\dercoq)-gD*dxAdy.

Recordar que

©*(dyndz) =dyndz(0,¢,0,9)dundv,
©*(dzndx) =dzndx(d,,0,0)dundy,
©*(dxndy)=dxndy(d,9,0,¢)dundv.

Luego, recordando férmula (4.5) del producto vectorial, resulta

/co f (ao@,bo@,co),d,¢ xd,¢Q)dudv,

es decir, en términos del campo resulta

fa)F f Fo,0,0x3,0) dudv 8.5)

2 da informacion sobre la componente normal del campo en

la superficie. De hecho observar que si nuestro campo F' es tangente a la superficie,
entonces [(®2 =0.

En otras palabras, [0z

Esta observacion permite definir lo siguiente.

Definicion 8.9. Sea S c R3 una superficie orientable y F : S — R3 un campo.
Se define el flujo de F a lo largo de la superficie S a la integral

fSF-dA - fS(F,N),

siendo N : § — R3 el campo normal a la superficie.

El sentido del campo normal viene dado por la regla de la mano derecha.

Esto es, si @ es una parametrizacion local en el entorno de p € S, que define la
orientacion, entonces

N(p) = ||8uq)><<9(p||’ siendo  @(u,v) = p.
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Figura 8.1: Flujo: componente normal del campo F

Observar que si S estd dada por la parametrizacion ¢ entonces el pull-back de
la funcién (F,N) definida en S estd dada por

O ((F,N)dA)(u,v)=(Fo@,No@)-|3d,¢ x| dundv (8.6)
Luego de (8.6) y (8.5) resulta el siguiente lema.

Lema 8.10. Sea S c R3 una superficie orientable, y F : S — R3 un campo. Entonces
el flujo del campo coincide con |, g a)l% siendo (01% la dos formas asociada a F. Esto

- fS(F,N) - fswg.

8.4.2. Circulacion de un campo

Nos podriamos preguntar de manera andloga, cdmo se relaciona lo anterior
integrando en curvas. Esto es, podemos definir un campo F , a lo largo de una
curva, y también sabemos integrar a lo largo de una curva la forma asociada a)},.
Veamos esto.

Sea C cR3 una curva, y o : [a,b] — C una parametrizacién. Escribimos a(t) =
(o (1), (), 03(t)), cont € [a,b].
Sea w € Q' (R3?) dada por

o = adx+bdy + cdz,
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y la restringimos a C.
Sea F :C — R3 el campo asociado, i.e. F = (a,b,c)

Luego

/Cw:/[a’b]oc*a)
b
:[a (aca(t)-af(t)+boa(t)-ab(t) +coa(t)-o4(t)) dt
:fb(Foa(t),a'(t))dt.

Luego la inegral de la forma asociada al campo nos da informacion sobre la
componente tangente del campo a lo largo de la curva. En particular, si el campo
es normal a la curva, resulta fc o =0.

Esta observacién permite deifinir lo siguiente.

Definicion 8.11. Sea C c R3 una curva orientada, y F un campo definido
sobre la misma. Se define la circulacion del campo a lo largo de la curva a

/CF-ds:: /C(F,T),

siendo T : C - R3 campo unitario tangente a C con orientacion de la curva.

Si o es una parametrizacion de C con la orientacion correcta, entonces 7T (¢ (z)) =
o' (1) d
=7 donde t € [a,b]|.
0] [a,]

Andlogo a lo anterior y utilizando (8.3) se tiene

/CF-ds:[[&b] o ((F,T)ds)
_ [ a't) vy _
- [ {Foa, |a,(t)|>]\a(t)\dt—fcw}.

Luego podemos concluir en forma de lema lo siguiente.

Lema 8.12. Sea C una curva, y F un campo a lo largo de la misma. Entonces la
circulacion del campo F a lo largo de C coincide con fc a)}, ie.

F~d:fw1.
fc 5T JeOF

Curso - CALCULO 3 Facultad de Ciencias - UdelaR




8.4. INTEGRACION DE CAMPOS EN CURVAS Y SUPERFICIES 153

F(t)

> ‘,(‘/“)

Aty

Figura 8.2: Circulacién: componente tangencial del campo F

Este concepto ya lo habiamos visto en el capitulo de integrales de linea. Recor-
dar Observacion 6.3.
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Capitulo 9

Teorema de Stokes

9.1. Introduccion

Estamos en condiciones de finalmente enunciar el Teorema de Stokes. Este
teorema es facilmente identificable la expresion

Teorema 9.1 (Teorema de Stokes).

fda)zf o.
M oM

Las hipotesis de este teorema vienen dadas por los siguientes items, con co-
mentarios asociados.

= M es una variedad compacta de dimensién m, con borde!, orientable.

= La orientacion del borde es la inducida por la normal saliente. Mds abajo
describimos esto.

n el

'El borde puede ser vacio, y se sobreentiende que en este caso que /. z=0

155
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Antes de seguir realicemos una pausa para hablar de orientacion en variedades
con borde, y qué entendemos por la orientacion del borde con la normal saliente.

9.2. Orientacion del borde de una variedad

Sea M una variedad con borde dM # @. La nocién de orientacién vista ante-
riormente (ver Definicién 7.13) se extiende sin problemas a d M. Esto resulta de la
siguiente observacion.

Observacion 9.2. Sea p € M, y ¢ parametrizacién de M con ¢(x) = p. (Observar
que x € JH™). La definicién de tangente en le punto p € dM esta definida por
T,M =Do(x)(R™), (ver Seccién 3.5.1), donde la derivada D¢ (x) estd bien definida.
Al ser M orientable, si tomamos dos parametrizaciones ¢ y ¥ (como las definidas
en Figura 3.9) que son compatibles, se tiene que det Di(x) > 0. Esto resulta de que
al ser h = y~! o ¢ un difeomorismo, se tiene det DA (x) # 0, pero al ser aproximado
por puntos interiores a M cerca del borde donde ¢ y y son compatibles, resulta el
signo se constante, y positivo, en el borde.

Definicion 9.3. Sea M una variedad orientable, de dimensién m, con borde
dM no vacfo. Sea p € dM. Decimos que una base {vy,...,vy} c T,dM
tiene la orientacion de la normal saliente si {N,v,,...,vy} c T,M, tiene
la orientacion de T,M, siendo N un vector normal saliente (ver Definicion
3.41).

Figura 9.1: Orientacion del borde por normal saliente.

Veamos un par de ejemplos
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Ejemplo 9.4 (Orientacién en D). SeaD = {(x,y) e R?: x2+y2< 1} conla
orientacién canénica. Observar que S = dD, y sea (1,0) € S'.

La orientacién del borde S! en p es el dado por el vector e,, dado
que N = e; € T, =R? es un vector saliente, y por lo tanto {N,e;} tiene la
orientacion canonica de 7(; g)D.

De manera analoga, el tangente T(07,1)8ﬁ se orienta con el vector e,
dado que N = —e; es el vector saliente y {—e;,e;} tiene la orientacién
candnicaen (0,—-1) e D.

N

Figura 9.2: Orientacion del borde del disco

Es decir, la orientacién de la normal saliente del borde S! = 9D es
la orientaci6n anti-horaria de S', i.e. la generada por la parametrizacion
¢t~ (cost,sint), parat € [0,27].

Ejemplo 9.5 (Orientacién anillo). Consideremos el anillo A = {z € R?:
1<zl <1}, conborde Sy =Sy Sy = {zeR2: |z] = 1}.

Es facil ver que la orientacion saliente en puntos de S| apuntan hacie el
exterior (de hecho un vector normal saliente en p € S; es el mismo vector
p), pero la normal saliente en un punto S? va hacia el interior (hacia el
origen).

Por ejemplo, T(LO)BA esta orientado por el vector ez, y T(; /2’0)8A por
—é7.
Ejemplo 9.6 (Semiespacio H™ c R™). Consideremos en H" la orientacion
inducida por la canénica de R™. Observar que dH" = R"~1 x {0}, por lo
que es interesante saber si la orientacion de la normal saliente en el borde
conicide con la canénica en R”~!, Veamos esto.
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Figura 9.3: Orientacion del borde del anillo.

Cuando m =2, tenemos que H? = {(x,y) e R2: y> 0} y dH? =R x {0}.
Dado (x,0) € dH? tenemos que el vector —e, es normal saliente, por lo

que e es la orientacién en el borde y conicide con la orientacion candnica
en R.

1.

/4 7” e St
" ¥

Figura 9.4: Orientacion del borde de H™.

Sin embargo en H3, podemos observar que H3 =R? x {0} tiene como
normal saliente en un punto genérico del borde (x,y,0) al vector —e3 por
lo que la orientacién del borde es la generada por {(ez,e;)} que es la
contraria a la candnica.

De manera similar se puede ver que la orientacion inducida en el borde
de H™ coincide con la canénica en R”~! si m es par, y es la contraria si m
impar.

¢ 9.7. Considere la bola cerrada unitaria B = B(0,1) c R3 con la orientacién
inducida por la canénica de R3. ;Cudl es la orientacién por normal saliente de
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S2=90B?

9.3. Demostracion Teorema de Stokes

Como veremos, la prueba del Teorema de Stokes es sencilla y se basa en
el siguiente lema que es un corolario inmediato del Teorema Fundamental del
Cdlculo.

Lema 9.8. Sea f:[a,b] — R una funcion con derivada continua, tal que f(a) =
f(b), entonces fabf’(t)dt =0.

dibujo

Demostracion del Teorema de Stokes. Paso 1: Comencemos preparando el terreno
para la prueba (como es usual en matematica). Observar que las funciones [,,-y
[54; - son funciones lineales, y por lo tanto utilizando el Teorema 10.7 (partici6n de
la unidad) podemos probar el resultado para el caso en que el sop(®) c ¢(U) un
abierto parametrizado, siendo ¢ : U c H™ — M una parametrizacion (compatible
con la orientacion). (Esto resulta de que podemos escribir @ = Zle piw,y dw =
Zle pid @ donde ahora el soporte de p;® esta en un abierto parametrizable, para
luego utilizar linealidad a ambos lados de la igualdad a probar.)

Sea K c U c H™ compacto tal que ¢(K) =sop(w).
Sean :=@*(®) e Q" 1(U), y escribimos

m
n:=> (=17 fidxy A ndxi A N, O.1)
i1

donde la notacién d}i indica que ese diferencial no estd, y donde las funciones
fi:U — R son C*, tales que sop(f;) c K. (El (1)1 es estético, como veremos.)

Dado que los soportes de las funciones f; estan incluidos en K, podemos
extender el dominio a todo R asumiendo que toma el valor cero fuera de U.

Luego tenemos

(p*(da)):dn:(Z%)dxl/\---/\dxm. (9.2)
i=1 Y
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Paso 2: Supongamos quer K ndH" = @. Dado que la forma @ es identicamente
nula en dM —y por lo tanto [;,, ® = 0— basta probar [,,d® =0.

Sea Q =T1%,[ai,bi] = [a1,b1] x - x [am,bm ] € R™ un paralelepipedo que con-
tenga a K,

Luego tenemos

fMda):/Udn (9.3)
f(Zafl)dxl...dxm

3 / dx;...dx;...d (/biaﬁ( Xiyeo sy )dx)
- Le-- i 0Xm-1 SN0 EERRPP. PR il
S J())elljuila;b)] "N\ Ja 9x; m

(*)

Pero observar que la funcién f;(yy,...,ai,-..,ym) = fi(y1,--+,biy-..,ym) =0, para
cualquier (y;) € [1;.i[a;,b;] (por estar fuera de K, ver Flgura) y por lo tanto,

utilizando el Lema 9.8 resulta f an af’ (y,xm) dx,, =0, y concluimos [,,dw = 0.

Paso 3: Supongamos para ﬁnalizar que KndH™ + @. Al igual que antes sea Q
el paralelepipedo [177 " [ai,bi] % [0,b,,] ¢ R™ un paralelepipedo que contenga a K.
(Observar que en este caso a,, =0.)

dibujo

De (9.3) obtenemos

| do- f oy IO g (9.4)

Esto resulta de que (*) en (9.3) vale cero para todo i # m dado que para este
caso los puntos a evaluar estdn fuera de K. Sin embargo en el caso i = m resulta
que el extremo a evaluar (¥,0) € Q puede estar en K (no asi el extremo (¥,b,,).)
Calculemos ahora [5,, @

De (9.1) tenemos [;,, @ = [;;ypgm M- Para calcular esta integral, tomemos una
parametrizacion del borde conveniente.
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Sea v : U ndH" - dM, dada por y := (p|UnaHm.

Luego por ser y la restriccion de ¢, tenemos que

W*w(f»o)(vl7- . '7Vm—1) = 77()770)(V17-~ . avm—l)7
para todo vector tangente vy, ..., Vy-1 € T(5,0)dH™ = R7™=1x {0}, y por (9.1) resulta

l[/*(!)= (—1)mfmdx1 A AdXpy—1.

Antes de integrar debemos saber si ¥ es compatible o0 no con la orientacién
de dM, que fue orientada por la normal saliente. Para eso basta saber si la base
siguiente tiene o no la orientacién de inducida por ¢.

N /2 0 . a0 . Q. 1% .
{N(y70)77ll:(y70)7 —w(yao)}:{_%()@o)?%(y?o)a,ax(Pl (y,())}

e
a)Cmfl

Luego tenemos que la orientacién inducida por y es (—1)™ de la inducida por
0.

Entonces concluimos que

= (-1 m[ —1D)™ o dxy ... dxp,-
/8Mw ( ) Um&H’"( ) f A -1

= (—1) U06HmfdeI ...dxm_l,

lo cual coincide con 9.4, finalizando la prueba. ]

9.4. Corolarios rapidos y ejemplos

Antes de dar la prueba del Teorema de Stokes, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 9.9. Sea M =D orientado con la orientacién candnica, y su borde
dM = S! orientado con la normal saliente. Sea ® = —ydx +xdy € Q! (D).
Observar que dw =2dxAdy =2dA, sendo dA la forma de area. Luego
utilizando el Teorema de Stokes tenemos

/w:ﬁdwzzﬁdA:Zn.
! D D

Observar que la forma @ es exactamente la forma de longitud ds en el
circulo unidad, y por tanto el resultado ya era conocido para nosotros.
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Ejemplo 9.10. Sea ® € Q?(R3) cerrada

Corolario 9.11. Supongamos que M es una variedad compacta, sin borde, y 1 es
una forma exacta en M. Entonces [,,1 =0.

En particular la forma de volumen dV, en una variedad compacta sin borde, no
es una forma exacta.

Corolario 9.12. Sea M una variedad compacta, ® € Q"' (M) una forma cerrada.
Entonces [5,,® =0.

Comentario 9.13. La compacidad es importante en las hipétesis, dado que sino
podemos “falsear” jugando con agregar el borde o no en una variedad con borde.
En este sentido uno puede extender el teorema de Stokes a lo que se denominan
dominios suaves: un abierto relativo D de la variedad M es un dominio suave si su
frontera es una variedad diferenciable de codimension 1, y la frontera de D coincide
con frontera de su clausura. (Ver Guillemin-Heine [7F] para m4s referencias.)

Comentario 9.14. El Teorema de Stokes puede ser ficilmente extendido a “varie-
dades con aristas”. Para evitar dar una defincién formal veamos ejemplos, donde
es facil convencerse que Stokes si valiendo.

Ejemplo 9.15. Consideremos la forma @ € Q2(R3) dada por
o(x,y,2) =xydxndy+y’dyndz,  (x,y,2) e R,

Consideremos el paraboloide truncado S = {(x,y,z) e R3: z=x2+y2, z<4}.
Es decir S es la interseccion del paraboloide z = x2 +y? y el semiespacio z <
4. La idea es calcular [ . Pero antes debemos especificar la orientacion
enS.

Una forma de orientar S es definir un campo normal a S, y definiendo
la orientacion del tangente como aquella que la regla de la mano derecha
da el campo normal. En este sentido definimos el campo normal a § como
el campo que apunta “hacia afuera”. Por ejemplo en el origen, el vector
normal es —ej3.

Es fécil ver que esta orientacion de S es la generada como borde (con
orientacion de normal saliente) por la variedad V de dimension 3 (con
aristas) que es el volumen encerrado por S.
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Observar que V es la clausura de una variedad diferenciable de dimen-
si6n 3. El borde de V, dV, es la unién disjuntade Sy T = {(x,y,4) e R3:
x% +7% <4} (la “tapa”).

Una vez definida la orientacion, calculemos f ¢ ®. Una posibilidad es
parametrizar S (con la orientacion adecuada) para luego hacer el pullback
de la forma e integrar. La dejamos de ejercicio. Otra posibilidad, andloga a
la anterior, es calcular la integral via Lema 8.10. Pero tomemos el camino
de utilizar el Teorema de Stokes.

Observar que dw =0, por lo tanto @ es cerrada. Luego por el Teorema
de Stokes tenemos:

Ozfda):f a):/w+fa),
1% v S T

donde la orientacién de S'y T es la dada por la normal saliente, como
borde de V.

Luego tenemos que [¢® = - [; 0.

Observar que el campo asociado a @ es F(x,y,z) = (y2,0,xy). Y el
campo N:T — R3 normal a T es el N(x,y,z) = e3.

Luego, utilizando el Lema 8.10 resulta

= F’N :f d d :O,
Jro= JEN= fygoy s

(el cual da 0 por simetria). Luego concluimos que [, =0.

9.5. Teoremas Clasicos

9.5.1. Teorema Fundamental del Calculo (TFC)

[1dx=r)-f().

La igualdad anterior se puede reescribir en la version de Stokes como

/[a,b]dfszf_faf:f(b)—f(a),
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donde [a,b] es una variedad con borde con orientacion canénica. Observar que la
normal saliente en b, tiene direccion positiva, y en a tiene la direccioén opueta a la
positiva. En este sentido el punto b como variedad de dimension O tiene orientacion
positiva y la variedad 0-dimensional tiene la orientacion negativa.

Figura 9.5: Teorema Fundamental del Célculo orientacién [a,b].

En realidad no es necesario formalizar la nocién de integrales sobre 0 formas
en variedades de dimension O para tener como aplicacioén del Teorema de Stokes el
TFC, dado que en realidad el Teorema de Stokes se basa en TFC.

9.5.2. Teorema de Green

Teorema 9.16. Sea C una curva diferenciable a trozos simple, cerrada,
orientada antihorario, y D la region interior delimitada por C. Sea F =
(P,Q) : R? - R? un campo de vectore. Entonces

fD (aa—f - g—ly))dxdy = fc Pdx+Qdy. (9.5)

Figura 9.6: Teorema de Green.
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Demostracion. Sea M = D con la orientacién canénica inducida por R2, donde
dM =C, con la orientacién de la normal saliente.

Sea @(x,y) = P(x,y)dx+Q(x,y)dy e Q*(R?).

Luego el Teorema de Green sigue del teorema de Stokes dado que [, do = fc (0]
es la igualdad dada en (9.5). ]

9.5.3. Teorema de Stokes clasico

Teorema 9.17. Sea S c R3 una superficie compacta con borde, orientable.
Sea F : S — R3 un campo vectorial, entonces

/S rot(F)-dA = fa Feds 9.6)

En otras palabras, lo que dice el Teormea de Stokes Clasico es que el flujo del
rotor en la superficie S coincide con la circulacién de F a lo largo del borde, i.e. si
N : S - R3 el campo unitario normal inducido por la orientacién en S.

fs(rot(F),N) - faSF-ds

N

ﬂdv( 7)

Figura 9.7: Teorema de Stokes Clasico.

Comentario 9.18. El rot(F)(p), con p €S, da una idea de cudnto esta circulando
(infinitesimalmente) alrededor del punto p, el campo F' (una medida del “spin” de
F sobre la superficie). (Ver Ejercicio 10-b) del Practico 7). Mas precisamente, si
N(p) es un vector unitario con origen en p, (rot(F)(p),N(p)) es la circulacion
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infinitesimal, por unidad de 4rea, en un disco infinitesimal centrado en p y ortogonal
aN(p). (Ver Seccién 9.6.)

En este sentido la suma infinitesimal a lo largo de la superficie se cancela
y s6lo sobrevive la circulacién en el borde de la superficie. Eso se puede ver
intuitivamente haciendo triangulacion de la superficie, o un cuadriculado y observar
que los ciculaciones locales se van cancelando hasta solo sobrevivir lo que estd en
el borde.

En este sentido, el Teorema de Green se puede ver como la version planar del
Teorema 9.17, donde la circulacién local es exactamente

90 op
(rot(P,Q0,0),e3) = ox 9y

[/
H

Figura 9.8: Circulacién infinitesimal.

Demostracion del Teorema 9.17. Del Lema 8.10, de 1la Observacion 5.29-2, del
Teorema de Stokes, y del Lema 8.12, concluimos

[s<r0t(F)’N>:fswf20t(F)z_/sdw}”:./asw}p: L Frds

]
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9.5.4. Teorema de Gauss

Teorema 9.19. Sea M3 c R3 una variedad compacta orientable de dimension
3 con borde. Sea S = dM su borde con la orientacion dada por la normal
saliente. Sea F : M — R3 un campo vectorial. Luego se tiene

fSF.dA _ [Mdiv(F)

En otras palabras, el Teorema de Gauss dice que el flujo del campo F a lo largo
de la superficie S, es la integral de la divergencia en el interior de la superficie. Esto
es, si, N:S—>R3 esel campo normal, entonces

fS<F’N):,/[_/1‘:[C1R3(%ZI+aal;z+aai3)dXdde

Figura 9.9: Teorema de Gauss.

Demostracion del Teorema 9.19. Del Lema 8.10, Teorema de Stokes, y de la Ob-
servacion 5.29-3 se tiene

/S(FyN)ZfSwﬁz*:fdebz“:wagiv(p):[Mdiv(F)_
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]

9.6. Interpretacion geométrica de rotor y divergen-
cia

El teorema de Stokes nos ayudard a formalizar el concepto de rotor y divergen-
cia de un campo.

9.6.1. Rotor de un campo

indexrotor

Consideremos un campo X : U — R3 definido en un abierto U c R3. Tomemos
un punto p € U, y dado un vector de unitario 7, y consideramos el disco D,(p),
centrado en p y de radio p, incluido en el plano ortogonal a 7 (ver figura). Sea
C,(p) su frontera. Orientamos el disco con la inducida por la normal 7i y C,,(p)
con la rientacion inducida como borde del disco.

gl

Figura 9.10: Interpretacion geométrica del rotacional de un campo.

Luego el Teorema de Stokes Clasico 9.17 dice que
rot(X),n) = X -ds.
—/;p(l))< ( ) ) Cr(p)

Observar que normalizando por el drea del disco area D,(p), que denotamos
A(D,(p)), y tomando limite en p — 0, obtenemos que

<rot<x><p>,ﬁ>:g%m [ .
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donde la igualdad sigue del teorema de valor medio para integrales.

Luego concluimos

(rot(X)(p),n) = lim

1
— X-ds 9.7
s AD, () Jerio) ©n

9.6.2. Divergencia de un campo

De manera andloga lo anterior, podemos dar una expresion de la divergencia
de un campo X : U — R3 definido en abierto U c R3.

Sea B(p,p) la bola centrada en p € U, y de radio p. Sea S(p,p) =3dB(p,p)
la esfera borde de la superficie. Recordar que si orientamos U con orientacion
canénica de R3, entonces la bola hereda su orientacién y la esfera S(p,p) tiene el
campo normal (definido por orientaicion) apuntando hacia el exterior. Luego por el
Teorema de Gauss 9.19

f F-dA-= div(X)
S(p.p) B(p.p)

Luego procediendo como en el caso anterior, si normalizamos por el volumen
de la bola, y tomamos limite, obtenemos

div(X)(p) = lim

1
- - F-dA 9.8
p-0vol(B(p,p)) fS(mP) o9

9.7. Aplicaciones: Ecuaciones de Maxwell

La formalizacién del Teorema de Stokes, en su version dada en Teorema 9.1,
se debe a Elie Cartdn en 1945. Esta versién generaliza (y unifica) las versiones
clasicas del teorema, como las vistas en los teoremas 9.16, 9.17 y 9.19, un siglo
después.

Las ecuaciones Maxwell son un conjunto de ecuaciones (en derivadas parciales)
que forman parte de los fundamentos del electromagnetismo clésico, y sirven como
modelo matematico de muchos fenémenos fisicos.
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A continuacién enunciaremos los fendmenos fisicos que decantan en la formu-
lacion de Maxwell via formas y Teorema de Stokes.

9.7.1. Ley de Gauss para un campo eléctrico

Considermos una regién en el espacio delimitada por una superficie S, con una
densidad de carga p(x,y,z). La ley de Gauss dice que el flujo del campo eléctrico es
proporcional a la carga encerrada. Es decir, que si E es el campo elétrico entonces

fE-dA:i,
S &

siendo ¢ la carga encerrada por la superficie S, y & una constante.

La cantidad ¢ se puede expresar como la integral de la densidad en M, a saber,
la region delimitada por S. Luego tenemos que

quMpdV.

Por lo tanto, del Teorema de Gauss 9.19 resulta

[M (divE - Sﬂo) v =0. 9.9)

Como la integral dada en 9.9 toma el valor cero para cualquier region, es facil
convencerse que resulta

dive=2. 9.10)

Esta es la primera ecuacion de Maxwell.

9.7.2. Ley de Gauss para campos magnéticos

La ley de Gauss en este caso dice que el flujo del campo magnético en cualquier
superficie cerrada es 0. Una justificacién de esta ley es que que fisicamente no
existe el monopolo magnético, como si ocurre en el campo elétrico. Por lo tanto, si
B es el campo magnético entonces

fB-dA:O.
S
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Aligual que en ejemplo anterior podemos concluir la segunda ecuacion de Maxwell

divB =0. 9.11)

9.7.3. Ley de Faraday

La Ley de Faraday es una ley basica de electromagnetismo que predice cOmo
el campo magnético interactda con un circuito elétrico produciendo el fenémeno
denominado induccion electromagnética.

Consideremos una curva simple cerrada en el espacio, C; que puede moverse o
deformarse con el tiempo.

Sea B(t) un campo magnético, el cual también puede variar con el tiempo.

Sea ®p(7) el flujo del campo magnético a lo largo de cualquier cualquier
superficie S; que tenga a C; como borde (con la orientacién correcta), i.e.

Dp(1) = fStB(t)-dA.

(Lo anterior es independiente de la eleccion de la superficie S; por la segunda
ecuacion de Maxwell.)
La ley de Faraday dice, en alguna de su varias versiones equivalentes, que la
variacién del flujo es igual a la diferencia de potencial inducida en la curva, i.e.,
d
Ving = —P(¢).
ind dt ( )
(Graficamente, si cortamos la curva y ponemos un voltimetro en cada extremo,
diferencia de potencial inducida entre los extremos.)

En el otro sentido, la diferencia de potencial generada en la curva C = Cy, es la
circulacion del campo elétrico (inducido), i.e.

‘ﬁndz—/éE-dS.

Luego de la ley de Faraday obtenemos que

d d d
~[E.ds=-ZLa :—[Bt~dA:f—BtdA.
/c =20 = g JiBO wart®
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(Evitamos justificar la dltima integra, pero una forma de convencerse, es que S; es
So més (o menos) una region infinitesimal de area.)

Luego por el Teorema de Stokes clasico 9.17 podemos concluir (procediendo
de manear andloga a los casos anteriores) que la componente normal del vector
rot(E) + ‘fl—f es cero, y por ser independiente de la eleccién de la curva inicial, se
concluye la tercera ecuacion de Maxwell

dB
t(E)+—=0. 9.12
rot(E) + 0 9.12)

9.7.4. Ley de Ampere

La ley de Ampere, en cierto sentido andlogo a la ley de gauss para campos
eléctricos, pero para campos magnéticos. Esta ley dice que la circulacion del campo
magnético a lo largo de una curva simple y cerrada es proporcional a la corriente
(o carga en movimiento) que atraviesa una superficie con borde la curva (con la

orientacion correcta).
B-ds= I:/'-dA,
fc Ho SJ

siendo j el campo infinitesimal asociado a la corriente (observar que ademas
de una magnitud tiene una direccion y sentido, y por eso es un campo). Luego
utilizando Teorema 9.17, podemos concluir que la Ley de Ampere dice que

Esto es

rot(B) = Upj. (9.13)

Maxwell hace una correccion de esta ley, evidenciado ademas por la falta de
simetria entre el campo eléctrico £ y férmula (9.12) , y el campo magnético B 'y
formula 9.13.

Luego Maxwell propone que al igual que la variacién del campo magnético
produce un campo elétrico, la variacion del campo elétrico también debe producir
un campo magnético. En este sentido la cuarta ecuacion de Maxwell es

JE
I'Ot(B) = U (j+8()E) .
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Apéndice

10.1. Descomposicion en valores singulares

ﬁt A4

Figura 10.1: Descomposicion en valores singulares.
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Teorema 10.1. Dada A € R™" con m > n, existen U € O(n), V € O(m) tales
que

diag( o, 0,

A=VIUT, con Z:( iag(o1, -, "))
O(m—n)xn

siendo los 0; 2 0, los valores singulares de A. A esta descomposicion se le

llama descomposicion en valores singulares.

Observacion 10.2. Los o; son las raices cuadradas de los valores propios de ATA.
En efecto,
ATA=UXTxUT,

donde XT¥ = diag(c?,+,02).

Esta observacion sugiere una idea de la prueba de la existencia de tal descom-
posicion.

Al ser AT A simétrica, por el teorema espectral se tiene que AT A es diagonaliza-
ble. Ademas si v es vector propio asociado a A se tiene

Av[* = (AT Av,v) = [Av]?,
de donde resulta que A > 0.

Luego podemos concluir que existe U € O(n) tal que UTATAU =diag(o?,-+, 67)
para ciertos o; > 0.

Por lo tanto si U = (u1,+,u,), tenemos AT Au; = Gizui. Por lo tanto para los
o; + 0 definimos v; := Au;/0;. Observar que el conjunto {v;} es ortonormal. En
efecto,

Au; Au |- o? o;
V==L Y A A uN s —uui)= =6
(Vla"1> (Gi’ c; Gi6j< “ta“]) G,‘Gj(ul’u]) c; i j

Luego, completando {v;} a una base ortonormal de R™ resulta Au; = o;v;, para
concluir que AU =VZX.

Observacion 10.3. Si A es simétrica, se tiene o; = |A;|, con A; € Sp(A).

Corolario 10.4. Sea A e R™", Entonces
1Allop = v Amax(ATA) = Opax(A),
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donde Apax(*) ¥ Omax(:) son el valor propio y el valor singular mds grandes
respectivamente.

10.2. Particiones de la unidad:

Lema 10.5. Sea B(r,0) = {xeR": |x| < r} entonces 3 p:B(3,0) >R con p e C*®
y tal que:

1. p(x)=1paraxeB(1,0)

2. 0<p(x) <1 paraxeB(2,0)N\B(1,0)

3. p(x)=0paraxeB(3,0)\B(2,0)

A p la denominamos como “funcién chich6n”.

Como queremos que se pegue bien con funciones constantes necesitamos una
1

funcién que tenga todas sus derivadas 0, por ejemplo nos sirve la funcién e 2 que

es C* y todas sus derivadas en 0 son 0 (osea no es analitica).
. Osite(-2,-1)
Demostracion. Sea o:R — R definida por ot(¢) =1
e D)(+2) git ¢ (_2’ _1)

Observar que la funcién o es C*°.
t -1
Sea y(t) = [ o(s)ds , observar que Y también es C*® y sea A = [2 o(s)ds

Luego tomamos p : B3(0) - R definida por p(x) = 7(_Jx 1) .

Es sencillo verificar que p cumple todas las propiedades que queriamos. [

Lema 10.6. Sea M una variedad diferenciable, con dim(M) =m, sea pe M y
¢©: U c R™ - M parametrizacion con ¢(x) = p. Entonces existe f: B(3,0) > M
parametrizacion tal que f(B(3,0)) c o(U) y f(0) = p.

Demostracion. Como x € U° existe ry > 0 tal que B(ry,x) c U luego utilizando una
traslacién y escalado (que es un difeomorfismo) /(y) = —y—x que traslada la bola
r

al origen y la escala para que tenga radio 3. !
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La parametrizacién buscada es entonces @ oh~!. []

Teorema 10.7 (Particién de la unidad). M variedad diferenciable compacta,
{Uq } qer cubrimiento de M por abiertos parametrizables (existe Qg : Ug c R™ - M
parametrizacion tal que Qo (Uy) =Uy ). Entonces existen py,...,py : M — R tales
que:

1. 0<pi(x)<1paratodoxeMei=1,...k

k
2. Y pi(x) =1 para todo x e M
i=1

3. sop(pi) cU; =Ug, para algiin o;

Demostracion. Dado p e M.
Sea ¢, : B(3,0) - M parametrizacion con ¢,(B(3,0)) c Uy para algiin a.
Sea W = 9,(B(1,0)) <V = 9,(B(3,0))  Uo.

Luego {W,} cubre M por abiertos y como M es compacta 3 Wy, ..., Wy abiertos
que cubren M (donde W; = ¢,(B(1,0)) para algin p).
Obs: W; c V.
Osip¢V
Definimos 6;: M — R con (i =1,...,k) dado por 6; = o pf !
po@; sipel

Donde p es la funcién dada por el Lema 1.

0; es el chichén en M con soporte contenido en V;.

k
(Qué falta? Queremos que Z 6; = 1 lo cual no es cierto porque si p e W;nW;
i=1
entonces @;(p) +@;(p) =2

Sea

donde el denominador se encarga de contar la cantidad de W;’s a los que pertenece
.
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piconi=1,... k satisface todas las propiedades buscadas. [
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