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Prefacio

Todo se puso raro una vez hube saltado el muro. Fue ahi cuando recordé las palabras
de mi padre:

— El cuasi-mundo es un lugar oscuro y confuso, hijo mio —me dijo con la cara casi
pegada al suelo mientras intentaba sacar de abajo del sofda un mani con chocolate que
se le habia caido. Antes habiamos estado hablando sobre jugar a la pelota en el baldio—.
Te exhorto a que te mantengas alejad... —se detuvo un segundo para atrapar su presa
e incorporarse—. A veces la curiosidad lo lleva a uno a cometer errores irreversibles,
mas a una edad temprana —me sonrié y me froto la cabeza carinosamente con la mano
desocupada. Después sopldé un poco sobre su otra mano, se metié el mani en la boca y
se alejé caminando despacito por el pasillo.

Pero mi inconciencia de nino y mi hambre de gloria me traicionaron; y el consejo
de mi padre fue tapado por la fantasia de volver triunfante con la pelota bajo el brazo
como un héroe.

Una vez toqué la tierra de este lado, el muro que tenia a mi espalda se convirtié en
horizonte; y entonces no tuve mas que caminar hacia adelante, internarme en aquel
bosque de arboles infinitamente altos y sin hojas, cuyas copas, sin embargo, cubrian
su buena porcion de cielo. Comenzaron asi los dias de presbicia y existencia trivial, y
una sucecién de intentos fallidos de salir de aquel lugar. A estos, y a la desesperacion
posterior, siguio el temple de mi caracter y la conviccion de que no habia otra salida
que aprender las reglas de este mundo.

Aprendi a desconfiar de la cercania y mirar las cosas de lejos. Solo entonces empecé a
hacer algunas observaciones valiosas, que intenté mezclar con los conocimientos que
traia de mi mundo. Pero tuvieron que pasar varios meses, e incluso anos para que la
extraneza del primer dia presentara algina senal de merma.

Encontré una tribu de nativos en medio de un espeso bosque de arboles regulares,
casi todos de grado tres. Sus rostros no se distinguian entre ellos, ni del mio. De ellos
aprendi cosas que el tiempo les habia enseniado generacion tras generacién. Me propuse
llevar registro de cada detalle con el objetivo de algin dia encontrar la clave que me
permita volver a casa.

Aqui estd, pues, el resultado de mi trabajo de recoleccion, corregido y explicado lo
mejor que he podido. Si ha caido en tus manos tal vez signifique que sos (o alguna vez
fuiste) otro nino que salté el muro buscando una pelota, y que yo ya no estoy en este
mundo.
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Capitulo 1

Introduccion

Estas notas estan avocadas al estudio de las propiedades geométricas propias de las
grandes escalas. Esto puede pensarse intuitivamente mediante la siguiente pregunta:
,qué es reconocible sin importar desde qué tan lejos se observe un objeto?

Intentaremos aproximarnos paso a paso a la éptica que deseamos adoptar.

1.1 El problema de la escala

Consideramos dos trozos grandes de tela de idéntico color y forma extendidos sobre
una pared. Si no se nos permite acercarnos demasiado podriamos sentenciar que se
trata de dos trozos de la misma tela, sin embargo, podria pasar que cada una tuviese
un estilo de tejido distinto. Por otro lado, si tuviésemos dos trozos muy grandes de
tela que no estuvieran extendidos, podriamos observarlos de cerca y comprobar que se
trata del mismo estilo de tejido pero no podriamos determinar, por ejemplo, que tienen
la misma forma y dimensiones.

En el primer caso la apreciacién es muy grosera, por tanto se esta observando cada
trozo a grandes escalas. En el segundo caso se los estan observando a escalas pequenas
con una apreciaciéon mas fina.

Algo similar puede pensarse al hacer mediciones: la apreciacion del instrumento
permitira distinguir las diferencias que tengan dos objetos a escalas mayores a dicha
apreciacion. Por tanto se escaparan las diferencias a escalas pequenas.

A lo largo de estas notas nos concentraremos en las diferencias a escalas grandes
(de hecho, a escalas arbitrariamente grande).

1.2 Propiedades locales vs propiedades globales

Supongamos que a la recta R le quitamos un punto (por ejemplo el cero), obteniendo
el espacio X = R\ {0}. ;Qué diferencias hay entre Ry X?

Por ejemplo, podemos observar que:



e R es completo y X no,

e R es conexo (y arcoconexo) mientras que X es disconexo.

Ambas propiedades, la completitud y la conexién, son propiedades locales; es decir
que puden romperse modificando un subconjunto arbitrariamente pequeno del espacio.
Esto las hace imperceptibles a grandes escalas. Nos interesaran principalmente las pro-
piedades que llamaremos globales. Esto es, propiedades que se mantengan al modificar
un subconjunto arbitrariamente grande.

Siguiendo la consigna de la seccién anterior, si miramos de lejos R y X no encon-
traremos diferencias. Pero como esto puede parecer tramposo, pues no somos capaces
de ver lo que no tiene superficie, podemos pensar en los siguientes espacios:

Y =Rx[0,1] yZ=((—00,0]U[L,400)) x [0, 1].

Al mirar de lejos ambos espacios el conjunto (0,1) x [0, 1], que estd en Y pero no en
Z, se hard despreciable y terminaremos viendo dos objetos iguales (de hecho, igual a
una recta).

Entonces, ; Qué propiedades si son globales? De manera informal podriamos senalar
el siguiente hecho comin a R, X, Y y Z: en todos ellos existen dos formas de irse a
infinito. Esto los diferencia por ejemplo de una semirrecta, donde hay una tinica manera
de hacerlo.

1.3 Un ejemplo clasico: grupos finitamente genera-
dos

Supongamos que G es un grupo finitamente generado y S es un generador finito y
simétrico (es decir, si S~ = S). Dado un elemento cualquiera g € G se define su norma
|lg|ls como el minimo ¢ tal que existen elementos sy, ..., s, € S tales que g = $159- - - S¢.
La norma de la unidad se establece como 0. Esto induce una distancia, llamada distancia
de palabras para el generador S, de la siguiente forma:

ds(g,h) = llg~"nlls.

Si ahora consideramos otro generador S’ obtendremos otra distancia distinta dg/. Sin
embargo, puede verse que dg v dg son Lipschitz equivalentes, es decir que existe una
constante A > 1 tal que para todo par de elementos g, h € G se tiene

A_ldS(g> h) S dé”(.gv h) S )\dS(g7 h)

Por otro lado, si H es un subgrupo de G de indice finito, puede verse que también
es finitamente generado y por lo tanto esta dotado con una familia de distancias de
palabras (en la misma clase Lipschitz). ;Qué relacién (métrica) hay entre G y H al
considerar en ellos distancias de longitud?



En el caso anterior el grupo H actiia en G por isometrias (para cualquier distancia
de palabras). Esta accién tiene un dominio fundamental finito. Podriamos considerar
un caso mas general: un grupo finitamente generado G actuando en un espacio métrico
X por isometrias con un dominio fundamental compacto. Por ejemplo podemos hacer
actuar Z? en R? por traslaciones. Es claro que Z? es finitamente generado y que el
cuadrado [0,1] x [0,1] es un dominio fundamental. Podemos ver que la distancia de
palabras dg, para S = {(1,0), (0,1)}, es Lipschitz equivalente a la distancia euclidea en
Z? (de hecho, es la distancia inducida por la norma de la suma || ||;), luego la inclusién
7? — R? es biLipschitz.

Notar que a grandes escalas la distancia entre dos puntos x e y de R? puede aproxi-
marse por la distancia de palabras entre dos elementos de Z? que estén suficientemente
cerca de x e y. Mas precisamente, supongamos que 21, 2o € Z cumplen

lz =21l lly — 2l < 1.
Luego
AN ds(z1,20) —2 < ||z1 — 2l =2 < ||z —y|| < |21 — 22]] + 2 < Mds(21, 22) + 2,

para alguna constante A > 1. Podemos pensar en z; y 2 como las imagenes de x e y
por una funcién f : R* — Z? que cumple ||Z — f(Z)]| < 1 para todo Z € R2.

La desigualdad anterior nos da una relacion mas débil que la equivalencia Lipschitz
entre espacios métricos a la que llamaremos cuasi-isometria. Veremos mas adelante que
bajo ciertas condiciones un grupo finitamente generado es cuasi-isométrico al espacio
métrico en el que actia.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Espacios métricos

Una métrica o distancia en un conjunto X es una funcién |- —-|: X x X — [0, +00)
tal que:

(1) |z —y|=0siysolosiz=y.
(2) |xr —y| = |y — x| para todo par de puntos z,y € X.

(3) |z —z| < |z —y|+ |y — 2| para toda terna z,y, z € X. Esta propiedad se conoce
como desigualdad triangular.

Usaremos indistintamente los términos “métrica” y “distancia”, salvo en el caso de
variedades Riemannianas, donde serd necesario usar estos términos con diferente sig-
nificado.

Un espacio métrico es un par (X, |- —-|), donde |- — - | es una métrica en X. Para
simplificar omitiremos la métrica y notaremos simplemente X. La métrica sera siempre
notada de esta forma, salvo que sea necesario hacer alguna distincion. Otra notaciéon
usual para indicar la distancia entre x e y es d(z,y) .

Las bola abierta de centro xo € X y radio r > 0 en X es el conjunto
B(z,r)={z € X : |v — x| <7},
y la correspondiente bola cerrada,
B(z,r)={x € X : |r — x| <1}

La familia de bolas abiertas generan una topologia en X. Todas las propiedades
topoldgicas de X a las que se haga referencia en adelante seran siempre con respecto a
esta topologia. Es asi, por ejemplo, con las funciones continuas, para las cuales existen
las siguientes formulaciones equivalentes:



e Para todo zy y € > 0 existe § > 0 tal que |z — y| < § implica |f(z) — f(y)| < e.

e Para toda sucesién x,, — x se tiene f(z,) — f(x).

Una clase especial de funciones continuas entre espacios métricos son las funciones
Lipschitz. Decimos que una funcién f : X — Y es Lipschitz si existe A > 1 tal que

[f () = ()] < Az — 2|

para todo par de puntos x, 2’ € X. En este caso diremos también que f es \-Lipschitz.
La funcién f es biLipschitz o (A-biLipschitz) si para todo par de puntos x,z’ € X,

A e —a| < |f(z) - f(a)] < Nz — 2],

para algin A > 1. Si ademas f es biyectiva decimos que es un homeomorfismo biLips-
chitz. Observar que esto ultimo es equivalente a que f sea Lipschitz y tenga inversa
Lipschitz. Diremos que dos métricas en el mismo espacio X son Lipschitz equivalen-
tes si la identidad es un homeomorfismo biLipschitz al considerar una de ellas en el
dominio y la otra en el codominio.

Un encaje isométrico de X en Y es una funcién f : X — Y que cumple |f(x) —
f(z")| = |x—2'| para todo z, 2’ € X, es decir, que preserva la distancia. Si ademds f es
sobreyectiva decimos que es una isometria. Observar que un encaje isométrico es una
funcién 1-biLipschitz y una isometria es un homeomorfismo 1-biLipschitz.

2.1.1 Distancias entre subconjuntos

Definimos la distancia entre subconjuntos A y B de un espacio métrico X por
dist(A, B) = inf{|la — b : a € A,b € B}.

Observar que dist no es una métrica en las partes de X. Por ejemplo, si ANB # 0,
entonces dist(A, B) = 0. La desigualdad triangular también puede fallar. Para ver esto
consideramos en la recta R los conjuntos A = {0}, B = {1,3} y C = {4}. Tenemos

dist(A,C) =3 > 2 =dist(A, B) + dist(B,C)

Por otro lado, definimos la distancia de Hausdorff entre A, B C X por

disty (A, B) = max {sup dist({a}, B),sup dist(A, {b})} :
beB

a€A

Observar que disty (A, B) puede verse como el infimo real positivo r tal que B estd en
un r-entorno de A (notado por E,(A)) y viceversa. En el caso de que no exista tal r
queda disty (A, B) = oo.



Proposicién 2.1.1. Sea C la familia de todos los subconjuntos cerrados y acotados no
vacios de X. Entonces disty define una métrica en C.

Demostracion. Es claro que disty (A, B) = disty(B,A) < +ocosi A,B € C.

Supongamos que disty(A, B) = 0 y probemos A = B. Tenemos que todo a € A
estd en F,.(B) para todo r > 0. De aqui se puede extraer una sucesion b,, € B tal que
la — b,| < 1/n. Esto implica que a es punto de acumulacién de B y luego, como este
es cerrado, a € B. De la misma forma se prueba que todo punto de B esta en A.

Para probar la desigualdad triangular fijemos tres conjuntos A, B,C € C. Sean
r > distg(A,B) y s > disty(B,C). Dado a € A existe b € B con |a — b| < r y luego
c € C con |b—c| < s, lo que implica |a — ¢| < r + s. Concluimos que A C E5(C) para
todo § > disty(A, B) + disty(B,C). De la misma forma se prueba que C C Ej(A)
para todo ¢ > disty(A, B) + distg(B,C') de donde se deduce

diStH(A, C) S diStH(A, B) + dZStH(B, C)

2.1.2 Cuasi-métricas

Una cuasi-métrica en un conjunto X es una funcion p : X x X — R que cumple las
siguientes propiedades:

(1) p(x,y) > 0 para todo par de puntos z,y € X y p(x,y) = 0 si y sélo si z = y.

(2) p(z,y) = p(y,x) para z,y € X.

(3) Existe M > 1 tal que dados z,y,z € X se cumple p(z,2) < M(p(z,y) + p(y, 2))
(propiedad cuasi-triangular).

Llamamos a M constante de la cuasi-métrica y decimos que (X, p) es un espacio cuasi-
métrico de constante M.

Es fécil verificar que la condicién (3) es equivalente a la siguiente:
(3’) Existe K > 1 tal que dados x,y, z € X se cumple p(z, z) < K max{p(z,y), p(y, 2)}.

Esto nos sera ttil mas adelante.

Una propiedad importante de las métricas que se pierde al debilitar la propiedad
triangular es la de inducir topologia: la familia de bolas de una cuasi-métrica no siempre
son base para una topologia. Veamos esto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.2. Pongamos en C la cuasi-métrica definida por

%|x—y| siz,y €R,
|z —y| sino.

plz,y) = {



Es facil ver que (C, p) es un espacio cuasi-métrico de constante 2. Las bolas cen-
tradas en el eje real para esta cuasi-métrica son como se muestra en la figura. Por
ejemplo la bola de centro 0 y radio 1 es el conjunto B(0,1) = D U (—2,2), donde
D={xeC:|z <1}

Observar que no hay ninguna bola contenida en B(0,1) N B(3,1) = (1,2), es decir
que la familia de bolas no es base para ninguna topologia.

Una funcién entre espacios cuasi-métricos f : (X, p1) — (Y, p2) es continua en z
si para toda sucesién x, convergente a x se tiene que f(z,) — f(x). La funcién f
es continua si lo es en todo punto y es un homeomorfismo si es continua, invertible y
con inversa continua. De la misma forma que para espacios métricos podemos definir
funciones (bi)Lipschitz entre espacios cuasi-métricos y equivalencias Lipschitz entre
cuasi-métricas

La siguiente propiedad de las cuasi-métricas serd importante mas adelante.

Proposicién 2.1.3. Si p es una cuasi-métrica entonces existe € > 0 tal que p° es
Lipschitz equivalente a una métrica.

Demostracion. Es claro que p® es una cuasi-métrica para todo ¢ > 0. Fijemos € de
forma tal que p¢ cumpla (3') para K < V2 y consideremos

|Zl§'—y’ :inf{zp5<ai—17ai) :$:a07ala"'7an:y€X}'

i=1
Esto define una funcién no negativa y simétrica que satisface la desigualdad triangular

y |z —yl < p(z,y) para todo x,y € X.
Vamos a probar por induccién que para ag, ..., a, € X se cumple

1

épe(a(h an) < pe(a07 (11) .ot pe(an-l-lv an)'
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Para n = 1 es obvio. Supongamos que es cierto para todo 1 < m < n y pongamos
S = p(ap,a1) + ...+ p(an-1,a,).
Existe k =0,...,n — 1 tal que

p(ao, ar) + ...+ p*(ar—1,ak) y p(Qrs1, Qpp2) + ..+ p(an-1, an)

son ambos menores a %S . Supongamos primero que ninguna de las dos expresiones son
vaciasn (es decir, k # 0,n — 1). Por hipétesis de induccién

pE(GO’ ak’)v pe(ak+17 an-‘rl) S S

y usando la propiedad (3') dos veces nos queda

pe(aﬂ? an-‘rl) <2 meix{pg(ao, ak)> pe(a'k’v ak-i-l)v pe(a'k’-i-la a’n-i—l)} < 265.

Si k = 0,n — 1 basta con aplicar (3') una sola vez.

Hemos probado que entonces que p(z,y) < 2|x — y| para todo z,y € X, lo que
termina la demostracion. O]

2.2 Curvas en un espacio métrico

Una curva en X es una funcion continua v : I — X, donde I C R es un intervalo. Para
evitar problemas futuros vamos a suponer que 7 no es constante en ningiin intervalo.
Si I = [a, b], definimos la longitud de ~y como

long(7) = sup {Z y(t) —v(tic)|ineN, a=tg <ty <. <t, = b} :
=1

De la definicién no es dificil ver que si v : J — X es una reparametrizacion de v, esto
es, existe un homeomorfismo o : I — J tal que v = 5 o o, entonces long(v) = long(7).
Es decir, la longitud de una curva es independiente de su parametrizacién. En realidad,
cuando hablamos de una curva estaremos, la mayor parte de las veces, hablando de su
clase a menos de reparametrizaciones. Esto nos permite, por ejemplo, asumir que las
curvas definidas en un intervalo compacto tienen siempre a [0, 1] como dominio.

Para entender esta definicién conviene considerar el caso X = R", donde la longitud
de una curva se puede aproximar por longitudes de poligonales con vértices sobre ella,
como se ve en la siguiente figura.
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Observar que la longitud de la concatenacion de dos curvas es la suma de sus
longitudes. Para ser més precisos, si consideramos v, : [a,b] = X y 72 : [¢,d] = X
cumplen 7, (b) = v2(¢), su concatenacion es la curva y17y, : [a, b+ d — ¢] = X por

NG it € [a,b]
Nn(t) = { Yot +c—0b) site[bb+d—d.
Entonces tenemos long(y172) = long(y1) + long(72).
Si I no es un intervalo compacto, entonces ponemos

long(v) = sup {long (V|jay) : [a,b] € I}.

Decimos que una curva v : I — X es rectificable si long(vy) es finito, y que es
localmente rectificable si long (7|[a,b]) es finito para todo [a,b] C I.
Una curva localmente rectificable v esta parametrizada por longitud de arco si para
todo [t,t'] C I se cumple
long (V]pe) = [t — t.
Proposicién 2.2.1. Sea v : [a,b] — X wuna curva rectificable. Entonces existe una
reparametrizacion vy de vy que estd parametrizada por longitud de arco.

Demostracién. Definimos o : [a,b] — [0,long(7)], o(t) = long(7]jay). Esta funcién es
claramente continua y creciente (recordar que estamos asumiendo que 7y no es constante
en ningun intervalo). Ademds 0 y long(7y) estan en su imagen, por lo que es biyectiva.
Como su dominio es compacto o es una funcion cerrada, de donde concluimos que es
un homeomorfismo.

Definimos ¥ = yoo 1. Se verifica facilmente que 7 estd parametrizada por longitud
de arco. 0
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Observar que si v : I — X es localmente rectificable, entonces puede construirse
una reparametrizacion por longitud de arco de 7 escribiendo I como unién de intervalos
compactos que se intersectan a lo sumo en los extremos y tomando la reparametrizacion
por longitud de arco en cada uno.

Usando la proposiciéon anterior podemos definir la integral de linea de una funcion
f: X — Ralolargo de una curva v : [a,b] — X (cuando existe) por

Af:Ammwawu

donde 7 : [0,long(y)] — X es la reparametrizacién por longitud de arco. Esto se
extiende a curvas definidas en cualquier intervalo I de forma obvia. Observar que esta
definicién generaliza la nocién de integral de linea de funciones sobre curvas derivables
a trozos en R"™.

En caso de que la curva v sea inyectiva la longitud define una medida ¢ en su

imagen. Luego
/ f= / fdre.
g 7([a,b])

Ejemplo 2.2.2. Un ejemplo clasico de curva que no es localmente rectificable es la
conocida como curva de Koch. Para construirla consideramos una sucesion de curvas
afines a trozos v : [0,1] — R? definida por recurrencia de la siguiente manera (mirar
Figura 1.1):

e Yo(t) = (¢,0). Es decir que su imagen es un segmento de largo 1.

® 7,11 se obtiene de v, repitiendo el siguiente proceso en cada intervalo I C [0, 1]
que es maximal con la propiedad de que v|; es afin:

— Se divide I en tres intervalos consecutivos de igual longitud Iy, I, I3 y se
pone 7ys1(t) = () para t € I Uy,
— Se traza el tridngulo equilatero de base vx(I3) de forma tal que si Iy = [a, b]

y c es el tercer vértice, entonces el recorrido sobre el perimetro en sentido
antihorario pasa por los vértices a,b y ¢ en ese orden.

— Yka1|1, recorre los lados [a, c] y [c, b] en ese érden..

La imagen de 7, es notada por Ej. Como 7, es afin a trozos, su longitud es facil de

calcular. Podemos ver que long(v) = (%)k

Observar que

1 k
7 = Yietlloo = tzl[ég]}hk(t) — -1 ()] < (g) :
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lo que implica que {7%} es una sucesién de Cauchy en (C([O, 1],R?), | - Hoo> Como

este espacio es completo 7, converge uniformemente a una curva v a la que llamamos
curva de Koch y cuya imagen notamos por F'.

ﬁm
Mﬁﬁm ;

Figura 2.1: Construccién de la curva de Koch.

™

Para estimar la longitud de v observamos que si ¢y = 0,%y,...,t,, = 1 son los
puntos de no derivabilidad de 7, entonces y(t;) = Y(t;) para todo i = 0,...,my.
Tenemos entonces

tong(1) 2 3 (1) — i1} = lomg() = (%) .

Concluimos entonces que long(y) = 400, es decir que la curva de Koch no es rectifica-
ble.

Ademas, dado cualquier subintervalo [a,b] C [0, 1], se puede observar que existe kg
tal que hay dos puntos de no derivabilidad consecutivos tq,ts € [a,b] de ~x,. Luego
para k > kg se tiene

I
lOng(fyl[a,b]) Z long(’)/htl,tz}) Z long(’ykhthb]) = % <§> — 400.

Concluimos entonces que 7 no tiene subcurvas rectificables.
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La definicién de longitud de curvas que hemos dado extiende a la nocién de longitud
para curvas diferenciables. Vemos esto en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.3. Supongamos que 7 : [a,b] — R™ es una curva de clase C'. En-
tonces

b
tong() = [ 1) .

Demostracién. Primero observamos que como v es de clase C!, esta es de Lipschitz
(puede verse facilmente que lo es en cada coordenada usando el Teorema del Valor
Medio de Lagrange). Supongamos entonces que L es una constante de Lipschitz para
.

Para una particién P = {t, = a, ..., t,, = b} del intervalo [a, b] notamos

S(P) = Z [7(t:) — vt

Tomamos { Py} una sucesién de particiones tal que S (Pk) — long(y) y luego para cada
k € N definimos f : [a,b] — R, tal que

v (i) — Y (Eri—) |l
Ju(t) =
bk — thi-
sit e [tk,i—17 tkﬂ'), donde P, = {tk’o, - 7tk7mk}‘
Por un lado, f; converge puntualmente ||7|| en [a,b). Ademds |fx| < L para todo
k, por lo que puede usarse el Teorema de Convergencia Dominada para asegurar que

b b
[ swde~ [

b

Por otro lado,

b mp
/ et de =3 Inftn) = 1(tka )| = S(F2) = long ().

Lo que termina la prueba. O]

La longitud de curvas nos permite definir una segunda distancia en un espacio
métrico X conexo por caminos, que llamaremos métrica (o distancia) de longitud y
quedara determinada por

diong(z, ") = inf{long(v) : v : [0,1] = X curva con y(0) =z y 7(1) = 2'}.

Observamos que siempre se da |z — 2’| < djpng(x, 2’). Diremos que X es un espacio de
longitud, o que tiene una métrica de longitud, si la igualdad se da para todo par de
puntos z, 2’ € X. Ejemplos de espacios de longitud son las variedades Riemannianas,
mientras que las variedades encajadas en R" con la métrica ambiente no lo son en
general.

Antes de finalizar esta seccién hacemos las siguientes definiciones:
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e Un segmento geodésico en X es un encaje isométrico 7 : [a,b] — X. Es decir, una
curva que para todo t,t € [a,b] cumple

() = ()] = [t =t].

Llamaremos de esta forma tanto a la curva v como a su imagen, a la que escribi-
remos también de forma [y(a),y(b)]. Diremos en este caso que v (o [y(a),v(b)])
es un segmento geodésico que une y(a) con y(b).

e Un rayo geodésico es un encaje isométrico r : [0, +00) — X . También llamaremos
de esta forma a la imagen de r. El punto r(0) serd denominado el origen del rayo
geodésico.

e Una geodésica en X es un encaje isométrico g : R — X. Al igual que en los
puntos anteriores, el término geodésica también se usara para referir a la imagen
de g.

Un espacio de longitud X es geodésico si todo par de puntos puede ser unido por
un segmento geodésico.

Es posible que dos puntos x y 2’ en un espacio geodésico X pueden ser unidos por
mas de un segmento geodésico. Un ejemplo simple puede verse al tomar dos puntos
diametralmente opuestos en un circulo (dotado de la métrica de longitud usual). Esto
nos dice que la notacién [z, 2’| presenta cierta ambigiiedad. Sin embargo, en muchos
casos la usaremos sin demasiado cuidado para referirnos a alguno de los segmentos
geodésicos que unen dichos puntos.

Ejercicio 2.2.4. Sea (X,|- —:) un espacio métrico, long la funcién de longitud de
curvas y djong su correspondiente métrica de longitud. Probar que si Long es la funcién
de longitud en (X, djongy), entonces para toda curva y en X se tiene Long(y) = long(y).

2.3 Medidas de Borel en espacios métricos

Recordamos que una o-dlgebra en un conjunto X es una familia de subconjuntos que
contiene a ) y es cerrada por complementos y uniones numerables. Si X es un espacio
métrico, consideramos la o-dlgebra de Borel como la interseccién de todas las o-algebras
que contienen a todos los abiertos. La notamos por By o simplemente por B y llamamos
borelianos a sus elementos.

Llamaremos medida de Borel en X es una funcién p : By — [0, +00] que cumple:

1. u(0) =o.

2. Si {E\} a una familia disjunta de borelianos, entonces
o(Us) - us,
k k
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3. Para todo z € X y r > 0 se tiene

0 < p(B(z,r)) < +00.

Es decir, p es una medida finita y positiva en las bolas de X.
Decimos que una funcién f : X — R = [—00,00] es medible si la preimagen de
cualquier abierto en R es un boreliano.

2.4 Formas diferenciales

Aqui consideraremos siempre M una variedad diferenciable de dimension n.

Una k-forma en M (para k = 0,...,n) es una funcién w que a cada punto z € M
le asigna una funcién k-lineal alternada w, en el espacio tangente T, M. Si o : U — M
es una carta local alrededor de z = ¢(Z), entonces se puede definir el pull-back de w
por ¢ como la k-forma en U definida por

(QO*OJ)f(’Ul, Ce ,’Uk) = wx(djgp(vl), ceey di,gp(vk)) (21)
Como esta k-forma estd definida en un abierto de R™ puede expresarse
(p*w)z = Z Qi (T) Ay A= N dy,,

1<i1 << <n

donde dz; es la 1 forma dada por la proyeccién en la i-ésima coordenada y a;, . ;
funciones en U a las que llamamos coeficientes de w para la carta local .

, son

En general, puede definirse el pull-back de una k-forma por una funcién diferenciable
mediante la férmula (2.1).

Decimos que w es una k-forma medible si todos los coeficientes para cualquier carta
local son medibles. Para simplificar nos referiremos a las k-formas medibles simplemente
como k-formas y adoptaremos la notaciéon A¥(M) para al espacio de todas las k-formas
en M.

Una k-forma diferencial es una k-forma con todos sus coeficientes difereciables. El
espacio de k-formas diferenciales en M sera notado por QF(M).

Dada una k-forma diferencial

w = E ai17.__7ik dIil FANKIEIRIVAN dl’ik,

1<ip << <n

definida en un abierto de R™, se define su derivada ezterior como la (k + 1)-forma
diferencial
L P
dw = Z Z#d@/\dmil/\---/\dzik.
1<y <-<ip<n j=1 J
Aqui hay que recordar que si j = i, para algin r = 1,..., k, entonces dz; Adz; A--- A\
dx;, es nula.
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Luego, si w es una k-forma en M, entonces su deriwvada exterior se define de forma
tal que para toda carta local ¢ : U — M se tiene

dw = (o 1) *dp*w
en p(U).
A continuacién se listan algunas propiedades de la derivada exterior:

Proposicion 2.4.1. Sean M y N dos variedades diferenciables, f : M — N un mapa
diferenciable y w € QF(M). Entonces el operador d cumple las siguientes propiedades:

1. d(Aw +n) = Adw + n para todo A € R (linealidad)
2. dwAn) = (dw) An+ (—1)*w + dn.

3. d®*=dod=0.

b d(fr) = ().

Por la prueba de esta proposicion o mas detalles sobre formas diferenciales se reco-
mienda consultar [29].

El tercer punto de la Proposicién 2.4.1 permite considerar el complejo
0— QM) L Q' (M) S 2(m) S ...

Es decir que se cumple Imd,_; C Kerd, para todo k > 1, donde dy = d|qor (-
La cohomologia de De Rham de M es la familia de R-espacios vectoriales

Ker dk
HéR(M) = Im dk;—l :

Donde se entiende que d_; es el mapa nulo. Los elementos de Ker d;, se conocen como
formas cerradas y las de Im dj,_; como formas eractas en QF(M).

Puede verse facilmente que si M y N son dos variedades diferenciables difeomorfas,
entonces Hin(M) y HY5(N) son isomorfos como espacios vectoriales para todo k > 0.1
Esto da una herramienta para distinguir variedades a menos de difeomorfismo.

Consideremos el siguiente resultado:

Lema 2.4.2 (de Poincaré). Sea M una variedad diferenciable contractible, entonces
para todo k > 1 toda k-forma cerrada en M es exacta. Es decir que Hin(M) es trivial
para todo k > 1.

Luego tenemos que, por ejemplo, H}-(R?) es trivial. Sin embargo puede verse que
la 1-forma en R? \ {0} definida por

—y .
es cerrada pero no exacta. Por lo que Hj,(R?\ {0}) # 0 y por lo tanto R? y R?\ {0}
no pueden ser difeomorfos.

'En realidad la cohomologia de De Rham es invariante por equivalencia homotépica.
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2.5 Meétricas Riemannianas

Una familia importante de espacios de longitud son las variedades Riemannianas.
Aqui daremos una muy breve introduccién, para un trataminento mas profundo del
tema se sugiere mirar [11].

Una métrica Riemanniana en una variedad diferenciable M (de dimensién n) es
una funcién que a cada punto x € M le asigna un producto interno g, = (, ), en T, M
de forma tal que su pull-back para toda carta local tiene coeficientes diferenciables.
Clarifiquemos lo que esto significa: dada una carta local ¢ : U — M se define el
pull-back p*g: U x R" x R® — R, por

(QO*Q)I(’U, w) = <dx()0(v)> dzgp(v»(ﬁ(m)‘

Si fijamos x, entonces (p*g), es un producto interno y por lo tanto existe una matriz
A(z) = {a; j(x)} simétrica tal que

(#70)2(v, w) = (A(x)v, w).

Los coeficientes de ¢*g son las funciones a;;.

Una variedad Riemanniana es una variedad diferenciable junto con una métrica
Riemanniana.

Como es evidente, una métrica Riemanniana no es una métrica tal cual la hemos
definido al inicio del capitulo. Sin embargo veremos a continuacién que esta induce una
verdadera métrica o distancia.

Al tener un producto infterno en cada espacio tangente a M tenemos una familia de
normas ||v||, = /(v,v), lo que nos permite definir una nocién de longitud (la llamamos
longitud Riemanniana) de una curva diferenciable v : [a,b] — M por

b
longr(v) =/ 17/ ()] dt.

Puede verse que la longitud asi definida es invariante por reparametrizaciones, luego
definimos la distancia Riemanniana en M por

|z — 2’| = inf{long(y) : 7 : [0,1] = X curva con v(0) =z y y(1) = 2'}.

Puede verse que las isometrias de M (con respecto a la distancia Riemanniana) son
los difeomorfismos f : M — M que cumplen f*g = g, es decir que para todo x € M y
v,w € T, M se tiene

(dof (), dof(w)) pa) = (0, W)a- (2:2)

Proposicién 2.5.1. La longitud Riemanniana de una curva en una variedad Rieman-
niana coincide con la longitud definida en la Seccion 2.2 para la distancia Riemanniana.
Es decir que (M, |- —-|) es un espacio de longitud.
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La prueba de la proposicién anterior se deja como ejercicio. Se sugiere adaptar la
prueba de la Proposicién 2.2.3 observando que

h—0 -

A partir de la Proposicién 2.5.1 abandonamos la notacién longg(7y) y escribimos en
todos los casos long(7).

Ejercicio 2.5.2. Probar que si 7 es un segmento geodésico en una variedad Rieman-
niana siempre es una curva diferenciable.

Puede verse que, dada una variedad Riemanniana orientada M de dimensién n,
existe una tnica n-forma dV tal que si {vq,...,v,} es una base ortonormal positiva
de T, M, entonces dV,(vy,...,v,) = 1. Esta es la forma de volumen de M. A partir de
ella se puede definir la medida de volumen de un subconjunto abierto A C M por

/dV‘.
A

Luego (por el Teorema de Carathéodory) obtenemos una medida de Borel Vol en M,
que denominamos volumen Riemanniano o simplemente volumen.

Vol(M) =

Si M no es orientable el volumen puede definirse de todas formas. Basta con escribir
M como unién disjunta de variedades con borde orientables de la misma dimensiéon y
tomar el volumen en cada una de ellas.

La integral de cualquier funcién medible no negativa o integrable f : M — R sobre

M esta bien definida por
/ fdV = / fdv.
M

Si ademés f es diferenciable y M es orientable, la expresion anterior coincide con la
integral de la n-forma diferencial f dV .
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Capitulo 3

Quasi-isometrias

Consideremos dos espacios métricos X e Y. Decimos que una funcién F' : X — Y es
una cuasi-isometria si existen constantes A > 1 y € > 0 tales que:

(i) Para todo x,2" € X se cumple

ANz — 2| —e < |F(z) — F(2')| < Mz — /| +e.

(ii) F(X) es e-denso en Y: para todo y € Y existe x € X tal que |f(z) —y| <e.

En este caso también diremos que F' es una (A, €)-cuasi-isometria o una cuasi-isometria
de constantes (), €). Si se cumple solo la condicién (i) decimos que F' es un encaje cuasi-
1sométrico.

La condicién (i) es una versién débil de la condicién biLipschitz. Puede pensarse en
A como la constante de Lipschitz y en & como un margen de error (observar que este
error rompe la continuidad de F'). Intuitivamente, la condicién (i) dice que la funcién
F resulta biLipschitz si se observa los objetos desde una distancia suficiente grande,
donde el error se hace despreciable. Por otro lado, la condicién (ii) es una versiéon débil
de la sobreyectividad.

La definicién anterior introduce una nocién de equivalencia entre espacios métricos,
como se observa en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.0.1. Sean X,Y y Z tres espacios métricos y F': X =Y yG:Y — Z
dos cuasi-isometrias de constantes (A, €) y (A, €) respectivamente. Entonces

(i) GoF : X — Z es una cuasi-isometria.

(ii) Eziste una cuasi-isometria F Y — X tal que F o F y F o F estdn a distancia
uniforme acotada de la identidad en el espacio correspondiente.

La distancia uniforme entre dos funciones F,G : X — Y es definida por

|F — G|oo = sup{|F(z) — G(z)| : v € X}.
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Demostracion. Para probar la primera parte comencemos tomando dos puntos x, 2’ €
X. Por un lado tenemos

|GoF(z) —GoF(z')| < MF(z) — F(a')|+ & < Az — 2'| + de + &
Por otro lado
|GoF(x)—GoF(z")| > N YF(x) — F(z')| —é> AN\ Yo — 2| — A le — &

Ahora, dado z € Z, sabemos que existe y € Y con |G(y) — 2| < € y luego z € X
con |F(z) — y| < e, de donde tenemos

|G o F(x)— 2| < |GoF(z) —Gy)| + |Gy) — 2| < AF(z) —y|+e+E< de+e+&

Concluimos entonces que G o F' es una cuasi-isometria de constantes ()\5\, (/N\ +1)e+¢).

_ Probemos ahora (ii). Dado y € Y tomamos z € X tal que |F(z) —y| < € y ponemos
F(y) = x. De esta forma definimos la funcién F' : ¥ — X | que claramente cumple
|FoF — Idy|s < e.

Veamos que F es la cuasi-isometria buscada. Por un lado, dados v, ¥’ € Y tenemos
[F(y) = F(y)| < NF(F(y)) = F(F(y))| + e
SMIFEW) =yl +ly =y + 1y = F(F@))]) + A
< ANy — | + 3)e.
Por otro lado
[F(y) = F(y)| 2 A\ F(F(y) — F(F(y)] = A'e
> Ay =y = F(F(y) =yl —+ly = F(F(y)]) —A'e
> A Hy — ] —3A e
Ahora si # € X, tenemos que, como F(r) € Y, entonces |F(z) — F(F(F(x)))| < e.

Luego
|z — F(F(2))] < A|[F(z) — F(F(F(2)))] + Ae < 2e.

es decir que F(Y) es 2\e-denso en X. Ademds esto nos muestra que
|[FoF — Idx|s < 2)e,

lo que termina la prueba. O

Como ya anunciamos, la proposiciéon anterior nos dice que podemos definir una
relacion de equivalencia en la clase de los espacios métricos a partir de la existencia
de cuasi-isometrias entre ellos. Diremos entonces que X e Y son cuasi-isométricos si
existe una cuasi-isometria F': X — Y.

La cuasi-isometria F definida en la prueba de la proposicién anterior se denomi-
na cuasi-inversa de F. Observar que existen multiples cuasi-inversas de una cuasi-
isometria dada. Sin embargo, no es dificil ver que dos de ellas siempre estan a distancia
uniforme acotada.

De la nocién de cuasi-isometria se deriva naturalmente el siguiente problema:
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Dados dos espacios métricos X eY, decidir si son cuasi-isométricos.

Este es el problema central de la geometria a gran escala.
Una problema similar puede enunciarse de la siguiente manera:

Dada una familia de espacios métricos, determinar sus clases de cuasi-isometria.

A este ultimo tipo de problemas los denominaremos problemas de clasificacion cuasi-
isométrica. A lo largo de estas notas nos concentraremos sobre todo en este tipo de
problemas.

Ejercicio 3.0.2. Decimos que una funcion F : X — Y es

o cuasi-Lipschitz si existen dos constantes A > 1 y € > 0 tal que para todo par de
puntos x,z’ € X se cumple

|F(z) — F(2')| < Mz — 2| +e.

e uniformemente propia si existe una funcién ¢ : (0, +o00) — (0,400) tal que para
todo x € X y r > 0 se cumple diam F~!(B(z,r)) < é(r).

Consideramos una funciéon F' : X — Y. Se pide:

1. Probar que si F' es una cuasi-isometria, entonces es cuasi-Lipschitz y uniforme-
mente propia.

2. Probar que si F' es cuasi-Lipschitz y existe otra funcion cuasi-Lipschitz G : Y —
X tal que Go F'y F o (G estan a distancia uniforme acotada de la identidad,
entonces F' es una cuasi-isometria y G es una cuasi-inversa de F'.

3. Probar que si F' es cuasi-Lipschitz, F'(X) es C-denso en Y y existe G : Y — X
cuasi-Lipschitz tal que G o F estd a distancia acotada de la identidad, entonces
F' es una cuasi-isometria.

3.1 Primeros ejemplos

Quiza la primera observacion obligada que debemos hacer en este punto es la siguiente:
si X es un espacio métrico acotado, entonces la inclusion de un punto cualquiera xy € X
es una (1, diam(X))-cuasi-isometria. Esta tiene como tnica cuasi-inversa a la tnica
funcién X — xy. Como consecuencia de esto tenemos que todos los espacios acotados
son cuasi-isométricos y por lo tanto son triviales desde nuestro punto de vista. En
adelante consideraremos siempre espacios no acotados.

Ejemplo 3.1.1. Observamos que la inclusién Z" < R" es una (1, 1/ ﬂ)—cuasi—isometria.

Notar que en general se da lo siguiente: Si X C Y es e-denso, entonces la inclusion
X <= Y es una (1, e)-cuasi-isometria.
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Ejemplo 3.1.2. Consideramos N y Z con la métrica del valor absoluto. Supongamos
que existe una cuasi-isometria F' : N — Z de constantes (A, ¢). Sin pérdida de gene-
ralidad asumimos que F(0) = 0 (esto puede hacerse porque las traslaciones en Z son
isometrias). Como B = B(0, A +¢) C Z es finito, existe ng € N tal que F'(n) ¢ B para
todo n > ng. Supongamos que F'(ng) > 0 y tomamos n; > ng tal que

F(n) >0 para todo ngo <n <nyy F(ny) <0.

Observar que n; existe porque F(N) debe ser e-denso en Z. Como n; > ng se cumple
ademas
|F(n1) — F(ny — 1) >2(A+¢) > Any — (ng — 1)| + ¢,

lo que contradice el hecho de que F' es (), £)-cuasi-isometria. Concluimos entonces que
N y Z no son cuasi-isométricos.

Como Z es quasi-isométrico a R y N es cuasi-isométrico a cualquier semirrecta de
R tenemos que R no es cusi-isométrico a ninguna semirrecta. Concluimos de esto que
en la familia de los intervalos de R hay tres clases de cuasi-isometria: la de R, la de las
semirrectas y la de los intervalos acotados.

Ejercicio 3.1.3. ;Cuantas clases de cuasi-isometria tiene la familia de subconjuntos
de R?

3.1.1 Crecimiento de volumen y clasificacién de los espacios
euclideos

Ahora vamos a distinguir los espacios euclideos. Para esto empezamos probando que R
y R? no son cuasi-isométricos, y para esto basta con probar que Z y Z? no lo son. Como
la distancia euclidea es Lipschitz equivalente a la distancia del maximo, tomaremos esta
tltima en Z2.

Nos serd de utilidad el siguiente lema:

Lema 3.1.4. Sea F' : X — Y wuna cuasi-isometria. Entonces existe D > 0 (que solo
depende de las constantes de cuasi-isometria de F) tal que diam F~'(y) < D para todo
yevY.!

Demostracion. Supongamos que F' es una (A, €)-cuasi-isometria, luego dados z,z2" €
F~1(y) se tiene
ANz —2/| —e < |F(x) - F(2)| = 0.

Por lo tanto |z — 2'| < Ae. O

Supongamos ahora que existe una (), €)-cuasi-isometria F' : Z? — Z. Sin pérdi-
da de la generalidad podemos suponer que F(0,0) = 0. Dado n € N se tiene que

LObservar que esto es una consecuencia directa del hecho de que una cuasi-isometria es uniforme-
mente propia (Ver Ejercicio 3.0.2).
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F(B((0,0),n)) € B(0,An + ¢), donde B(z,r) indica la bola cerrada en el espacio que
corresponda.

Tenemos que #B((0,0),n) = (2n + 1)? y #B(0,\n +€) < 2(An+¢) + 1. Es decir
que existe y € B(0, An + ¢) tal que

2
) >

(An+¢e)+1
lo que, por el Lema 3.1.4, es absurdo si n es suficientemente grande. Se concluye
entonces que Z y Z* no son cuasi-isométricos y luego no lo son R y R2.

El argumento usado funciona porque el crecimiento del cardinal de bolas (con res-
pecto a su radio) tiene orden diferente en los espacios Z y Z*. Esto se ve en R y R?
como una discordancia entre el crecimiento de volumen de las bolas con respecto al
radio. Ambas nociones de crecimiento (segun la medida de conteo y segin el volumen)
son la misma cosa desde el punto de vista de la geometria a gran escala.

Queremos llevar esta idea al contexto general de un espacio métrico X dotados con
una medida que esté ligada con su geometria.

Definicién 3.1.5. Sea X un espacio métrico dotado de una medida de borel p. Decimos
que el par (X, u) tiene geometria acotada (o que p es una medida de geometria acotada
en X) si existe g > 0 tal que para todo r > rg se cumple

0<o(r):= 37}'g}f{,u(B(az,r)) < ig?'u(B(m’r)) =:V(r) < +oo. (3.1)

Observar que la medida de conteo en Z"™ y el volumen en R" son medidas de geo-
metria acotada.

Fijado (X, ) con volumen controlado, nos interesa estudiar las funciones

¢u(r) = p(B(z,r)) parar > 0.

Lo primero a observar es que si tomamos dos puntos z1,xs € X, entonces para todo
r > 0 se tiene

B(xy,7) C B(xg,r + |zy — xl\) y B(zq,7) C B(xl,r + |zy — x1|),

luego ¢u, (1) < ¢y (1 + |21 — 22]) ¥ 00y (r) < @, (7 + |21 — 22]). Esto nos da una idea
de céomo definir el crecimiento de volumen para que no dependa del punto base x.

Definicién 3.1.6. Decimos que dos funciones ¢, : (0,+00) — (0, +00) son equiva-
lentes, y notamos ¢ ~ 1, si existen constantes A, B,C' > 0 (A,C # 0) y ro > 0 tales
que

p(r) < CY(Ar + B) y (r) < Cp(Ar + B) (3.2)

para todo r > rg. Definimos el crecimiento de volumen de (X, u) como la clase [¢,]
para la relacién dada, donde x es cualquier punto en X .2

2Esta definicién no es estdndar. La hacemos de esta forma para tener un objeto al que llamar
crecimiento de volumen de un espacio, lo que nos permite, entre otras cosas, expresar de forma
sencilla resultados como el que sigue. Es comun en la bibliografia leer sobre crecimiento exponencial
o crecimiento polinomial de determinado grado.
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Teorema 3.1.7. Sean (X, p) y (Y,v) dos espacios métricos medibles de geometria
acotada. St X e 'Y son cuasi-isométricos, entonces tienen el mismo crecimiento de
volumen.

Demostracion. Supongamos que F' : X — Y es una (A, ¢)-cuasi-isometria y que
vx, Vx, vy, Vy son las funciones definidas en (3.1) para X e Y respectivamente. To-
mamos un punto z € X y consideramos las funciones

(1) = ,u(B(x,r)) Y Pr@)(r) = I/(B(F(x),r)).

Fijamos 6 > 0 de forma tal que v := A6 —¢ > 0 y dado r > 0 tomamos un
conjunto d-separado maximal en B(x,r), al que notamos por E. Como F es maximal,

se tiene
B(x,r) C U B(a',0),
y luego
pa(r) <D u(B(&',38)) < (E)Vx(3). (3.3)

ek

Por otro lado, si x1, x5 € E, entonces
|F(x1) = F22)] > A6 —e =y >0,
por lo que #F(F) = #FE y F(F) es un conjunto y-separado. Como ademas
F(E) C F(B(z,r)) C B(F(z),\r +¢)

se tiene que las bolas B(F(z'),7/2), con 2’ € E, son disjuntas y estan contenidas en
B(F(x),A\r + € + 7). Luego si ry es como en la Definicién 3.1.5 para el par (Y,v),
entonces para todo r > ry se tiene

(#E)y (v/2) <> w(B(F(2'),7/2)) < v(B(F(2)), \r + € +7) = op@) (Ar + + 7).

r'eR
(3.4)
Juntando (3.3) y (3.4) obtebemos ¢, (r) < Cpp)(Ar+ B) con A=\, B=¢+7y

Vx (5 . , . .
C = vy)(‘w( /;). Una desigualdad analoga se alcanza considerando una cuasi-inversa de

y
F'| lo que termina la prueba.

]

Observar que como consecuencia del Teorema 3.1.7 se tiene que el crecimiento de
un espacio métrico medible de geometria acotada no depende de la medida, por lo que
es una propiedad puramente métrica.

Una versiéon mas fuerte del teorema anterior puede leerse en [10], donde se debilita
la hipdtesis de geometria acotada.

Corolario 3.1.8. Dos espacios euclideos R™ y R™ son cuasi-isométricos si y solo si
n=m.
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Demostracion. Consideramos en R™ la medida de volumen, que es claramente de geo-
metria acotada. En este espacio se tiene ¢y(r) = r"w,, donde w, es el volumen de la
bola unidad en R".

Por el Teorema 3.1.7 tenemos que R™ y R™ son cuasi-isométricos si y solo si la
funcién Si @o(r) = r™w,, es equivalente a g, lo que solo puede suceder sin =m. [

Observacion 3.1.9. 1. No es cierto que tener el mismo crecimiento de volumen
implica la existencia de una cuasi-isometria. El ejemplo més simple es la compa-
raciéon entre N y Z. Otro ejemplo se ve en el punto anterior.

2. Las funciones de la forma t — ce®*? son todas equivalentes. Este es el caso del

crecimiento de los espacios hiperbdlicos (que veremos en el siguiente capitulo),
por lo que este invariante no permite diferenciarlos a menos de cuasi-isometrias.

Ejercicio 3.1.10. Probar que si F' : X — Y es cuasi-Lipschitz y uniformemente
propia (entre dos espacios métricos medibles de geometria acotada), entonces existen
constantes A, B,C'y ry tales que ¢,(r) < Cpp)(Ar + B) para todo r > ry. Es decir
que el crecimiento en X estda mayorado por el crecimiento en Y.

3.1.2 Grupos finitamente generados

Sea G’ un grupo finitamente generado y S un generador finito y simétrico (S~! = 9).
La norma de un elemento g € G, notada por ||g||s, es la minimo ¢ € N tal que existen
S1,...,8 € S con

g=s1""50

Se fija ||1]|s = 0. Luego se define la distancia de palabras en G por
ds(g,h) = g~ Alls.
Supongamos que S C G es otro generador finito. Si ponemos
M = méx{||s'||s : ' € S},

entonces tenemos que todo g € G se puede escribir como un producto de M]|g||s
elementos de S, de donde se deduce que ||g||sr < M||g||s-

Concluimos entonces que Id : (G,dg) — (G, dg/) es un mapa Lipschitz, y por un ar-
gumento analogo que su inversa también lo es, lo que implica que es un homeomorfismo
biLipschitz y luego una cuasi-isometria.

El grafo de Cayley del par (G, S5) es el grafo X = Cay(G, S) definido como sigue:
e Sus vértices son Xy = G.

e (g,h) € X; (es decir, (g, h) es una arista) si y solo si g7 th € S.
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La distancia en X es la distancia de longitud para la cual toda arista es isométrica al
intervalo [0, 1] C R.

(0,1)

(0,0) (1,0)

Figura 3.1: Grafo de Cayley de Z2.

Es claro que G < X es un encaje isométrico (1/2)-denso si en G se toma la distancia
de palabras dg. Esto implica que dos grafos de Cayley del mismo grupo son siempre
cuasi-isométricos, es decir, la clase de cuasi-isometria no depende del generador.

Observar que la accion por izquierda de GG en GG se extiende naturalmente a una
accion por isometrias de G en X que ademads cumple las siguientes condiciones:

e La accion es propiamente discontinua, es decir que para todo compacto K C X
hay finitos elementos g € G tal que gK N K # 0.

e En la bola cerrada de centro 1 € GG y radio 1 hay un representante de cada érbita.
Es decir que la accién tiene un dominio fundamental compacto o, dicho de otro
modo, que es cocompacta.

El siguiente lema es un resultado clésico de la teoria geométrica de grupos.

Lema 3.1.11 (Schwarz3-Milnor). Sea G un grupo que actia por isometrias en un
espacito métrico propio X cuya métrica es de longitud. Supongamos ademds que la

3Usualmente se escribe Svarc-Milnor, pero el primer apellido al que hace referencia esta denomi-
nacién es de hecho “Schwarz”. El origen de la confusién viene de que el matemédtico en cuestion es
ruso de ascendencia alemana, y su apellido en ruso se escribe “ Illsapr ”, que suena “Shvartz”.
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accion es propiamente discontinua y cocompacta. Entonces G es finitamente generado
y para todo generador finito S el mapa

(G7 ds) — X’ g = gZo,
es una cuasi-isometria, donde xo € X es un punto fijo cualquiera.
Un espacio métrico es propio si los cerrados y acotados en él son compactos.

Demostracion. Suponemos que G es infinito y X es no compacto, ya que el otro caso
es trivial.

Fijamos un punto g € X y R > 0 tal que B = B(w, R) contiene un dominio
fundamental de la accién de G. Luego los trasladados de B por G cubren todo X.
Ademads definimos:

S={seG\{1}:sBNB#0}
r= inf{dist(B,gB) cgeG,g¢ SU {1}}
A= méx{|x0 —sxo| 1 s € S}.
Observar que si sBN B # 0, entonces s ' BN B = s} (B N sB) # (). Es decir que

S—1 = S. Ademés S debe ser finito porque la accién es propiamente discontinua y la
bola cerrada es compacta.

Vamos a probar que S es generador de G. Para esto tomamos g ¢ S U {1} y sea
k € N* tal que
R+ (k—1)r <|xg— gxo| < R+ kr. (3.5)

Elegimos x1,...,Tr11 = gxo tal que |zg — 21| < Ry |z; — x441| < r para todo i > 1.
Esto lo podemos hacer porque X tiene una métrica de longitud. Luego tomamos 1 =
go,---,gx = g tal que z;41 € ¢;B para todo i y ponemos s; = g;*,g;. Observar que
g = s1---S, y que para todo 7 se tiene

dist(B, s;B) < |gi i — sig; 'wiva| = |vi — x| <7

Esto implica que s; € S U {1}, lo que nos permite concluir que S genera GG. Ademas,
por (3.5) se tiene

1 r—R 1
lglls <k < ;!$o—9$0|+7<;|$0—9$0’+1- (3.6)

Por otro lado, es directo a partir de la desigualdad triangular, que

|0 — gxo| < M|g]ls- (3.7)

Juntando (3.6), (5.1) y el hecho de que G acttia por isometrfas, tenemos la condicién (i)
de cuasi-isometria. La condicién (ii) sale del hecho de que los trasladados de B cubren
todo X, lo que implica que la érbita de xy es R-densa en X. O
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Para simplificar diremos que la accién de G en X es geométrica o que G actia
geométricamente en X si cumple las condiciones del Lema de Schwarz-Milnor.

Corolario 3.1.12. Supongamos que G es un grupo finitamente generado y fijemos
un generador finito S. St H es un subgrupo de G de indice finito, entonces es fini-
tamente generado. Ademds, si S’ es un generador finito de H, entonces (H, dsl) es
cuasi-isométrico a (G, ds).

Demostracion. Consideramos X = Cay(G,S) y la accién por isometrias de H en X
generada por la accién por izquierda de H en G. Es claro que esta accion es propiamente
discontinua ya que lo es la accién a izquierda de todo el grupo G.

Supongamos que Hgy, ..., Hg, son todas las coclases a derecha del subgrupo H, es
decir que

i=1

Sea B C X una bola cerrada centrada en 1 € G de radio suficientemente grande para
contener todas las bolas cerradas B(g;, 1) para todo i = 1,...,n. Si ahora tomamos
g € G, entonces g = hg; para algini = 1,...,n y algin h € H, es decir que h™'g € B.
Como todo otro punto de X estda a distancia menor a 1 de un vértice y la accion
es por isometrias, su érbita debe contener un punto en B. Es decir que la accién es
cocompacta. Luego, por el Lema 3.1.11 tenemos que H debe ser finitamente generado
y cuasi-isométrico a X cuando lo dotamos de una distancia de palabras. Concluimos
entonces que es cuasi-isométrico a GG con la distancia d;. O

Los grupos finitamente generados son homogéneos como espacios métricos, esto
es, dados dos puntos existe una isometria que lleva uno en el otro. Una consecuencia
directa de esto es que todo grupo finitamente generado con la medida de conteo es de
geometria acotada. Es de especial interés para la teoria geométrica de grupos el estudio
del crecimiento con respecto a esta medida.

Observacion 3.1.13. Supongamos que X es un espacio métrico propio donde actia
un grupo G con las hipétesis del Lemma 3.1.11. Luego G es cuasi-isométrico a X, lo
que implica que X admite una medida de geometria acotada y su crecimiento es el de
G. Esto nos dice que un camino para estudiar el crecimiento un espacio métrico puede
ser encontrar un grupo que actie adecuadamente en él.

Ejemplo 3.1.14. En la seccién anterior vimos el caso de Z". La métrica de las pala-
bras para el generador {e1, —ey, ..., e,, —e,}, donde e; es el i-ésimo vector de la base
canodnica, es claramente cuasi-isométrica a su distancia euclidea. Este grupo tiene cre-
cimiento polinomial de grado n. En el siguiente ejemplo vemos un grupo de crecimiento
exponencial.

Ejemplo 3.1.15. El grupo libre en n generadores es el conjunto de palabras que se

pueden escribir con n simbolos s1, ..., s, y sus inversos s, ',..., s, ! con la unica regla
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de que se reducen las secciones de la forma s;s; ' y s;'s;. La operacién definida en este
grupo, denotado por F,, es la concatenacién:

(al"'ak)‘(bl"'bz)

es la palabra que resulta de reducir la palabra aq ---agby - - - by. La unidad en F}, es la
palabra vacia.

El grafo de Cayley de F,, es un arbol 2n-regular (todos los vértices tienen grado
2n).

B

Figura 3.2: Grafo de Cayley de F5.

Puede verse que B(1,7) C F), es el conjunto de palabras de largo menor o igual a
r. Es facil ver que el borde de la bola con radio k € N* tiene 2n(2n — 1)*~! elementos.
Luego

— (2n — 1)k —1
()Y =1+2 m—1)Y=142n—" — ~ (2n—1)~
@e (k) +n§(n ) +2n—0 (2n —1)

Una consecuencia de este calculo y el Lema de Schwarz-Milnor es que un grupo
libre no puede actuar geométricamente en un espacio euclideo.

Como se dijo en la seccién anterior, las funciones (2n — 1)F = €l°8n=bk gon equi-
valentes para diferentes valores de n y por lo tanto no permite distinguir a menos de
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cuasi-isometrias a los grupos libres. Sin embargo si podemos distinguir los grupos libres
de los grupos de crecimiento polinomial como Z".

La siguiente proposicion resuelve el problema que queda del ejemplo anterior.

Proposicién 3.1.16. Dado n € N consideramos A,, el darbol n-reqular cuyas aristas
tienen longitud 1. Entonces para para todo n,m > 3 se tiene que A, y A,, son cuasi-
1SOMELTicos.

Demostracion. Vamos a definir una cuasi-isometria F : A3 — A, para n > 4. Para
esto vamos a marcar subconjuntos de A,, siguiendo el siguiente proceso recursivo:

e Elegimos un segmento geodésico de longitud n — 3 que una dos vértices cuales-
queira y marcamos las aristas que recorre.

e Tomamos los vértices a distancia 1 de las aristas marcadas y marcamos un seg-
meto geodésico de longitud n — 3 empezando por dichos vértices que no contenga
puntos de los caminos ya marcados.

Luego definimos F como la funciéon que colapsa cada uno de los segmentos de
longitud n — 3 que fueron marcados. Observar que esta funcion tiene como imagen un

arbol A,,.

x18
o) . F(x19)

Si z e y son dos vértices de A, a distancia k, entonces en el camino en Az que los
une hay a lo sumo [2=3k] aristas marcadas, por lo que
n—2

1
n—2

[z =yl = (n=3) <|F(z) = F(y)| < o —yl.
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Concluimos que F' define una cuasi-isometria entre los conjuntos de vértices de A, y
A,11, pero esto es suficiente ya que la inclusion de los vértices en un grafo con aristas
de longitud 1 es siempre una cuasi-isometria. O

Observar que As es la recta real, luego por lo visto anteriormente no es cuasi-
isométrico a un grupo libre en dos o mas generadores y por lo tanto a ningtin otro
arbol regular.

Ejercicio 3.1.17. Consideramos A, el arbol regular de grado infinito (numerable)?,
que tiene como vértices el conjunto de sucesiones finitas en N que comienzan en 0 y
cuyas aristas estan dadas por la relacion (0, x1,...,2,) ~ (0,21, ..., Tp, Tpi1)-

i Es Ay cuasi-isométrico a A,, para algin n > 3 (y luego todo n > 3)7

3.2 Grupo de cuasi-isometrias

Fijemos un espacio métrico X. Como vimos al principio de este capitulo, la composicion
es una operacion bien definida en el conjunto de cuasi-isometrias de X en si mismo.
Esta es claramente asociativa y tiene un elemento neutro (la identidad), sin embargo no
es cierto que tenga inverso, pues las cuasi-isometrias no son necesariamente invertibles.
Este problama desaparece al considerar una relaciéon de equivalencia conveniente.

Definimos el grupo de cuasi-isometrias de X por
QI(X)={f:X — X : f es cuasi-isometria}/ ~,

donde f ~ g si |f — gl < +00. Usamos en esta seccién letras minusculas para indicar
elementos de QI(X) por razones que quedaran claras més adelante.

Proposicién 3.2.1. El grupo de cuasi-isometrias QI(X) es un grupo con la operacion
mducida por la composicion.

Demostracion. Primero hay que probar que la composicién pasa al cociente. Para esto
tomemos f1 ~ fo y g1 ~ g2, luego

|92 0 fa(z) — g1 0 fi(z)] < |g2(fal2)) — g2(f1(@))] = |g2(fi(2)) — g1 (f1(7))]
< Afol@) = fi(@)] + &+ [g2(f1(2)) — g1 (f1(2))]
S )‘|f2 - f1|oo +e+ |92 - gl|0<>>

suponiendo que g9 es una (A, £)-cuasi-isometria. Esto prueba que go o fo ~ gy 0 f1 y por
lo tanto tiene sentido definir

[g] o [f]=1lg0 f].

Es claro que [Idy] es neutro para la operacién. Ademads, el inverso de [f] € QI(X)

170 =111,

4En realidad este espacio pertenece a la categoria de los R-drboles.

€S
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donde f es cualquier cuasi-inversa de f. Esto sale directamente de la Proposicién 3.0.1.
Observar que, por la unicidad del inverso, queda probado por esto que si f es otra
cuasi-inversa de f, entonces f ~ f. m

En este punto aparecen naturalmente algunos problemas, como determinar exacta-
mente qué es QI(X), qué propiedades algebraicas tiene o qué caracteristicas tiene su
accion sobre X.

Para lo anterior puede ser importante observar que Q1(X) solo depende de la clase
de cuasi-isometria de X, lo que se expresa en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.2. Supongamos que F': X — Y es una cuasi-isometria, entonces el
pull-back

F* 2 QI(Y) = QI(X), F*([f]) = [Fo foF]

define un isomorfismo de grupos. Aqui I’ es una cuasi-inversa cualquiera de F.

Demostracion. Lo hecho en la prueba anterior muestra que la composiciéon pasa al
cociente también cuando las cuasi-isometrias estan definidas entre espacios diferentes.
Esto nos dice que F* no depende de la cuasi-inversa elegida. Ademas

F*([g]) oF*([f]) =[FogoF|o[FofoF|=[FogoFoFofoF]
=[FogofoF]=F(fogl)=F(flold).

Ademsds, es claro que F es la inversa de F*, lo que termina la prueba. O

Por 1ltimo observamos que la relacion ~ puede aplicarse al conjunto de funciones
entre dos espacios diferentes X e Y, notado por F(X,Y). La familia de cuasi-isometrias
es saturada en F(X,Y) para esta relacién, como se ve en la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.3. Sea F : X — Y wuna cuasi-isometria. Si G : X — Y cumple
G ~ F, entonces G también lo es.

Demostracion. La prueba es directa a partir de la desigualdad triangular. Se dejan los
detalles como ejercicio. O

3.3 Cuasi-similaridades e isometrias aproximadas

Una cuasi-similaridad entre dos espacios métricos X e Y es una cuasi-isometria F' :
X — Y que ademas cumple

Me—2'|—e<|F(z) - F@")| < Nz —2'|+¢

para todo x,2’ € X y ciertas constantes A > 0 y ¢ > 0. Decimos también en este
caso que F' es una (\, e)-cuasi-similaridad o que es una cuasi-similaridad de razén .
Observar que si € = 0, entoces F' es una similaridad.

A una cuasi-similaridad de razén 1 (i.e., (1,¢)-cuasi-isometria) le llamamos iso-
metria aproximada.
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Proposicién 3.3.1. Sean F': X - Y y G :Y — Z dos cuasi-similaridades de razon
A y u respectivamente.

(1) Si F es una cuasi-inversa de F, es una cuasi-similaridad de razén A7
(ii)) G o F es una cuasi-similaridad de razon p.

(i) Si H : X — Y es una funcion tal que H ~ F, entonces H es una cuasi-
stmilaridad de razon .

Demostracion. (i) Supongamos que |[FoF —Idy|. = C'y que F tiene constante aditiva
de cuasi-isometria €. Luego tenemos para y,y € Y

AME(y) = F(y)|—e < |FoF(y)— FoF(y)]
<|FoF(y)—yl+ly—y|+|FoF(y)—19]
<ly—vy|+2C

Ademas, como se ve en la prueba de la parte (ii) de la Proposicién 3.0.1,
F(y) —F)| > Ay —y| — 3\ e
Por lo tanto tenemos
Ay =y =3\ < [F(y) — F(y) < Ay —y/[ + 207"

(77) Para esta parte basta con adaptar la prueba del punto (i) de la Proposicién
3.0.1.

(77i) Como sucede con la Proposicion 3.2.3, esta prueba es directa a partir de la
desigualdad triangular y se deja como ejercicio. O

Como consecuencia de la proposiciéon anterior tenemos que

QS(X)={f:X — X : f cuasi-similaridad }/ ~

RI(X)=A{f:X — X : f isometria aproximada}/ ~

son grupos con la composicion como operacion y cumplen
RI(X) <QS(X) <QI(X).
A partir de las inclusiones anteriores podemos plantearnos el siguiente problema:

Dado un espacio métrico X, ses QI(X) igual a QS(X) o RI(X)?
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Esta pregunta tiene que ver con lo que denominamos rigidez cuasi-isométrica®. Decimos
que las cuasi-isometrias de X son méas o menos rigidas (o que X es rigido para la cuasi-
isometrias) dependiendo de cudl es la regularidad méaxima que tienen. Por ejemplo,
si fuera cierto QI(X) = Isom(X), entonces dirfamos que X es rigido para las cuasi-
isometrias, ya que toda cuasi-isometria de X en si mismo debe ser muy regular.

Ejercicio 3.3.2. 1. Probar que RI(R) tiene dos elementos y describirlos.
2. Describir QS(R).
3. ;Existe algin elemento en QI(R) \ QS(R)?

Ejercicio 3.3.3. Probar que RI(X) es normal en QS(X). ;(Es normal en QI(X)? ;y
QS(X) en QI(X)?

Ejercicio 3.3.4. Decidir si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
o RI(X)={[f] € QI(X) : f isometria}
o QS(X)=A{[f] € QI(X) : f cuasi-similaridad}

3.4 Comentarios finales

1. Como sucede con los grupos finitamente generados, en los que la estructura na-
tural no es dada por una métrica sino por una familia de estas, puede pensarse
que los objetos de estudio de la geometria a gran escala son conjuntos munidos
de una familia maximal de métricas que son cuasi-isométricamente equivalentes
dos a dos. A esto le podemos llamar estructura geométrica a gran escala sobre
un conjunto X.

2. Los grupos finitamente generados de crecimiento polinomial estan caracterizados
en [18]. Més especificamente, M. Gromov prueba que un grupo finitamente ge-
nerado tiene crecimiento polinomial si y solo si contiene un subgrupo de indice
finito que es nilpotente. Esto permite distiniguir los grupos nilpotentes de grupos
con crecimiento polinomial, como los grupos libres. Ademas es un buen ejemplo
de cémo la geometria a gran escala del grupo se relaciona en sus propiedades
algebraicas.

5Muchas veces este término refiere a la imposibilidad de deformar un objeto, o dotarlo de més de
una estructura del mismo tipo. Ejemplo de esto es el Teorema de Rigidez de Mostow.
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Capitulo 4

Hiperbolicidad

En este capitulo estudiaremos una propiedad invariante por cuasi-isometrias que da
lugar a una familia de espacios métricos ampliamente estudiada: los espacios hiperbdli-
cos (o espacios hiperbdlicos en el sentido de Gromov). Para comenzar estudiaremos el
ejemplo paradigmatico de espacio hiperbdlico, llamado plano hiperbdlico.

4.1 El plano hiperbdlico

El plano hiperbolico real o simplemente plano hiperbolico es la variedad Riemanniana
de dimensién 2 (es decir, la superficie Riemanniana) dada por el semiplano superior

H? = {z € C:Im(z) >0}

y la métrica Riemanniana

(v, w)
(v, w)e = Im(z)?’

donde (, ) es el producto interno usual en R?.

Las isometrias de H? que preservan orientacién son las transformaciones de Mobius
de coeficientes reales:

az+b
cz+d

Isom™ (H?) = {z ca,b, e de ]R} )

Puede verificarse de forma directa que estas transformaciones de Mobius satisfacen

(2.2). Las isometrias que revierten orientacion se obtienen componiendo las anteriores

con la simetria x 4+ iy — —x +iy. Una consecuencia de esto es que el plano hiperbdlico

es homogéneo, es decir, el grupo de isometrias actia transitivamente en él.
Supongamos que 7 : [0,1] — H? es una curva diferenciable que une dos puntos de la

forma iy; = (0,y1) e iy = (0,y2). Escribimos (t) = (x(t), y(¢)). Su longitud estd dada
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por

long(y) = /0 x/(tzj(;)— y(® dt

Ly'(t)
> / ot "

= log(ya) — log(y1).

Esto nos permite concluir que v es un segmento geodésico® si y solo si z(t) = 0 para
todo t (ver Ejercicio 2.5.2), y luego la curva que recorre la semirrecta {0} x (0, +00)
es una geodésica. Puede verse que Isom™ (H?) actia transitivamente en la familia de
las semirrectas verticales y los semi-circulos con centro en el eje horizontal R x {0},
luego, como las isometrias llevan necesariamente geodésicas en geodésicas, tenemos un
que dicha familia conforma la familia de geodésicas en H? y por lo tanto este espacio es
geodésico. Observar que toda geodésica queda determinada por dos puntos o un punto
y una direccion en el tangente.

La transformacién de Mobius ¢(z) = % lleva el disco unitario B> = {z € C :

|z| = 1} en H?. La métrica en B? que hace que ¢ sea una isometria es:
4{v, w)
— .
(1=12P)
Esta superficie es conocida como disco de Poincaré. Como es isométrico a H?, tiene las

mismas propiedades métricas que esta. En algunos casos es conveniente trabajar con
B? en lugar que con HZ.

(v,w), =

Utilizando que la isometria ¢ es una transformacién de Mobius podemos deducir
los siguiente:

e Las isometrias que preservan orientacién en B? son también transformaciones
de Mobius. En particular, todas las rotaciones de centro 0 € C son isometrias.
Las que no preservan orientacion se obtienen componiendo las anteriores con la
conjugacion.

e Las geodésicas en B? son didmetros y arcos de circulo perpendiculares a S* = 9B2.

4.1.1 Crecimiento de volumen

La forma de volumen en B?. a la que llamamos forma de drea por tratarse de una
b

superficie, es
4

(1 — 1z —y2)

L Aqui decimos “segmento geodésico” en el sentido de que minimiza la longitud. Esto es equivalente
(cuando estamos en un espacio de longitud) a que una reparametrizacién de dicha curva sea un encaje
isométrico.

dA(Ly) = 3 dx N dy.
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Por otro lado, la longitud de la curva v : [0,a] — B2, v(t) = (¢,0) es

1
long(vy) = log ( i a) ,

l1—a

es decir que la bola de centro 0 y radio r en B? coincide con la bola de centro 0 y
. T__ , . .

radio a = & +} en el plano euclideo. Teniendo en cuenta estas observaciones y usando

coordenadas polares podemos calcular el volumen de una bola de radio 7:

a 27 48 92 7T(€2T _ 1)
Area(B(O,r)) :/0 /0 md@ds =27 (1 — 2> ==

Esta funcién es equivalente a e (segun la Definicién 3.1.6), lo que lo diferencia de los
espacios euclideos pero no de los grupos libres.

4.1.2 Triangulos

Una diferencia entre el plano hiperbdlico y el plano euclideo se ve en sus tridngulos. La
clave de este comportamiento reside en su curvatura, que es constante —1 en el plano
hiperbélico mientras que en el plano euclideo es constante 0. El siguiente resultado nos
da pues informacion sobre el valor de los angulos de un tridngulo geodésico.

Teorema 4.1.1 (Gauss—Bonnet). Sea S una superficie Riemanniana y K : S — R su
funcion de curvatura. Si A = [z,y] U [y, z] U [z, 2] es un tridngulo geodésico en S con
angulos interiores a,b y c, entonces se cumple

/ KdA=a+b+c—m,
nt(A)

donde int(A) es la componente acotada de S\ A.

En el plano euclideo la curvatura es constante 0, luego la suma de los angulos
interiores de un tridngulo siempre es siempre 7. Sin embargo, como el plano hiperbdlico
tiene curvatura constante —1 la suma sera

a+b+c=m— Area(int(A)) < .

Notar que cuanto més grande sea el tridngulo (en drea) mas pequenos seran sus angulos
interiores. Ademads, el area de cualquier triangulo estd siempre acotada por 7.

Consideremos un tridngulo geodésico A = [z, y|U [y, z2]U[z, 2] CH? y w € [x,y]. Si
tomamos una bola B de radio r que sea tangente a [x,y| en w, entonces tenemos

m(e* —1)

67"

= Area(B) < Area(int(A)) < .

Esto implica r < log 2. Es decir que toda bola de radio log 2 necesariamente corta el
conjunto [y, z|U[x, z], luego w esta a distancia a lo sumo 2 log 2 de los otros dos lados. En
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este caso diremos que el tridngulo A es (2log2)-flaco, propiedad que sera desarrollada
mas adelante.

4.1.3 Borde al infinito

El disco de Poincaré B? tiene una compactificacién como subconjunto de C, sin embargo
esta es puramente extrinseca. Por otro lado H? no es relativamente compacto en C pero
sf lo es en la esfera C = CU{oo}. Cabe preguntarse si dichas compactificaciones tienen
sentido intrinseco, es decir, se pueden reconocer a partir de la geometria de H? y B2.

Tal vez lo més sencillo a observar es que S' = 9B? corresponde a los rayos geodésicos
que parten de 0. Pero mas atin, puede identificarse con los rayos geodésicos que parten
de cualquier otro punto (por supuesto, esto es igual en H).

En un sentido extrinseco cada punto del borde es el punto de acumulacion del
correspondiente rayo en S', en un sentido intrinseco este punto deberfa verse como el
limite en 400 de dicho rayo. Como esto en principio no tiene sentido podemos verlo
como el rayo mismo. Sin embargo, como el espacio es homogéneo el punto 0 € B? no
tiene nada de especial, por lo que no hay razones para elegir la definicién del borde a
partir de este punto por sobre la definicion a partir de otro punto. El siguiente lema
nos resuelve problema. Lo enunciamos en H? por conveniencia.

Lema 4.1.2. 1. Siry y ry son dos rayos geodésicos en H? con r1(0) = r5(0) = z,
entonces |ri(t) — r2(t)| = +oo (cuando t — 400).

2. Seary un rayo geodésico en H? y z € H?* un punto diferente de r1(0). Luego existe
un Unico rayo geodésico To con 19(0) = z tal que |11 — ralo < +00.

Demostracion. 1. A menos de aplicar una isometria, podemos suponer que 7 (t) =

41



(xz,y +t). Luego 15 debe describir un arco de circulo, por lo que para todo ¢ > 0
se tiene Im(ry(t)) < D para alguna constante D > 0.

Si tomamos y(s) = (x(s),y(s)) una curva definida en [a, b] que une (x,y +t) con
cualquier punto zy con I'm(zp) < D, entonces

b
long(y) = / V@' (5)% + 3/ (s)2y(s) ds > log(y(b))—log(y(a)) > log(y+t)—log(D).

Esto implica que |r1(t) — r2(t)| = 400 cuando t — +oo.

. Tomamos para cada t € [0, +00) un segmento geodésico v; que une z con ().
Para cada N € N* la familia de segmentos 7;|j,») es equicontinua y tiene imagen
en la bola cerrada B(z, N), luego por el teorema de Arzela-Ascoli hay una sucesién
{ni}x C N tal que {Vnr} converge uniformemente. Observar que el limite de
dicha sucesién debe ser un segmento geodésico. Utilizando un argumento diagonal
puede encontrarse una sucesién {v,, } y un rayo geodésico ry tal que {7y, |jo,n}%
converge uniformemente a 7’2][07 ~] para todo N € N*.

Observar que, como los tridangulos en H? son (2log2)-flacos, los segmentos v;
estdn siempre a distancia de Hausdorff no mayor a H = 2log2 + |r1(0) — z| del
rayo r1. Por lo que r; debe cumplir lo mismo. Tomemos ahora ¢ € [0, +00) y sea
s € [0,4+00) tal que |r(s) — r2(t)| < H. Por la desigualdad triangular tenemos

t—|r(0) —z| —=C <s<t+]|r(0)—z+C,
luego

[r1(t) — r2()] < |ri(t) — ()] + [ri(s) — ri(?)]
<|t—s|+C <|ri(0) — 2| +2C.

]

Podemos decir ahora que un punto en 9B? o OH? C C estd identificado con una

familia de rayos geodésicos con diferentes origenes pero con la propiedad propiedad
de que dos de ellos estan a distancia uniforme acotada. Una definicion alternativa
(intrinseca) del borde de dichas superficies puede hacerse al considerar en el conjunto
de todos los rayos geodésicos la relacion de estar a distancia uniforme acotada.

4.1.4 Generalizaciones

La construccion del plano hiperbdlico puede generalizarse a cualquier dimension n > 2
poniendo en el semiespacio

H" = {(z,y) e R" ' xR :y > 0}

la métrica Riemanniana

(v, w)

<U,1U> T,y) —
(z,y) y2

Y
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donde (, ) es el producto interno usual en R”. Llamamos a esta variedad el espacio
hiperbolico real de dimiension n.

Se tiene que cada plano en H™ que sea tangente a la direccién (0, 1) es una superficie
totalmente geodésica isométrica a H?. M4s atin, las semiesferas de dimensién 2 con
centro en R"™! x {0} también son superficies totalmente geodésicas isomorfas a H?.
Esto nos permite concluir:

e Las geodésicas son semirrectas verticales o argos de circulo con ventro en R~ x
{0}.

e Los tridngulos geodésicos son (2log2)-flacos (puesto que tres puntos siempre
estdn en una superficie totalmente geodésica isomorfa a H?).

Puede verse que H" es isomorfo a
B" ={z e R": ||z| <1}

con la métrica Riemanniana
4(v, w)

<’U,w>x = (1 B H;L‘H2)27

cuya forma de volumen es

2 n
dVy=———75) dri A--- Ndz,.
(1—H$W)

Usando esto puede calcularse (al igual que como lo hicimos para n = 2) el crecimiento
de volumen en el espacio hiperbdlico real y ver que esta dado por la clase de la funcién
e". Esto nos dice que no es posible clasificar a menos de cuasi-isometrias estos espacios
en funcién de la dimension usando la misma técnica que usamos para los espacios
euclideos.

Los espacios hiperbélicos reales tienen curvatura seccional constante —1.2 Si reesca-
lamos la métrica podemos obtener variedades de curvatura seccional constante k para
cualquier £ < 0. Llamamos H} a esta variedad, que resulta ser la tnica (a menos de
isometrias) con esta curvatura que es ademds completa y simplemente conexa. Como
sucede en H", los triangulos de H} son flacos. Lo mismo sucede con los tridngulos en
variedades de curvatura negativa en general, como se ve en el siguiente resultado:

Teorema 4.1.3 (Alexandrov). ® Sea M una variedad Riemanniana completa y simple-
mente conexa de curvatura acotada superiormente por k < 0 y A vértices x,y y z. Con-
sideramos un tridngulo geodésico A’ en Hz de vértices T,y y z tal que |x —y| = |z — 1|,

2No queremos entrar en detalle sobre lo que esto significa. La curvatura seccional de una variedad
Riemanniana M serd para nosotros una funcién sec que a cada punto x y a cada plano 7 contenido
en en T, M le asocia un niimero sec, () € R.

3En realidad, el Teorema de Alexadrov es un poco més general, pues no pide que la variedad
tenga curvatura negativa ni que sea completa y simplemente conexa. En el caso mas general compara
tridngulos suficientemente chicos en M con tridngulos en H3 si k < 0, R? si kK = 0 o una esfera de
curvatura k si k > 0. El reciproco de dicha formulacién fue probado por E. Cartan. Ver [8, Capitulo
I1.1].
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e —z| =12 —Zz| y |y — 2| = |y — Z|. Llamamos f : A — A’ a la funcion que resulta
una isometria al restringirla a los lados. Entonces, para todo par de puntos w,w’ € A
se tiene

jw —w'| < [f(w) = f(w)].

Notar que como consecuencia del teorema anterior tenemos que en una variedad
completa y simplemente conexa de curvatura negativa (acotada lejos de 0) los tridngulos
geodésicos son flacos.

El Teorema de Alexandrov da una idea para generalizar el comportamiendo de
las variedades de curvatura negativa en cuanto a los triangulos. Observamos que si A
tridngulo geodésico en un espacio métrico X y k < 0, existe una funcién fa : A — H:
que es una isometria al restringirla a cada lado. Esta funcién es tnica a menos de
composiciones con isometrias de H2. Decimos que X es C AT (k)* si es geodésico y para
todo tridngulo A y todo par de puntos z,z’ € A se tiene

|z — '] < |falx) — falx)].

Los espacios CAT (k) tienen algunas de las propiedades de las variedades de cur-
vatura negativa. Por ejemplo, admiten una compactificacién similar en el caso de ser
propios. Sin embargo, como la propiedad C'AT(k) se debe verificar en tridngulos ar-
bitrariamente pequenos, no puede ser invariante por cuasi-isometrias, aun entre espa-
cios geodésicos. En lo que queda del capitulo desarrollaremos una generalizacién mas
adecuada a nuestros propositos: consideraremos espacios métricos geodésicos cuyos
tridangulos son flacos. Estos seran los espacios hiperbdlicos en el sentido de Gromov.

4.2 Condiciones de hiperbolicidad de Gromov

Un tripode es un grafo con un vértice de grado 3 y tres de grado 1 junto con una
métrica de longitud que hace que cada una sea isométrica a un intervalo compacto de
R. Llamaremos centro del tripode al vértice de grado 3.

Fijemos un espacio métrico geodésico X . Observamos que, dado un triangulo geodési
co A = [z,y|UJy, z]U[z, 2] en X existe una funcién fa : A — 7', donde 7" es un tripode,
tal que fa restricta a cada lado es una isometria. Llamamos a fa la representacion a
un tripode de A.

Denotaremos por (y|z), a la distancia entre fa(z) y el centro de T', es decir,

_ly—alt e[y -7
5 .

(Yl2)z

A la funcién (+]), : X x X — R la llamamos producto de Gromov de centro x. Intui-
tivamente, la cantidad (y|z), mide qué tanto hay que desviarse del camino de y a z si
se quiere hacer una escala en x.

4La denominacién CAT corresponde a tres apellidos: Cartan, Alexandrov y Toponogov.
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Decimos que un tridngulo A = [z,y] U [y, 2] U [z, z] es d-fino si para todo v € T se
tiene que diam(fi'(v)) < 4.

Lema 4.2.1. Sea A = [x,y] U [y, 2] U [z, x] un tridngulo geodésico. Entonces:
(1) (yl2)e < dist(x, [y, z]).
(i) Si A es 0-fino, entonces dist(x, [y, z]) < (y|2)s + 0.

Demostracion. (i) Sea w € [y, z] con |w — x| = dist(z, [y, z]). Existe un punto v’ €
[z,y] U [z,2] con fa(w) = fa(w’), suponemos que w' € [x,y] (el otro caso es
andlogo). Luego tenemos

(Wl2)e < ' =2 = |z —2| = |z —w'| = |z — 2| = [z —w| < |z —w| = dist(z, [y, 2]).

(ii) Suponemos que p,q,r € A son los puntos de [z,y], [y, z] ¥ [z, x] respectivamente
tal que fa(p) = fa(q) = fa(r). Tenemos entonces

dist(z,[y,2]) < |z —q| < |z —p|+|p—q] < (Y|2)e + 0.
O

Por otro lado, A = [z,y] U [y, 2] U [z, 2] es d-flaco si todo lado estd en un d-entorno
cerrado de los otros dos.
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Proposicién 4.2.2. Sea X un espacio métrico geodésico. Son equivalentes:
(i) Eziste 6 > 0 tal que todo tridngulo geodésico en X es d-fino.
(i1) Existe § > 0 tal que todo tridngulo geodésico en X es d-flaco.

(11i) Existe § > 0 tal que dados x,y,z,w € X se cumple
(@|y)w = min{(z[2)w, (y[2)w} — 6. (4.1)

Demostracion. (1) = (ii): Sea A = [z,y] U [y, 2] U [z,z] un tridngulo geodésico y
u € [z,y]. Existe v € [y, 2] U [z, 2] tal que fa(v) = fa(u), y como A es d-fino, entonces
|lu —v| <6y por lo tanto [z,y] estd en un d-entorno de [y, z] U [z, z].

(1) = (i): Suponemos que todo tridngulo es d-flaco y que existe un tridngulo
A = [z,y]U][y, z] U [z, ] no es 40-fino. Tomamos u € [z,y] y v € [z, x] de forma tal que
[z —ul = [z —v[ < (y|2)s ¥ [u—v]>40.

Usando el Lema 4.2.1 tenemos

dist(v, [x,y]) = min{dist(v, [z, u]), dist(v, [u,y])} > min{(z|uw),, (u|y),}
Observamos que 2(z|u), = |u —v| y

2(uly)e = |u— vl + |y — v = (Jo = y| = |z — ul)
= lu—vl+(ly = vl + [z —v| = |z = y[) = Ju -],

lo que implica dist(v, [x,y]) > |u;”| > 2.
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En particular, |z —wv| > 26 y por lo tanto existe w € [z, v] con |w —v| = §. Tenemos

dist(w, [z,y]) > dist(v, [x,y]) — |[v —w| > 6,
dist(w, [y, z]) > dist(z, [y, 2]) — [z — w| = (y|2). — |2 — w]

>lv—z|—|r—w|=|w—v =4

De donde concluimos que dist(w, [z,y] U [y, z]) > 0, lo que contradice la hipdtesis.

(i) = (i73): Supongamos que todos los tridngulos geodésicos son d-finos y tomemos
cuatro puntos z,y, z,w € X. Notemos A = [z,y] U [y, 2] U [z,z] y tomemos u € [z, y]
un punto que minimiza la distancia de dicho lado a w y v € [y, z] U [z, 2] tal que
fa(u) = fa(v), suponemos que v estd en [y, z]. Como el tridngulo es d-fino tenemos

dist(w, [y, 2]) < |w —v| <|w —u|+ Ju—v| < dist(w, [z,y]) + 0.
Por el Lema 4.2.1 tenemos
min{(y|2)w, (22)w} < (Yl2)w < dist(w, [y, 2]) < (2]y)w + 20.

(i7i) = (i): Sea A = [z,y] U [y, 2] U [z, 2] un tridngulo geodésico y u,v € A dos
puntos diferentes que cumplen fa(u) = fa(v). Vamos a probar que |u — v| < 40.
Tenemos (uly), = (v|2): = |z —u| y

[fa(z) = fa(w)] = [falz) = fa()] = [z —u] < (y]2)a-
De donde tenemos

(uv)e = min{(uly)z, (Yl2)e: (2]0)e} — 20 = |2 — uf - 20.
Por otro lado,

e —ul v —v] —|u—v
N 2

ju— ol
BRI

= |z — u|

(ufv)e
de donde concluimos |u —v| < 46. O

Diremos que X es hiperbolico en el sentido de Gromov, Gromouv-hiperbdlico o sim-
plemente hiperbolico si se cumple las condiciones de la Proposicion 4.2.2. También se
podréa decir que es d-hiperbolico si cumple una de esas condiciones para ¢ > 0, sin
embargo serd necesario especificar a cual de ellas nos referimos.

Para interpretar intuitivamente la tercera condicién de la proposicion anterior ob-
servemos que dados x,y € X, el valor de (z|y),, da una idea de que tan cerca estd w del
segmento [z, y|. De esta forma la desigualdad (4.1) nos dice que si un punto esta cerca
de un lado del trinangulo, también estara cerca de alguno de los otros dos.

Si X no fuera geodésico se puede decir d-hiperbdlico si cumple la condicién (i)
de la proposicién anterior para 6 > 0. De esta forma la condicién de hiperbolicidad
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se extiende a subespacios de espacios hiperbdlicos. En este caso no hay segmentos
geodésicos, sin embargo, dados x,y, z € X, lugares geométricos

Ac={we X : (zly)w <}, Be={we X : (z]2)y, <e}yC.={we X : (y|2)w <ce}

pueden interpretarse como entornos de hipotéticos lados. Si interpretamos estos con-

juntos como los lados de un tridngulo, vemos que la condicién (4.1) implica que dicho
triangulo es flaco.’

RN
s \
4 [}
&
’
’ I /|
’ | ’
’ s |
v 1 ’ 1
s | y
v’ X ’ |
’
P 7’ |
, s 1
v
s
. 4 !
’ 71 1
s
e B, , ! 1
-’ 7’ 1
s 7’ Cg !
s , 1 \
'
-, 7’ \ 1
- ,
- -, | \
4
e —— | \
e /"/‘*~~ \ \
’ -, ~~.
’ e =<1 \
- “‘\\ \
r ° R A, \ Ss
\ - N \ ~\
) -7 \ \
R e i T \ |
~=-<_ \ Ld Y 1
S~ \ 1
S<a ’
S ,

Ejemplos 4.2.3. 1. Como vimos en la seccién anterior, los espacios hiperbdlicos
reales H" son hiperbélicos en el sentido de Gromov. También lo son las variedades

de curvatura negativa y, mas en general, los espacios C AT (k) para cualquier
k <O0.

2. Si X es un espacio geodésico acotado, entonces es claro que todo tridngulo es
d-fino y é-flaco para 6 = diam(X).

3. Consideremos A un arbol con una métrica de longitud, es decir que es un gra-
fo (posiblemente con infinitos vértices) conexo sin ciclos tal que toda arista es

isométrica a algin intervalo cerrado de R. Observar que todo tridngulo en X es
0-flaco y O-fino.

5Los nativos, de quienes aprend{ esta definicién, llamaban a esto ”tridngulo de chorizos”. De hecho
me lo contaron durante un asado que se habia armado a modo de despedida de soltero de uno de ellos.
Cuando me acerqué a la parrilla a pedir un chorizo al pan el asador quiso aprovechar la situacién para
ilustrarme, buscé unos minutos tratando de distinguir los chorizos de las morcillas pero fue en vano.
Agarré tres de lo que pudo y armé la representacion del tridngulo ahi nomas, arriba de la parrilla. Era

un hombre claro en sus explicaciones y con un tono dulce. Lastima que cortara los chorizos al estilo
mariposa (o eso me dijo).
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4.

D.

Los espacios geodésicos 0-hiperbdlicos (en cualquiera de los sentidos, puesto que
son equivalentes) se denominan R-arboles y contienen a los anteriores. Estos se
caracterizan por la siguiente propiedad: dados dos puntos z e y, existe una tnica
curva inyectiva que los une y es ademas un segmento geodésico.

Un ejemplo de R-4rbol que no es un arbol es R? con la métrica

lz —y| = [lz]| + [y,

donde || || es la norma euclidea. Notar que este espacio puede verse como la unién
no numerable de rectas pegadas por un punto.

Salvo R, los espacios euclideos no son hiperbdlicos.

4.3 Estabilidad de cuasi-geodésicas e Invarianza por

cuasi-isometrias

Supongamos que X es un espacio métrico. Decimos que un encaje cuasi-isométrico
v : I — X (con I un intervalo cerrado de R) es:

un cuasi-segmento geodésico o simplemente cuasi-segmento si I = [a,b]. Si las
constantes de cuasi-isometria son A y & decimos también que es un (A, €)-cuasi-
segmento (geodésico).

un cuasi-rayo geodésico o simplemente cuasi-rayo si I = [a,+00). Si las cons-
tantes de cuasi-isometria son A\ y € decimos también que es un (A, e)-cuasi-rayo
(geodésico).

Una casi-geodésica si I = R. Si las constantes de cuasi-isometria son A y € decimos
también que es un (A, €)-cuasi-geodésica.

El resultado central de esta seccion serd el siguiente:

Teorema 4.3.1 (Estabilidad de cuasi-segmentos). Sea X un espacio hiperbélico. Dadas
dos constantes X\ > 1 y ¢ > 0 existe una constante H (que depende solo de A\, e y la
constante de hiperbolicidad de X ) con la siguiente propiedad: si vy : [a,b] — X es un
(A, €)-cuasi-segmento de extremos p,q € X, entonces disty(Im(v), [p,q]) < H, donde
[p,q] es cualquier segmento geodésico que une p con q.

El resultado anterior, o su generalizacién a cuasi-rayos y cuasi-geodésicas también
se conoce como Lema de Morse. Para probarlo seguiremos lo hecho en [8, Capitulo
II1.H], para esto necesitaremos un par de lemas.

Lema 4.3.2. Sea X un espacio geodésico d-hiperbolico (en el sentido de los triangulos
flacos) y v una curva rectificable en X con extremos p y q. Si [p,q| es un segmento
geodésico, entonces para todo x € [p,q] se tiene

dist(x,Im(v)) < d|log, long(~)| + 4.
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Demostracion. Observamos primero que si long(y) < 1 la desigualdad es trivial. Luego
suponemos long(y) > 1.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 7y estd definida en [0,1] y que
cumple

long(Vlie) = long(v)(t' — ).
Tomamos N € N tal que

long(7) long(7)
IN+1 <l< IN

Fijemos = € [p,¢| y tomamos un tridngulo geodésico
Ay = [p,y(1/2)]U[y(1/2), ¢ U [p, 4.
Elegimos y, € [p,7(1/2)] U [7(1/2), q] tal que |z — y1| < 8. Si y1 € [p, ¥(1/2)] tomamos
Ay = [p,y(1/4] U [y(A/9)] 7 (1/2)] U [p, 7 (1/2)]

eys € [p,y(1/4)] U [v(1/4)],v(1/2)] tal que |y1 — y2| < J; en el otro caso ponemos
Ay = [y(1/2),73/4] U [v(3/4), ¢l U [7(1/2), ]

eyz € [7(1/2),7B/H)] U [v(3/4). 4] lyr — 1| <.

Continuando de forma recursiva construimos una sucesion finita yy, . .., yy de forma
tal que para todon = 1,..., N el punto y,, estd en un segmento geodésico [y(t,), (s, )]
con s, —t, = 1/2" y se cumple |y, — yny1| < 0. Tomamos ademds y € v([tn, sy]) €l
punto més cercano a yy. Luego como long (Y| .sy]) = long(v)/2Y < 2y 2V <long(v),
tenemos

|z — y| < dlog, long(~y) + 4.

]

Lema 4.3.3. Sea X un espacio geodésico. Dado un (\,€)-cuasi-segmento v : [a,b] —
X, existe un (X, &’)-cuasi-segmento continuo 7 : [a,b] — X con las siguientes propie-
dades:

(i) (a) =~(a) y 7(b) = 7(b).
(ii) & = 2(\ + ).

(iti) long (Vi) < ka|7(t) — ()| + k2 para todo t,t" € [a,b], donde ki = M\ +¢) y
ko = (N’ +3)(A+¢).

(iv) disty(Im(v),Im(3)) < X +e.
Demostracion. Definimos 4 para que tenga las siguientes propiedades:

e Coincide con 7 en el conjunto ¥ = {a,b} U (ZN (a,b)).
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e Sit < t' son dos puntos consecutivos de ¥, entonces 7|y recorre un segmento
geodésico de forma tal que si t < s < s’ <1/, entonces

long(ﬂ[s,s/]) = long(ﬁ|[t7t/})(s' —3).

Es claro por definicién que se cumple (7).

Como la longitud de cada segmento geodésico que compone 7 es a lo sumo A + ¢,
todo punto en Im(y)UIm(7) estd en un (A+¢)/2-entorno de y(X) = 4(X). Esto prueba
(1v).

Denotamos [t] al punto de ¥ més cercano a t € [a, b]. Luego

(&) =3 < 15([) —[EDI+ A+ e
S A =+ A+2¢
<At =t+1)+ X+ 2.
Ademas,
%|75—t/|—2(>\+6)S%(It—t’l—l)—(AJﬂs)
S%Ht]— t]] — (A + 2¢)
< 3([) = 3([EDI = (A +¢)
< |3 =)

Concluimos entonces que 7 es un (A, ¢’)-cuasi-segmento con €’ como en (ii).
Finalmente, si n y m son dos enteros (con n < m) en [a,b], tenemos

m—1

tong(3linm) = 3 I(0) + 70 + D < (A +€)|m — ).

i=n

De la misma forma se tiene
long<’7|[a,m}) S (/\ + 5)<m —a+ 1) y long(’ﬂ[mb]) S (/\ + 5)(b —n-+ 1)

Por lo tanto, para todo t,t" € [a, b] se tiene

long(Fieen) < A +e)(I[t] =[] +2)

()~ 4] > 51t~ ] = > £ (11~ [ = 1) — .

Combinando las iltimas dos desigualdades obtenemos (7i). [
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Prueba del Teorema 4.3.1. Podemos suponer que v es continua y cumple la condicion
(7i7) del Lema 4.3.3.

Veamos primero que [p, ¢] estd en un entorno de la imagen de v de radio que solo
depende de 9§, A y . Para esto tomamos

D = sup{dist(z,Im(7)) : = € [p,q] }

y o € [p,q] un punto donde se alcanza dicho supremo. Sea y € [p,zo] C [p,q] a
distancia 2D desde xq (si dist(zg,p) < 2D ponemos y = p). De forma andloga se elige
z € [xg, q]. Ademds tomamos ', 2’ € Im(y) con |y —y/'|, |z —2'| < D. Definimos la curva
f que une y con z y resulta de concatenar [y,y'], la seccién de v que va de ¢ a 2’y
2/, z]. Notar que la imagen de § esta fuera de B(zq, D).

Por un lado,
ly' =2 <y =yl +ly—2+]z— 2| <6D,

luego por la propiedad (ii7) del Lema 4.3.3 se tiene
long(B) < 6Dky + ko + 2D.
Por otro lado, como dist(xg, Im(8)) = D, se tiene
D — 4 < 5] log, long ()|

Concluimos entonces
D — 4 < §logy(6Dky + ko +2D),

lo que implica que D esta acotado por arriba en funcién de 9, y €. Tenemos entonces
que [p, g] estd en un entorno de Im(vy) de radio Dy = Dy(6, A, €).

Ahora vamos a probar que Im(7) esta contenida en el R-entorno de [p, g] con R =
Do(1+ k1) + ko/2. Para esto consideramos un intervalo maximal [d¢’, b'] C [a, b] tal que
(e, 0]) esta fuera del Dy-entorno de [p, ¢]. Como todo punto de [p, ¢] estd a lo sumo
a distancia Dy de Im(7), existe w € [p,ql, t € [a,d’] y t' € [V/,b] tal que

w = y(B)], [w = y(t')] < Dy.
En particular |y(t) —v(¢')| < 2Dy, por lo que
long (Vi) < 2k1 Do + ka.

De aqui se deduce que Im() estd en el R-entorno de [p, q].
Finalmente, como R > D, podemos elegir H = R. O]

A partir del Teorema 4.3.1 podemos deducir la estabilidad de cuasi-rayos y cuasi-
geodésicas en el caso de espacios hiperbdlicos propios.

Corolario 4.3.4. Sea X un espacio geodésico, propio e hiperbolico y v : I — X
un encaje cuasi-isométrico. Entonces existe H (que solo depende de las constantes de
cuasi-isometria de v y de hiperbolicidad de X ) tal que:

52



(i) si~y es un cuasi-rayo, entonces eriste un rayo geodésico r con

disty(Im(vy),Im(r)) < H.

(i) si es una cuasi-geodésica, entonces existe una geodésica g con

disty(Im(y),Im(g)) < H.

Demostracion. Tomemos v un cuasi-rayo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que estd definido en I = [0,400). Dado t € I tomamos §; un segmento geodésico con
extremos y(0) y v(¢) a distancia de Hausdorff a lo sumo H de v, donde H es la constante
dada en el Teorema 4.3.1.

Observemos que si tomamos una sucesion de reales positivos t,, — +oo y R > 0,
entonces existe N tal que |y(0) — v(t,)| > R para todo n > N y por lo tanto [,
estd definido para todo t € [0, R] y tiene su imagen en B(y(0), R). Como las bolas
cerradas en X son compactas y la sucesién S, |z es equicontinua, el Teorema de
Arcela-Ascoli nos dice que existe una subsucesion uniformemente convergente a una
curva « : [0, R] — X. Por ser limite uniforme de segmentos geodésicos a es un segmento
geodésico. Ademas debe estar en un H-entorno de ~.

Para cada entero positivo k definimos una sucesién {t*},, tal que

o " — +o0.

o {tk} es subsucesién de {tF~1}.

® Bk ljox a converge uniformemente a un segmento geodésico b 0, k] — X.

Observamos que si k; < kg, o? extiende a o*', luego la unién de todos estos
segmentos geodésicos es un rayo geodésico r que estd en un H-entorno de . Ademas,
si z € Im(7), existe k € Ny una sucesion s, tal que | — Sf (s,)| < H. Podemos tomar
y € Im(a*) C Im(r) un punto de acumulacién de {3f (sn)}n. Luego |z —y| < H. Esto
muestra que Im(7y) estd en un H-entorno de r, terminando la prueba de (7).

La prueba de (7i) es similar. Se deja como ejercicio. O

Otra consecuencia importante del Teorema 4.3.1 es el siguiente resultado:

Teorema 4.3.5 (Invarianza por cuasi-isometrias). Sea F' : X — Y una cuasi-isometria
entre dos espacios métricos geodésicos. St'Y es hiperbolico, entonces X también lo es.

Demostracion. Observar que si F' : X — Y es una (), £)-cuasi-isometria y v es un
segmento geodésico en X | entonces F'oy es una (A, €)-cuasi-segmento en Y. Supongamos
que todos los tridangulos geodésicos de Y son d-flacos.

Tomemos entonces un tridngulo geodésico A = [z, 1] U [21, x2] U [xq, 22] C X. Su
imagen F'(A) estd formada por tres (), €)-cuasi segmentos v1, V2 v v3. El Teorema 4.3.1
anterior nos dice que [F(xg), F(z1)], [F(x1), F(x2)] v [F(x0), F(22)] estan a distancia
de Hausdorff H de las imagenes de 71, 72 v 73 (Supongamos que respectivamente).
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Z9

Zo x
X1

Sea x € |1, 7], luego existe y € [F(xo), F'(1)] tal que |F(z) —y| < H. Ademas,
como el tridngulo A = [F(zg), F(21)]U[F(x1), F(xe)]U[F(x0), F(x2)] es d-flaco, existe
Y € [F(x1), Fxg)|U[F(x0), F(xq)] tal que |y — /| < 6. Tomamos 2’ € [z, 23] U [0, 22]

tal que |y — F(2')] < H, luego
|z — 2| < ANF(x) — F(2')| + Ae
<AMF@) =yl +ly =y + 1y = F()]) + Ae
<AN2H +6+¢).

Tenemos entonces que [z, 21] estd en un §’-entorno de |1, 22]U[zg, 2] con &' = A(2H +
0+ 5).

Un argumento analogo puede hacerse para los otros dos lados, por lo que concluimos
entonces que todo triangulo en X es ¢§’-flaco. m

Observacién 4.3.6. Observar que la prueba del teorema de invarianza por cuasi-
isometrias utiliza que el espacio es geodésico. Veamos con un ejemplo que esta hipdtesis
es necesaria.

Tomamos X C R? el grafico de la funcién ¢ — |t|. Dotamos a X con la distancia de
R?, de esta forma obtenemos un espacio no geodésico. La proyeccién sobre la primera
variable m : X — R, 7(t,|t|) = t es biLipschitz y por lo tanto una cuasi-isometria.
Ademas R es hiperbdlico.

Supongamos que X es d-hiperbdlico para algin § y tomemos para ¢t > 0 los puntos
x=(0,0), y = (t,t), z = (—t,t) y w = (t/2,t/2). Calculamos

(el = 0, (a]2) = (@) Ll - <@ ) 1) )

Por lo tanto, si t es suficientemente grande min{(x|2)., (y|2)s} — 0 es positivo, lo que
contradice la condicion de d-hiperbolicidad.

Por tltimo, veamos una consecuencia del Teorema 4.3.1 que nos serd util en la
siguiente seccién. La prueba fue extraida de [13].
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Proposiciéon 4.3.7 (Cuasi-invarianza del producto de Gromov). Sea F' : X — Y
una (\, €)-cuasi-isometria entre espacios geodésicos hiperbélicos. Entonces existe una
constante A > 0, que depende de X\, € y las constantes de hiperbolicidad de X eY, tal
que para toda terna de puntos x,y,w € X se cumple

Sy — A < (F@IF) rw < Melg)o + A

Demostracion. Vamos a suponer que en X e Y los tridngulos geodésicos son d-finos y
tomamos H como en el Teorema 4.3.1 para ambos espacios.

Tomamos un segmento geodésico [z,y] en X y otro [F(z), F'(y)] en Y. Observamos
que:

e por el Lema 4.2.1 se tiene

(z|y)w < dist(w, [z, y]) < (z|y)w +6, ¥y
(F(2)|F () pw) < dist(F(w), [F(z), F(y)]) < (F(@)|[F(y))w + 6;

e por el Teorema 4.3.1
disty (F([z,y], [F(z), F(y)])) < H;
e y por ser F' una (), €)-cuasi-isometria, tenemos

%dz’st(w, [z,y]) — e < dist(F(w), F([z,y])) < Mist(w, [z,y]) + ¢

Por un lado,

(E(@)[F(y))pw) < dist(F(w), [F(x), F(y )])
< dist(F(w), F([z,y])) +
]

< Mdist(w, [x,y]) + e+ H
< MNa|y)w + AS +e+ H.
De forma similar se prueba que
1
(F(2)|F(y))pw) > X(x!y) —§—¢—H.

Tenemos entonces lo buscado poniendo A > A0 + ¢ + H.
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4.4 Borde al infinito

Recordar que una compactificaciéon de H" puede hacerse mediante la inclusion R™ —
S™ o clausurando B™ en R™. En ambos casos se le une a este espacio una frontera
que es topolégicamente S"~!. Este conjunto contiene los limites en infinito de rayos
geodésicos de H" (o B"). En general, un espacio Gromov-hiperbdlico cualquiera no
esta naturalmente inmerso en otro espacio, luego no resulta tan directo obtener una
compactificacién similar. Sin embargo, si puede construirse el borde donde tienen su
limite los rayos geodésicos definiendo convenientemente una relacion de equivalencia
entre estos.

Suponemos que X es un espacio geodésico d-hiperbdélico (en el sentido de los tridngu-
los flacos) y propio y denotamos por R(X) al conjunto de rayos geodésicos en X.
Diremos que dos rayos r1, s : [0, +00) — X son asintdticos y escribimos 1 ~ rq si

11— T2]ee = sup{|r1(t) — r2(t)|} < +oo0. (4.2)
Definimos el borde al infinito (o simplemente borde) de X como el cociente
0X =R(X)/ ~.

Si r € R, denotaremos por [r] € 90X a su clase, es decir, al correspondiente punto del
borde. También escribiremos 7(400) = [r].

Mas adelante le daremos estructura a este conjunto y veremos que es una construc-
cién propia de la geometria a gran escala de X.

La condicién (4.4.1) implica que la distancia entre Hausdorff Im(r;) e Im(ry) es
finita. De hecho estas condiciones son equivalentes. Para probar la implicancia restante
podemos tomar

D = disty(Im(ry),Im(rs)), [r1(0) — r2(0)] }.
Para todo ¢t > 0 existe s; tal que |r1(t) — ra(s)| < D. Luego tenemos
st = |r2(0) = r2(se)| < [r2(0) = r1(0)| + [r1(0) — ro(8)| + [r1(2) — ra(se)| < ¢+ 2D.
Esto implica que s; —t < 2D. De la misma forma se prueba que t — s; < 2D, luego
[r1(t) = ra(t)] < Jro(t) = ra(se)| + |ralse) —ra(t)] < D+ [ — 1] <3D.

La ventaja de la definicién utilizando la distancia de Hausdorff de las imagenes es que
puede hacerse utilizando cuasi-rayos, ya que por el Teorema 4.3.1 en toda clase hay un
rayo geodésico.

En la siguiente proposicion se da una aproximacion més precisa que la dada aqui arri-
ba. En particular, se ve que dos rayos geodésicos asintéticos se acercan en el futuro a
menos una distancia que solo depende de la constante de hiperbolicidad de X.

Proposicién 4.4.1. Sean ri,75 : [0,400) — X dos rayos geodésicos asintdticos. En-
tonces:
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(i) Siri(0) =ry(0), entonces para todo t > 0 se tiene |ri(t) — ro(t)| < 24.
(ii) En general, existen Ty, Ty > 0 tal que para todo t > 0 se tiene

‘Tl(t + Tl) - T’Q(t + Tg)‘ S 55

Demostracion. Para probar (i) podemos ver primero que disty(Im(ry), Im(ry)) < 9.
Luego el argumento de arriba muestra deseado.

Tomamos = = ri(tg) y el tridngulo geodésico A de vértices r1(0) = r2(0), r1(t) y
r9(t) que tiene dos lados incluidos en las imégenes de los rayos r; y 9. Por lo visto
anteriormente los tltimos dos vértices estdn a distancia acotada independientemente
de t. Si t es suficientemente grande el lado [rq(t),r2(t)] estd lejos de z, luego, como
A es d-flaco, dist(x,[r1(0),71(t)]) < J. Esto permite concluir que Im(r;) estd en un
d-entorno de Im(rs).

Analogamente se prueba que Im(ry) estd en un d-entorno de Im(ry) y por lo tanto
disty(Im(ry), Im(ry)) < 0.

Para probar (i7) tomamos una sucesién de segmentos geodésicos 7, que unen 71(0)
con 13(n). Por Arzela-Ascoli podemos tomar una subsucesién uniformemente conver-
gente en compactos a un rayo geodésico r con r(0) = r1(0). Como todos los tridngulos
[12(0),71(0)]U[r1(0),72(n)] U[r2(0),72(n)] (con un lado incluidos en Im(ry) y otro igual
a la imagen de 7,) son d-flacos, los lados [r1(0),72(n)] estdn, salvo por un intervalo
inicial, en un d-entorno de la imagen de 73, esto también debe cumplirlo la imagen de
r. Luego existen T}, Ty > 0 con |r(T}) — r2(T3)| < 0 y tal que para todo ¢ existe ¢’ con

|T(t+T1) —Tg(t/+T2)| S 6

Por la desigualdad triangular ¢ y ¢’ difieren en a lo sumo 26, luego |r(t+17)—ra(t+13)| <
39. Sumando esto a la parte (i) tenemos

r(t+T1) —ra(t + 1) < |t +Th) —r(t+Th)| + |r(t +Th) — a2t + 1) | < 54
[

Si 7y es una geodésica, entonces su restriccién a [0, +00) es un rayo geodésico, y por
lo tanto representa un punto en el borde denotado por v(+00). Por otro lado, la curva
t — y(—t) también es un rayo geodésico al que vamos a denortar por v(—00).

Proposicién 4.4.2. (i) Sea v € X y { € 0X. Entonces eziste un rayo geodésico r
con r(0) y r(+o00) = &.

(i) Sean &,m € 0X, entonces existe una geodésica y tal que y(+00) = & yy(—o0) = 1.

Demostracion. (i) Tomamos 7 un rayo geodésico con 7(4+00) = £ y B la curva que
resulta de concatenar un segmento geodésico [z,7(0)], es decir que B(0) = =z,
B(D) =7(0)y B(t+ D) =7(t), donde D = |z — 7(0)|.
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Tenemos que si ¢,t > D, entonces |5(t) — B(t')| = [t — t'|, o mismo si ¢, ¢’ < D.
Supongamos que t < D < t', entonces

'~ t|—2D < |t = D| - |D —t] < |8(t) - B(t)| < long(Blm) = It — 1,

lo que muestra que [ es un cuasi-rayo. Luego, por la estabilidad de los cuasi-
rayos en espacios propios existe un rayo geodésico r con origen en z a distancia
de Hausdorff acotada de 7 y por lo tanto con r(+00) = &.

(i) Por la parte anterior podemos tomar dos rayos geodésicos 1 y ro con 71(0) =
r2(0), r1(+00) = £ y ro(+00) = 1. Consideramos 5 : R — X definida por

ri(t) sit<0
Alt) = { ro(—t) sit>0

Ahora tomemos t < 0 < t' y llamemos a € [r1(t),r1(0)], b = [r2(0),72(t')] y ¢ €
[r1(£), m2(2)] tales que |ry(0) —al = [r1(0) =0, [r1(t) —al = |ri(t) —c| y [r2(t') —a| =
|r2(t') — ¢|. Como los tridngulos en X son finos y los rayos 1 y 75 se separan,
estos puntos estan a distancia acotada de r1(0),72(0) (independientemente de ¢
y t').

Por un lado, |ri(t) — ro(—=t")| < long(B|pe) = |t —t|. Ademas,

[r1(t) = r2(t)] = [r1(8) — e + e = r2(#)] = [t = #'| = [r1(0) — a] = [r2(0) — b].

Esto muestra que [ es una cuasi-geodésica y luego existe una geodésia v a
distancia de Husdorff acotada de f, lo que impilca v(—o00) = ri(+00) = € y
1(+00) = ra(+50) = .

O

Los puntos de la proposicion anterior se conocen como propiedades de visibilidad. Lo
que nos dicen estas propiedades es que desde cualquier punto en el espacio hiperbdlico
se puede ver todo el borde, y que desde cualquier punto en el borde se puede ver el
resto del borde.

Si r es un rayo geodésico con 7(0) = z y r(4+00) = &, denotaremos a su imagen por
[z,&). Si v es una gedoésica con y(—o0) =€y y(+00) = 7.

La proposicién anterior nos permite considerar tridangulos geodésicos que tengan
algunos de sus vértices en 0X, le llamaremos a estos tridangulos ideales.

Ejercicio 4.4.3. Probar que si los tridngulos geodésicos en X son d-flacos, entonces
los triangulos ideales son 59-flacos.

Vamos a definir una topologia en X, esto quedard determinado por un critero
para la convergencia de las sucesiones (los cerrados serdn aquellos que contengan los
limites de sucesiones convergentes contenidas en ellos). Para simplificar llamaremos
rayo generalizado a un segmento geodésico o la extensién de un rayo geodésico al
intervalo [0, +o0].
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Fijamos p € X. Diremos que {z,} C X converge a v € X si existe una sucesion
de rayos generalizados 7, : [0,1,] — X con r,(0) = p y 7.(l,) = z,, tal que para toda
subsucesién existe una subsucesién de esta {r,,, } y un rayo generalizado r : [0,1] — X
con r(0) =py r(l) =z tal que

o [, —1ly
° {rnk} converge uniformemente a r en compactos de [0, a).

Se deja como ejercicio probar que esta topologia no depende de la eleccién del punto
.

Observar que esta nocion de convergencia extiende a la dada por la métrica en X,
ya que si , — x en X (con la distancia), el Teorema de Arzela-Ascoli nos permite
obtener, para toda subsucesién de segmentos geodésicos que unen cualquier punto fijo
con x,, una subuscesion convergende uniformemente en compactos, y este limite debe
ser un segmento geodésico con extremo x. Ademads, segin esta definicién, si r es un
rayo geodésico, para toda sucesion t, — +oo se tiene que el r(t,) converge a r(+o00),
por lo que tiene sentido la igualdad

tLlinooT(t) = r(+00).
Dado un rayo geodésico r y k > 26 definimos V() como el conjunto de puntos
x € X tal que existe un segmento o rayo geodésico v con origen en r(0) y extremo z
tal que |r(n) —v(n)| < k. La familia {V,,(r)},en es una base de entornos para r(+0o0)
(la prueba se deja como ejercicio®).

Ejemplos 4.4.4. 1. Como vimos al principio del capitulo, el borde al infinito de
H? est4 identificado con los puntos del circulo RU{oo} C C. En general, el borde
de H" se identifica con los la esfera R" ™' U {occ}.

2. Sea una variedad completa y simplemente conexa M de dimensién n cuya cur-
vatura estd entre dos constantes negativas k; < ko. Dado un punto x € M, el
mapa exponencial exp, : T,M — M es un difeomorfismo. Por el teorema de
comparacion de tridangulos de Alexandrov puede verse que dos rayos geodésicos
que parten de z no son nunca asintéticos. Como estos rayos estan determinados
por los vectores tangentes unitarios en 71, M, concluimos que OM se identifica
con la esfera unitaria en T, M (que es Lipschitz equivalente a la esfera unitaria
en R™). Ademds, puede verse que OM es de hecho homeomorfo a una esfera.

3. En R tenemos dos clases de rayos: los que tienden a +o00 y los que tienden a —oo,
luego OR tiene dos puntos.

6También se puede leer en [8]. No queremos dar demasiados detalles ya que a continuacién pon-
dremos en el borde una familia de métricas en el borde y nos olvidaremos de la descripcién dada de
la topologia.
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4. Consideremos el grafo de Cayley X = Cay(F3), donde F; es el grupo libre en 2
generadores, es decir, se toma el generador S = {a,a™!,b,b71). Un rayo geodésico
r en X queda determinado por la sucesién {r,}, donde ry = 1y r,, € S para todo
n > 1, y este es el Unico en su clase con dicho origen. Recordemos que ademas en
toda clase de equivalencia de rayos hay siempre un rayo que parte de cualquier
punto elegido.

Si elegimos k < 1 (recordemos que los tridngulos en X son 0-flacos), vemos que
Vo(r)NoX ={r € R(X) : 7, = r; para todo i < n},

es abierto y cerrado en el borde. Con esto podemos ver que 0X es perfecto y
totalmente disconexo, es decir que topologicamente es un conjunto de Cantor.

5. El argumento anterior puede repetrise para cualquier drbol (sin hojas) A, resul-
tando 0A un conjunto de Cantor.

4.4.1 Meétricas visuales

Tomemos dos puntos distintos £, € 0X, representados respectivamente por rayos
geodésicos 1 v 1o con origen w € X. Fijamos k > 20 y tomamos n € N suficientemente
grande para que V,(r1) y V,(r2) sean disjuntos Si tomamos dos puntos x € V,,(rq)
e y € V,(r2) entonces, por un argumento andlogo al usado en la parte (i7) de la
Proposicién 4.4.2, tenemos que si los entornos V;,(r1) y V,,(r2) estan suficientemetnte
lejos, cualquier segmento geodésico [z, y] estd a distancia acotada (independientemente
de los puntos z e y) de w y por lo tanto (z|y),, estd acotado. Esto nos permite extender
el producto de Gromov al borde de la siguiente forma:

(€lm)w = sup lim inf(zify;)., € [0, +o00]. (4.3)

,

Donde el supremos se toma entre todo par de sucesiones x; — &, y; — 1. En el caso
¢ = n las sucesiones tienden al mismo punto en el borde y esto hace que su producto
de Gromov tienda a +o00 ya que la geodésica que los une se aleja de w.

Observar que si z,, = € e y, — 1 son tales que (z,|yn)w — (£]|1n)w — €, entonces
la sucesién de rayos [z,,y,] tiene una subsucesiéon que converge uniformemente en
compactos a una geodésica (£, 7). Ademads, teniamos

(TnlYn)w < dist(w, [Tn, yn]) < (Tn|Yn)w + &,

donde ¢’ es tal que todos los tridngulos de X son ¢’-finos. Por lo tanto,

(En)w — e < dist(w, (§,1)) < (€]N)w + 0" +¢,

y, como ¢ es arbitrariamente chico,

(§|77)w < d’iSt(w, (5777)) < (€|n)w +4.
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Por 1ltimo, dos pares de geodésicas que comparten limites siempre deben estar a distan-
cia de Hausdorff acotada por 50 (puesto que pueden verse como lados de un tridngulo
ideal con un vértice en X y dos en su borde), por lo que obtenemos

(&]n)w — 50 < dist(w, (§,1)) < (&]n)w + 0" + 50 (4.4)

para toda geodésica (&, 7).

Notar que cuanto més grande sea (£|n),, maés lejos estard la geodésica (£,n) y por
lo tanto mas tardaran en separarse los rayos de origen w con limites en £ y 7. Es decir,
cuanto mas grande el producto de Gromov, intuitivamente més cerca estaran & y n.
Esto motiva ecribir:

pwl(€,n) = e~ Elmw
Donde se entiende p,,(£,n) = 0.

Lema 4.4.5. 1. Para w € X, la funcion p, : 0X x 0X — R es una cuasi-métrica.
2. Siw,w" € X, entonces las cuasi-métricas p,, y pw son Lipschitz-equivalentes.

Demostracion. 1. Es claro que p,, es simétrica y no negativa. Ademas el cero solo
se alcanza solo en el caso £ = 1.

Tomamos tres puntos &1, &2, &3 € 0X. Pasando al limite puede verse que se cumple

(&11€3)w > min{(&11€2)w, (§2/€3)w} — 0.

Luego tenemos

max{pu (€1, &2), pu (o, &)} = e MG (G210}
> (@1l o

= eélpw(fl, £3).

2. Se verifica facilmente que |(z|y), — (2|y)w| < 2Jw — w'|, luego pasando al limite
tenememos:
e—2|w—w’| < pw<€|77) < e—2|w—w’|7
pur (£]1)
para todo par de puntos &,n € 0X.
O]

Ahora, por la Proposicion 2.1.3, tenemos que existe ag > 0 tal que si 0 < o < oy tal
que pS es Lipschitz-equivalente a una métrica di. Observamos que como todas las py,
son Lipschitz-equivalentes, oy no depende de w. Llamamos a di, la distancias visual en
0X centrada en w € W con pardmetro visual c; o simplemente diremos que cualquiera
de estas métricas es una distancia visual en 0X.

Observar que dos distancias visuales del mismo parametro son siempre Lipschitz-
equivalentes y que p& = (p2)*/*, luego todas las distancias visuales inducen la misma
topologfa. Para ver que dicha topologia es la relativa a la dada en X haremos primero
una definicién.
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Definicién 4.4.6. Dado z,y € X y R > 0 definiomos la sombra desde = de la bola
B(x, R) como el conjunto O,(y, R) formado por los puntos £ € 0X tal que existe un
rayo geodésico r con origen z cuya imagen intersecta a B(y, R). Si y estd en un rayo
geodésico de origen x y limite & € 0.X, decimos que la sombra esta centrada en &.

Observar que si r es un rayo geodésico de origen x, entonces
O, (r(n), k) = V,(r)NoX,

donde V,,(r) es definido como arriba para k > 2§. Luego el siguiente lema permite

concluir que las métricas visuales inducen en 0.X la topologia relativa a la definida en
X.

Lema 4.4.7. Fijemos v € X y R > 5 y consideremos una métrica visual d = d$ en
0X.

1. Existe una constante D = D(R) > 1 tal que para toda bola B(&,r) C 0X existen
y1,Y2 € X en el mismo rayo geodésico de origen x y limite & con:

L4 Or(ylaR) C B(é-ar) - Ow(y%R); Yy
° D—le—a|x—y2| <r< De—alx—yﬂ_

2. Eziste una constante E = E(R) > 1 tal que para toda sombra O,(y, R) centrada
en & se pueden encontrar dos bolas B(§,r1) y B(&, ) tales que:

e B(&,m) C O.(y,R) C B(&,m0), y
o Elpy < el < Bry.

Demostracion. 1. Sea C' > 1 una constante tal que para toda geodésica (£,7n) se

tiene
Cflefadist(x,(f,n)) S d(é-,n) S Cefadist(x,(f,n))'

Esto implica que si n € B(&, ), entonces

dist(z,(&,n)) > M.

(0%

Observamos que, como un triangulo triangulo ideal de vértices z, £ y ) es Ho-flaco,
tenemos que para que y € [z, &) esté a distancia no mayor a 50 de (£, 7) se debe
dar

—log(C'r)

«

Por esto tomamos y, en dicho rayo con

\x—yzl—max{o,M—55—1}.

«
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Si el maximo se alcanza en 0, entonces n € O,(y2, R) = 0X. En el otro caso y»
debe estar a distancia menor R del rayo [z,7) y por lo tanto n € O,(ys, R).

Ademads, si el maximo se alcanza en 0, entonces r > C'~le=@(BI+1) y e=olo—y| —
Si el maximo no se alcanza en 0, entonces

r = C—le—a(55+l)e—o¢|x—y2\ )

Por lo que la primera desigualdad se cumple para D > Ce®®Gi+1D),

Por otro lado,imaginemos que y € [x,§) v z € B(y, R) estd en un rayo [z,7).
Luego el cuadrilatero ideal de vértices y, z,£ y n es 106-fino. Esto es, cualquier
lado estd en un 10d-entorno de la unién de los otros tres. Ahora bien, cualquier
punto de [z,y] U [y, &) U [z,n) estd a una distancia de al menos |z —y| — R de x.
Esto implica dist(z, (§,n)) > |z —y| — R — 100 y luego

d(ﬁ,n) < Ce—oz|m—y\—aR—10a6'

Si ahora tomamos y; € [x,&) con

|z —y1| = — + R+ 100 + 1

log(C~1r)
«

nos aseguramos 7 € B(&,7). Ademas tenemos r < De~*#~%l para D > Ce(F+100+1)

. Ponemos 7, = Ce~(z=¥=E=109) Tomamos n € O,(y, R). En la parte anterior

vimos que en este caso la distancia de = a (£, 1) es mayor o igual a |z —y|— R—104,
luego
d(€,n) < Cemadist@En < g

De acé obtenemos la inclusion O, (y, R) C B(,12)

Por otro lado, ponemos 7, = C~te~6%9e=al"=vl Luego si n € B(&,71) tenemos
C—leadist(z,(f,n) < d(&, 77) < C—le—6a6€—a|x—y|’

de donde se deduce dist(z, (§,17) > | —y| + 66. Como el tridngulo ideal de lados
[z,€), [x,n) v (§,1n) es 5o-flaco y la distancia de y a (£, 1) es mayor a 50, entonces
el rayo [z, &) debe intersectar a la bola B(y, R) y por lo tanto n € O,(y, R).

]

Corolario 4.4.8. El borde 0X es compacto.

Demostracion. Como la topologia de 0.X es metrizable, basta con probar que es secuen-
cialmente compacto. Tomamos entonces una sucesién {&,} C 90X y rayos geodésicos
r, de un punto p € X a &,. Podemos usar el Teorema de Arzela-Ascoli para encontrar
una subsucesion de rayos {r,, } que converja uniformemente a un rayo r. Luego, por la
definicion de la toplogfa de X, la sucesién {,} converge a & = r(+00). O

Corolario 4.4.9. El espacio X es compacto (luego es una compactificacion de X ).
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Demostracién. Sea {U;} un cubrimiento abierto de X. Como X es compacto, existen
Ui,...,U;, que cubren 0X.

El conjunto C = X \ (U;, U---UU;,) es cerrado y acotado en X y por lo tanto
es compacto, pues si no fuera asi se podria encontrar una sucesién que tienda a un
punto del borde (usando Arzela-Ascoli una vez més). Luego existen U;, 11, ...,U;,, que
lo cubren. Tenemos por lo tanto un subcubrimiento finito de X. O

Ejemplo 4.4.10. Tomamos A un &arbol infinito cualquiera con un vértice base w.
Sean &, € 0X y r1 y 9 dos rayos geodésicos con origen en la unidad w que cumplen
r1(400) = £ y ra(400) = 1. Se tiene

(&IN)w = méax{n € N:ri(n) =rq(n)},

luego pe(&,n) = e~ €Me es siempre una distancia. Es decir que las distancias visuales
en 0A pueden tener coeficiente de visibilidad 1.

4.4.2 Accion de cuasi-isometrias en el borde

Supongamos que F': X — Y una cuasi-isometria entre espacios hiperbélicos geodésicos.
Si r es un rayo geodésico en X con r(+00) = [r] = £ € X, entonces F or es un cuasi-
rayo en Y. Luego existe un rayo geodésico 7 a distancia de Hausdorff finita de For, y
por lo tanto se tiene lim;_, o, F o r(t) = lim;_, o, 7(t). Escribimos entonces

De aqui obtenemos las funciones
OF :0X - 0Y yF: X =Y.

Para nosotros F' sera tanto la cuasi-isometria como la extension a la compactificacion
del espacio. Usaremos la notacion OF cuando hablemos de la funcién en el borde como
objeto, pero en la mayoria de los casos escribiremos F(£) para denotar la imagen de
un punto del borde.

La prueba de la siguiente proposiciéon es muy sencilla, por lo que se deja como
ejercicio.

Proposicion 4.4.11. Sean X, Y y Z tres espacios geodésico, hiperbolicos y propios y
F:X—=>Y yG:Y — Z tres cuasi-isometrias. Entonces

(i) St H: X — Y es una cuasi-isometria a distancia uniforme acotada de F, en-
tonces OH = OF'.

(i) O(F o G) = OF 0 0G.

(iii) Si F es una cuasi-inversa de F, entonces OF = (OF)7L.
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Observar que la desigualdad de la Proposicion 4.3.7 se extiende de forma evidente
a puntos del borde. Luego si z € X y &,n € 0X, se tiene

e 0, (&,m)X < pra)(F(E), F(n)* < e p, (&, n)™,

lo que implica que

>l

CTHd3 (& m)™ < d) (F(€), F(n) < Cpl(&,m)*

para alguna constante C' > 1. Como ademdas OF es biyectiva, tenemos que es un
homeomorfismo. Mas aun, la desigualdad anterior nos dice que es un homeomorfismo
biHolder.

Definicién 4.4.12. Sea Z un espacio métrico. Un K-anillo (de centro z) en Z es un
conjunto de la forma A = B(z, Kr)\ B(z, 7).

Un homeomorfismo entre espacios métricos f : Z; — Zs es cuasi-conforme si existen
funciones ¢, : [0,400) — [0,400) tal que si A C Z; es un K-anillo de centro z;,
entonces f(A;) estd contenido en un ¢(K)-anillo de centro f(z), y si Ay es un K-anillo
de centro zy, f(As) estd contenido en un (K )-anillo de centro f~1(z,).7

Para entender la definicién podemos irnos al ejemplo del espacio hiperbdlico real
H3, cuyo borde es la esfera C U {oo}. Las isometrias de H? se extienden al borde como
transformaciones de Mobius, es decir, la familia de todos los difeomorfismos conformes
en la esfera. Tenemos entonces que los mapas inducidos en el borde por las cuasi-
isometrias llevan ciculos en ciculos. Una version mas débil de esta propiedad podria ser
llevar ciculos en conjuntos de excentricidad uniformemente acotada, o al menos hacerlo
cuando cuando el radio de los ciculos se acerca a cero®. Este tipo de generalizaciones
tienen sentido en la esfera porque los circulos (o, en dimensiones mas grandes, las esfe-
ras) en el borde siempre tienen puntos, lo que podria no pasar en general. La definicién
dada de homeomorfismo cuasi-conforme intenta evitar este problema engrosando las
esferas.

La conexién de la nocion definida con nuestro contexto estd dada por el siguiente
Teorema:

Teorema 4.4.13. Sean X e Y dos espacios geodésicos, propios y O-hiperbolicos y
F : X — Y wuna cuasi-isometria. Dotamos a los bordes 0X y dY con distancias
visuales d y dg,, de Entonces OF : (0X,dy) — (Y, dg,)) es un homeomorfismo
cuasi-conforme.

Demostracion. Tomamos constantes A > 1, e > 0y C' > 0 de forma tal que:

e F es una (), e)-cuasi-isometria.

"La definicién dada se debe a P. Pansu. Cabe destacar que existen otras definiciones de mapa
cuasi-conforme (ver por ejemplo [13]).
8Esto a veces también se denomina cuasi-conforme.
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e Existe una cuasi-inversa de F', notada por I, que es una (), €)-cuasi-isometria, y
cumple F(F(z)) =z y |[FoF — Idx|s < €.

e Todo (A, ¢)-cuasi-rayo en X o en Y estd a distancia de Hausdorff menor o igual
a C de un rayo geodésico.

Fijamos R > 0 tal que A™'(R — 2¢ — C') > 54. Suponemos ademds que D, FE :
[5d, +00) — [0, 4+00) son funciones como las dadas en el Lema 4.4.7 para X e Y y los
puntos x € X y F(z) € Y.

Observar que para todo 2’ € X y R > 0 se tiene

F(B(2',R)) C B(F(2"), AR + ¢),

y luego
F(Ox(f, R)) C Op(x) (F(x'), AR+ ¢+ C) (4.5)

Por otro lado, si n € Op) (F(2'), \" (R — 2¢ — C)), entonces existe
y € B(F(2'), A" (R—2e — C)) N [F(x),n).

Tenemos que F([F(z),n)) es un (), €)-cuasi-rayo y |F(F(2"))— F(y)] < R—C —¢y por
lo tanto F(y) € B(z',R — C), lo que implica que existe un rayo geodésico [z, 0F(n))
que intersecta la bola B(2/, R), es decir que F(n) = 0F~'(n) € O,(z', R). Concluimos
entonces

Op() (F(2'), A" (R — 2e — C)) C F(O,(2', R)). (4.6)

Si A= B(¢ Kr)\ B(§,r) es un K-anillo cualquiera en 90X, entonces el Lema 4.4.7
nos permite escribir

O.(r1,R) C B(&,7) C B(§,Kr) C Oy(29, R), (4.7)

donde z; e x2 estan en el mismo rayo geodésico de x a & con D(R)_le_""”"_m?' < Kry
D(R)e~%#=21l > r_Esto implica

efa\:vfxﬂ

- — — < D(R)’K.

eClrz—z1] _ pa(lz—z1|—|z—w2) —ar <
De (4.5), (4.6) y (4.7) obtenemos
Op@ (F(z1),\"'"R—e—C) C F(B(§,r)) C F(B(,, K1) C Op@)(F(z2), \AR+e+C).
Usando la segunda parte del Lema 4.4.7 tenemos

§<8F(£)7T1/2> - B(F<£)7T1) - F<E(£7r)) - F<B(£>KT)> - B(aF(€>7T2)

con EQR+ ¢+ C)7lry < e F@=@2)l vy B(A\-Y(R — 26 — C))ry > e elF@-Flz)l,
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Juntando lo anterior tenemos
o 2e—alF(z)—F(z2)]
<
r1/2 - e_a|F(1’)_F(1’l)‘
< 2elF @)= FEDIp(AR + ¢ + C)E(A"Y (R — 2¢ — C))
< 2eMle2=milede BAR 4+ e + C)E(A\"Y(R — 26 — )
<2D(R)PK*e“E(AR+ e+ C)E(NY(R —2¢ — (C)).

EAR+e+CYE(NHR—2¢—-0C))

Esto implica que si ponemos
p(K) =2D(R)?K*¢*E(AR + ¢+ C)E(\"}(R — 2¢ — (),

entonces F'(A) estd contenido en un (K )-anillo.

De forma analoga se prueba se construye la funcién 1 que controle la imagen de
los anillos en Y para una cuasi-inversa F. Concluimos entonces que dF es un homeo-
morfismo cuasi-conforme. m

La familia de métricas visuales son todas cuasi-conformemente equivalente, es decir,
la identidad es un homeomorfismo cuasi-conforme al considerar en 0.X dos distancias vi-
suales diferentes (se deja como ejercicio). Esto permite dotar el borde de una estructura
cuasi-conforme, es decir, una familia maximal de distancias, todas cuasi-conformemente
equivalentes entre si que contiene a las distancias visuales.

El teorema anterior nos dice que la estructura de cuasi-conforme de X solo de-
pende de la clase de cuasi-isometria de X, es decir, no cambia si cambiamos la métrica
de X por otra que sea cuasi-isométricamente equivalente (siempre y cuando el espacio
siga siendo geodésico y propio). También nos dice, junto con la Proposicién 4.4.11,
que QI(X) actia en 0X por homeomorfismos cuasi-conformes. Por tltimo, nos da
una herramienta para distinguir dos espacios hiperbdlicos a menos de cuasi-isometrias
mediante la comparacién de su borde. En este tltimo punto no profundizaremos dema-
siado, pues el estudio de invariantes cuasi-conformes requeriria un trabajo que escapa
a los objetivos de estas notas. Sin embargo dejamos a continuacién algunos ejemplos
sencillos:

Ejemplos 4.4.14. 1. Los ejemplos que hemos estudiado en esta seccion tienen tipos
de borde topoldgicamente muy distintos: JR es finito, A es un conjunto de
Cantor y OH" (o cualquier variedad de curvatura negativa) es una esfera de
dimensién n — 1. Utilizando solamente que las cuasi-isometrias se extienden a
homeomorfismos en el borde podemos sentenciar que estos espacios no son cuasi-
isométricos. En particular esto permite clasificar los espacios hiperbdlicos reales
segun su dimensién.

Una conseuencia de lo anterior es que un grupo libre no puede actuar geométrica-
mente en H". Si asf fuera el grafo de Cayley de dicho grupo seria cuasi-isométrico
a H" por el Lema de Schwarz-Milnor.
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2. En el préximo ejemplo usaremos el siguiente invariante cuasi-conforme: Un espa-
cio métrico Z es uniformemente perfecto si existe K > 0 tal que todo K-anillo
es no vacio. La prueba de que esta propiedad es invariante por homeomorfismos
cuasi-conformes es directa de la definicion.

Consideramos dos arboles A; y Ay como en los ejemplos anteriores (con métrica
de longitud y todos sus vértices de grado tres o més). Supongamos que en A;
todas las aristas tienen longitud 1. En Ay la métrica esta dada por lo siguiente:
si we = xg,T1,...,T, es un camino simple (que no repite vértices), entonces la
arista [x,_1, z,| tiene longitud f(n). Las métricas visuales que consideraremos en
0A; vy 0A, seran centradas en dos vértices wy y wo respectivamente y tendran
coeficiente de visibilidad 1. Notamos a ambas por d.

Los puntos del borde de un arbol se codifican con sucesiones inyectivas de vértices
a partir del vertice central. Luego podemos ver que el producto de Gromov en
A; estd dado por ({z,}/{y.}) = N, donde N es el méximo n tal que z,, = y,,
luego d({xn}, {yn}) = ¢~ V. Observamos que A; es uniformemente perfecto ya
que para todo £ = {x,} y N € N es posible encontrar un punto a distancia e
de &, luego todo anillo B(§,eR) \ B(, R) es no vacio.

Si€ e 0A; . las distancias del resto de los puntos del borde a ¢ serdn de la forma
Ry = e 2=t/ _por lo que habrd anillos de la forma

B(&, e ™MRy) \ B(&, Ry)

que sean vacios. Esto implica que dA; no es uniformemente perfecto si f(n) —
+o00o. En ese caso los arboles A; y As no pueden ser cuasi-isométricos.

4.5 Comentarios finales

1. Por el Lema de Schwarz-Milnor cualquier grupo que actiie geométricamente en
H" debe tener un borde que sea cuasi-simétrico a la esfera S"~!. El reciproco de
esta afirmacién se conoce como Conjetura de Cannon y es un problema abierto.

2. El grupo fundamental de una superficie cerrada que no se a la esfera o el toro actia
geométricamente en H?2, luego debe ser cuasi-isométrico a este espacio. Como
consecuencia de esto tenemos que en esta familia de grupos hay exactamente tres
clases de cuasi-isometria.

3. Los grupos finitamente generados hiperbdlicos tienen algunas propiedades espe-
ciales. Por ejemplo, tienen crecimiento exponencial (salvo en casos especiales).
Lo que permite distinguirlos de los grupos nilpotentes y conseguir obstruccio-
nes para que actien geométricamente en algunos espacios de longitud (como los
euclideos).

4. Si M es una variedad de curvatura negativa de dimensién n, entonces es hiperbdli-
ca y su borde al infinito es topoldgicamente una esfera de dimensién n — 1. Esto

68



10.

permite distinguir a dos de estas variedades si tienen diferente dimension, pero si
no es asi se necesita un estudio mas profundo. Una posibilidad es mostrar que los
bordes no son cuasi-simétricamente equivalentes. No es intencion de estas notas
entrar en esto. Como alternativa mostraremos que es posible resolver el problema
(en algunos casos) por medio de un invariante llamado cohomologia L?.

. Es pertinente la pregunta de qué parametros visuales pueden tener las distancias

visuales sobre el borde de un espacio hiperbédlico X . Es decir, cudl es el valor de
ap = sup{a > 0: p2 es Lipschitz-equivalente a una distancia para todo w € X}.

Esto esta relacionado con un invariante cuasi-conforme definido por P. Pansu:
la dimensién conforme. Este nuimero es el infimo de todas las dimensiones de
Hausdorff de las distancias en la clase cuasi-conforme de 0.X.

En particualar, M. Bourdon muestra que si X es un espacio CAT(—1), entonces
ap > 1. A las distancias visuales de parametro 1 suele llamarselas distancias de
Bourdon.

Tiene sentido plantearse la siguiente pregunta: ;qué espacios métricos compactos
son borde al infinito de un espacio hiperbdlico? En [5] puede verse que bajo cier-
tas condiciones es posible construir un relleno hiperbolico de un espacio métrico
compacto.

. La condicién de ser geodésico claramente no es invariante por cuasi-isometrias.

Por otro lado, la definicién de espacio hiperbédlico no geodésico que hicimos (a
partir del producto de Gromov) no es invariante por cuasi-isometrias. Esto sugiere
la necesidad de buscar una familia intermedia de espacios métricos que sea cerrada
por la accién de las cuasi-isometrias y donde la hiperbolicidad sea invariante.?

. Por lo visto en este capitulo, el mapa

QI(X) = QC(0X), F — OF

es un morfismo de grupos, donde QC'(9X) es el grupo de homeomorfismos cuasi-
conformes de 0X. Es natural preguntarse si dicho mapa es inyectivo y/o sobre-
yectivo. Al respecto tenemos un teorema de M. Bonk, J. Heinonen y P. Koskela
que da condiciones para que un homeomorfismo cuasi-simétrico sea la extension
al borde de una cuasi-isometria. Ver [2].

Una forma alternativa de definir el borde al infinito de un espacio hiperbélico X,
y que no necesita en principio de la existencia de segmentos geodésicos, se hace
mediante cierto tipo de sucesiones.

Decimos que una sucesién {z,,} C X tiende a infinito (y escribimos z, — oo) si
dado =z € X se tiene que
(Tp|Tm)e — +00

9Queda planteado el problema.
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si min{n, m} — +oo. Observar que lo anterior no depende del punto z elegido.
Luego en la familia de sucesiones que tienden a infinito se considera la relacion
de equivalencia

{zn} ={un} & (@nlyn)e — +o0.

El borde 90X se define como el cociente de esta relacién. A partir de aca el
producto de Gromov de dos puntos distintos en el borde queda bien definido por
(4.3) y luego también las distancias visuales. Se deja como ejercicio verificar que
esta definicién coincide con la dada a partir de rayos geodésicos.
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Capitulo 5

Cohomologia L?

En el capitulo anterior vimos que se pueden distinguir dos espacios hiperbdlicos a menos
de cuasi-isometrias si sus bordes no son, por ejemplo, homeomorfos. Sin embargo, esto
no es suficiente a la hora de distinguir ciertos espacios.

Un ejemplo muy comun es el de las variedades de curvatura negativa: toda varie-
dad de curvatura negativa (acotada lejos de cero) simplemente conexa y completa de
dimensién n tiene un borde al infinito homeomorfo a la esfera S*~!. Para distinguir
dos de estas variedades podemos estudiar la geometria cuasi-conforme de sus bordes
buscando diferencias o bien echar mano de invariantes de cuasi-isometria mas finos que
los vistos anteriormente. Elegiremos el segundo camino ya que el primero escapa a los
objetivos de estas notas.

En particular, y a modo de ejemplo, nos planteamos el problema de distinguir dos
espacios hiperbdlicos cuyo borde es topolégicamente el mismo: por un lado, el espacio
hiperbélico real H*; por otro, el plano hiperbélico complejo CH? (que definiremos més
adelante). El objetivo de este capitulo serd pues desarrollar una técnica que nos permita
asegurar que estos espacios no son cuasi-isométricos.

5.1 Cohomologia

A lo largo de estas notas llamaremos complejo de cocadenas a una familia de espacios
vectoriales topolégicos {C*}ren junto con una familia de operadores lineales continuos
dp : C* — C*1 que cumplen dj, o dy_; = 0 para todo k € N '. Notaremos a dicho
complejo (C*,d,) o (C*,d) (usaremos a veces d en lugar de dy).

0— C0 - ot Iy 02 By 03 B
La cohomologia de dicho complejo es la familia de espacios vectoriales topolégicos

Ker dk

Hf = Hf = — %
¢ Imdk,1

'En general no se pide topologfa en los espacios ni continuidad de los operadores, pero el caso que
nos interesard a nosotros es el considerado en esta definicién
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Cada uno de estos espacios es llamado individualmente k-espacio de cohomologia o
cohomologia en grado k.

En el caso en que {C*},cn sea una familia de espacios de Banach definimos también
su cohomologia reducida como la familia de espacios de Banach

Supongamos que tenemos dos complejos de cocadenas (C*,d) y (D*,0). Una familia
de operadores lineales continuos f;, : C* — DF es un mapa de cocadenas si conmuta
con las derivadas, es decir, d o fi, = frod. En este caso escribimos f : (C*,d) — (D*,0)
o simplemente f : C* — D*.

Observar que en este caso f induce una familia de mapas lineales y continuos entre
los respectivos espacios de cohomologia y cohomologia reducida de dichos complejos. Es
decir, para cada k € N tenemos f# : HE — H¥ dado por f#([c]) = [f(c)] para todo ¢ €
C*, donde [c] y [f(c)] indican las clases de ¢ y f(c) para los cocientes correspondientes.
En el caso de que f sea un mapa de cocadenas entre complejos de espacios de Banach,
este también induce una familia de operadores lineales continuos entre los respectivos
espacios de cohomologia reducida.

5.1.1 Homotopia

Dos mapas de cocadenas f,g : (C*,d) — (D*,9) se dicen homotdpicos si existe una
familia de mapas lineales y continuos h = hy : C¥*1 — DF (llamada homotopia) tal
que

® hpody=fo—goy
[ ] hkodk‘i‘ékflohk—l:fk_gk Slk21

Observamos que si ¢ € Ker dy, entonces f(c) — g(c¢) = d(h(c)), lo que nos dice que
f#* = ¢g”. Es decir, dos mapas de cadenas homotépicos inducen los mismos mapas en
cohomologia. Lo mismo puede decirse para la cohomologia reducida.

Decimos que (C*,d) y (D*,d) son homotdpicamente equivalentes si existen mapas
de cadenas f : (C*,d) — (D*,0) y g : (D*,6) — (C*,d) tales que go f y f og son
homotdpicos a la identidad. En este caso

g o f* = (g% o f*) = IdP, = Idys y fFogh = (fFogt) =1d", = Idys,

lo que implica que f# y g% son isomorfismos inversos.

Un subcomplejo de un complejo de cocadenas (C*, d) es una familia de subespacios
{E*}en tal que d(E*) C E*! para todo k € N. Es decir que (E*, d) es también
un complejo de cadenas. Decimos que (C*,d) se retrae a (E*,d) si existe un mapa
de cadenas r : E* — C™* tal que tor y r o+ son homotépicas a la identidad, donde
t: E* — C* es la inclusion.
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5.1.2 Bicomplejos

Un bicomplejo es una familia de espacios vectoriales topoldgicos {C*™}y .y junto
con mapas lineales continuos d’ : CF™ — CktLm vy g . OFm — CFm+l que cumplen
dod =0,d"od" =0y dod"+d" od = 0. Notamos dicho bicomplejo por (C**,d',d").

Las filas y columnas del bicomplejo son los complejos de la forma (C*™ d’) y
(C**,d") respectivamente.

Para el bicomplejo (C** d',d") definimos los complejos de niicleos horizontal y
vertical (E*,d') y (F*,d"), donde E¥ = Kerd”|cro y F™ = Ker d'|com. Observar que
la condicion d’ o d” 4+ d” o d = 0 implican que estos son complejos de cocadenas.

La siguiente propiedad y su consecuencia seran importantes en el ultimo capitulo
de estas notas.

Proposicién 5.1.1. Sea (C**,d’,d") un bicomplejo tal que cada fila (C*™,d') se se
retrae al subcomplejo (Em -0 =0 ) Luego el complejo diagonal (D*,6),
definido por
D= @ Ctmys=d+d
k+m=n

es homotopicamente equivalente al complejo de nicleos horizontal (E*,d").

DO g Dl J D2

RO 00 L 10 4 20

d"’ d" 4" d"
il o0l _d g _d_con_d
d” d/, d” d” B

o022, cnz 4 ce2 d

4’ d’ d’ d"’

Demostracion. Para cada K € N sea (C’f}’;], d',d") el subcomplejo de (C**,d’,d") defi-
nido por
Ckm sik< K
Cilt = Kerd'|orm sik=K .
0 sik>K
Observar que este es un bicomplejo.
para cada n € N ponemos

= D -

k+m=n
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Se tiene DE‘K} C DEFKH} para todo Ky UKzoD[*K] = D*. Ademas, por definicién de E*,
se tiene D[’b] = FE*. Por lo tanto sera suficiente con mostrar que DFK] se retrae a DFKA]
para todo K > 1.

Para simplificar la notacién ponemos

C=EPc'm, a= @ " ye=PE™

m>0 k>1,m>0 m>0

También escribimos C = Cy U C;.
Para todo m € N el complejo (C*™, d') se retrae al subcomplejo (E™ — 0 — 0 —
-++). Luego existen operadores continuos

W:C —C yp:C—E,
tal que
(i) d ok +hod =IdonC,y
(i) Wod =1Id—1oponCo,

donde ¢ : £ — Cy es la inclusién. Extendemos h' a C poniendo ' = 0 en Cj.
Definimos b : C — C por

o b=—(d"ol +hod)enC,y
e b=10¢pen(C.
En el subespacio C; la igualdad (i) implica
doh' +h' od=1d—0b.
En Cy la igualdad (ii) implica
Soh' +hod=hod=TId—10p=1d—b.

Por lo tanto la igualdad § o A’ + h' 0o 6 = Id — b es vélida en todo el espacio C. Esto
implica en particular que b conmuta con 9.

Ahora estamos listos para probar que DFK] se retrae DE‘K_” para todo K > 1. Como
R (Ckm) C Ck=1™ para k > 1y h'(C%™) = 0, podemos considerar Wy + Dy = DFK_]I
el operador inducido.

El mapa b satisface b(C*™) c C*1m+! for k > 1 and b(C%™) C C%™. Ademés,
para K > 1, tenemos

b(Ker d/|CK,m) C Ker d/|cK71,m+1.

De hecho, si d'w = 0, luego también tenemos d’'d”w = 0. la definicién de b y la igualdad
(i) implica

dbw =—(dd"Ww+ dhWd"w)=d"dhw—dWd"w=d"w—d'w=0.
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Por lo tanto b lleva Df}q en Dﬁ{_l] para todo K > 1. Sea by : DFK] — DE‘K_H el
operador inducido. Como vimos arriba, este conmuta con §. Como doh’+h'od = Id—b
en todo el espacio C, obtenemos

0o hEK} -+ hEK} o0 =1I1d— L[K-1] © b[K]

y también
6 @) h/[Kfl] + h/[Kfl] O 5 = Id — b[K] (@) i[K—l];

donde ¢ _q; : DE:Kfl] — Df}q es la inclusién.

) PRy 1 Py ) Py ;
Dy =P —5 Py =5 Pl
bL j bi j bL ) bL j
p. —=p. t-p2 . op3 L.
[K—1] [K—1] [K—1] [K—1]
B! B! b
Todos los mapas construidos son continuos, lo que termina la prueba. O

Corolario 5.1.2. Sea (C**,d',d") un bicomplejo tal que cada fila (C*™,d’) se retrea
a(E™—=0—0—- )y cada columna (C**,d") se retrae a (F* =0 —0— --+).
Entonces los complejos e nicleos (E*,d) y (F*,d") son homotdpicamente equivalentes.

5.2 Cohomologia /# simplicial

El simplejo estandar de dimensién k, notado por Aj, es la envolvente convexa del
conjunto de puntos de la forma (0,...,1,...,0) en R**L,

Un complejo simplicial es un espacio topoldégico X que se puede escribr como union
de una sucesion de espacios

de forma tal que X© es un espacio discreto y X**1 resulta de pegar a X* una

familia de (k + 1)-simplejos mediante mapas de la forma ¢ : A, — X®). Pedimos
que cada uno de estos mapas de pegado sea un homeomorfismo sobre su imagen, que
la imagen de cada cara de dimensién m de Ay, esté en X™ y que cada simplejo quede
determinado por su conjunto de vértices. Esto 1ltimo es equivalente a decir que no hay
dos mapas de pegado ¢, 1) : 9A;, — X* con la misma imagen.

Decimos que X®) es el k-esqueleto de X y denotamos X, al conjunto de k-simplejos
orientados en X (como sucede con el simplejo estandar, los elementos de X}, tienen dos
orientaciones posibles, salvo en el caso k = 0). Describiremos un simplejo orientado
por una (k + 1)-upla de vértices (v, ..., vx) donde identificaremos las permutaciones
con signo positivo, escribiendo —(vy, ..., vx) al simplejo descrito por (v, v, ..., V).
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Una k-cadena en X es una combinacion lineal formal de k-simplejos orientados,

esto es,
m
c = Z Ci0;,
i=1
donde o € Xj. Aqui se cumple —1o = —0.

Si ¢; # 0 para todo i, decimos que m es la longitud de la cadena ¢, y escribimos
l(c) =m,

y difinimos su soporte como
lc| ={o1,...,0m}
Definimos ademés la norma del mdximo en las cadenas como

lelloo = mdx |ci].
1<i<m

Las k-cadenas forman un espacio vectorial de dimensién infinita con base X al que
denotamos por Ci(X), vy || || es una norma en dicho espacio.

Definimos el operador de borde 0 en el espacio de las cadenas como la extension
lineal de la funcién definida en X} por

k
0o = (~1)'00 € Cpr(X),
i=1
donde 0;(vo, ..., vk) = (Vo -+, Tiy vy Vg)-

Es directo ver que d o 9 = 0 para todo o € Ci(X). Una k-cocadena en X es una
funcién lineal 0 : C,(X) — R. Observar que 6 queda determinada por su restriccién
a Xy, es decir, toda k-cocadena puede verse como una funcién 6 : X, — R con la
propiedad §(—o) = —6(o). Notamos al espacio de k-cocadenas por C*(X).

Definimos el operador de coborde como ¢ : CH(X) — C*1(X) tal que 60(0) =
6(0o), es decir

k+1

06(vo, . ok) = Y _(=1)'0(vo, .., Ty -, Vkgr)-

i=1
Es claro a partir de la definicién que d o § = 0.
La cohomologia simplicial de X se obtiene a partir del complejo de cocadenas?

0— CO(X) 2% M (X) -2 (X)) 2 c3(X) 2 -

es decir, es la coleccién de espacios vectoriales

Kerd

2En este caso el complejo esta formado por espacios vectoriales (sin topologia) y la derivada es
simplemente lineal.
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Esto da un invariante por equivalencia homotoépica de complejos simpliciales. En
particular se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1. Sea X un complejo simplicial contractible. Entonces H*(X) = 0 para
todo k> 1.3

Por otro lado, puede considerarse la homologia de un complejo simplicial X mirando
los operadores de borde 0 = 0y : Cx(X) — Cj_1(X). Obtenemos asi los espacios

Ker@k
Hip(X) = .
o) Im O 41

A los elementos de Ker 0y, les llamamos ciclos y a los elementos de Im dj.;; les llamamos
bordes.

Ahora fijemos un ntmero real p > 1 y supongamos que X tiene una métrica de
longitud que cumple con las siguientes condiciones:

(5.a) Tiene dimensién finita.
(5.b) Existe D > 0 tal que para todo simplejo o de X se cumple diam(o) < D.

(5.c) Existe una funcién creciente N : (0,+00) — N tal que el nimero de simplejos
que intersectan una bola de radio r nunca excede N (r) (independientemente del
centro de la bola). Para no tener problemas supondremos que N(r) es una cota
para simplejos con orientacién.

En este caso decimos que X tiene geometria acotada o que es un complejo simplicial
geométrico.

Si @ es una k-cocadena en X, definimos su norma ¢? por

16]ler = (Z !9(0)!]”) e [0, +00).

ceXy

Luego tomamos
PCH(X) = {0 € C*(X) : [|0]]er < +00},

que es un espacio de Banach para la norma || || .

En la definicién de la norma || ||;» contamos en los simplejos orientados. Si lo hi-
ciéramos en los no orientados obtendriamos una norma equivalente.

Proposiciéon 5.2.2. El operador de coborde § estd bien definido y es continuo de
PCH(X) a PCHHL(X).

3La prueba puede leerse [20].
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Demostracion. Tomemos 6§ € (PC*(X). Luego

6615, = >

UGXk+1

E+1 p

> (-1)'0(0i0)

=0

k+1

<(k+2 >0 Y |00

ankJrl =0

< (k+2)7'N(1) > |o(7)

TE€X)

= (k+ 2" 'N()]I0]17,

Donde en la segunda linea se usa la desigualdad de Jensen y en la tercer la condicién
(¢), ya que cada 7 € X}, puede estar en el borde de a lo sumo N(e) elementos de Xy
para cualquier € > 0. O

Consideramos ahora el complejo de cocadenas

0 — PC(X) 2% rCH(X) 2 e (X) 2 e (X) B -
La cohomologia /P de X es la familia de espacios vectoriales topologicos

Ker 519
Im 5k—1 )

PHM(X) =

Por otro lado, la cohomologia P reducida de X es la familia de espacios de Banach

Ker 5k

CH(X) = .
Im (5]6,1

Observacién 5.2.3. La cohomologia en grado 0 no es muy interesante. Observar que
si f € PC°(X) es un cociclo (es decir, cumple § f = 0), entonces debe ser constante en
las componentes conexas. Como ademas esta funcién debe estar en un espacio 7, por
lo que debe ser nula en todas las componentes conexas no acotadas. Si X tiene una
métrica de longitud, entonces es conexo, luego tiene cohomologia /7 (reducida) nula
para cualquier p si es no acotado y esta es isomorfa a R en el caso acotado.

5.2.1 Invarianza por cuasi-isometrias

Un espacio métrico Z es uniformemente contractible si es contractible y existe una
funcion ¢ : (0,400) — (0,+00) tal que para todo r > 0y z € Z la bola B(z,7) es
contractible dentro de la bola B(z,9(r)).

Ejemplo 5.2.4. Un ejemplo de espacio contractible que no es uniformemente contrac-
tible es el cilindro infinito con una tapa:

C={(z,y2) eR’: 2 <0y’ +y* =1} U{(z,y2) eR*: 2 =0y 2” +¢* < 1},
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con la métrica de R3. Observar que cualquier bola de radio mayor a 2 es contractible
solo dentro de conjuntos que contengan la tapa del cilindro. Esto hace que si B(p, )
es contractible dentro de B(p, R), entonces R depende no solo de r sino también de p.

Teorema 5.2.5. Sean X e Y dos complejos simpliciales de la misma dimension,
con geometria acotada y uniformemente contractibles. Si existe una cuasi-isometria
F: X =Y, entonces para todo p > 1 los complejos (PC*(X) y (PC*(Y') son homotdpi-
camente equivalentes. Como consecuencia, para todo k € N,

PHNX) = PHNX) y FH(X) 2 CH(X).
Donde la equivalencia en este caso indica isomorfismos topolégicos.

Este es un resultado de M. Gromov [19, p. 219], sin embargo, aqui veremos una
prueba de M. Bourdon y H. Pajot [5]. Esta prueba tiene varios pasos, por lo que lo
dividiremos en los siguientes lemas, en los que asumimos las hipdtesis del Teorema
5.2.5.

Lema 5.2.6. Existe una familia de de mapas lineales en las cadenas cp : Cp(X) —
Cr(Y) que verifica

(i) Los simplejos en el soporte de cp(vo, . ..,vy) estd a distancia uniformemente aco-
tada de F(v).

(i) Ocp (o) = cp(da) para todo o € X*.
(i1i) Para todo k € N existen dos constantes Ny y Ly, tal que

ler(0)lloo < Nk, y l(cr(0)) < Ly,
para todo o € X*.

Para probar este Lema usaremos un resultado conocido de la topologia algebraica®:

Lema 5.2.7. Si X es un complejo simplicial contractible y ¢ € Ci(X) es un ciclo,
entonces existe ¢ € Ci(X) tal que d¢ = c¢. Si ademds ¢ tiene coeficientes enteros,
entonces ¢ también.

Demostracion. Observar que sera suficiente con definirlos en los conjuntos Xk con la
propiedad cp(—0) = —cp(0) (en el caso k > 1).

Consideramos para ambos complejos X e Y la misma constante D de la condicién
(5.a) y la funcién N de la condicién (5.b). También asumimos que ambos complejos
son uniformememte contractibles para la misma funcién ¢ : (0, +o00) — (0, 4+00).

Para v € X definimos cp(v) como un vértice cualquiera de un simplejo que contiene
a F(v), luego extendemos linealmente esta funcién a cp : Co(X) — Co(Y). Por la
geometria acotada tenemos |F(v) — cp(v)| < D.

4Mirar [20]
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Como F' es una cuasi-isometria y X tiene geometria acotada, entonces
sup{|cr(ay) —cr(a_)| :a € X1} < +o0,

donde a_ y a, denotan los vértices de a. Usando la geometria acotada de Y podemos
encontrar una cadena cp(a) € C1(Y') on dcp(a) = cp(ar) — cp(a_), longitud acotada
por una funcién de |cp(ay) — cp(a_)|, y ||cr(a)||e = 1.

Zo

T2
ot

Ahora tomamos k£ > 2. Asumimos que cp estd definido en grado m para todo
m < k— 11y que cp(7) tiene coeficientes enteros para todo 7 € X,,. Si 0 € XF,
entonces cp(0do) es un ciclo, es decir,

aCF(aO'> = CF(820') = O,

y estd contenido en una bola con radio kD L;_;. Como Y es uniformemente contractible,
el Lema 5.2.7 implica que cg(00) es el borde de una cadena con coeficientes enteros en
una bola B de radio ¥(kDLyj_1). Su longitud esta acotada por el nimero de simplejos
en B, que no excede N(¢)(kDLy_1)). Definimos cp(0) como una de estas cadenas que
minimiza ||cg(0)]]s-

Observamos que existe una cantidad finita de complejos simplilciales con a lo sumo
N(¢(kDLy_1)) simplejos y en cada uno de estos hay una cantidad finita de k — 1-ciclos
con coeficientes enteros y norma infinito acotada por kNj_1, es decir que, a menos de
isomorfismos simpliciales, hay finitos cp(do). Esto implica que los valores que puede
tomar ||cp (o) son también finitos, por lo que este debe estar acotado uniformemente.

Observar que cp puede definirse en cada paso de modo tal que se cumple siempre
cr(—0) = —cp(0). O
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Definimos el pull-back de una cuasi-isometria F' : X — Y como F* : (PCH(Y) —
rCH(Y),
F*0(c) = 0(cp(c)).
Para ver que esta bien definido y es continuo usamos las propiedades de cr de la
siguiente manera:

17015, = > 6(cr(c

ceXg
p
<D N Y )
ce Xy T€lcp (o))

SNty Y

o€Xy T€|cp(o)]

Donde en la ultima linea usamos la desigualdad de Jensen.

Podemos encontrar una constante Cy tal que dist(oq,02) > k implica cp(oq) N
cr(og) = ). Luego para todo 7 € Y}, se tiene que 7 € |cp(0)| para a lo sumo N (D +Cy)
simplejos 0 € Xj. Esto implica

IE*6ll}, < NELY'N(D +Cy) Y l6(n)[” < |65,

’TEYk

Ademads, como ¢y conmuta con el operador de borde, tenemos de forma directa que
F* conmuta con el coborde. Esto implica que F™* nos da un mapa de cadenas y por lo

tanto define mapas lineales continuos F# : (PHE(Y) — (PHF(X) y F* : ¢/H (V) —
Epﬁk(X ). Estos dependen, a priori, de la eleccién de cp.

Lema 5.2.8. Si G : X — Y es otra cuasi-isometria con |F — G| < +00, entonces
F# =G# y F* = G*.

Demostracion. Vamos a demostrar que F* y G* son homotépicos. Para esto vamos a
empezar construyendo una familia de mapas lineales h : Ci(X) — Cr41(Y) que cumple
tal que

(i) Oh(c) = cr(c) — cg(c) para ¢ € Co(X).
(ii) Oh(c) + h(0c) = cp(c) — ca(c) para ¢ € Cx(X) con k > 1.
(iii) [|h(0)]|eo ¥ €(h(0)) estan acotados en funcién de k.

Nuevamente, bastard con definir h en los conjuntos de simplejos Xj.
Como F'y G estan a distancia uniforme acotada se tiene

sup{diam(|cp(0)| U |cg(0)]) } < +oc.
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Si v € Xy elegimos h(v) tal que Oh(v) = cp(v) — ce(v) con longitud acotada en
funcién de |cp(v) — cg(v)| y ||h(v)]| = 1.

Suponemos que h esta definida en grado m para todo m < k y tomamos o € Xj.
Como cp y cg conmutan con el borde tenemos

d(cr(o) = cg(o) — h(00)) = cp(do) — cc(0o) — Oh(Do) = h(D*c) =

Esto significa que cp(0) — cg(0) — h(do) es un ciclo en una bola de radio acotado
independientemente de o. Como en el lema anterior, encontramos h(o) € Cry1(Y) con
Oh(c) = cp(0) —cq(o) —h(0o) y £(h(0)) v ||h(0)]| uniformemente acotados. Ademds
podemos hacerlo tal que h(—o) = —h(o) porque ¢, ¢g y h (en grado k — 1) son
cocadenas. Esto permite extender h (en grado k) a una cocadena.

Ahora definimos Hy : (PC*(Y) — PC*1(X) para k > 1 por
H0 : Cr—1(X) — R, Hgf(c) = 0(h(c)).

La prueba de que Hj. estd bien definido y es continuo es andloga a la que hicimos para
el pull-back F*. Veamos que Hj es una homotopia entre F™* y G*, lo que terminara la
prueba.

Si k = 0 tenemos
(F*Q — G*Q)(c) = Q(CF(C) — cG(c)) = 0(0h(c)) = 60(h(c)) = H160(c).
Sik>1,

(FW—GWN)I (er(c) = cal0))
0(Oh(c) + h(0¢))

—M(@D 0(n(c))
= Hyp100(c) + 6 Hyb(c).

]

Demostracion del Teorema 5.2.5. Tomamos F : Y — X una cuasi-inversa de F. Luego
el Lema 5.2.8 implica que (F o F)# y (F o F)# son iguales a la identidad en los espacios
de cohomologia.

Ademéds, estos no dependen de la eleccién de cp7 Vv Crop, asi que, cOmo cpp =
CpoCF Y Crop = Cg o cp cumplen las condiciones del Lema 5.2.1, tenemos que (F o F)*
es homotépico a F*o ' y (F o F)* es homotépico a F" o F*, lo que implica

(FOF)#:F#OF#y (FOF)#:F#OF#.

. —=# . :
Concluimos entonces que F# y F" son inversos. Razonando de la misma forma
., 1.9 .
vemos también que F* y F' son inversos. O

Ejercicio 5.2.9. Probar que la cohomologia /* en grado 1 del grafo de Cayley de un
grupo libre es no nula para todo p > 1. ;Y la cohomologia reducida?
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5.3 Cohomologia L de De Rham

Consideramos ahora M una variedad diferenciable orientable (con una orientacién fi-
jada) de dimensién n con forma de volumen dV'.

Si ¢ es una funcién k-lineal en un espacio con producto interno de dimensién finita
(Vi |I'1]), definimos su norma de operador como

ol = max{lp(v, ..., o)l : Joall = -+ = [loell = 1}.

Ahora, si w es una k-forma diferencial en M ponemos

= </M |w|pdv); = (/M |wx|”dV(x)>‘1’

Proposicién 5.3.1 (Desigualdad de Hélder). Siw € Q¥(M) y 8 € Q" %(M) yp,q > 1
son tales que % + % =1, entonces

lw A Bl < flwllze 5] zo-

Demostracion. Si vy, ...,v, € T, M son vectores de norma 1, entonces
‘(W/\B)J:(Ula-'-a | = k" ‘ Z‘wx Vo(1 "'7UO'(I€))H/6JI(UU(]€+1)’"'7UU(TL))‘
oESy
< wallBal-
De donde se deduce |(w A B).] < |we||Bz|. Luego, la desigualdad sale de aplicar la
desigualdad de Hélder a las funciones z — |w,| y @ +— |5, O
Consideramos

LPOF (M) = {w € Q¥(M) : ||w]|ze, ||dw]|rr < +00}.
En este espacio tomamos la norma
wlze = [lwllze + lldw|| -

Observar que la derivada exterior d estd bien definida y es continua de LPQF(M)
a LPQFTL(M), lo que nos permitirfa definir un complejo de cocadenas. Sin embargo,
los espacios definidos no son completos, por lo que tomaremos su completaciones, no-
tadas por LPC*(M). Ademss, extendemos continuamente d, obteniendo una familia de
operadores lineales y continuos

dy = d : LPC*(M) — LPC*(M).

La cohomologia (reducida) LP de De Rham de M es la correspondiente al complejo
de cocadenas

0 = LPCO(M) ~25 LPCY (M) —2 LPCP(M) %2 LPC3 (M) -2 ...

Notamos por LPH*(M) y Lpﬁk(M ) a los espacios de cohomologia LP y cohomologia
LP reducida respectivamente.
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Observacién 5.3.2. El espacio LPQ*(M) estd incluido en el espacio de las k-formas
medibles en M, notado por LPA*(M). Una k-forma medible es una funcién z +— w,,
donde w, es k-lineal y alternada en T, M y los coeficientes de w en cualquier carta local
son funciones medibles. Puede verse que LPA*(M) es completo con la norma LP, por
lo que LPC*(M) puede verse como la clausura de LPQ¥(M) en este.

Se dice que una k-forma medible w € LPA*(M) tiene derivada débil dw € L}, A* (M)
(el espacio de las (k+1)-formas medibles cuya norma de operador es integrable en cual-

quier compacto de M) si para toda 3 € Q" ¥~1(M) con soporte compacto se tiene

/dem:(—n’fﬂ/MwAdﬁ.

Observar que la primera estd definida porque dw estd en LL A*(M) y la segunda

porque, gracias a la desigualdad de Holder, LPA¥(M) C LllogAk(M) para todo p > 1.
Teniendo esto podemos condiderar el espacio ZX(M) C LPA*(M) de las k-formas

medibles que tienen derivada débil nula, y By (M) C LPA*(M) de las k-formas medibles

que son derivada débil de una (k — 1)-forma medible en LPA*~(M). Puede verse que

paratodo k e Ny p > 1,

p _ M)k 2 (M)

De esta forma, la cohomologia L¥ de De Rham de M queda definida como la
correspondiente al complejo de cocadenas (W (M), d), donde W) (M) es el espacio de
k-formas medibles en LPA*(M) que tienen derivada débil en LPA*~1(M). La norama

en este espacio estd dada por
wlrr = [lwllze + lldw| -

Ejercicio 5.3.3. Probar que la derivada exterior débil extiende la nocién de derivada
exterior para formas diferenciales.

5.3.1 Lema de Poincaré L*

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado, que es una version del Lema
de Poincaré para la cohomologia L”.

Lema 5.3.4. Sea B la bola de centro 0 y radio 1 en R™ y p > 1. Luego el complejo
(LPC*(B),d) se retrae al complejo (R —0— 0 — -+ ).

Observar que el Lema 5.3.4 nos dice que toda forma cerrada en L? de grado mayor
o igual a 1 en una bola es exacta.

Para preparar el camino para para probar el Lema 5.3.4 haremos un par de defini-
ciones y probaremos un lema.
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Sea X un campo de vectores en M. Definimos la contraccion de una k-forma w en
M con respecto a X como la (k — 1)-forma

(LXw)x(’Ul, cey V1) = we(X (), 01, ..., Uk—1)

para todo x € M y vy,...,v,_1 € T, M. Diremos que w es ortogonal a X si txw = 0.
Observar que txw es siempre ortogonal a X, ya que (txtxw), es alternada para todo
r € M.

Si ademas X y w son C* se define la derivada de Lie de w con respecto a X por

d

,CXw:E

prw,
t=0

donde ¢; es el flujo asociado a X. Observar que %‘t:s djw = QrLxw:

% _ (Ffw)a(v, ... k) = % t:o (rp7w)a(vi, ..., k)
d
t=0

= (Lxw) 5, ) (das(v1), -, duhy(v1))

K]

= ((ﬁ:ﬁxw)x(’l}l, e ,’Uk>.

Una propiedad que nos serd tutil es la siguiente igualdad, conocida como férmula de
Cartan,
Lxw =dixw + txdw.

Algo importante a observar es que si X es diferenciable y w € QF(M), entonces
tanto txw como Lxw estan en QF(M).

El siguiente Lema es una versién de la regla integral de Leibniz para formas dife-
renciales.

Lema 5.3.5. Sea K C R™ un conjunto compacto y {w(y)}yex una familia de k-formas
diferenciales en M tal que los coeficientes en cualquier carta local son diferenciables en
M x RF. Entonces la k-forma definida por

D(vrs - 0p) = (/}{w(y)dy)x(vl,...,vk) _ (/Kw(y)x(vl,...,vk)dy>

estd en QF(M) y cumple
di = / dw(y) dy.
K

Demostracion. Tomamos ¢ : U — M una carta local y escribimos

(ww), = D faealmy)de, ANy,

1<i < <ip<n
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1<iy <-<ix<n
Evaluando ambas formas en vectores de la base canénica e;,, ..., e; tenemos
Girin(@) = | firi(@,y) dy
K
Por la regla integral de Leibniz g;, _;, () es C* y para todo j = 1,...,n se tiene

0
8—%9“%(1')_/Kf“zk($7y) dy.

Tenemos entonces

"L 0
(gp*dﬁ)x = (dg@*ﬁ)x = Z Z Hp Jitein (x,y)dxj Ndz; A--- Adxy,

1<ip < <ip<n j=1 J

_ )
> > [ G atn)dn nde .

1<ip <-<ix<n j=1

= /K dw(y), dy.

Demostracion del Lema 5.3.4. Fijado x € B consideramos las funciones
0o 10,1l x B = B, ¢.(t,y) =ty + (1 —t)x

y
ne: B —[0,1] x B, ni(y) = (t,9).

Ademads, notamos por X al campo constante %(1, 0) € [0,1] x B.

[[),l]xB/—\
A

|/
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Ahora, para w € LPQF(M) (con k > 1), ponemos

1 ! * *
h(w) = Vol(B') /B'/o n; (txprw) dtdx,

donde B’ es una bola de radio menor a 1.

Como n; (txpyw), es C en las variables ¢,z e y, entonces h(w) también lo es y se

cumple
1 ! * *
dh(w) = W ///0 d?’]t (LXgDmUJ) dtdz.

Aqui es importante que la clausura de B’ esté contenida en B para poder aplicar el
Lema 5.3.5. Usando la férmula de Cartan tenemos

1 1
dh(w) + h(dw) = Vol(B) ///o n; (exd + duy ) phwdtde
1

1
= — ! *w)dtdx.
VOI(B/) /B//O 77t£X(‘Pw“) T

Observar que

M ﬁX(‘Pa;W)y = s (s + t)w(s+t)y+(1—s—t)x = Etwty—i-(l—t)x

s=0

lo que nos permite concluir

h(dw) + dh(w) = w. (5.1)

Ahora queremos ver que h(w) € LPQF(B) y que h lleva continuamente LPQ¥(B) en
LPQE1(B). Para esto primero observamos que como tx¢’ es una forma en [0, 1]x que

se anula en la direccion %, entonces para todo t € (0,1) e y € B se tiene
7 (ex ™ w)y| = lex @ wieg)l.
Ademas
lex@ Wity | = sup{lex@ wiey) (v, - op-1)] < ol = -+ = Jloea || = 1}
= sup {[@"wey) (G o1 o) [ o]l = oo = o]l = 13
= sup{|wey) (Y — 2, tor, - top)| s o] = - = floga [l = 13

< tk_1|y - 33||W<p(t,y)|,

lo que nos permite concluir

1 1
|h(w),| < Vol(B) /B//o |y — x| |we, (1) dtde.
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Definimos la funcion u(z) = |w|, si z € By u(z) = 0 en otro caso, luego haciendo el
cambio de variables z = ty + (1 — t)z tenemos

[hlw)y| < VO&B/) / B(ty,1—t) / 2 = ylu(z)(1 =™ dtd
< 5 Lo | oo —ohu) 1 =
1
Vol(3)

~ Vol(B') /B(y2 |2 = ylu(z )</0 Ln(ey,1-0(2 )(1—t)"1dt) dz.

Observar que 1g(y1-4)(2) = 1 implica |z — y| < 2(1 —t). Luego tenemos

! 1—5|z—y| 1 1
/ L0 (2)(1 — )" ldt < / (1—¢t) " tdt = / =l <
0 0

%\z—y| |Z_y|n

Esto implica

h(w)y] < / = — | u(2)d.
B(y,2)

Usando que [ Bu.2) |z — y|'7"dz es finito y la desigualdad de Jensen obtenemos

h(w)y | 2 /B e Ty
Y,

I, = [ o ray < [ / — gl dzdy
y2)
dz < ||w
_/B(OS (/ |z — |n 1) el

Ahora, usando la identidad dh(w) = w — h(dw) tenemos

Por lo tanto

[dh()]lr < [lwllze + [[P(dw)l| o = [w]e

lo prueba que h estd bien definido y es continuo de LPQF(M) a LPQ*~1(M) para k > 1.
Como LPQF(M) es denso en LPC*(M) podemos extender h a un operador continuo
h: LPC*(M) — LPC*1(M) que sigue cumpliendo (5.1).

Si w = df para cierta funcién diferenciable f : B — R, observamos que

0 (ex@rdf) = dfou)(y —2) = (f o)1),
donde (t) = ¢.(t,y). Luego

1

h<df):f_m 5

/f(a:) dx
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Definimos entonces h : LP)(B) — R por

1

i) = Vol(B')

f(x)de,
B

que es claramente continua y por lo tanto se extiende a LPCO(M).
En conclusién, h es una retraccién de (LPC*,d) al complejo

R—=0—-0—---).

5.3.2 Teorema de De Rham [?

Una triangulacién en una variedad M es una estructura de complejo simplicial X. Es
decir, X es un complejo simplicial junto con un homeomorfismo X — M tal que la
distancia en X se herede de la distancia en M. El complejo X queda luego dotado de
una estructura diferencial que lo hace difeomorfo a M.

Diremos que X es una triangulacién geométrica de M si:

(d) Todo simplejo de X es bilipschitz difeomorfo al simplejo estandar de la misma
dimension, con constante de Lipschitz uniforme.

(e) Existe una constante uniforme que acota el nimero de simplejos a los que puede
pertenecer un punto.

Observar que en este caso la triangulacién X tiene geometria acotada. Hay condiciones
que aseguran que la existencia de una triangulaciéon geométrica, por ejemplo que M
tenga curvatura acotada y radio de inyectividad positiva (ver por ejemplo [1]).

Teorema 5.3.6. Sea M una variedad Riemanniana de dimension n que admite una
triangulacidn geométrica X. Entonces para todo p > 1 los complejos (7(X,))(X),0)
Y (W;(M),d) son homotopicamente equivalentes. Por lo tanto para todo p > 1 y
k=0,...,n se tiene

LPHYM) = *HF(X) y LPH (M) = *H" (X).

Para probar este teorema vamos a usar el Corolario 5.1.2, es decir, vamos a cons-
truir un bicomplejo que contenga a los dos complejos de cadenas implicados como los
complejos de nticleos horizontal y vertical.

Definimos la estrella de un vértice v € Xy como el interior de la unién de todos los
simplejos que contienen a v. Denotamos a este conjunto por U(v) y lo miramos como
un subconjunto de M. La familia de todas las estrellas nos da un cubrimiento de M:

U={U):ve X}
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Ademsds consideramos los cubrimientos dados por las intersecciones de elementos de U:
U = {U(vg) N+ NU () #0: (vo,...,0m) € Xin}.

Observar que U,, se corresponde con el conjunto de los m-simplejos no orientados, es
decir que cada elemento de dicho cubrimiento representa dos elementos opuestos de Xj.
Ademés, las condiciones (d) y (e) implican que los elementos de U,,, son biLipschitz di-
feomorfos a la bola unidad en R™ con constante de Lipschitz uniforme (e independiente
de m). Para cada o = (vg, ..., v,) € X,, definimos

U, =U(v) NN U(vp).
Decimos que una funcién

w € H Lka<UU), W:o Wy

o€Xm

es alternada si w_, = —w,. Luego consideramos para k,m € N el espacio C'z’f’m de
dichas funciones alternadas w que cumplen

1 1
p P
[wlle, = llwllp + [ldwll, = ( > H%H’&) + ( > Hdwa\l’ip> < +oo.

UGX’m UEXm
Ademas definimos las derivadas d' : Cp™ — Ckthmy @ Ch™ — CE™H por

m+1

(dw)s = (~1)"dwy ¥ (d'w)o =3 (~1)wse.

i=0
Lema 5.3.7. (C;f’m,d’,d”) es un bicomplejo.

Demostracion. Comencemos probando la igualdad d' o d” +d”" od' = 0:

m+1

(dd"w)y + (d"dw)y = (1) d(d"w), + Z(—l)i(d’w)@.a

m+1 m+1
= (=1 (—D)idwa,e + (=)™ D (=1)'dwg,; = 0.
=0 1=0

La continuidad de d’ es clara, veamos la de d":

m—41 p
")z = > I dwolhe = D D (1) was
c€EXm+1 0€Xm+1 Il ©=0 Lp
m+1
<mA2P Y fwaellts,

0€EX i1 i=0
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donde en la ultima linea se usa la desigualdad triangular de || - ||z» v la convexidad de
la funcién t — [t|P. Por la condicién (e) existe una constante N tal que todo punto de
M puede pertenecer a lo sumo a N simplejos de X, luego un m-simplejo puede estar
a lo sumo en el borde de N (m + 1)-simplejos. Esto implica

ld"wllp < (m +2)P"'N Y el = (m 4 2)P7 ' N|w]p.
T7€Xm

Por otro lado
ldd"wll, = [ld'd"wll, = [|d"dw]l, < (m +2)""'N|ldw],.
Juntando esto con lo anterior tenemos ||d"w||c, < (m + 2)P ' N||w|c, O

Demostracion de Teorema 5.3.6. > Probaremos el teorema verificando que el bicom-
plejo (C;f’m, d,d’ ) estd en las hipétesis del Corolario 5.1.2. Luego relacionaremos los

complejos de nicleos con (EP(X*), 5) y (U’C x (M), d).

Paso 1: Vamos a probar que (C*m) se retrae al subcomplejo

Bt i=Kerd|gom = 0—=0— -

Para esto recordamos los mapas h : LPC*(B) — LPC¥1(B) construidos en en el
Lema 5.3.4 y para cada ¢ € X consideramos un difeomorfismo L-bilipschitz f, :
U, — B (con L independiente de o). Luego definimos H : C’I’f’m — C’g*l’m por

(Hw)y = (1) f3h(f; ).

Acd se entiende C, V™ = F*.
Es facil ver que f* y (f;1)* son continuas, y con esto que H es continua. Adema4s,
se verifica usando 5.1 se verifica que H es la retraccién buscada.

Paso 2: Probamos ahora que (C;f’*) se retrae a

Ey = Kerd"|gro = 00— -

Tenemos que construir una familia de mapas lineales continuos x : C¥™ — Ckm=1
(m >0), donde C}~! = Ker d"| o, tal que K od” 4+ d" ok = Id.
p

Sea {77,,}1)E «(© una particion de la unidad con respecto al cubrimiento U. Observar
M

que podemos tomarla de forma tal que |(dn,).| es uniformemente acotado independien-
temente devyx. Sim>1ywe C’]’;”m, entonces para o € X,,_; definimos

(ko = (1) 3 Dot

SHay algunos detalles en la prueba que se dejan como ejercicio al lector.

91



Donde si 0 = (vg, ..., Unyi1), entonces ov = (vg, ..., Umi1,v). Observar que si v es un
vértice de o, entonces w,, = 0 debido a la condicién (g). Para w € C’I’f’o vy v e Xy

ponemos
(Fw)v, = Z MWy |, -
veEXo

Se verifica directamente que k es la retraccién que buscamos.

Paso 3: Observamos que los elementos de F" son las funciones g € C’g ™ que sa-
tisfacen que g, es esencialmente constante en U, para cada o € X,,. Usando el hecho
de que U, es biLipschitz difeomorfo (con constante de Lipschitz uniforme) a la bola
unidad en R™ concluimos que F)* es isomorfo a (?(X,,) y d” coincide con la derivada
en este espacio.

Paso 4: Los elementos de EX son de la forma w = {wy }uex, con

Wy, |U(v1)ﬂU(v2) = Wy |U(U1)mU(U2)

en casi todo punto. Podemos tomar una k-forma @ en M tal que ©|y(,) = w, en casi
todo punto para todo v € X,. Se puede probar que ||w||c, = ||@||w, usando que todo

punto en M estd en a lo sumo n elementos de Y. Esto muestra que E}’; es isomorfo a
LPCH(M). O

LpCO(M)_d>chl<M)d_>...

d’ d’
Ker d”| 0,0 —> Ker d”‘ 1,0 —>+ *
o Cyp
M M

o~ d/ d/
ﬁp(XO) —— Ker d/|co,0( CS’O C;’O _— -
p
]6 ld// d// d//
o~ d/ dl
P(X1) —Ker d'| j0.¢ cpt Cpt ———---
p

l& ld// d// d//

Corolario 5.3.8. Sean M y N dos variedades Riemannianas uniformemente contrac-
tibles de la misma dimension que admiten triangulaciones geométricas. Si existe una
cuasi-isometria F : M — N, entonces (LPC*(M),d) y (LPC*(N),d) son homotdpica-
mente equivalentes. Por lo tanto para todo p > 1 y k € N se tiene

LPHE(M) = [PHY(N) y LPH" (M) = LPH" (N).
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5.4 Algunos calculos

Vamos a estudiar la cohomologia L? para algunos ejemplos con el fin de distinguir-
los a menos de cuasi-isometrias. Con esto queremos ilustrar como se aplica lo visto
en este capitulo a problemas de clasificacién cuasi-isométrica, no dar una descripcién
exhaustiva de la cohomologia LP de dichos espacios.

En concreto, nos preguntamos para qué valores de p el espacio LPH*(M) es trivial
y para cuales es no trivial. Luego, dadas dos variedades Riemannianas M e N en las
hipotesis del Corolario 5.3.8, basta con encontrar algin valor de p y k € N para el cual
LPHY(M) = 0 y LPH*(N) # 0 o viceversa para concluir que M e N no son cuasi-
isométricas. Para esto vamos a probar un par de lemas debidos a P. Pansu que nos
permitiran asegurar la anulacién o no anulacién de la cohomologia LP.

Lema 5.4.1. Consideremos M una variedad Riemanniana completa y orientable sin
borde de dimension n y dos numeros reales p,q > 1 tal que %—I—% =1. Siw e LPQF(M)

es una k-forma cerrada tal que existe 3 € LIO" (M) tal que

[wnszo

entonces w representa una clase no nula en la cohomologia LP reducida.

Para probar este lema necesitaremos primero lo siguiente:

Lema 5.4.2. Para todo k € N se tiene que QF(M) es denso en LPC*(M) con la norma
| Lo

Demostracion. Es suficiente con mostrar que QF(M) es denso en LPQ*(M).

Como M es completa puede tomarse una sucesiéon de funciones f; : M — [0,1] de
clase C'*° con soporte compacto tal que

lim sup |(df;).| = 0

J zeM

y fj = 1 dentro de un compacto K; de forma tal que M = Uj K;.

Sea w € LPQF(M). Luego consideramos w; = f;w. Tenemos

oy — Wl = 11(f; — Dy > / wal? 4V (2).
{fi#1}

Esto tiende a 0 por continuidad de la medida |w[? dV/
Por otro lado

ld(w; = w)llzr < Nldfjwller + 1(f5 = Vdw] r
sup |(dfy)elllwllr + [[(f; = Ddw]|r — 0.

Concluimos entonces que |w; — w|r — 0. O
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Demostracion del Lema 5.4.1. Si w es nula en cohomologia reducida, entonces existe
una sucesion {v;} C LPC*1(M) tal que

lw — dvj|r = ||w — dvj||» — 0.

Por el lema anterior se puede suponer que v; € Q%(M) para todo j. Luego

'/Mw/\ﬁ‘: /M<w_dyj>/\ﬁ+/zwdyj/\6’

~|[ -y ns+ [ awns) w0t [ vna

= /M(W—de)A5’

|w — dvj|r[| Bl s — O.

IN

En la tercera igualdad se usa que [ es cerrada y el Teorema de Stokes para anular los
dos sumandos restantes de la segunda linea.

Esto nos da una contradiccion, por lo que deducimos que w es no nulo en cohomo-
logia reducida. ]

Ahora consideramos en M un campo diferenciable de vectores X con norma entre
dos numeros positvos 0 < a < b. Notamos por ¢; a su flujo asociado (observar que
el campo es completo). Decimos que X es (k,p)-contractante si existen constantes
C,n > 0 tal que para todo x € M y toda k-forma w con txw = 0 se tiene

|G| < Ce™ |wy, @[ Jac (¢)'/”
para todo ¢ > 0. Donde el Jacobiano de ¢, es la funcién que cumple
Jac(¢y) dV = ¢;dV.
Asumiremos hasta el final de la seccién que ¢; no tiene érbitas periddicas.

Lema 5.4.3. Supongamos que X es (k—1,p) y (k, p)-contractante para k > 2, entonces
para todo t > 0 el pull-back ¢} lleva continuamente LPA*(M) en LPA*(M). Ademds,
para todo w € LPA*(M) se tiene

l¢rwllze — 0
cuando t — +o00.

Demostracion. Seax € M yw € LPA*. Tomamos a lo largo de la érbita de 2 campos di-
ferenciables X, ..., X, invariantes por ¢; tal que B, = {X(y) = Xi1(y), X2(y), ..., Xn(v)}
es una base de T, M para todo y en la érbita de z. Notamos la base dual de B, por
{dX1(y),dX1(y),...,dX,(y)}. Luego w a lo largo de la érbita de = queda expresada
por

w= Y faadXi A AdX,

1<) < <ip<n
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Si escribimos

B = Z flig,.ip AXo A ANdX,

1<io << <n

ponemos w = dX A 3+ . Observar que  y v son ortogonales a X.
Observar que si y esta en la érbita de x, entonces

1By| = sup{|5z(vl, e V)| s Juill = 1y vi L X(y) para todo z}
= sup{|wy(X(y),v1, v Ue—)| s Juill = 1y v L X(y) para todo z}
< 1 X () [y -

Ademas, observamos que ¢*dX = dX,y |[dX|, = HX o7 Luego, como X es (k—1,p)-
contractante,

|67 (dX A B)a| < [(87dX).||65 Bs]
Ce™ 1
‘ Ty PerlTace(60?

= X @)]

b 1
< —Ce ”t\w@ y|Jacy (@) ?

Por otro lado,

1 = sup{ |7z (v1, ..., v)| : [Jvsl]] = 1y v; L X(y) para todo i}
= sup{|wz(v1,...,v)] : [Jvsl]] = 1y v; L X(y) para todo i} < |w,].

Como X es (k,p)-contractante y ¢txvy = 0, tenemos
1
(617l < Ce™ |76, Jaca(@r)r < Ce|wy o) Jaca(r) 7
Concluimos entonces que
* * * a 1
|Grwa| < o7 (dX A B)a| + |dfva] < (7 +1) Ce™ nt‘wd’t Y[ Jaca(¢)?,
b

lo que implica

I, = /M Bt dV (2)

a

< / (5 +1) 0 g, Tacs () dV ()
L\

b
p
_ (% +1) e wlh,

= (1) crem /M 67 (|wlP V)
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El siguiente lema nos da un criterio para probar la anulacién de la cohomologia L.

Lema 5.4.4. Supongamos eziste un un campo X que es (k—1,p) y (k, p)-contractante
para k > 2 y tiene norma uniformemente acotada en M. Enonces LPH*(M) = 0.

Demostracion. Para w € LPA¥(M) y N € N definimos

N
Byw = / ¢rLxw dt.
0

Estimamos su norma LP:

N
|Baw|, = / \( / ¢:wadt)
M 0 T

N
< N / / (6wl dV (x) dt
0 M

' dV (z)

N
SNp_l/ CPe™ ™ ||Lxwl|?, dt
0

Puede verse que que, como X es uniformemente acotado ||exw||zr < || X||ool|w|| e, luego
| Bnw||r < Cnl|w||ze, donde Cy depende de N, C, || X||« v 1. Deducimos enteonces
que By : LPAF(M) — LPA*=(M) estd bien definida y es continua. Observar que de la
misma forma se puede definir (y resulta continuo) By de LPA*Y(M) a LPA*(M).

Si ahora w € LPQ¥(M), entonces Byw € QF(M) (ver Lema 5.3.5) y

N N
dByw = d/ Giixwdt = / ¢rdixwdt.
0 0

Integrando la igualdad %qbf = ¢; Lxw, y usando la férmula de Cartan Lxw = dixw +
Lxdw tenemos

N
Pyw —w = / ¢ Lxwdt
0

N t

_ / drdixw di + / &t duxe dt
0 0

= dByw + Bydw.

Esto implica que ||[dByw||zr < Dy|w|rr con Dy independiente de w. Luego By lleva
continuamente LPQ¥ (M) en LPQF~1(M) y por lo tanto se puede extender continuamente
de LPC*(M) en LPC*1(M). Ademés, la igualdad ¢; — Id = dBy + Byd anterior se
extiende por continuidad a LPC*(M).

Puede verse que la sucesién, por un argumento similar al usado arriba, que { Byw}n
es de Cauchy en LPC*~'(M) y por lo tanto converge a Bw € LPC*1(M).
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Si ahora w € LPC*(M) es cerrada, entonces
|dBw + w|rr = ||[dBw + w|, = lim | dByw + w||,
N—+o00

= lim ||¢; .
Jmfloywllze — 0

Luego —Bw es una primitiva de w. Probamos entonces que Kerdy = Imd;_; y por lo
tan LPH*(M) = 0. O

5.4.1 El espacio hiperbdlico real H"

Escribiremos los puntos de H™ como (z,y), con z € R*! e y > 0. Consideramos en
H" el campo ascente de norma 1, es decir, X (z,y) = (0,...,0,y). Su flujo asociado es

¢t(x7 y) = (ZL’, ety)'
Si w es una k-forma en H" con txw = 0 se tiene que el supremo

G| = sup{ [wie) (dayGr(1), - duybu(0)] + [orlley = -+ = Jonll ey = 1}

se alcanza en vectores de la forma v; = (v},...,v]""!,0). En ese caso d,,é:(vi) = v1 y

||Ui||(x,y) = 6t||vi||(x,ety)7 por lo que
|¢:w(x,y)| = e_kt|w¢t(x,y)|'

Ademas, la forma de volumen en H" es
1
dV(z,y) = —dxy A+ ANdz,—q A dy.
yTL

Luego

1
ordV(x,y) = del Ao ANdx,_y A (eldy),

n=Dt de donde concluimos

por lo que Jac(,)(¢:) = e~

n—1—kp

|¢:w(w7y)| =e 7 t|w¢t(1‘,y) |Jac(x,y)(¢t)-

Tenemos entonces que el campo X es (k, p)-contractante si y solo si p > ”T_l, y es

(k — 1)-contractante si p > 2=1. Por el Lema 5.4.4 tenemos que LPH*(H") = 0 (y por
7k ny __ n—1 7
lo tanto LPH"(H") = 0) para todo p > 7= . Aqui debemos suponer que k > 2.

Para estudiar la no anulacién vamos a usar el Lema 5.4.1. Definimos

Wiay) = d(f(x)g(y)dzi A~ ANdxg—1) ¥ By = dW(x)e(y)mi(@)depy A - A dxy_1),

donde 7 : R — R es la proyeccién k-ésima coordenada, y f,7 : R"™™' — [0,1] y
g,¢: (0,400) — [0, 1] son funciones diferenciables tal que
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- [ tiene soporte compacto y [p. 1 f(z)dz = 1.
- g(y) = 0 si y mayor a algin y; > 0y g(y) =1 si y es menor a yo > 0.

- o(y) =0siyesmayorays >y v p(y) =1siyes menor ay;.

- 1) es constante 1 en el soporte de f y tiene soporte compacto.

Observar que

Lr

lwllze <N fg' dy Aday A= N dag_y||z Adzy A A dzgs

El primer sumando de la derecha es finito porque f¢’ tiene soporte compacto. Usando

k

podemos estimar los otros:

af
3x,~

of

p
= e
“+oo
/ /]R;n 1 axl
/1 pk— ndy
Lp JO

AN dxy A ANdogy g( YPyP* dV (z,y)

(y)pyp’“’"dardy

< ‘

(91:2-

Esto es finito si p > "T_l
Ademas

(:E)gp(y)wk(x) (dx; Ndzgsg N+ A dxn_l)(x7y)|

+ [ (z)m(2)" (y)| |dy A dzpgqr A=+ A dn_1|(zy)

oy

a%l( z)p(y) ()

+ [P(@)ey)] + Iw(w)ﬂk(ff)@’(yH) :

(s

De acé poremos conluir que ||3||zq es finito para todo ¢ > 2=, lo que es equivalente a

p<iT
Sipe (”T_l, Z—j) la n-forma w A [ es integrable; luego por el Teorema de Stokes

tenemos

/ wA [ =lim wA B
H'n

570 JRrn—15(s,t1)

= lim fdeyN---Ndx,_1 = 1.
570 JRr-1x{s}
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Lo que implica que w representa una clase no nula en cohomologia L reducida.
En conclusién, vimos que para k > 2

_ 1 n—1
LPHY(H"), LPH' (H") = 0 para p (nT %)

LPHY(H"), IPH (H") # 0 para p > 0.

Esto también funciona en el caso k = 1 poniento ”T_l = +00.

Observar que los exponentes criticos p = ZT_} son invariantes numeéricos de cuasi-
isometria. Esto por ejemplo permite probar que dos espacios hiperbdlicos reales son

cuasi-isométricos si y solo si tienen la misma dimension.

Observacion 5.4.5. En el caso £ = n — 1 tenemos una descripcion casi completa
(salvo parap = 1y p = z—:é) de la anulacién y no anulacién de la cohomologfa L*

(reducida).

5.4.2 El plano hiperbdélico complejo CH?

El plano hiperbdlico complejo puede verse como el grupo H Xy R con una métrica
invariante a izquierda, donde H es el grupo de Heisenberg, definido como el subgrupo
de GL(3,R) formado por matrices de la forma

1 1 I3
0 1 ) N
0 0 1
y 0 : R — Aut(H) estd dado por
1 z; a3 1 ez, e*zs
0,1 0 1 a9 | =10 1 ey
0 0 1 0 0 1

Para simplificar identificaremos H con R? equipado con el producto
' = (11,9, x3) * (2], 15, 25) = (1 + 2, x9 + T4, T3 + 15 + T115).
Luego CH? es identificado con R* equipado con el producto
(z,t) - (2, t) = (x % O ('), t +1') = (x + ',y + 'y, 2 + 22 + elay/, t +1').

Ponemos en CH? la métrica invariante a izquierda generada por el producto interno
usual en ToCH? = R*. Esto implica

[0lltes = e o1 + e vy + e " (vg — m102)* + 03,
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para la cual la forma de volumen es

dV(z,t) = e *dxy Adwy A dos A dt.

Vamos a estudiar solo la cohomologia L? de CH? en grado 2. Esto serd suficiente
para distinguir este espacio de H?*.
Consideramos X el campo constante 2 = (0,0,0, 1) y su flujo

os(x,t) = (z,t + 5).

Puede verse de forma similar al caso anterior que Jac(, 4 (¢s) = e y que si w es una
1-forma con tx(w) =0,
’¢:w(ac,t)‘ < €_S|W¢S(w,t)’.

Luego X es (1,p)-contractante si p > 4. En ese caso también es (2, p)-contractante y
por lo tanto LP? H?(CH?) = ( para todo p > 4.

Por otro lado definimos las 2-formas cerradas
ey = A(f@)g()dn) ¥ e = dW(@)p(D)ma(e)ds)
donde
- f tiene soporte compacto y [u, f(z)dz = 1.
- g(t) =0 if t mayor a algin t; € Ry g(t) = 1 si t es menor a t.
- ¢(t) =0sitesmayor atyy p(t) =1sites menor a t.
- 1) es constante 1 en el soporte de f y tiene soporte compacto.

Al igual que en el caso anterior, tenemos

/ wApB=1.
CH2

Veamos que condiciones son necesarias sobre p para que w € LPA*(CH?) y B €
L2A?(CH?), donde % + % = 1. Para esto debemos tener en cuenta que las normas
de las 1-formas fundamentales son:

e + a2
VarZe 2t +1

|8(z,5)| Podemos acotar por arriba la norma de

=e', |(dzs)(x,t)| = | dt | = 1.6

[(dz1) @y = €', |(dza) ()

Recordando que |w A By < Wi
todas las formas en CH?. Luego:

- w es LP-integrable si los son las funciones |dzy A dxs| y |dzy A dxs| en el conjunto
sop(f) x sop(g), lo que sucede si p > 2.

6Esto puede verse facilmente, por ejemplo, usando el método de multiplicadores de Lagrange.
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- [ es Li-intebrable si lo son las funciones |dzi Adzs| y |dxe Adzs| en sop(1) xsop(p)
y esto sucede si ¢ > %, que es equivalente a p < 4.

Esto nos dice que LPFQ((CHQ) # 0 para p € (2,4), lo que implica L? H*(CH?) # 0 para
pE (2,4).

Si ahora comparamos la cohomologia L” o la cohomologia LP reducida en grado
2 de CH? con la de H* concluimos que esos espacios no pueden ser cuasi-isométricos.
En particular, el exponente critico a partir del cual se anula la cohomologia L” es en
el primer caso 4 y en el segundo 3. Es importante observar aqui que ambos espacios
admiten triangulaciones geométricas. Esto se deja como ejercicio.

L’H?(CH?) #0 L’H*(CH?) =0

— @
o+
B~

LPH?(H') #0 LPH*(H') =0

5.5 Comentarios finales

1. La representacién 6 que determina el producto semidirecto en CH? es la tnica
que cumple d,0; = €' donde

o

I
O O =
O = O
o OO

Por lo que puede escribirse CH? = H %, R.
Por otro lado, puede verse que H* = R3 x4 R. Observar que el coeficiente critico
para la anulacién de la cohomologia LP en grado k > 2 de H" es

n—1 tr(ld)

k—1 k-1’

y en el caso de CH?, el coeficiente critico para la cohomologia L? en grado 2 es

tr(a)

4 = .
kE—1

En general, un grupo de Heintze es un grupo de Lie de la forma N x,R donde N es
un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo y « es una derivacion en
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el algebra de Lie de N cuyos valores propios tienen parte real positiva. Un articulo
de E. Heintze de 1974 (ver [21]). muestra que estos grupos siempre admiten una
métrica Riemanniana invariante a izquierda de curvatura negativa; mas ain, toda
variedad homogénea y conexa de curvatura negativa es isomorfa a uno de estos
grupos con una métrica invariante a izquierda.

Para algunos otros grupos de Heintze puede verse que el coeficiente critico para
la anulacion de la cohomologia LP en grado k > 2 es

At A
A4 At
donde Aq,...,\,_1 son las partes reales de los valores propios de a (Ver por

ejemplo). Esto generaliza lo visto en la seccién anterior y permite distinguir otros
casos.

En general, la pregunta de cuando dos grupos de Heintze son o no cuasi-isométri-
cos estd abierta. Respuestas parciales pueden leerse en [25] y [31].

. Otra aplicacién interesante de la cohomologia L” tiene que ver con la existen-
cia de curvaturas pinchadas en variedades Riemannianas. Por ejemplo, puede
probarse que la cohomologia L” en grado k una variedad Riemanniana comple-
ta de dimensién n cuya curvatura estd entre —1 y § € (—1,0) se anula para
p € (1,q(n,d,k)). Esto permite, ademés de distinguir variedades con curvaturas
pinchadas, determinar si una variedad Riemanniana admite otra métrica pincha-
da cuasi-isométricamente equivalente o no (ver teoremas A y B en [27]).

. La cohomlogia L” en grado 1 de espacios Gromov-hiperbdlicos esta relacionada
con la dimensién conforme o la dimensién conforme Ahlfors-regular del borde al
infinito. Ejemplo de esto puede leerse en [5] y [25].

. Ademsds de complejos simpliciales y variedades Riemannianas, hay otros contextos
en los que se define la cohomologia LP. Por ejemplo puede hacerse para grupos
discretos o topoldgicos (ver [4, 6, 7, 9, 23, 28, 30]) o para espacios métricos
medibles de geometria acotada ([12, 24, 26]). Existen teoremas de equivalencias
entre estas versiones, que resultan también invariantes por cuasi-isometrias.
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