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Prefacio

El estudio del movimiento, pues de eso se tratan los Sistemas Dinámi-
cos, podŕıa decirse que es tan antiguo como la Historia misma. Si bien
gana terreno dentro de la Matemática a partir del invento del Cálculo
Diferencial y las Ecuaciones Diferenciales, es H. Poincaré quien sienta
las bases de la teoŕıa, en particular proponiendo el estudio cualitativo; y,
durante la primera mitad del siglo XX, se forjan los conceptos y métodos
fundacionales. Pero es a partir de la década del sesenta, con el nacimien-
to de la Teoŕıa Hiperbólica, que los Sistemas Dinámicos toman cuerpo
y forma como disciplina en śı misma.

Estas notas presentan los aspectos fundamentales (enfatizando los
métodos geométricos y dinámicos) de la Teoŕıa Hiperbólica (Caṕıtulos
1 y 2) y la caracterización de la C1-estabilidad (Caṕıtulos 3 y 4). Esto
último no sólo nos permite apreciar la estética intŕınseca de la teoŕıa,
sino que también sirve como introducción a sus técnicas, que han tenido
un impacto relevante en el desarrollo del estudio de la dinámica global en
los últimos 20 años. Sobre este aspecto se incluye el Caṕıtulo 5, que nos
hubiera gustado profundizar más, pero por razones de tiempo y espacio
no ha sido posible.

Los pre-requisitos, en lo que respecta a los Sistemas Dinámicos, son
casi nulos; de todos modos se incluye un Apéndice con nociones elemen-
tales. Mas allá de conocer aspectos básicos de Geometŕıa Diferencial, lo
que es necesario tener es lo que suele llamarse “madurez matemática”.
De cualquier forma, las notas admiten al menos dos niveles de lectura.
Para el estudiante inicial sugerimos navegar a través del Capitulo 1, del
Caṕıtulo 3 las secciones 3.1, 3.2 y 3.3.2, y la sección 4.2 del Caṕıtulo
4. El estudiante más avanzado puede leer directamente los Caṕıtulos
2, 3 y 4 (de este último, si lo prefiere, puede omitir la sección 4.2). El
estudiante que tenga conocimiento de la teoŕıa hiperbólica puede ir di-
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rectamente a los Caṕıtulos 3 y 4. Hay ejercicios a lo largo del texto que
complementan la teoŕıa y que son importantes para la comprensión de
la misma. También se ha incluido una lista reducida de ejercicios al final
de los Caṕıtulos 1 y 2.

Finalmente quiero agradecer muy especialmente a Rafael Potrie por la
lectura previa del texto, sus comentarios y correcciones, que han resul-
tado en una mejora importante del mismo. Los errores que quedan son
sólo mı́os, y en todo caso queda como ejercicio para el lector descubrirlos
y corregirlos.
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Caṕıtulo 1

Introducción a la

hiperbolicidad

La hiperbolicidad juega un papel central en la teoŕıa de sistemas di-
námicos: es el paradigma de los sistemas llamados “caóticos” a pesar
de lo cual se tiene un descripción bastante completa de su dinámica.
Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que implica que esta
“caoticidad” no se destruye por pequeñas perturbaciones del sistema.

En este primer caṕıtulo, comenzaremos estudiando transformaciones
lineales hiperbólicas donde, a pesar de la dinámica ser trivial (por no
existir recurrencia no trivial), varias de las ideas y métodos de la teoŕıa
se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoŕıa hiperbólica local y
el Teorema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clásicos de la
dinámica hiperbólica.

1.1. Transformaciones lineales hiperbólicas

Definición 1.1.1. Una transformación lineal (invertible) A : Rk → Rk

es hiperbólica si todos sus valores propios tienen módulo diferente de 1.

Cuando una transformación lineal tiene todos sus valores propios de
modulo menor que uno, no es dificil ver entonces que ‖Anv‖ → 0 para
todo v ∈ Rk. El siguiente lema nos dice que esta convergencia es expo-
nencial. El argumento es simple y aparecerá varias veces en el texto.

1



2 M. Sambarino

Lema 1.1.1. Sea A : Rk → Rk lineal hiperbólica tal que todos sus valores
propios tienen módulo menor que 1. Entonces existen C > 0 y 0 < λ < 1
tal que ‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Rk.

Demostración: Es fácil ver que existe n0 tal que ‖An0‖ < γ < 1. Sea
C1 = sup{‖Aj‖ : j = 0, ..., n0} y λ = γ1/n0 . Dado cualquier n ≥ 0,
escribimos n = kn0 + r con 0 ≤ r < n0. Resulta entonces que

‖An‖ ≤ ‖Akn0‖‖Ar‖ ≤ C1γ
k ≤ C1

γ
λn = Cλn.

Sea A una tranformación lineal hiperbólica. Consideremos Es la suma
de todos los subespacios (generalizados) asociados a valores propios de
módulo menor que 1. Análogamente, definimos Eu. Es fácil ver que
Rk = Es ⊕ Eu. De hecho tenemos el siguiente:

Es

Eu

Figura 1.1:

Lema 1.1.2. Sea A : Rk → Rk lineal hiperbólica. Entonces existen sube-
spacios Es, Eu (llamados subespacio estable e inestable respectivamente)
tales que:

1. Rk = Es ⊕ Eu.

2. A(Es) = Es, A(Eu) = Eu, es decir, Es y Eu son invariantes por
A.
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3. Existe C > 0 y 0 < λ < 1 tal que:

‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Es

y

‖A−nv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Eu.

4. Para x ∈ Rk definimos Esx = x+Es y Eux = x+Eu. Se tiene que si
y ∈ Esx =⇒ ‖Any−Anx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0 si n ≥ 0. Análogamente,
para n ≥ 0 e y ∈ Eux se tiene que ‖A−ny−A−nx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0.
En particular, si x 6= y entonces supn∈Z ‖Anx−Any‖ = ∞.

Demostración: Queda como ejercicio para el lector.

Sea A una tranformación lineal hiperbólica y v ∈ Es. Sabemos por
el lema anterior que ‖Anv‖ → 0 y de forma exponencial. Sin embargo,
para ver este decrecimiento podriamos tener que esperar cierto tiempo.
Por ejemplo, si

A =

(

1
2 5
0 1

2

)

entonces todo vector iterado por A converge exponencialmente a 0, pero
hay vectores v tales que ‖Av‖ > ‖v‖. El siguiente lema dice que podemos
elegir una norma donde vemos contracción “paso a paso”.

Lema 1.1.3 (Norma adaptada). Sea A : Rk → Rk hiperbólica, Rk =
Es ⊕ Eu su descomposición en subespacio estable e inestable. Entonces
existe un norma ‖.‖1 : Rk → R y 0 < a < 1 tal que

‖A/Es‖1 < a < 1 y ‖A−1
/Eu‖1 < a < 1.

Demostración: Supongamos primeramente que Es = Rk. Sabemos que
existen C > 0 y 0 < λ < 1 tal que ‖An‖ ≤ Cλn. Consideremos n0 tal
que Cλn0 < 1. Fijado n0 definimos una nueva norma ‖.‖s definida por

‖v‖s =

n0−1
∑

j=0

‖Ajv‖.
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Es fácil ver que existe K tal que ‖v‖s ≤ K‖v‖. Luego observamos que:

‖Av‖s =

n0
∑

j=1

‖Ajv‖ = ‖v‖s + ‖An0v‖ − ‖v‖ ≤ ‖v‖s + (Cλn0 − 1)‖v‖

≤
(

1 +
Cλn0 − 1

K

)

‖v‖s < a‖v‖s

si elegimos a,
(

1 + Cλn0−1
K

)

< a < 1.

Ahora, en el caso A : Rk → Rk con Rk = Es ⊕ Eu, aplicando lo
anterior construimos normas ‖.‖s y ‖.‖u en Es y Eu respectivamente
tales que ‖A/Es‖s < a < 1 y ‖A−1

/Eu‖u < a < 1. Basta definir entonces,

escribiendo v = (vs, vu) con respecto a la descomposición Rk = Es⊕Eu,
la norma ‖.‖1 como

‖v‖1 = máx{‖vs‖s, ‖vu‖u}.

1.1.1. Estabilidad

Por motivos ulteriores y para introducir ciertas técnicas que serán
desarrolladas en el Caṕıtulo 2, queremos estudiar el siguiente problema:
sea A una transformación lineal hiperbólica en Rk y realizamos una
perturbación de la misma cercana a la identidad, ¿ambos sistemas son
conjugados? Mas expĺıcitamente, sea G : Rk → Rk un homemorfismo
cercano a A, es decir ‖Ax −G(x)‖ < K para algún K (y para todo x);
¿es cierto entonces que existe H : Rk → Rk tal que A◦H = H◦G? ¿y con
‖H(x) − x‖ < α para todo x? Si ambas respuestas fuesen afirmativas,
observemos que

An ◦H = H ◦Gn ∀n ∈ Z.

Pero entonces

‖An(H(x)) −Gn(x)‖ = ‖H(Gn(x)) −Gn(x)‖ < α ∀x,

es decir, la órbita por H(x) según A es α cercana a (o α-sombrea) la
órbita por x según G. Por otra parte, la sucesión xn = Gn(x) verifica
que ‖Axn − xn+1‖ < K. Esto motiva la siguiente:
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Definición 1.1.2. Sea K > 0. Una sucesión {xn}n∈Z en Rk es una K-
pseudo-órbita (con respecto a A : Rk → Rk) si ‖Axn − xn+1‖ ≤ K ∀n ∈
Z.

Lema 1.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : Rk → Rk lineal hiper-
bólica y sea K > 0. Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una
K-pseudo órbita entonces existe un único z ∈ Rk tal que ‖Anz − xn‖ ≤
α ∀n ∈ Z.
Demostración: Comencemos con un caso particular:

Sublema: Sea A : Rk → Rk lineal tal que ‖A‖ < a < 1 y sea K > 0.
Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una K-pseudo órbita
entonces existe un único z ∈ Rk tal que ‖Amz − xm‖ ≤ α ∀m ∈ Z.

Demostración: Consideremos xm : m ≥ 0. Observemos que por ser A
una contracción tenemos que

‖Amx0 − xm‖ ≤
m−1
∑

j=0

‖Am−jxj −Am−(j+1)xj+1‖

≤
m−1
∑

j=0

‖Am−(j+1)(Axj − xj+1)‖

≤
m−1
∑

j=0

am−(j+1)K

= K
m−1
∑

j=0

aj ≤ K

1 − a

Luego, tomando α = K
1−a , cualquier K-pseudo órbita positiva {xn}n≥0

es sombreada (a menos de α) por la órbita positiva según A de un punto
w = w(x0). Re-indexando la sucesión {xn}n≥−m encontramos un punto
wm tal que

‖An+mwm − xn‖ ≤ α n ≥ −m.
Escribiendo zm = Amwm concluimos que ‖Anzm − xn‖ ≤ α para cual-
quier n ≥ −m. Tomando z un punto de acumulación de zm (y suponien-
do que ĺımm zm = z) concluimos que para cualquier n ∈ Z se tiene
que

‖Anz − xn‖ = ĺım
m

‖Anzm − xn‖ ≤ α.
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Finalmente, tal punto z debe ser único (¿por qué?).

Continuemos ahora con la demostración de la propiedad del sombrea-
do.

Consideremos la descomposición Rk = Es ⊕ Eu correspondiente a
A : Rk → Rk y escribimos x ∈ Rk por x = (xs, xu) con respecto a esta
descomposición. Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada
en el Lema 1.1.3 y que notaremos por comodidad ‖.‖. (Recordar que dos
normas en Rk son equivalentes).

Sea xm, m ∈ Z una K-pseudo órbita y tomemos α = K
1−a . Escribimos

xm = (xms , x
m
u ). Aplicando el sublema a A/Es y a A/Eu concluimos que

existe ys e yu tal que ‖Amys − xms ‖ ≤ α y ‖Amyu − xmu ‖ ≤ α para
cualquier m ∈ Z. Luego y = (ys, yu) es el punto cuya órbita por A
sombrea xm.

Lema 1.1.5. Sea A : Rk → Rk lineal hiperbólica. Existe ǫ > 0 tal que
si G : Rk → Rk es un homeomorfismo y g = G − A tiene constante de
Lipschitz menor que ǫ entonces G = A+g es expansivo con constante de
expansividad infinita, es decir, supn∈Z ‖Gn(x) −Gn(y)‖ = ∞ si x 6= y.

Demostración: Por comodidad seguimos trabajando con la norma adap-
tada para A y con la descomposición Rk = Es ⊕ Eu.

Consideremos x 6= y dos puntos de Rk. Supongamos primero que
‖x− y‖ = ‖xu − yu‖. Resulta entonces que:

‖G(x) −G(y)‖ = ‖(A+ g)(x) − (A+ g)(y)‖
≥ ‖Ax−Ay‖ − ‖g(x) − g(y)‖
≥ a−1‖xu − yu‖ − ǫ‖x− y‖
= (a−1 − ǫ)‖x− y‖.

Por otro lado, de forma análoga vemos que

‖(G(x) −G(y))s‖ ≤ (a+ ǫ)‖x− y‖.

Concluimos que si ǫ es tal que a+ ǫ < 1 < a−1 − ǫ entonces

‖G(x) −G(y)‖ = ‖ (G(x) −G(y))u ‖
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y
‖G(x) −G(y)‖ ≥ (a−1 − ǫ)‖x− y‖.

Inductivamente tenemos que

‖Gn(x) −Gn(y)‖ ≥ (a−1 − ǫ)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

Razonando de la misma manera en el caso ‖x − y‖ = ‖xs − ys‖ con-
cluimos que ‖G−n(x) −G−n(y)‖ ≥ (a−1 − ǫ)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

El siguiente resultado es el objetivo de esta sección. Los métodos uti-
lizados en la demostración nos servirán de modelo para el Caṕıtulo 2.

Teorema 1.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbólicos). Sea
A : Rk → Rk lineal hiperbólica. Existe ǫ > 0 tal que si G : Rk → Rk

es un homeomorfismo que verifica sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rk} < ∞ y
G − A tiene constante de Lipschitz menor que ǫ entonces G y A son
conjugados.

Demostración: Tenemos que hallar un homeomorfismo H : Rk → Rk tal
que H ◦G = A ◦H. Sea K > 0 tal que sup{‖G(x)−Ax‖ : x ∈ Rk} < K.
Vemos entonces que dado cualquier x ∈ Rk la órbita según G, {Gn(x) :
n ∈ Z}, es una K-pseudo órbita de A. Por la propiedad del sombreado
concluimos que existe α > 0 tal que para cualquier x ∈ Rk existe un
único z ∈ Rk que verifica:

‖Anz −Gn(x)‖ ≤ α para cualquier n ∈ Z. (1.1)

Definimos entonces H : Rk → Rk porH(x) = z donde z es el único punto
que verifica (1.1). En otras palabras ‖An(H(x)) −Gn(x)‖ ≤ α ∀n ∈ Z.
Verifiquemos primeramente que H conjuga G con A. En efecto, ten-
emos que ‖An(A ◦ H(x)) − Gn(G(x))‖ ≤ α ∀n ∈ Z y por lo tanto
H(G(x)) = A(H(x)). De ah́ı que nos falta probar únicamente que H es
un homeomorfismo.
H es continua: sea x ∈ Rk y sea xm una sucesión tal que xm → x.
Queremos probar que H(xm) → H(x). Sea H(xmk

) una subsucesión de
H(xm) que converge a un punto y y sea p ∈ Z cualquiera. Observamos
que

‖Apy −Gp(x)‖ = ĺım
k

‖Ap(H(xmk
)) −Gp(xmk

)‖ ≤ α
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y por lo tanto y = H(x). Como H(xm) es un sucesión acotada (por serlo
xm) concluimos que H(x) es el único punto de acumulación de H(xm).
Luego H(xm) → H(x) y probamos que H es continua.
H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto,
supongamos que H(x1) = H(x2). Deducimos que ‖Gn(x1)−Gn(x2)‖ ≤
2α ∀n ∈ Z y por lo tanto x1 = x2.
H es sobreyectiva: Supongamos que ∃y ∈ Rk tal que H(x) 6= y ∀x ∈ Rk.
Consideremos B = B(0, 4α) la bola (cerrada) de radio 4α centrada en

el origen y la función g : B → ∂B definida por g(x) = 4α H(x+y)−y
‖H(x+y)−y‖. Es

fácil ver que si x ∈ ∂B entonces g(x) 6= −x. Por lo tanto tenemos una
función continua de la bola en el borde de la misma y tal que en el borde
es (isotópica a) la identidad. Esto contradice el Teorema del punto fijo
de Brower.
H−1 es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H.

Observación 1.1.1. Remarquemos que si sup{‖G(x)−Ax‖ : x ∈ Rk} <
K entonces la misma demostración anterior prueba que existe H : Rk →
Rk continua y sobreyectiva tal que A ◦H = H ◦G, es decir, G y A son
semiconjudados. Si además G tiene constante de expansividad infinita,
entonces H es inyectiva y un homemorfismo.

1.2. Puntos fijos hiperbólicos:

Teorema de Hartman

En lo que sigue M denotará una variedad riemanniana compacta
conexa y sin borde.

Definición 1.2.1. Sea f : M → M difeomorfismo y p un punto fijo de
f. Decimos que p es hiperbólico si Dfp : TpM → TpM es hiperbólico (no
tiene valores propios de módulo uno). Un punto periódico de peŕıodo k
se dice hiperbólico si es un punto fijo hiperbólico de fk.

Como sucede a menudo en matemática, para estudiar un fenómeno es-
tudiamos su aproximación lineal con la esperanza que esta nos de infor-
mación relevante sobre el mismo. El siguiente teorema dice que cuando
p es un punto fijo hiperbólico, la dinámica de f cerca de p indistinguible
(topológicamente) de la dinámica de su aproximación lineal cerca del
origen.
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Teorema 1.2.1 (Teorema de Hartman [H]). Sea f : M →M un difeo-
morfismo y p ∈M un punto fijo hiperbólico de f. Entonces f y Dfp son
localmente conjugados. Mas precisamente, existe Up entorno de p en M
y V entorno de 0 en TpM y un homeomorfismo h : U → V tal que

h ◦ f = Dfp ◦ h.

Es

Eu

0

U
V

p

W u(p)

W s(p)

h

Figura 1.2: Conjucación local: Teorema de Hartman

Demostración: Por ser un teorema local, usando cartas locales, podemos
suponer que f : Rk → Rk y p = 0 = f(0) es punto fijo hiperbólico y
consideremos el mapa lineal hiperbólico A = Df0. La idea es modificar
f fuera de un entorno de 0 de forma que quede cerca de A y aśı poder
aplicar la estabilidad de A. Sea ǫ > 0 tal que si g : Rk → Rk es acotada
y tiene constante de Lipschitz menor que ǫ entonces A y A + g son
conjugados por el Teorema 1.1.1.

Por otra parte, escribimos f(x) = Ax+φ(x), donde φ es C1, φ(0) = 0
y Dφ0 = 0. Luego, existe δ > 0 tal que si ‖x‖ ≤ δ entonces ‖φ(x)‖ ≤
ǫ
8‖x‖ y ‖Dφx‖ < ǫ

2 . Consideremos una función “chichón”ρ : Rk → R

tal que 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, ρ(x) = 1 si ‖x‖ ≤ δ/2, ρ(x) = 0 si ‖x‖ ≥ δ y
‖∇ρ(x)‖ ≤ 4

δ .
Sea G(x) = Ax + ρ(x)φ(x). Resulta que G(x) = f(x) si ‖x‖ ≤ δ/2

y sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rk} < ∞. Por otra parte DGx − A =
ρ(x)Dφx + φT .∇ρ(x) que es idénticamente nulo si ‖x‖ ≥ δ y cuando
‖x‖ ≤ δ tenemos:

‖DGx −A‖ ≤ |ρ(x)|‖Dφx‖ + ‖φ(x)‖‖∇ρ(x)‖ ≤ ǫ

2
+
ǫ

8
‖x‖4

δ
≤ ǫ.
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En consecuencia g = G−A tiene constante de Lipschitz menor que ǫ y
concluimos que existe H : Rk → Rk homeomorfismo tal que H ◦ G =
A ◦H. Tomemos U = B(0, δ/2), V = H(U) y h = H/U . Como G = f
en U concluimos que h ◦ f = A ◦ h como queŕıamos.

Corolario 1.2.1. Sea p punto fijo hiperbólico de f. Entonces, existe Up
entorno de p tal que si fn(x) ∈ Up para todo n ∈ Z entonces x = p. En
particular p es el único punto fijo de f en Up.

Los siguientes conjuntos juegan un papel fundamental en la teoŕıa de
sistemas dinámicos.

Definición 1.2.2. Sea f : M → M un homeomorfismo y x ∈ M. Se
define el conjunto estable de x como

W s(x) = {y ∈M : dist(fn(y), fn(x)) →n→+∞ 0}

y el inestable como

W u(x) = {y ∈M : dist(f−n(y), f−n(x)) →n→+∞ 0}.

Para ǫ > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamaño ǫ)
como

W s
ǫ (x) = {y ∈M : dist(fn(y), fn(x)) < ǫ ∀n ≥ 0}

W u
ǫ (x) = {y ∈M : dist(f−n(y), f−n(x)) < ǫ ∀n ≥ 0}.

Como consecuencia inmediata del Teorema de Hartman 1.2.1 tenemos:

Corolario 1.2.2. Sea f : M → M difeomorfismo y p ∈ M un punto
fijo hiperbólico. Existe ǫ > 0 tal que:

1. W s
ǫ (p) ⊂W s(p) y W u

ǫ (p) ⊂W u(p).

2. W s
ǫ (p) (respec. W u

ǫ (p)) es una subvariedad topológica de la misma
dimension que el espacio estable (respect. inestable).

3. W s(p) =
⋃

n≥0

f−n(W s
ǫ (p)) y W u(p) =

⋃

n≥0

fn(W u
ǫ (p)) y son subvar-

iedades topológicas inmersas en M.

Demostración: Queda como ejercicio.
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En realidad, vale el siguiente teorema cuya demostración omitiremos
(ver también Sección 2.3).

Teorema 1.2.2 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M → M
difeomorfismo Cr y p ∈ M un punto fijo hiperbólico, TpM = Es ⊕ Eu

su descomposición en subespacios estable e inestable de Dfp. Entonces
W s(p) y W u(p) son subvariedades inmersas de clase Cr tangentes en p
a Es y Eu respectivamente.

Hagamos ahora una clasificación de los puntos fijos o periódicos según
su comportamiento lineal.

Definición 1.2.3. Sea f : M → M un difeomorfismo y p ∈ M un
punto fijo (periódico) hiperbólico TpM = Es⊕Eu su descomposición en
subespacios estable e inestable de Dfp. Decimos que p es:

atractor si Es = TpM (y por lo tanto Eu = {0}).

repulsor si Eu = TpM (y por lo tanto Es = {0}).

silla si {0} 6= Es 6= TpM (y por lo tanto lo mismo ocurre con Eu).
En este caso definimos el ı́ndice de p como dimEs.

Observación 1.2.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y p ∈ M un
punto fijo hiperbólico.

Si p es atractor =⇒ W s(p) es un abierto que contiene a p y
W u(p) = {p}.

Si p es repulsor =⇒ W u(p) es un abierto que contiene a p y
W s(p) = {p}.

Veamos ahora que los puntos fijos (o periódicos de peŕıodo k) hiperbó-
licos de f persisten por pequeñas perturbaciones de f y además “vaŕıan
continuamente”.

Teorema 1.2.3. Sea f : M → M un difeomorfismo y sea p un punto
fijo (periódico de peŕıodo k) de f. Entonces existe un entorno Up de p, un
entorno V(f) de f en Diff1(M) y una función continua φ : V(f) → Up
tal que φ(g) = pg es el único punto fijo (periódico de peŕıodo k) en Up.
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Demostración: Como se trata de un problema local, mediante cartas
locales, supongamos que f : Rn → Rn y p = 0 = f(0). Sea V1(f)
entorno de f tal que podemos definir Γ : V1(f)×Rn → Rn por Γ(g, x) =
g(x)−x. Ahora Γ(f, p) = 0 y ∂2(f, p) = Dfp− Id. Por lo tanto podemos
aplicar el teorema de la función impĺıcita y obtenemos un entorno Up
de p, un entorno V(f) y una función continua (de hecho diferenciable)
φ : V(f) → Up tal que

{(g, x) ∈ V(f) × Up : Γ(g, x) = 0} = {(g, φ(g)) : g ∈ V(f)}.

Observamos que se puede hacer un argumento topológico para probar
el resultado (sin usar el Teorema de la función impĺıcita) mediante el
uso de la noción de ı́ndice de p respecto de f.

El siguiente teorema, que no demostraremos, nos dice que es frecuente
que los puntos periódicos sean hiperbólicos:

Teorema 1.2.4 (Kupka-Smale [K][S1]). Existe un conjunto residual R
en Diff r(M) tal que si f ∈ R entonces:

1. Todo punto periódico de f es hiperbólico.

2. W s(p) y W u(q) son transversales para cualquier p, q ∈ Per(f).

1.3. Sistemas de Anosov lineales en Tn.

Consideremos A ∈ SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras
y determinante ±1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro
Tn = Rn/Zn.

Definición 1.3.1. Sea A ∈ SL(n,Z) hiperbólica. El difeomorfismo in-
ducido f : Tn → Tn definido por

f ◦ Π = Π ◦A

donde Π : Rn → Tn es la proyección canónica es llamado difeomorfismo
de Anosov lineal.

Los difeomorfismos de Anosov son ejemplos fundamentales en la teoŕıa
hiperbólica. Nuestro objetivo aqúı es describir su riqueza dinámica.
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Teorema 1.3.1. Sea f : Tn → Tn un difeomorfismo de Anosov lineal.
Entonces:

1. Per(f) = Ω(f) = Tn.

2. f es transitivo y topológicamente mixing.

3. f es expansivo.

4. Para cualquier z ∈ Tn, las variedades W s(z) y W u(z) son densas
en Tn.

Demostración: Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en
el caso f : T2 → T2 dado por f ◦ Π = Π ◦A donde

A =

(

2 1
1 1

)

.

Sea q ∈ Z y consideremos el conjunto Cq = {(m/q, n/q) : m,n ∈ Z}.
Es fácil ver que A(Cq) = Cq y por lo tanto f(Π(Cq)) = Π(Cq). Sin
embargo Π(Cq) es un conjunto finito y entonces cada punto de Π(Cq) es

periódico. Por otro lado
⋃

q∈Z

Cq es denso en R2 y aśı
⋃

q∈Z

Π(Cq) es denso

en T2. Deducimos que Per(f) = T2 como queŕıamos.

Como A es hiperbólica de entradas enteras y determinante 1 tenemos
que los valores propios λ, µ de A son irracionales y λ = µ−1, 0 < |λ| <
1 < |µ|. En nuestro caso son positivos y λ = 3−

√
5

2 . Además concluimos
que Es y Eu (los subespacios propios asociados a λ y µ respectivamente)
son rectas de pendiente irracional. Por lo tanto Π(Es) y Π(Eu) son
densas en T2. Sean U, V abiertos cualesquiera en T2. Luego Π(Es)∩U 6=
∅ y Π(Eu) ∩ V 6= ∅. Sean Ũ y Ṽ componentes conexas de Π−1(U) y
Π−1(V ) respectivamente tales que Es∩ Ũ 6= ∅ y Eu∩ Ṽ 6= ∅. Se concluye
fácilmente que existe n0 tal que An(Ũ ) ∩ Ṽ 6= ∅ para todo n ≥ n0. Por
lo tanto

fn(U) ∩ V ⊃ Π(An(Ũ) ∩ Ṽ ) 6= ∅, ∀n ≥ n0

y f es entonces topológicamente mixing.

Veamos que f es expansivo. Consideremos ǫ0 tal que si

‖x− y‖ < ǫ0 =⇒ ‖Ax−Ay‖ < 1/4
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y sean x̃, ỹ dos puntos de T2 tal que

dist(fn(x̃), fn(ỹ)) ≤ ǫ0 ∀n ∈ Z.

Fijemos x ∈ Π−1(x̃) y para cada n ∈ Z tomemos yn ∈ Π−1(fn(ỹ)) tal que
‖yn − Anx‖ ≤ ǫ0. Afirmamos que yn+1 = Ayn, n ∈ Z. En efecto, como
‖yn − Anx‖ ≤ ǫ0 entonces ‖Ayn − An+1x‖ ≤ 1/4 y como hay un único
elemento de Π−1(fn+1(ỹ)) a distancia 1/4 de An+1x conclúımos que
Ayn = yn+1. Luego yn = Any0, ∀n ∈ Z y por lo tanto ‖Anx−Any0‖ ≤
ǫ0 ∀n ∈ Z. Por la expansividad de A deducimos y0 = x y aśı x̃ = ỹ.

Por último observamos que dado x ∈ R2 se tiene que Π(x + Es) y
Π(x+ Eu) son densas en T2. Afirmamos que

W s(Π(x)) = Π(x+ Es) y W u(Π(x)) = Π(x+ Eu).

En efecto, si y ∈ x+ Es entonces

‖Anx−Any‖ →n→+∞ 0

y por lo tanto

dist(fn(Π(x)), fn(Π(y))) →n→+∞ 0

y esto implica Π(x+Es) ⊂W s(Π(x)) (lo cual ya implica que es densa).
Por otro lado, consideremos ǫ0 como antes y sea ỹ ∈ T2 tal que ỹ ∈
W s(Π(x)). Existe n0 tal que dist(fn(Π(x)), fn(ỹ)) ≤ ǫ0, n ≥ n0. Para
simplificar supondremos n0 = 0. Sea yn ∈ Π−1(fn(ỹ)) tal que ‖yn −
Anx‖ ≤ ǫ0. Se deduce, razonando como anteriormente, que yn+1 = Ayn.
Pero entonces ‖Any0 − Anx‖ →n→+∞ 0 y luego y0 ∈ x + Es. Esto
concluye la demostración de W s(Π(x)) = Π(x + Es). Análogamente se
prueba que W u(Π(x)) = Π(x+ Eu).

Hemos visto entonces que los difeomorfismos de Anosov lineales pre-
sentan una dinámica rica y compleja. Veamos ahora que esta dinámica
se preserva por perturbaciones C1-pequeñas (véase la Sección 2.6).

Teorema 1.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f :
Tn → Tn un Anosov lineal. Existe ǫ tal que si g : Tn → Tn es un
difeomorfismo ǫ-C1 cerca de f entonces g y f son conjugados.
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Demostración: Sea A ∈ SL(n,Z) e hiperbólica tal que f ◦ Π = Π ◦ A.
Sea g : Tn → Tn difeomorfismo ǫ C1-cerca de f y sea G : Rn → Rn

un levantamiento (que es de clase C1) de g, es decir g ◦ Π = Π ◦ G.
Podemos escribir G(x) = Ax+ p(x) donde p : Rn → Rn es periódica en
Zn. Resulta que supx∈Rn ‖p(x)‖ <∞ y ‖Dpx‖ < ǫ.

Por la estabilidad de A : Rn → Rn (ver Teorema 1.1.1) concluimos que
(si ǫ es suficientemente chico) existe H : Rn → Rn tal que A◦H = H ◦G
donde H(x) es el único punto de Rn que verifica:

sup
m∈Z

‖Am(H(x)) −Gm(x)‖ <∞.

Afirmamos que si q ∈ Zn entonces H(x + q) = H(x) + q. En efecto,
observamos que para cada n, Gn = An+pn donde pn es periódica en Zn

y por lo tanto

sup
m∈Z

‖Am(H(x) + q) −Gm(x+ q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x)) +Amq −Am(x+ q) − pm(x+ q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x)) −Gm(x)‖ <∞

y por unicidad H(x + q) = H(x) + q. Por lo tanto podemos definir h :
Tn → Tn por h(Π(x)) = Π(H(x)). Resulta que h es un homeomorfismo
y además:

f ◦ h ◦ Π = f ◦ Π ◦H = Π ◦A ◦H = Π ◦H ◦G = h ◦ Π ◦G = h ◦ g ◦ Π

es decir, f ◦ h = h ◦ g.

1.4. Herradura de Smale y puntos homocĺınicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R2 → R2 tal que la imagen
de un cuadrado Q = I × I es como se indica en la figura 1.3, conocido
como la herradura de Smale ([S2]). Este también es un ejemplo básico
de dinámica hiperbólica.

Tenemos entonces dos bandas horizontales H0 yH1 tal que f(Q)∩Q =
f(H0) ∪ f(H1) = I0 ∪ I1 son dos bandas verticales. Supondremos que
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A B

CD

A       B      C       D

f(Q)

H 

H

I

I

0

0

1

1

Figura 1.3:

f/Hi
, i = 0, 1 es af́ın. En particular, las direcciones horizontales y verti-

cales son preservadas bajo f/Hi
y segmentos horizontales son contráıdos

uniformemente y segmentos verticales son expandidos uniformemente.
Podemos observar que

Q ∩ f(Q) ∩ f2(Q) = f(f(Q) ∩H0) ∪ f(f(Q) ∩H1)

son cuatro fajas verticales. En general

n
⋂

j=0

f j(Q)

son 2n fajas verticales y se concluye que
⋂

j≥0

f j(Q) = K1 × I

donde K1 es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de Q
cuya órbita pasada siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto
de Cantor de ĺıneas verticales.

De la misma forma se prueba que
⋂

j≥0

f−j(Q) = I ×K2
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dondeK2 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos deQ cuya órbita
futura siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto de Cantor de
ĺıneas horizontales.

Aśı, el conjunto de puntos de Q cuya órbita siempre se mantiene en
Q es Λ =

⋂

j∈Z
f j(Q) = K1 ×K2.

Observemos lo siguiente:

⋂m
j=−m f

j(Q) consiste en 4n rectángulos cuyos diámetros conver-
gen a cero con m.

Sea Rm cualquiera de estos rectángulos. Entonces para cualquier
−m+ 1 ≤ j ≤ m− 1 se verifica que f j(Rm) ⊂ I0 o f j(Rm) ⊂ I1.

Dados dos puntos x 6= y de Λ existe n ∈ Z tal que fn(x) y fn(y)
no están a la vez en I0 o I1.

Consideremos Σ = {0, 1}Z y σ : Σ → Σ el shift (a la izquierda) de
Bernoulli (ver A.2). Consideremos h : Λ → Σ de la siguiente manera:

h(x)(n) = i si fn(x) ∈ Ii, i = 0, 1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que h ◦ f = σ ◦ h. En efecto:

h continua: Si x, y pertenecen a un mismo rectángulo de
⋂m+1
j=−m−1 f

j(Q)
entonces h(x)(j) = h(y)(j), −m ≤ j ≤ m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {xn} ∈ Σ, entonces

Rm =

j=m
⋂

j=−m
f−j(Ixj)

es un sucesión encajada de rectángulos cuya intersección consiste en un
punto x. Se deduce que h(x) = {xn}.

De estas propiedades y el hecho que Λ es compacto concluimos que h
es un homeomorfismo. Además:

h(f(x))(n) = i⇔ fn+1 ∈ Ii ⇔ i = h(x)(n + 1)

es decir, h ◦ f = σ ◦ h. En conclusión, de la dinámica del shift, tenemos
el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.1. Sea Λ = ∩n∈Zf
n(Q). Entonces Λ es un conjunto de

Cantor y f/Λ es conjugado al shift σ : Σ → Σ donde Σ = {0, 1}Z. En
particular:

1. Los puntos periódicos son densos en Λ.

2. f/Λ es transitivo y topológicamente mixing.

3. W s(x) ∩ Λ y W u(x) ∩ Λ son densos en Λ para x ∈ Λ.

Observación 1.4.1. Una construcción similar y un resultado análogo
puede realizarse en Rm con un cubo Im.

Definición 1.4.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y p un punto
fijo (periódico) hiperbólico. Un punto x ∈ W s(p) ∩W u(p) diferente de
p se llama punto homocĺınico. Se dice además que es transversal si la
intersección W s(p) ∩W u(p) es transversal en x. La órbita de un punto
homocĺınico (transversal) es llamada órbita homocĺınica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre
que tengamos un punto homocĺınico transversal (ver Caṕıtulo 2):

Teorema 1.4.2 (Birkhoff-Smale [B][S2]). Sea f : M →M un difeomor-
fismo, p un punto fijo hiperbólico y x un punto homocĺınico transversal.
Entonces existe N > 0 y un conjunto fN invariante Λ (que contiene p
y x) tal que fN/Λ es conjugado al shift de Bernoulli (de dos śımbolos). 1

1.5. Difeomorfismos de Anosov en T2.

En la Sección 1.3 estudiamos difeomorfismos de Anosov lineales. Aho-
ra estudiaremos difeomorfismos de Anosov (no lineales) en T2, donde
podemos ver algunos resultados y métodos de dinámica hiperbólica de
forma mas elemental.

En esta sección estudiaremos difeomorfismos de Anosov como ejemplo
base de la dinámica hiperbólica. Un difeomorfismo de Anosov en el toro
es un difeomorfismo f : T2 → T2 tal que TT2 = Es⊕Eu descomposición
continua e invariante por Df y existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1
tal que

1El conjunto Λ es además un conjunto hiperbólico (ver definición 2.0.1).
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‖Dfn/Es‖ ≤ Cλn; ‖Df−n/Eu‖ ≤ Cλn

Por simplicidad asumiremos que C = 1. El primer objetivo será mos-
trar que por todo punto del toro pasa una (única) variedad estable y una
inestable. Decimos que Es es integrable si para todo x existe subvariedad
de dimension 1 inmersa J (que también llamaremos curva integral) tal
que x ∈ J y tal que si y ∈ J entonces TyJ = Es(y). Decimos que es
únicamente integrable si J y W son dos curvas integrales entonces J∩W
es abierto en J y en W. Observar que si J es una curva integral, también
lo es f(J). Además si J es un arco compacto de una curva integral,
entonces ℓ(fn(J)) ≤ λnℓ(J) donde ℓ(J) denota la longitud.

Para cada x ∈ T2 tomemos Xs(x) ∈ Es y Xu(x) ∈ Eu vectores
unitarios. Vamos a asumir que podemos elegir estos campos unitarios
tangentes de forma que vaŕıen continuamente (aunque esto en realidad
no es una restricción). Observemos que Es es (únicamente) integrable si
ẋ = Xs(x) tiene solución (única).

Teorema 1.5.1. Es y Eu son únicamente integrables.

Observemos que por el Teorema de Peano los campos Xsy Xu son
integrables (y por lo tanto Esy Eu son integrables). Debemos mostrar
solamente la unicidad. Y este es un problema de unicidad local.

Para cada x ∈ T2 denotaremos por Rǫ(x) al conjunto (identificado via
el mapa exponencial) Bs

ǫ (x) × Bu
ǫ (x) donde Bj

ǫ (x) es una bola de radio
ǫ en Ej(x), j = s, u centrada en 0 ∈ TxT

2 Denotaremos por ∂sRǫ(x) a
{±ǫ}×Bu

ǫ . Análogamente ∂uRǫ(x). Si y ∈ Rǫ(x) denotaremos por Jsǫ (y)
a la componente conexa de la curva integral por y de Xs intersección
Rǫ que contiene a y. Y de forma análoga Ju. Los siguientes lemas son
consecuencia inmediata de la continuidad e invariancia de Es y Eu, y
que el ángulo entre ellos está uniformemente acotado por debajo (lejos
de 0).

Lema 1.5.1. Para todo ǫ suficientemente chico existe δ tal que si y ∈
Rδ(x) entonces Jsǫ (y) ∩ ∂uRǫ = ∅ y Jsǫ (y) interseca ambas componentes
de ∂sRǫ. Análogamente para Juǫ (y).

Lema 1.5.2. Dado ǫ existe δ tal que si w ∈ Juǫ (y)) y w, y ∈ Rδ(x)
entonces existe curva integral de Eu por f(y) tal que f(w) ∈ Juǫ (f(y))
(con respecto a Rǫ(f(x).)



20 M. Sambarino

Ahora estamos en condiciones de demostrar la unicidad. Supongamos
que no es (localmente) únicamente integrable. Supongamos por absurdo
que existen dos curvas integrales locales de Es por x. Como el conjun-
to donde ellas coinciden es cerrado, el complemento es abierto y luego
podemos tomar z un punto del borde de una componente conexa. Se
concluye que por z tenemos dos curvas integrales también.

Rǫ(z)

Rδ(z)
y

z
w

Juǫ (y)

J1

J2

Figura 1.4:

Sea ǫ suficientemente chico y sea δ como en los lemas previos. Sean
J1 = Jsǫ,1(z) y J2 = Jsǫ,2(z) las dos curvas integrales. Por lo anterior
existen y ∈ J1, w ∈ J2, y 6= w tales que y,w ∈ Rδ(z) y w ∈ Juǫ (y) (ver
Figura 1.4). Luego, como tanto y y w están en curvas integrales de Es

por z concluimos que fn(y), fn(w) ∈ Rδ(f
n(z)) y aplicando el segundo

lema inductivamente concluimos que fn(w) ∈ Juǫ (fn(y)). Pero entonces:

d(y,w) = d(f−n(fn(y)), f−n(fn(w))) ≤ λnℓ(Juǫ (fn(y))) ≤ λn4ǫ→ 0

y por lo tanto y = w lo cual es una contradicción.

Observación 1.5.1. Un razonamiento análogo al anterior muestra que
si fn(y) ∈ Rδ(f

n(x)) para todo n ≥ 0 entonces y ∈ Jsδ (x).

Denotaremos por W s(x) la curva integral maximal de Es por x.
Análogamente W u(x). También denotemos por W s

ǫ (x) la curva integral
de Es por x de longitud 2ǫ centrada en x. Tenemos entonces el siguiente:
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Corolario 1.5.1. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces:

1. W s(x) = {y : d(fn(y), fn(x)) →n→+∞ 0}.

2. Si ǫ es suficientemente chico entonces

W s
ǫ (x) = {y : d(fn(x), fn(y) < ǫ, n ≥ 0}

3. W s(x) = ∪n≥0f
−n(W s

ǫ (fn(x).

4. W s
ǫ (x) es un subvariedad encajada y W s es una subvariedad inm-

ersa.

Análogamente para W u(x).

Otra consecuencia interesante de lo anterior es la estructura de pro-
ducto local:

Corolario 1.5.2. Existe δ > 0 tal que para todo x ∈ T2 existe h :
[−δ, δ]2 → T2 que es un homeomorfismo sobre su imagen y tal que
h(., t) ⊂W s

ǫ (h(0, t)) y h(r, .) ⊂W u
ǫ (h(r, 0) y h(0, 0) = x.

Demostración: Basta considerar h(r, t) = Jsǫ (0, t)∩Juǫ (r, 0) via la identi-
ficación hecha anteriormente en Rδ(x). Esta función h esta bien definida,
es continua e inyectiva y (por invariancia del dominio) homeomorfismo
sobre su imagen.

Haciendo abuso de notación, denotaremos este entorno con producto
local por Rδ(x) ≃W s

δ (x)×W u
δ (x). Denotaremos por πsy πu las proyec-

ciones a lo largo de la foliación estable e inestable respectivamente en
Rδ(x). Ahora analizaremos las consecuencias dinámicas de lo hecho has-
ta ahora.

Teorema 1.5.2. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces Per(f) = Ω(f).

Demostración: Sea x ∈ Ω(f) no periódico. Sea ǫ chico y sea Rδ(x) un
entorno de x con estructura de producto local. Sea η > 0 tal que si
d(y, x) < η entonces W s

η (y) ⊂ Rδ(x). Sea n0 tal que λnǫ < η si n ≥ n0.
Como x ∈ Ω(f) y x no es periódico entonces existe y tal que d(x, y) < η
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x

y

z

fn(y)

W s
ǫ (y)

fn(W s
ǫ (y))

Figura 1.5:

y d(x, fn(y)) < η para algún n ≥ n0. Consideremos el siguiente mapa
(ver Figura 1.5) P : W s

δ (x) →W s
δ (x) como sigue:

P (z) = πu ◦ fn(W u
ǫ (z) ∩W s

ǫ (y)).

Este mapa es continuo y de un intervalo en si mismo. Luego existe z
tal que P (z) = z. Esto significa que si w = W u

ǫ (z) ∩W s
ǫ (y) entonces

fn(w) ∈ W u
ǫ (w). Luego f−n(W u

ǫ (fn(w))) ⊂ W u
λnǫ(w) ⊂ W u

ǫ (fn(w).
Luego existe p ∈ W u

ǫ (fn(w)) tal que f−n(p) = p, es decir p ∈ Rδ(x) es
periódico.

Lema 1.5.3. Existe p ∈ Per(f) tal que p 6= W s(p) ∩W u(p).

Demostración: Si Ω(f) es un conjunto infinito, el resultado se concluye
por la existencia de infinitos puntos periódicos en un entorno con estruc-
tura de producto local. En efecto, sea x ∈ Ω(f) que es acumulado por
por otros puntos de Ω(f) y sea Rδ(x) un entorno con estructura de pro-
ducto local. Como Per(f) = Ω(f) concluimos que existen p, q ∈ Rδ(x)
periódicos. Se z = W s

ǫ (p) ∩W u
ǫ (q) ∈ Rδ(x). Tomemos m múltiplo de

los peŕıodos de p y q. Ahora, f−km(z) →k q y f−km(z) ∈ W s(p)
para todo k ≥ 0. Luego, basta tomar k tal que f−km(z) ∈ Rδ(x) y
f−km(z) /∈W s

ǫ (p) pues por la estructura de producto local tenemos que
W s
ǫ (f

−km(z)) ∩W u
ǫ (p) 6= ∅. Como W s

ǫ (f
−km(z)) ⊂W s(p) concluimos.

Entonces, basta ver el caso en que Ω(f) es un conjunto finito (y
de hecho el resultado muestra que esto es imposible). En este caso
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además Ω(f) = Per(f). Tomando una potencia de f podemos supon-
er que son todos fijos. Sea p1 fijo. Si el resultado no es cierto entonces
W u(p1) −W u

ǫ (p1) ∩ Rδ(p1) = ∅. Por otro lado W u(p1) −W u
ǫ (p1) es in-

variante en el futuro. Luego existe un punto fijo p2 ∈W u(p1) −W u
ǫ (p1).

Por la estructura de producto local concluimos W u(p1) ∩W s(p2) 6= ∅.
Aplicando el mismo razonamiento para p2 concluimos la existencia de
p3 tal que W u(p2)∩W s(p3) 6= ∅ y también W u(p1)∩W s(p3) 6= ∅. Razo-
nando inductivamente, construimos una suceseción de puntos periódicos
pi, i = 1, ... tal que

W u(pi) ∩W s(pj) 6= ∅ si i < j.

Como hay una cantidad finita de puntos fijos (periódicos de f) con-
cluimos que existe i < j tal que pi = pj de donde concluimos el resulta-
do.

Ejercicio 1.5.1. Probar que si x ∈W s(p) ∩W u(p) entonces x ∈ Ω(f).

Teorema 1.5.3. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo de Anosov. Entonces
Ω(f) = T2. Además W s(x) y W u(x) son densas en T2 para cualquier x.

Demostración: Orientemos la foliación estable según la dirección del
campo Xs y lo mismo con la foliación inestable. Sea p como en el lema
anterior y que lo supondremos fijo (tomando una potencia de f si es
necesario). SeaRδ(p) entorno con estructura de producto local de p. Con-
sideremos la primera vez que la variedad estable de p retorna a Rδ(p).
Podemos entonces considerar una curva simple cerrada C = [p, q]s ∪ ℓ
donde [p, q]s ⊂W s

K(p) es un arco dentro de la variedad estable de p y ℓ
es un arco que une q con p y contenido en Rδ(p). Podemos hacer esto
de forma que la foliacion inestable sea transversal a C. Como no hay
variedades inestables cerradas concluimos (por Poincare-Bendixon) que
existe L tal que W u

L(x) ∩ C 6= ∅ para cualquier x. Pero si W u
L(x) ∩ ℓ

entonces W u
L+ǫ ∩ W s

K+ǫ(p) 6= ∅. Por comodidad, hacemos L = L + ǫ
y K = K + ǫ. Probemos ahora que W s(p) es densa en T2. Sea U un
abierto cualquiera y sea y ∈ U. Sea η tal que W u

η (y) ⊂ U. Consideremos
n tal que λnL < η. Luego, tomando x = fn(y) sea w ∈W u

L(x)∩W s
K(p).

Luego, f−n(w) ∈W u
η (y) ⊂ U y w ∈W s(p).

De forma análoga se prueba que W u(p) es densa en T2. Por lo tanto
W s(p) ∩W u(p) es denso en T2 y se concluye que Ω(f) = T2.
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Probemos ahora que cualquier variedad inestable es densa. Para el-
lo volvamos a considerar la curva C cerrada transversal a la foliacion
estable. Tenemos P : C → C el mapa del primer retorno según la ori-
entación dada por Xu. Luego, P es un homeomorfismo del circulo que
preserva orientación. Como W u(p) es densa en T2 concluimos que P
tiene una orbita densa. Pero entonces P es conjugado a una rotación
irracional y por lo tanto toda orbita es densa. De aqúı se concluye que
toda hoja inestable es densa en el toro.

Teorema 1.5.4. Sea f : T2 → T2 un difeomorfismo de Anosov. En-
tonces:

1. Existe A : T2 → T2 Anosov lineal tal que f es conjugado a A.

2. f es estructuralmente estable (y Ω-estable.)

Demostración: Denotemos por F = A + p el levantamiento de f a R2

donde A ∈ SL(2,Z) y p es Z2 periódica. Sean W̃ s, W̃ u los levantamientos
de la foliacion estable e inestable respectivamente. Denotemos por Ds la
distancia a lo largo de W̃ s de dos puntos que estén sobre la misma hoja
estable. Veamos que existe C,E > 0 tal que Ds(x, y) ≤ Cd(x, y) + E.
Sea C una curva simple cerrada en T2 transversal a la foliacion estable.
Observemos que π−1(C) es una colección discreta de curvas (que separan
R2), sea D la minima distancia entre dos distintas de ellas y sea

ρ = máx{Ds(x, y) : x, y ∈ π−1(C), (x, y)s ∩ π−1(C) = ∅.

Sean ahora dos puntos x, y que pertenecen a una misma hoja estable,
y ∈ W̃ s(x). Sea n el numero de cortes que tiene [x, y]s ∩ π−1(C). Luego

Ds(x, y) ≤ (n+1)ρ ≤ ρ

D
(n− 1)D+2ρ ≤ ρ

D
d(x, y)+2ρ = Cd(x, y)+E.

Obviamente tenemos un resultado análogo para Du. Probemos ahora
que A es hiperbólica. Basta mostrar que A tiene un valor propio de
módulo mayor que uno. Supongamos que no. Sea µ < λ−1. Entonces

limsupn→+∞
1

n
log‖An‖ ≤ 1

Luego, existe n0 tal que ‖An‖ ≤ µn. Por otra parte Fn = An + pn
con pn = Σn1

j=0A
jp(Fn−1−j). Ahora, si x, y están en una misma hoja
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inestable, entonces

d(Fn(x), Fn(y)) < (K0 +K1µ
n) d(x, y).

Pero por otra parte tenemos que

d(Fn(x), Fn(y)) ≥ 1

C
Du(Fn(x), Fn(y)) − E

C
≥ λ−n

C
Du(x, y) − E

C
.

Si n es grande obtenemos una contradicción.
Luego A es hiperbólica y concluimos que F es semiconjugado a A (ver

Teorema 1.1.1 y Observación 1.1.1). Es decir H : R2 → R2 continua y
sobre tal que H ◦ F = A ◦H y sabemos que ‖H − Id‖ ≤ K para algún
K > 0. Para ver que es conjugado basta ver que F tiene constante de
expansividad infinita. Observemos que H(W̃ s(x)) ⊂ EsA(H(x)). Además
H es inyectiva en cada hoja estable. Concluimos aśı que W̃ s(x) esta en
una banda de ancho K con respecto a EsA(H(x)). Análogamente para
las hojas inestables. Luego concluimos que hay estructura de producto
global y F tiene constante de expansividad infinita. Esto muestra que
A y F son conjugados, y por lo tanto A y f son conjugados en T2. Por
otra parte, si g esta C1 cerca de f entonces g es Anosov y también es
isotópico a A. Luego g y A son conjugados y por lo tanto g y f son
conjugados, es decir, f es estructuralmente estable.

1.6. Ejercicios

1. Dibujar las trayectorias de un isomorfismo lineal hiperbólico L :
R2 → R2 discutiendo seguún los valores propios.

2. Sea L = {A ∈ GLn(R
n) : A hiperbólica}. Probar que L es abierto

y denso en GLn(R
n).

3. a) Sea A : Rn → Rn hiperbólica con EsA = Rn. Probar que existe
δ > 0 tal que si B : Rn → Rn lineal con ‖B−A‖ < δ entonces
A y B son conjugadas. (sug: son localmente conjugadas).

b) Sean A,B dos transformaciones lineales hiperbólicas en Rn

tales que EsA = EsB = Rn. Probar que A y B son conjugadas



26 M. Sambarino

sii det(A) = det(B). (Sug: {A ∈ GLn hiperbólica} tiene sola-
mente dos componentes arcoconexas.)

c) Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente
para que dos transformaciones lineales hiperbólicas de Rn

sean conjugadas.

4. a) Sea A : Rn → Rn lineal. Probar que A es hiperbólica sii
ω(x) = 0 o ω(x) = ∅ para cualquier x ∈ Rn.

b) Dar un ejemplo de una transformación lineal L : R4 → R4

que tenga una orbita recurrente no periódica.

5. Sea f : M →M un difeomorfismo y p ∈M un punto fijo hiperbóli-
co. Probar que dado N > 0 existe un entorno V (p) tal que si q ∈ V
es un punto periódico distinto de p entonces su peŕıodo es mayor
que N.



Caṕıtulo 2

Dinámica Hiperbólica

En este caṕıtulo haremos un breve recorrido por algunos resultados
principales de esta teoŕıa. Nuestro objetivo principal es presentar dos
resultados: el teorema de descomposición espectral y un resultado de
Ω-estabilidad. Como no pretendemos hacer una exposición detallada de
la teoŕıa, algunos resultados serán enunciados sin demostración. El lec-
tor interesado podrá consultar por ejemplo [Sh], [KH] y las referencias
alĺı incluidas. En lo que sigue M siempre denotará una variedad rieman-
niana compacta, conexa y sin borde.

Definición 2.0.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Un conjunto
compacto e invariante Λ se dice que es hiperbólico si para cada x ∈ Λ
existen subespacios Es(x) ⊂ TxM y Eu(x) ⊂ TxM que verifican:

1. TxM = Es(x) ⊕ Eu(x).

2. Dfx(E
s(x)) = Es(f(x)) y Dfx(E

u(x)) = Eu(f(x)).

3. Existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

a) ‖Dfnx v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Es(x) y n ≥ 0.

b) ‖Df−nx v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Eu(x) y n ≥ 0.

Ejercicio: Probar que si Λ es hiperbólico y vs ∈ Es, vu ∈ Eu entonces
para n ≥ 0 se tiene

‖Df−nvs‖ ≥ 1

C
λ−n‖vs‖ y ‖Dfnvu‖ ≥ 1

C
λ−n‖vu‖

27
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x

f(x)

TxM

Tf(x)M

Es(x)

Eu(x)

Es(f(x))

Eu(f(x))
Dfx

Figura 2.1: hiperbolicidad

En particular para todo v 6= 0, supn∈Z ‖Dfnv‖ = ∞.

Muchas veces se incluye la continuidad de los subespacios Es(x) y de
Eu(x) (con respecto a x) en la definición de hiperbolicidad pero de hecho
esto no es necesario.

Lema 2.0.1. Sea Λ un conjunto hiperbólico para un difeomorfismo f :
M →M. Entonces, los subespacios Es(x) y Eu(x) vaŕıan continuamente
con x.

Demostración: Sea x ∈ Λ y sea xn ∈ Λ una sucesión tal que xn → x.
Queremos probar que Es(xn) → Es(x). Podemos extraer una subsuce-
sión xnk

tal que dimEs(xnk
) = j para algún j. Sea {v1

k, ...v
j
k} una base

ortonormal de Es(xnk
) y {vj+1

k , ...vnk } una base ortonormal de Eu(xnk
).

Podemos suponer (tomando una subsucesión si fuera necesario) que
vik →k v

i y por lo tanto {v1, ..., vj} y {vj+1, ..., vn} son conjuntos ortonor-
males de TxM. Sea E =< v1, ..., vj > y F =< vj+1, ..., vn > . Ahora,
si v ∈ E, ‖v‖ = 1 entonces ‖Dfmx v‖ ≤ Cλm para m ≥ 0. De hecho,
podemos elegir vk ∈ Es(xnk

), ‖vk‖ = 1 tal que vk → v. Luego, fijado
m ≥ 0 se tiene que

‖Dfmx v‖ = ĺım
k

‖Dfmxnk
vk‖ ≤ Cλm.

Esto muestra que E ⊂ Es(x). Análogamente F ⊂ Eu(x). En particular
E ∩F = {0} y por lo tanto E = Es(x), F = Eu(x). Hemos probado que



Hiperbolicidad y estabilidad 29

cualquier subespacio ĺımite de Es(xn) y de Eu(xn) necesariamente son
Es(x) y Eu(x).

Como consecuencia inmediata de la continuidad de los subespacios se
tiene el siguiente

Corolario 2.0.1. Sea Λ un conjunto hiperbólico. Entonces la dimensión
de los espacios Es(x) y Eu(x) es localmente constante.

Como ejemplos básicos de conjuntos hiperbólicos ya vimos los difeo-
morfismos de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Similar que en el caso lineal (ver Lema 1.1.3), se puede conseguir una
métrica adaptada:

Ejercicio 2.0.1. Sea f : M → M un difemorfismo y Λ un conjun-
to hiperbólico. Entonces, existe una norma ‖.‖1 (que proviene de una
métrica riemanniana) tal que existe 0 < a < 1 tal que ‖Dfvs‖ < a‖vs‖
si vs ∈ Es y ‖Df−1vu‖ < a‖vu‖.

2.1. Condiciones suficientes

En general es dif́ıcil determinar si un conjunto es hiperbólico según
la definición pues tendŕıamos que describir expĺıcitamente sus subespa-
cios estables e inestables. El teorema siguiente nos da una condición
suficiente (y necesaria también) para que un conjunto sea hiperbólico.
La idea es que haya regiones del espacio tangente con alguna propiedad
de invariancia y donde tengamos contracción o expansión. Precisamos
algunas nociones previamente.

Sea W un espacio vectorial con producto interno. Un conos en W es
un conjunto C tal que existe una forma cuadrática no degenerada

B : W → R tal que C = {v ∈W : B(v) ≤ 0}.

De otra forma, podemos expresar C respecto a una descomposición W =
E ⊕ F :

C = {v = (vE , vF ) : ‖vE‖ ≤ a‖vF ‖}
para algún a > 0 (en este caso B(v) = −a2‖vF ‖2+‖vE‖2.). La dimensión
de un cono C es la máxima dimensión entre todos los subespacios con-
tenidos en C. Analogamente, la dimensión de una forma cuadrática es
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la máxima dimensión entre todos los subespacios contenidos en B ≤ 0.
Si Λ es un conjunto, una familia de conos en Λ es una asociación para
cada x ∈ Λ de un cono Cx en TxM. Una forma cuadrática B en Λ es una
asociación para cada x ∈ Λ de una forma cuadrática Bx : TxM → R. El
pull-back de B se define como f ♯(B)x(v) = Bf(x)(Dfxv).

El siguiente teorema nos da dos condiciones necesarias y suficientes
para que un conjuntos sea hiperbólico. La primera, debida a [L1], es una
condición dinámica (una forma cuadrática que crece a lo largo de trayec-
torias del diferencial Df) y la otra, es una condición mas geométrica en
términos de conos.

Teorema 2.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y Λ un conjunto
compacto invariante. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. Λ es hiperbólico.

2. Existe B forma cuadrática continua y no degenerada en Λ cuya
dimensión es constante a lo largo de las órbitas y tal que f ♯B−B
es definida positiva.

3. Existen dos familias de conos Cs y Cu en Λ con dimensiones com-
plementarias y dimensión constante a lo largo de las órbitas tales
que:

a) DfxC
u
x ⊂ Cuf(x) y Df−1

x Csx ⊂ Csf−1(x).

b) Existe σ > 1 y m > 0 tal que ‖Dfmv‖ ≥ σ‖v‖ si v ∈ Cu y
‖Df−mv‖ ≥ σ‖v‖ si v ∈ Cs.

Demostración: 1 ⇒ 2. Sea Λ hiperbólico. Sea m tal que Cλm < 1/5.
Observemos que si v ∈ Esx entonces ‖Df−mv‖ ≥ 5‖v‖ y si v ∈ Eu

entonces ‖Dfmv‖ ≥ 5‖v‖. Afirmamos que para cualquier v 6= 0 vale
que:

‖Df−mv‖2 − 2‖v‖2 + ‖Dfmv‖2 > 0. (2.1)

En efecto, escribimos v = vs + vu. Supongamos que ‖vs‖ ≥ ‖vu‖.
Luego

‖Df−m(vs + vu)‖ ≥ ‖Df−mvs‖ − ‖Df−mvu‖
≥ (5 − 1/5)‖vs‖ ≥ 4‖vs‖
≥ 2‖v‖.
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TxM
Tf(x)M

Csx

Cux

Csf(x)

Cuf(x)

DfCux

Df−1Csf(x)

Figura 2.2: Hiperbolicidad via conos

Una desigualdad igual vale si ‖vs‖ ≤ ‖vu‖. De aqúı se concluye (2.1).
Definamos

Bx(v) =
m−1
∑

j=0

‖Df jxv‖2 −
j=−1
∑

j=−m
‖Df jxv‖2 =

=

j=m
∑

j=1

‖DfmDf−jv‖2 − ‖Df−jx v‖2. (2.2)

Vemos que

(f ♯B −B)x(v) = ‖Df−mv‖2 − 2‖v‖2 + ‖Dfmv‖2

y por (2.1) es definida positiva. Claramente B es continua. De (2.2)
deducimos que

vs ∈ Es, v 6= 0 =⇒ B(vs) < 0, vu ∈ Eu, v 6= 0 =⇒ B(v) > 0. (2.3)

Como Es y Eu son invariantes y complementarios concluimos que la
dimensión de B es constante a lo largo de las órbitas. Además esto
implica que B es no degenerada. En efecto, sea B(v,w) forma bili-
neal simétrica asociada, y supongamos que para algún x existe v tal
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que B(v,w) = 0 para todo w ∈ TxM. Escribimos v = vs + vu. Luego
B(vs, vu) = −B(vs, vs) = −B(vu, vu). Por (2.3) tenemos B(vs) ≤ 0 ≤
B(vu) y concluimos que ambos son 0 y que vs = vu = 0.

2 ⇒ 3. Definimos

Csx = {v : Bx(v) ≤ 0} y Cux = {v : Bx(v) ≥ 0}.

Como B es no-degenerada, estos conos tienen dimension complementaria
y además dimensión constante a lo largo de las órbitas. Como f ♯B −B
es definida positiva, si

v ∈ Cux =⇒ Bf(x)(Dfxv) ≥ Bx(v) ≥ 0

y por lo tanto DfxC
u
x ⊂ Cuf(x). Análogamente, si

v ∈ Csx =⇒ 0 ≥ Bx(v) ≥ Bf−1(x)(Df
−1
x v)

y por lo tanto Df−1
x Csx ⊂ Csf−1(x). Faltaŕıa ver item (b). Probaremos

el resultado para Cu, ya que para Cs se concluye de forma similar.
Observemos primeramente que, por la compacidad de Λ y la continuidad
de B,

dado a > 0 ∃δ > 0 tal que si Bz(w) > a =⇒ ‖w‖2 > δ. (2.4)

Por otra parte como f ♯B − B es definida positiva, existen a y b tal
que

b‖w‖2 ≥ (f ♯B −B)z(w) ≥ a‖w‖2 (2.5)

para cualquier z ∈ Λ y w ∈ TzM. Sea δ = δ(a) según (2.4) y sea m tal
que

σ2 =
maδ

b
> 1.

Consideremos x ∈ Λ y v ∈ Cux , ‖v‖ = 1. Luego

Bfj(x)(Df
j
xv) ≥ Bfj−1(x)(Df

j−1
x v)

≥ ... ≥ Bf(x)(Dfxv) ≥ Bf(x)(Dfxv) −Bx(v)

≥ a‖v‖2 = a
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para cualquier j ≥ 1. En particular, por (2.4), ‖Df jxv‖2 ≥ δ para j ≥ 1.
Luego, usando también (2.5)

b‖Dfmx v‖2 ≥ Bfm+1(x)(Df
m+1
x v) −Bfm(x)(Df

m
x v)

=

m
∑

j=0

Bfj+1(x)(Df
j+1
x v) −Bfj(x)(Df

j
xv) +Bx(v)

≥
m
∑

j=0

a‖Df jxv‖2 ≥ maδ

Por lo tanto ‖Dfmx v‖2 > σ2. y concluimos la prueba.

3 ⇒ 1. Definimos

Es(x) =
⋂

n≥0

Df−nfn(x)C
s
fn(x) y Eu(x) =

⋂

n≥0

Dfnf−n(x)C
u
f−n(x).

Obviamente DfEs = Es y DfEu = Eu. Afirmamos que existen C > 0
y 0 < λ < 1 tal que si v ∈ Esx entonces ‖Dfnx v‖ ≤ Cλn si n ≥ 0. En
efecto, sea n ≥ 0 y escribimos n = km + r con 0 ≤ r < m. Sea C1 =
ı́nfx∈M{mı́n ‖Df−rx w‖/‖w‖ : 0 ≤ r < m}. Como w = Dfnv ∈ Csfn(x) y
por la invariancia de los conos concluimos que

‖v‖ = ‖Df−nfn(x)w‖ = ‖Df−r.Df−kmfn(x)w‖
≥ C1‖Df−kmfn(x)w‖ ≥ C1σ

k‖w‖.

Luego

‖Dfnx v‖ ≤ 1

C1σ
(σ−

1
m )n‖v‖.

Análogamente para Eux . En particular Es ∩Cux = {0} y Eux ∩Csx = {0}.
Ahora, para cada n elegimos un subespacio En ⊂ Csfn(x) de dimensión

máxima y sea Sn = Df−nEn. De forma similar, sea Fn ⊂ Cuf−n(x) de
dimensión máxima, y denotamos por Un = DfnFn. Sean S y U subespa-
cios ĺımites de Sn y Un respectivamente. Se tiene que S ⊂ Es y U ⊂ Eu.
Además S y U tienen dimensiones complementarias, y S ∩ U = {0}.
Afirmamos que S = Es y U = Eu. Por absurdo, sea v ∈ Es−S. Escribi-
mos v = s + u. Luego ‖Dfnv‖ ≥ ‖Dfnu‖ − ‖Dfns‖ →n→∞ ∞ lo cual
es una contradicción.
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Ejemplo: el Solenoide Sea D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} y sea f : D × S1 →
D × S1 definida como

f(w, z) =

(

1

8
w +

1

2
z, z2

)

.

Figura 2.3: El mapa f(w, z) que define el solenoide

Es claro que f(D × S1) ⊂ Int(D × S1) y que f es diferenciable. Sea
Λ =

⋂

n≥0 f
n(D × S1). Vemos que Λ es compacto e invariante. Veamos

que es hiperbólico. Para (w, z) ∈ D × S1, identificamos T(w,z)D × S1 =
TwD⊕TzS1 = C×R. Por otro ladoDf(w,z)(u, v) = (u/8+v/2, 2v). Luego
Es(w,z) = TwD⊕{0} = C×{0} es un fibrado invariante y ‖Df/Es‖ = 1/8.

Por otra parte, es facil ver que Cu = {(u, v) : ‖u‖ ≤ ‖v‖} es invariante
y que ‖Df(u, v)‖ ≥

√
2‖(u, v)‖ si (u, v) ∈ Cu. Con esto concluimos que

Λ es un conjunto hiperbólico.

Ejercicio 2.1.1. Probar que en el solenoide Λ se tiene que Per(f) = Λ.

Las equivalencias descritas en el Teorema 2.1.1 no solo son impor-
tantes a los efectos de comprobar que cierto conjunto es hiperbólico sino
que también nos permiten ver que la hiperbolicidad es una propiedad
“robusta” como indica el siguiente:

Corolario 2.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y sea Λ un con-
junto hiperbólico. Entonces, existe un entorno compacto U de Λ, un
entorno V de f y una forma cuadrática continua y no degenerada B
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en U y b > 0 tal que si g ∈ V entonces (g♯B − B)xv ≥ b‖v‖2 para

x ∈ g−1(U) ∩ U. En particular el maximal invariante Λg :=
⋂

n∈Z

gn(U)

de g en U es hiperbólico.

Demostración: Sea B forma cuadrática continua y no degenerada como
en el Teorema 2.1.1. Podemos extender B continuamente a todo M.
Ahora, existe un entorno compacto U1 de Λ tal que B es no degenerada
en U1. Como f ♯B−B es definida positiva en Λ podemos suponer que lo
mismo sucede en U1, en particular existe a > 0 tal que (f ♯B − B)xv ≥
a‖v‖2 para cualquier x ∈ U1. Por otra parte, existe un entorno V1 de la
identidad tal que si h ∈ V1 entonces (h♯B − B)xv ≤ a

4‖v‖2 cualquiera
sean x, v ∈ TxM. Además, si h ∈ V1 entonces ‖Dhxv‖ ≥ 1√

2
‖v‖. Sea

V = f ◦ V1. Podemos suponer V verifica que existe un entorno U ⊂ U1

compacto de Λ tal que si g ∈ V entonces g(U) ⊂ U1. Ahora sea x ∈ U y
g = f ◦ h ∈ V. Luego,

(g♯B −B)xv = (f ♯B −B)h(x)(Dhxv) + (h♯B −B)xv

≥ a‖Dhxv‖2 − a

4
‖v‖2 ≥ a

2
‖v‖2.

Por lo tanto eligiendo b = a/2 tenemos nuestra conclusión.

2.2. Expansividad

Una propiedad caracteŕıstica y fundamental de los conjuntos hiper-
bólicos es la expansividad. Esta no dice que la dinámica en conjuntos
hiperbólicos es “impredecible”, en el sentido de que es imposible predecir
el comportamiento de una órbita cuando cometemos un pequeño error
en la medición de la condición inicial.

Hay varias formas de probar la expansividad en un conjunto hiperbóli-
co. Nosotros lo haremos siguiendo [L2] mediante el uso de una funcion
de Lyapunov. Esta funcion crece a lo largo de pares de órbitas y son el
reflejo en la variedad de la forma cuadrática.

Lema 2.2.1. Sea f : M →M un homeomorfismo y sea C un conjunto
compacto. Supongamos que existe β > 0 y una función V : {(x, y) ∈
C×C : d(x, y) ≤ β} → R continua tal que V (x, x) = 0 para todo x ∈ C.
Sea ∆V (x, y) := V (f(x), f(y)) − V (x, y). Supongamos que existe α > 0
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tal que ∆V (x, y) > 0 si 0 < d(x, y) ≤ α. Entonces, si fn(x), fn(y) ∈ C
para todo n ∈ Z y se verifica que d(fn(x), fn(y)) ≤ α para todo n ∈ Z
entonces x = y.

Demostración: Sean x, y como en el enunciado y supongamos que x 6= y.
Se tiene que V (x, y) ≥ 0 o V (x, y) ≤ 0. Supongamos la primera desigual-
dad (la demostración en el otro caso es similar). Tenemos entonces que
a = V (f(x), f(y)) > V (x, y) ≥ 0. Luego, V (fn(x), fn(y)) ≥ a para
n ≥ 1. Sea ǫ, 0 < ǫ < α tal que si d(x, y) < ǫ entonces V (x, y) < a.
Luego, tenemos entonces que (fn(x), fn(y)) ≥ ǫ para n ≥ 1. Sea U =
{(z,w) ∈ C × C : ǫ ≤ d(z,w) ≤ α}. Tenemos que U es compacto, y por
lo tanto existe η > 0 tal que ∆V (z,w) > η en U. Pero entonces

V (fn(x), fn(y)) =

n−1
∑

j=0

∆V (f j(x), f j(y)) + V (x, y) ≥ nη.

Concluimos que V (fn(x), fn(y)) →n ∞ pero esto es absurdo pues V
esta acotada en U.

Ahora estamos en condiciones de probar la expansividad en un con-
junto hiperbólico. Mas aún, probaremos que la constante de expansivi-
dad puede ser elegida uniformemente para pequeñas perturbaciones del
sistema.

Corolario 2.2.1. Sea f : M →M un difeomorfismo y sea Λ un conjun-
to hiperbólico. Entonces f es expansivo en Λ. Mas aún, existe U entorno
compacto de Λ y V entorno de f y α > 0 tal que si g ∈ V entonces g es
expansivo con constante α en el maximal invariante de g en U.

Demostración: Sea U,V, b y la forma cuadrática B como en el Corolario
2.1.1. Sea β > 0 tal que expx : B(0, β) → B(x, β) es un difeomorfismo
para cualquier x ∈ M. Denotemos por B también la forma bilineal
simétrica asociada a B y sea C > 0 tal que |Bx(v,w)| ≤ C‖v‖‖w‖
cualesquiera sean x y v,w ∈ TxM. Podemos suponer también que existe
K > 0 tal que ‖Dgx‖ ≤ K para g ∈ V y x ∈M. Ahora, si x ∈M y g ∈ V,
escribimos g̃ : B(0, β) ⊂ TxM → Tg(x)M como g̃(v) = exp−1

g(x)◦g◦expx(v)
(y podemos suponer que β es suficientemente chico como para que g̃ este
bien definida). Ahora,

g̃(v) = Dgxv + r(x, g, v) donde
r(x, g, v)

‖v‖ →v→0 0.
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Sea ǫ > 0 tal que b−CKǫ−Cǫ2 > 0. Podemos elegir α (y V) tal que si

‖v‖ < α entonces r(x,g,v)
‖v‖ ≤ ǫ para x ∈M y g ∈ V. Ahora, definimos

V (x, y) = Bx(exp
−1
x (y))

que esta bien definida si d(x, y) ≤ β, es continua y V (x, x) = 0. Para
concluir el corolario basta ver que si g ∈ V y x, y ∈ U con 0 < d(x, y) < α
entonces ∆Vg(x, y) > 0. Sea v = exp−1

x (y).

∆Vg(x, y) = Bg(x)(g̃v) −Bx(v) = Bg(x)(Dgxv + r(x, g, v)) −Bx(v)

= Bg(x)(Dgxv) + 2Bg(x)(Dgxv, r(x, g, v)) +

+ Bg(x)(r(x, g, v) −Bx(v)

≥ b‖v‖2 − ‖v‖2CKǫ− ‖v‖2Cǫ2 > 0.

2.3. Teorema de la variedad estable

En esta sección enunciaremos (sin demostración) el teorema de la
variedad estable (recordar Definición 1.2.2). Este resultado es una her-
ramienta básica para la descripción de la dinámica de un conjunto hi-
perbólico. Para una estudio detallado ver [HPS].

Teorema 2.3.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M → M un
difeomorfismo Cr y Λ un conjunto hiperbólico. Entonces existe ǫ > 0 tal
que para cualquier x ∈ Λ se verifica:

1. W s
ǫ (x) es una subvariedad encajada Cr tal que TxW

s
ǫ (x) = Es(x).

2. W s
ǫ (x) ⊂W s(x)

3. W s(x) =
⋃

n≥0 f
−n(W s

ǫ (fn(x))) y es una subvariedad (inmersa)
de clase Cr y vaŕıa continuamente (como subvariedades Cr y en
subconjuntos compactos) con x.

Obviamente hay un resultado análogo para W u ya que W u(x, f) =
W s(x, f−1).

Observación 2.3.1. Del teorema anterior, se deduce que existe δ > 0
si x, y ∈ Λ con d(x, y) < δ entonces W s

ǫ (x) y W u
ǫ (y) se intersectan

transversalmente en un único punto.
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x

Es(x)

Eu(x)

W s(x)

W u(x)

W s
ǫ (x)

W u
ǫ (x)

Figura 2.4: Variedades estables e inestables

El siguiente lema ([P1])es esencial para probar transversalidad bajo
iteraciones. Una prueba se puede encontrar también en [PdM].

Lema 2.3.1 (Lema de inclinación o λ-lemma). Sea p un punto periódico
de f : M →M. Sea Du un disco compacto en W u(p). Consideremos un
punto x ∈ W s(p) y D un disco de igual dimension que W u(p) tal que
x ∈ D y D es transversal a W s(p) en x. Entonces, dado ǫ > 0 existe n0

tal que para todo n ≥ n0 existe Dn ⊂ D tal que fn(Dn) es un disco ǫ-C1

cerca de Du.

Corolario 2.3.1. Sean p, q y r tres puntos periódicos hiperbólicos de f
tal que W u(p)⊤∩W s(q) y W u(q)⊤∩W s(r). Entonces W u(p)⊤∩W s(r).

Demostración: Ejercicio

Definición 2.3.1. Sea p un punto fijo hiperbólico de f . La clase homo-
cĺınica de p se define como

H(p) = W s(p)⊤∩W u(p).
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p

W s(p)

W u(p)

Du

D

Dn

fn(Dn)

Figura 2.5: Lema de Incliniación

Proposición 2.3.1. Sea p un punto fijo hiperbólico de f y H(p) su clase
homocĺınica. Entonces H(p) ⊂ Ω(f) y es transitivo.

Demostración: Ejercicio

Ejercicio 2.3.1. Sea Λ el solenoide. Probar que si x ∈ Λ entonces
W u(x) ⊂ Λ y es densa en Λ.

2.4. Propiedad de sombreado

En esta sección veremos que los conjuntos hiperbólicos tienen una
propiedad muy fuerte y cuya idea original es debida a Bowen: toda
pseudo órbita es sombreada por una órbita verdadera. Comencemos con
una definición (comparar con Sección 1.1.1).

Definición 2.4.1. Sea f : M →M un difeomorfismo y sea α > 0. Deci-
mos que {xn}n∈Z es una α-pseudo órbita (para f) si d(f(xn), xn+1) ≤ α
para todo n ∈ Z.
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Definición 2.4.2. Sea f : M → M un difeomorfimo y Λ un conjunto
hiperbólico. Decimos que Λ tiene estructura de producto local, si existe
δ > 0 tal que si x, y ∈ Λ, d(x, y) < δ entonces W s

ǫ (x)∩W u
ǫ (y) ∈ Λ donde

ǫ es como en el teorema de la variedad estable.

Lo importante de la definición anterior es que el punto de intersección
pertenezca a Λ ya que sabemos (ver Observación 2.3.1) que variedades
estables inestables locales de puntos cercanos se cortan transversalmente.
La definición dice que efectivamente Λ es localmente un producto:

Λ ∩B(x, δ) ≈W s
ǫ (x) ∩ Λ ×W u

ǫ (x) ∩ Λ.

Teorema 2.4.1 (Lema de sombreado o Shadowing Lemma). Sea f :
M → M un difeomorfismo y sea Λ un conjunto compacto hiperbólico.
Entonces, dado β > 0 existe α > 0 tal que toda α-pseudo órbita en Λ
es β sombreada por una órbita (no necesariamente en Λ.) Es decir, si
{xn} ⊂ Λ es una una α-pseudo órbita, entonces existe y ∈ M tal que
d(fn(y), xn) ≤ β para todo n ∈ Z. Además, si Λ tiene estructura de
producto local, entonces y ∈ Λ.

Demostración: Sea β > 0. Consideremos U entorno compacto de Λ tal
que

Λ̃ =
⋂

n∈Z

fn(U)

sea un conjunto hiperbólico (ver Corolario 2.2.1). Podemos suponer β
suficientemente chico tal que {y : d(y,Λ) ≤ β} ⊂ U. Por simplicidad,
supondremos que tenemos una métrica adaptada (es decir, la constante
C en la definición de hiperbolicidad es C = 1, ver ejercicio 2.0.1)

Sea ǫ < β del teorema de la variedad estable para Λ̃. Podemos suponer
que ǫ

1−λ < β. Observemos que

f(W s
ǫ (x)) ⊂W s

λǫ(f(x))

y que
f−1(W u

ǫ (x)) ⊂W u
λǫ(f

−1(x)).

Elegimos α < ǫ tal que si x, y, z ∈ Λ̃, d(x, y) < α y z ∈ W s
λǫ(y)

entonces W s
ǫ (x) ∩W u

ǫ (z) 6= ∅ (y consiste de un solo punto claro).
Sea {xn}n≥0 una α-pseudo órbita positiva en Λ. Construiremos para

n ≥ por inducción puntos zn ∈ Λ̃ que verifican lo siguiente:
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z0 = x0

Para n ≥ 1, zn = W s
ǫ (xn) ∩W u

ǫ (f(zn−1).

f

f xn

xn+1

xn−1

zn

zn+1
zn−1

f(xn−1)f(zn−1)

f(zn) f(xn)

f−1(zn+1)

f−1(zn)

f−2(zn+1)

W u
ǫ (zn−1)

W u
ǫ (f(zn−1))

W u
ǫ (f(zn))

W s
ǫ (xn)

W s
ǫ (xn+1)

Figura 2.6: Construcción de zn

Veamos que zn esta bien definida. Sabemos que zn−1 ∈ W s
ǫ (xn−1) y

que zn−1 ∈ Λ̃. Luego f(zn−1) ∈ W s
λǫ(f(xn−1)) y como d(f(xn−1), xn) <

α concluimos que W s
ǫ (xn) ∩W u

ǫ (f(zn−1) tiene intersección no vaćıa (y
que llamamos zn). Tenemos que probar que zn ∈ Λ̃. Observemos primer-
amente que d(f j(zn), f

j(xn)) ≤ λjǫ < β para todo j ≥ 0. Por otra parte,
para cualquier 0 ≤ i ≤ n y j ≥ 1 se tiene que

d(f−j(zi), f
−j+1(zi−1)) = d(f−j(zi), f

−j(f(zi−1)) ≤ λjǫ.
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Entonces, si 1 ≤ j ≤ n entonces

d(f−j(zn), zn−j) ≤
i=j−1
∑

i=0

d(f−j+i(zn−i), f
−j+i+1(zn−i−1)) (2.6)

≤
i=j−1
∑

i=0

λj−iǫ =

i=j
∑

i=1

λiǫ (2.7)

y por lo tanto

d(f−j(zn), xn−j) ≤
i=j
∑

i=0

λiǫ <
ǫ

1 − λ
< β. (2.8)

Además, si j ≥ n entonces analogamente como (2.6) concluimos que

d(f−j(zn), f
−j+n(x0)) = d(f−j(zn), f

−j+n(z0))

≤
i=n−1
∑

i=0

d(f−j+i(zn−i), f
−j+i+1(zn−i−1))

<
n−1
∑

i=1

λj−iǫ < β

Luego, tenemos que d(f j(zn),Λ) < β y por lo tanto zn ∈ Λ̃. Además,
si definimos yn = f−n(zn) tenemos por (2.8) que

d(f j(yn), xj) ≤ β 0 ≤ j ≤ n.

Ahora si y es un punto de acumulación de yn tenemos que d(f j(y), xj) ≤
β para todo j ≥ 0. Es decir, dada cualquier α-pseudo órbita futura,
encontramos una órbita futura que la sombrea. Finalmente, si {xn}n∈Z

es una α-pseudo órbita, para cada m ≥ 0 consideremos wm que sombrea
{xn}n≥−m. Luego, si z es un punto de acumulación de fm(wm) tenemos
que d(fnz, xn) ≤ β para cualquier n ∈ Z. (ver también Lema 1.1.4 donde
ya hicimos este argumento).

Por último, si Λ tiene estructura de producto local, vemos por con-
strucción que los puntos zn ∈ Λ y de aqúı se concluye la última parte.
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Corolario 2.4.1. Sea Λ un conjunto hiperbólico para f. Sea Λ̃ el maxi-
mal invariante de f en un entorno compacto (ver Corolario 2.1.1). Sea
γ constante de expansividad de f en Λ̃. Entonces, si β < γ/2 y α es
como en el teorema anterior, entonces dada una α-pseudo órbita {xn}
en Λ existe una único y ∈ Λ̃ que sombrea la pseudo órbita. Además, si
la pseudo órbita es periódica, la órbita por y es periódica.

Demostración. Ejercicio

Veamos algunas consecuencias interesantes de la propiedad del som-
breado.

Definición 2.4.3. Sea Λ un conjunto compacto invariante para f. Dec-
imos que es invariante maximal si existe un entorno U de Λ tal que

Λ =
⋂

n∈Z

fn(U).

Corolario 2.4.2. Sea Λ un conjunto hiperbólico para f. Entonces Λ es
maximal invariante si y solamente si tiene estructura de producto local.
En cualquier caso, si x ∈ M verifica que ω(x) ⊂ Λ entonces x ∈ W s(y)
para algún y ∈ Λ.

Demostración: Supongamos que Λ es maximal invariante en U. Sea ǫ > 0
tal que W s,u

ǫ (x) ⊂ U si x ∈ Λ. Sea δ > 0 tal que si x, y ∈ Λ con d(x, y) <
δ entonces W s

ǫ (x) ∩W u
ǫ (y) 6= ∅ y sea z dicho punto de intersección. Es

fácil ver fn(z) ∈ U para todo n ∈ Z y por lo tanto z ∈ Λ.

Supongamos ahora que Λ tiene estructura de producto local. Sea γ
constante de exansividad en un entorno U1 de Λ. Sea β < γ/2 y α
correspondiente de la propiedad de sombreado. Sea η, 0 < η < α/2 tal
que si d(x, y) < η entonces d(f(x), f(y)) < α/2. Sea U = {y : d(y,Λ) <
η} ∩ U1. Supongamos que y ∈ U es tal que fn(y) ∈ U para todo n ∈ Z.
Sea xn ∈ Λ tal que d(xn, f

n(y)) < η. Luego, {xn} es una α-pseudo
órbita. Luego, como Λ tiene estructura de producto local, existe z ∈ Λ
que sombrea {xn}. Como y también sombrea {xn} por la expansividad
concluimos que y = z ∈ Λ.

Lo último se deduce de forma análoga. Proyectando la órbita futura de
x a partir de que entra a U (digamos a partir de n0) tenemos que existe
z ∈ Λ tal que fn0(x) ∈W s

ǫ (z) y por lo tanto x ∈W s(f−n0(z)).
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Corolario 2.4.3. Sea p un punto fijo hiperbólico de f.

1. Sea x un punto homocĺınico transversal de p.. Entonces existen
puntos periodicos hiperbólicos pn tales que pn → x.

2. Si q es un punto hiperbólico, decimos que

p ∼ q si W s(p)⊤∩W u(q) 6= ∅ 6= W s(q)⊤∩W u(p).

Con esta notación vale entonces que la clase homocĺınica

H(p) = {q ∈ Per(f) : q ∼ p}.

Demostración: Ejercicio. Para probar (1) observar que O(x)∪{p} es un
conjunto hiperbólico

Corolario 2.4.4. Supongamos que Per(f) es un conjunto hiperbólico.
Entonces Per(f) tiene estructura de producto local.

Corolario 2.4.5. Sea f : M →M un difeomorfismo. Entonces

1. Si el conjunto recurrente por cadenas R(f) es hiperbólico, entonces
R(f) = Per(f). En particular R(f) = Ω(f) = L(f).

2. Si el conjunto ĺımite L(f) es hiperbólico, entonces L(f) = Per(f).

Demostración: Supongamos que R(f) es hiperbólico y sea β > 0 arbi-
trariamente chico. Sea α como en el Teorema 2.4.1 (y Corolario 2.4.1)
anterior. Sea x ∈ R(f). Luego, como R(f/R(f)) = R(f) (ver A.0.4),
podemos conseguir una α-pseudo órbita periódica por x en R(f). Por lo
tanto, encontramos un punto periódico a menos de β de x.

Supongamos que L(f) es hiperbólico. Sea β arbitrariamente chico
y su correspondiente α. Sea x ∈ L(f). Luego, existe y ∈ M tal que
d(ω(y), x) < β (o α-ĺımite). Sea z ∈ ω(y) y sea δ < α/2 tal que si
d(u, v) < δ entonces d(f(u), f(v)) < α/2. Sea n0 tal que d(fn(y), L(f)) <
δ si n ≥ n0. Sean n1 < n2 mayores que n0 tal que d(fni , z) < δ. Para cada
j, 0 ≤ j < n2−n1 elegimos xj ∈ L(f) tal que d(fn1+j(y), xj) < δ. Luego,
{..x0, ...xn2−n1−1, x0, ...} es una α-pseudo órbita periódica en L(f). De
aqúı se concluye el resultado.

Definición 2.4.4. Sea f : M → M un difeomorfismo. Decimos que f
es:
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difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbólico si M es con-
junto hiperbólico.

R(respec L)-hiperbólico si el conjunto recurrente por cadenas R(f)
(respec el conjunto ĺımite L(f)) es hiperbólico.

Axioma A si el conjunto no errante Ω(f) es hiperbólico y además
Ω(f) = Per(f).

Teorema 2.4.2. Se verifican la siguientes implicaciones:

Anosov =⇒ R-hiperbólico =⇒ Axioma A =⇒ L-hiperbólico.

Axioma A ⇐⇒ L-hiperbólico y L(f) = Ω(f).

Corolario 2.4.6. Sea f : M → M un difeomorfimos L-hiperbólico.
Entonces, dado y ∈M existe x ∈ L(f) tal que y ∈W s(x).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeo-
morfismos Morse-Smale:

Definición 2.4.5. Un difeomorfismo f : M →M se dice Morse-Smale
si

#Per(f) <∞ y todos los puntos periódics de f son hiperbólicos.

Ω(f) = Per(f).

W s(p) y W u(q) se intersecan transversalmente para cualquier para
de puntos p, q ∈ Per(f).

2.5. Descomposición espectral

Ahora procederemos a una descripción de la dinámica bajo condi-
ciones de hiperbolicidad.

Teorema 2.5.1 (Descomposición espectral [S3] [N1]). Sea f : M →M
un difeomorfismo Axioma A o L-hiperbólico. Entonces L(f) = Λ1∪· · ·∪
Λm donde Λi, i = 1, · · · ,m son conjuntos compactos, f -invariantes, dos
a dos disjuntos y transitivos (llamadas piezas básicas). Además, cada
Λi, i = 1, ..m se descompone a su vez en una union disjunta de conjuntos
compactos Λi = Λi1 ∪ · · · ∪ Λini tal que f(Λij) = Λi(j+1), j = 1, , ..., ni −
1, f(Λini) = Λi1, f

ni

/Λij
es topológicamente mixing y W s(x) es densa en

Λij ∀x ∈ Λij .
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Demostración: Sabemos que L(f) = Per(f) y que tiene estructura de
producto local. Para p ∈ Per(f) consideremos

H(p) = {q ∈ Per(f) : q ∼ p}.

Observemos que dados p y q periódicos H(p) = H(q) o H(p)∩H(q) =
∅. En efecto, sea z ∈ H(p) ∩ H(q). Luego existen pn ∼ p y qn ∼ q tal
que pn → z, qn → z. Luego, para n suficientemente grande pn ∼ qn de
donde H(p) = H(q).

Por otra parte afirmamos que existen p1, ..., pk tal que L(f) = H(p1)∪
... ∪ H(pk). Veamos que hay a lo suma una cantidad finita de clases
homocĺınicas disjuntas. De lo contrario, sea pn una sucesión de puntos
periodicos tales que H(pn) son dos a dos disjuntos. Sea z punto de
acumulación de pn. Luego, para n,m suficientemente grande tenemos
que pn ∼ pm, absurdo. Luego, existen p1, ..., pk tal que L(f) = Per(f) =
H(p1) ∪ ... ∪H(pk). y concluimos la afirmación.

Como para cualquier p ∈ Per(f) se tiene f(H(p)) = H(f(p)) entonces
dado i, 1 ≤ i ≤ k existe un único j, 1 ≤ j ≤ k tal que f(H(pi)) = H(pj).
Es decir f induce una permutación σ en {1, ..., k}. Luego {1, ..., k} es
unión de σ-órbitas Oσ(k1), ...,Oσ(km). Definimos

Λi =
⋃

ℓ∈Oσ(ki)

H(pℓ).

Obviamente cada Λi, 1 ≤ i ≤ m es compacto e invariante.

Denotemos por ni el peŕıodo de ki según σ. Si hacemos

Λij = f j(H(pki
)) : 1 ≤ j ≤ ni

tenemos entonces que Λi = Λi1 ∪ ... ∪ Λini donde Λij son compactos
disjuntos. Además se tiene que fni(Λij) = Λij y f(Λij) = Λi(j+1), j =
1, , ..., ni − 1, f(Λini) = Λi1.

Probemos ahora F := fni : Λij → Λij es topológicamente mixing
(comparar con Corolario 2.4.3). Sean U y V abiertos en Λij y sean p, q
periódicos, p ∈ U, q ∈ V. Denotemos por π(q) el peŕıodo de q. Sea ǫ > 0
tal que

F j(W s
ǫ (F−j(q)) ∩ Λij) ⊂ V si 0 ≤ j ≤ π(q) − 1.
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Como p ∈ U y p ∼ F−j(q), 0 ≤ j ≤ π − 1 existen xj ∈ U y m0 tal que

Fmπ(q)(xj) ∈W s
ǫ (F

−j(q)) ∀ m ≥ m0.

Sea N = (m0 + 1)π(q) y consideremos n ≥ N. Luego, existe m tal que
n = mπ(q) + j para algún j, 0 ≤ j ≤ π(q) − 1. Pero entonces

Fn(xj) = F j(Fmπ(q)(xj)) ∈ F j(W s
ǫ (F

−j(q)) ∩ Λij) ⊂ V.

Por lo tanto Fn(U) ∩ V 6= ∅ para todo n ≥ N, y F es topológicamente
mixing en Λij. Esto implica además que f es transitivo en Λi : Sean U1

y V1 abiertos en Λi. Sean m1 y j tal que fm1(U1) ∩ Λij 6= ∅ 6= Λij ∩ V1.
Luego, si fm1+Nni(U1) ∩ V1 6= ∅.

Finalmente probemos que para cualquier x ∈ Λij se tiene que W s(x)∩
Λij es densa en Λij . Sea U abierto en Λij y x ∈ Λij . Sea z ∈ ω(x, F )
y sea V entorno de z en Λij de forma tal que si u, v ∈ V entonces
W s
ǫ (u) ∩W u

ǫ (v) 6= ∅. Sea U1 ⊂ U y δ > 0 tal que si y ∈ U1 entonces
W u
δ (y) ∩ Λij ⊂ U. Sea k0 > 0 tal que F−k(W u

ǫ (w)) ⊂W u
δ (f−k(w)) para

cualquier k ≥ k0. Sea N tal que si n ≥ N entonces Fn(U1) ∩ V 6= ∅.
Sea m ≥ máx{k0, N} tal que Fm(x) ∈ V. Luego, existe y ∈ U1 tal que
Fm(y) ∈ V. Consideremos w = W s

ǫ (F
m0(x)∩W u

ǫ (Fm(y)) que pertenece
a Λij. Luego F−m(w) ∈ U y F−m(w) ∈W s(x) ∩ Λij .

Observación 2.5.1. La misma demostración de este teorema prueba
que si un conjunto Λ es hiperbólico, tiene estructura de producto local y
puntos periódicos densos, entonces Λ admite una descomposición espec-
tral.

Ejercicio 2.5.1. Probar que en una pieza básica de la descomposición
espectral, la dimensión de los espacios Es y Eu es constante.

2.6. Estabilidad

El objetivo principal de esta sección es probar que los difeomorfis-
mos hiperbólicos tienen propiedades de estabilidad. Precisamos algunas
definiciones.

Definición 2.6.1. Sea f : M →M un difeomorfismo.
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Decimos que f es Cr-estructuralmente estable si existe un entorno
U(f) ⊂ Diff r(M) tal que si g ∈ U(f) entonces existe un homeo-
morfismo h : M →M tal que h ◦ f = g ◦ h.

Decimos que f es Cr-Ω-estable si existe un entorno de f, U(f) ⊂
Diff r(M) tal que si g ∈ U(f) entonces existe un homeomorfismo
h : Ω(f) → Ω(g) tal que h ◦ f/Ω(f) = g/Ω(g) ◦ h.

Observación 2.6.1. La noción de Ω-estabilidad es mas débil que la
estabilidad estructural: si f es estructuralmente estable entonces es Ω-
estable. Por otra parte C1-estabilidad =⇒ Cr-estabilidad.

Teorema 2.6.1. Sea f : M → M un difeomorfismo Anosov =⇒ es
C1-estructuralmente estable.

Demostración: Sea V entorno de f tal que toda g ∈ V es Anosov, y
además existe constante de expansividad γ es uniforme. Sea β < γ/2 y
sea α según el Teorema 2.4.1. Podemos suponer que si g ∈ V entonces
d(f(x), g(x)) < α para todo x ∈M. Luego, dado x ∈M , la {gn(x) : n ∈
Z} es una α-pseudo órbita para f se tiene que existe un único punto y
tal que

d(fn(y), fn(x)) ≤ β ∀ n ∈ Z.

Definimos h : M → M como h(x) = y. Resulta que h es continua (de
forma análoga al Teorema 1.1.1. Además, h es inyectiva pues g tiene
también constante de expansividad γ. Por el teorema de invariancia del
dominio concluimos que h es un homeomorfismo.

Definición 2.6.2. Sea f : M → M un difeomorfismo Axioma A o
L-hiperbólico.

Decimos que satisface la condición de transversalidad fuerte si
W s(x) y W u(y) se intersecan transversalmente para cualquier para
de puntos x, y ∈ Ω(f).

Decimos que f tiene o exhibe un ciclo si existen piezas básicas
Λi1 , · · · ,Λik−1

,Λik = Λi1 tales que

W u(Λij )
⋂

W s(Λij+1) 6= ∅, 1 ≤ j ≤ k − 1.
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Por comodidad, hagamos la siguiente notación para la intersección de
piezas básicas:

Λi ≪ Λj ⇐⇒W u(Λi)
⋂

W s(Λj) 6= ∅.

Observación 2.6.2. Si f es Axioma A entonces no puede tener 1-ciclos.
Sin embargo, si f es L-hiperbólico podŕıa tenerlos.

Ejercicio 2.6.1. Si f es R-hiperbólico entonces no tiene ciclos.

El siguiente teorema se enuncia sin demostración.

Teorema 2.6.2 ([R1][R2]). Si f : M → M es Axioma A y satisface la
condición de transversalidad =⇒ f es C1-estructuralmente estable

El próximo resultado es el objetivo de esta sección.

Teorema 2.6.3 (Ω-estabilidad [S4]). Sea f : M → M un difeomor-
fismo Axioma A sin ciclos o un difeomorfismo L-hiperbólico sin ciclos.
Entonces f es Ω-estable.

Demostración: Demostremos el teorema para el caso que f es L-hiper-
bólico (de hecho en este caso, mostraremos que f es Axioma A). Sean
Λ1, ...,Λk las piezas básicas de la descomposición espectral. La idea es
reducir la Ω-estabilidad a una estabilidad local de las piezas básicas.

Para ello consideremos Ui entorno de Λi disjuntos dos a dos y tal que
f(Ui) ∩ Uj = ∅ si i 6= j. Afirmamos que existe V entorno de f tal que si
g ∈ V entonces

Ω(g) ⊂ U1 ∪ ... ∪ Uk
y además

Ω(g) ∩ Ui ⊂
⋂

n∈Z

gn(Ui).

La idea es que si esto no sucede entonces hay difeomorfismos gn cer-
canos a f que “dejan una sombra” en la dinámica de f y se crea un ciclo
(ver Figura 2.7).

Supongamos pues por absurdo que tal V no existe. Luego, existe una
sucesión gn → f y un sucesión xn ∈ Ω(gn) tal que xn /∈ ∪iUi. Como
xn ∈ Ω(gn) existe ynm →m xn y lnm →m ∞ tal que glmn (ynm) → xn.
Podemos suponer que xn → z1. Obviamente z1 /∈ ∪iUi.
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Ahora, existe i1 tal que α(z1, f) ⊂ Λi1 . En particular z1 ∈W u(Λi1).De
igual forma, existe i2 tal que ω(z1) ⊂ Λi2 y z0 ∈ W s(Λi2). Observamos
que entonces W u(Λi1) ∩W s(Λi2) 6= ∅ esto es:

Λi1 ≪ Λi2.

Ahora, existe k1 tal que fk(z1) ∈ Ui2 para k ≥ k1. Como

gn → f, xn → z1, ynm →m xn

concluimos que para n y m suficientemente grandes gk1n (ynm) ∈ Ui2 . Sea

ln1 (m) = mı́n{j ≥ k1 : gjn(y
n
m) /∈ Ui2}.

Se tiene que ln1 (m) existe pues glmn (ym) → xn y además ln1 (m) ≤ lnm.
Por otra parte ln1 (m) − k1 → ∞ : de lo contrario contradeciŕıamos que
fk(z1) ∈ Ui2 para k ≥ k1.

z1

z2

z3

xn

x2
n

x3
n

Λi1

Λi2

Λi3

Λi4

Ui1

Ui2

Ui3

Ui4

ynm
g
ln1 (m)
n (ynm)

g
ln1 (m)+ln2 (m)
n (ynm)

Figura 2.7: Creación de ciclo via sombra de gn

Sea x2
n punto de acumulación de g

ln1 (m)
n (ynm) y sea z2 punto de acu-

mulación de x2
n. Se tiene que f−j(z2) ∈ Ui2 para todo j ≥ 0 pues

ln1 (m) − k1 → ∞. Luego α(z2) ∈ Λi2 y por lo tanto z2 ∈ W u(Λi2).
Ahora, si z1 ∈ O+(z2) tendŕıamos que Λi2 ≪ Λi2 lo cual es absurdo
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pues no hay ciclos. Por otra parte, existe i3 tal que ω(z2) ⊂ Λi3 y por lo
tanto

Λi1 ≪ Λi2 ≪ Λi3 .

Además existe k2 tal que fk(z2) ∈ Ui3 para k ≥ k2. Como z1 /∈ O+(z2)
concluimos que para n,m suficientemente grandes ln1 (m) + k2 < lnm. De
la misma forma que antes construimos ln2 (m), x3

n punto de acumulación

de g
ln1 (m)+ln2 (m)
n (ynm) y z3

n punto de acumulación de x3
n. Aśı, razonando

inductivamente, encontramos una sucesión ii, i2, ...., in, ... tal que

Λi1 ≪ Λi2 ≪ ...≪ Λin ≪ ...

Como hay un número finito de piezas básicos concluimos que hay un
ciclo, lo cual es absurdo. Esto demuestra que existe V tal que para g ∈ V
se tiene Ω(g) ⊂ U1∪...∪Uk. Como podemos elegir V tal que g(Ui)∩Uj = ∅
para g ∈ V concluimos que si x ∈ Ω(g) ∩ Ui entonces gn(x) ∈ Ui para
todo n ∈ Z.

Para terminar la demostración del teorema, vamos a probar la esta-
bilidad local, es decir, si definimos

Λi(g) =
⋂

n∈Z

gn(Ui)

entonces existe hi : Λi(g) → Λi(f) tal que f ◦ hi = hi ◦ g.
Para esto, asumiremos además que Ui, i = 1, .., k y V son suficiente-

mente chicos de forma que lo siguiente se satisface:

Existe γ > 0 tal que para todo g ∈ V se tiene que g/Λi(g) tiene
constante de expansividad γ.

Sea α > 0 tal que toda α-pseudo órbita en Λi(f) para f es γ/4
sombreada por una órbita en Λi. Requerimos entonces

• Existe δ < mı́n{α/3, γ/4} tal que si x, y verifican d(x, y) < δ
entonces d(g(x), g(y)) < α/3 para toda g ∈ V.

• Λi(g) ⊂ {y ∈M : d(y,Λi(f)) < δ}.
• d(g(x), f(x)) < α/3 para todo x ∈M y para toda g ∈ V.
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Sea entonces x ∈ Λi(g). Elegimos xn ∈ Λi(f) tal que d(xn, g
n(x)) < δ

para todo n ∈ Z. Resulta entonces que {xn} es una α-pseudo órbita:

d(f(xn), xn+1) ≤
≤ d(f(xn), g(xn)) + d(g(xn), g(g

n(x))) + d(gn+1(x), xn+1)

< α/3 + λ/3 + α/3 = α.

Luego existe y tal que d(fn(y), xn) < γ/4. Por lo tanto, dado x ∈ Λi(g)
existe y ∈ Λi(f) tal que d(fn(y), gn(x)) < γ/2. Además este y es único
pues γ es constante de expansividad en Λi. Luego, podemos definir hi :
Λi(g) → Λi(f) por h(x) = y, es decir, h(x) es el único punto que verifica

d(fn(hi(x)), g
n(x)) ≤ γ/2 ∀ n ∈ Z.

Por la propia definición resulta que f ◦hi = hi◦g. Además, h es continua
e inyectiva pues γ también es constante de expansividad de g en Λi(g).
Falta ver que hi es sobreyectiva para concluir que hi : Λi(g) → Λi(f) es
un homeomorfismo.

Consideremos g ∈ V (que supondremos conexo) y consideremos un
arco continuo gt ∈ V, 0 ≤ t ≤ 1 tal que g0 = f, g1 = g. Sea p0 un punto
periódico de peŕıodo k de f. Como p0 es hiperbólico, existe s > 0 y una
única función continua p : [0, s] →M tal que p(t) es un punto periódico
de gt, p(0) = p. Afirmamos que pt se puede extender (de manera única)
a todo [0, 1]. Sea s0 = sup{s ∈ [0, 1] : ∃p : [0, s]} donde p es continua
gt(p(t)) = p(t), p(0) = p0. Supongamos que s0 < 1. Sea p(s0) punto
ĺımite de p(t) cuanto t → s0. Luego p(s0) es un punto periódico de gs0
de peŕıodo menor o igual que k. Como O(p(s0)) ⊂ Ui concluimos que
p(s0) es hiperbólico. Luego, para t cerca de s0 existe un único punto p(t)
periódico de peŕıodo igual al de p(s0) en un entorno de p(s0). Entonces,
el peŕıodo es k y podemos extender p a un entorno de s0. Esto contradice
que s0 era el supremo, y por lo tanto probamos nuestra afirmación.

Por otra parte, si p0 y q0 son puntos periódicos distintos de f entonces
p(t) 6= q(t) para todo t ∈ [0, 1] por el mismo argumento. En conclusión,
g tiene tantos puntos periódicos de peŕıodo k en Λi(g) como f tiene en
Λi(f). Como hi es inyectiva y manda puntos periódicos de periodo k en
puntos periódicos de peŕıodo k se tiene que

hi(Λi(g)) ⊃ Per(f/Λi(f)).
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Como los puntos periódicos de f son densos en Λi(f) y Λi(g) es compacto
concluimos que hi es sobre.

Finalmente, haciendo h : Ω(g) → Ω(f) por h(x) = hi(x) si x ∈ Λi(g)
tenemos la conjugación buscada.

Como un difeomorfismo R-hiperbólico no tiene ciclos, concluimos:

Corolario 2.6.1. Sea f un difeomorfismo R-hiperbólico. Entonces f es
Ω-estable.

2.7. Ejercicios

1. Sea f : M →M un difeomorfismo y Λ un conjunto hiperbólico tal
que Eu(x) = {0} ∀x ∈ Λ. Probar que Λ consiste un número finito
de órbitas periódicas atractoras.

2. Sea f : M → M difeomorfismo Ω estable y p un punto periódico
de f. Probar que p tiene que ser hiperbólico.

3. Sea f difeomorfismo Cr tal que Ω(f) consiste de una cantidad
finita de órbitas periódicas hiperbólicas y supongamos que existe
una función V : M → R tal que V (f(x)) ≤ V (x) para todo x ∈M
y que V (f(x)) = f(x) sii x es periódico. Probar que bajo estas
condiciones f es Ω-estable.

4. Sea M una variedad compacta y f : M → R una función de clase
Cr+1, r ≥ 1. Considere el campo X = grad(f) que es de clase Cr

y sea φt su flujo.

a) Mostrar que f(φt)) es creciente con t. Concluir que φt no tiene
órbitas periódicas. ¿Quién es Ω(X)?

b) Probar que p es una singularidad sii p es un punto cŕıtico
de f. Probar que p es una singularidad hiperbólica sii el hes-
siano de f en p es no degenerado. Probar que p es un atractor
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(repulsor) sii p es un máximo (mı́nimo) local de f. (Una sin-
gularidad p es hiperbólica si DXp no tiene valores propios con
parte real nula.)

c) Decimos que f es una función de Morse si todos sus puntos
cŕıticos son no degenerados. Probar que si f es de Morse
entonces X es Ω-estable (es decir, si Y es un campo Cr cerca
de X entonces existe h : Ω(X) → Ω(Y ) homeomorfismo tal
que h(OX(x)) = OY (h(x)).)

d) Concluir que el subconjunto deXr
grad(M) (campos gradientes

en M de clase Cr) que son Ω-estables es abierto y denso en
Xr
grad. Sug: use el teorema de Morse, que dice que el conjunto

de funciones de Morse es abierto y denso en Cr+1(M ;R).



Caṕıtulo 3

Perturbaciones en la

topoloǵıa C1.

En este capitulo estudiaremos algunas técnicas y resultados de pertur-
bación en la topoloǵıa C1 que utilizaremos en los caṕıtulos siguientes.
Estas técnicas ponen de manifiesto una caracteŕıstica de la topoloǵıa
C1 : es esencialmente lineal.

3.1. Lema de Franks

El siguiente lema elemental es de uso frecuente en la topoloǵıa C1.
Básicamente dice (y en este sentido lo utilizaremos después) que cual-
quier perturbación del diferencial de f a lo largo de una órbita periódica
es realizado como el diferencial de una perturbación g de f (a lo largo de
la misma órbita periódica). Este hecho sera crucial cuando estudiemos
sistemas que son C1 estables.

Lema 3.1.1 (Lema de Franks [F]). Sea f : M → M un difeomorfismo
C1 y sea U(f) un entorno de f. Entonces existe U0(f) ⊂ U(f) y ǫ > 0
tal que si g ∈ U0(f), S ⊂ M es un conjunto finito S = {p1, p2, . . . pm}
y Li, i = 1, . . . ,m son mapas lineales Li : TMpi → TMf(pi) tales que
‖Li −Dpig‖ ≤ ǫ, i = 1, . . . ,m entonces existe g̃ ∈ U(f) tal que g̃(pi) =
g(pi) y Dpi g̃ = Li. Además, si U es un entorno de S podemos tomar g̃
tal que g̃(x) = g(x) para todo x ∈ {p1, p2 . . . pm} ∪ (M\U).

55
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Demostración: [Idea la prueba] La demostración se basa en la siguiente
estimación:

Sea g(x) = Ax + φ(x) con Dg0 = A, φ(0) = 0 y Dφ0 = 0, φ de clase
C1. Sea L lineal tal que ‖L−A‖ < ǫ.

Sea δ suficientemente chico tal ‖Dφx‖ ≤ ǫ si ‖x‖ ≤ δ. Consideremos
una función “chichón”ρ : Rn → R tal que 0 ≤ ρ(x) ≤ 1, ρ(x) = 1 si
‖x‖ ≤ δ/2, ρ(x) = 0 si ‖x‖ ≥ δ y ‖∇ρ(x)‖ ≤ 4

δ .

Sea G(x) = g(x) + ρ(x)(Lx− g(x)). Resulta que G(x) = Lx si ‖x‖ ≤
δ/2 y G(x) = g(x) si ‖x‖ > δ. Para estimar la distancia C1 entre G y
g basta estudiar cuando ‖x‖ < δ. Obviamente ‖G(x) − g(x)‖ ≤ ‖L −
A‖‖x‖ + ‖φ(x)‖ < 2ǫ‖x‖.

Por otra parteDGx−Dgx = ρ(x)(L−A−Dφx)+((L−A)x−φ)T .∇ρ(x)

‖DGx −Dgx‖ ≤ |ρ(x)|(‖L −A‖ + ‖Dφx‖) + ǫ‖∇ρ(x)‖

≤ 2ǫ+ 2ǫ‖x‖4

δ
≤ 10ǫ.

El lema se concluye de la estimación anterior usando cartas locales
(via mapa exponencial) en cada punto x ∈ S.

3.2. El Closing Lemma y el Connecting Lemma

Un clásico problema en sistemas dinámicos conocido como “closing
lemma” pregunta si es posible, cuando tenemos una órbita recurrente, es
decir un punto cuya órbita vuelve en el futuro arbitrarimente cerca de si
mismo, “cerrar” la órbita, en otras palabras, mediante una perturbación
crear una órbita periódica (ver Figura 3.1). Más en general: dado un
sistema dinámico arbitrario f : M → M y un punto x ∈ Ω(f), un
entorno de V(f) y ǫ > 0 entonces ¿existe g ∈ V(f) e y ∈ B(x, ǫ) tal
que y es periódico para g? Ahora, no hemos dicho con respecto a que
topoloǵıa consideramos el entorno V(f)! Dependiendo de esta, la solución
es afirmativa o aún es un problema abierto. Los demostración de los
resultados que en esta sección se enunciaran exceden el propósito de estas
notas. Sugerimos al lector leer el apéndice en [BDV] y luego consultar
las referencias alĺı incluidas.
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x
fn(x)

B(x, ǫ)

Figura 3.1:

La idea “inocente” para atacar este problema es: si x y fn(x) están
cerca, entonces empujar el punto fn(x) hacia x (es decir, conseguir g de
forma que g(fn−1(x)) = x) y aśı lograr una órbita periódica. Para hacer
esto hay que tener cuidado de que g = f en los puntos intermediarios,
es decir, gi(x) = f i(x) para i = 0, ..., n− 1. Esto es fácilmente realizable
en la topoloǵıa C0 (y se deja como ejercicio para el lector). Pero en
la topoloǵıa C1, para mover un punto a otro se precisa cierto espacio:
si queremos h tal que h(x) = y, y h esté γ C1-cerca de la identidad
entonces el soporte de h contiene B(x, d(x, y)/γ). Pero entonces, cuando
movemos fn(x) hacia x podemos estar moviendo puntos intermediarios
y aśı perdemos control sobre la órbita entre x y fn(x) (ver Figura 3.2).

x

fn(x)

fk(x)

B(x, ǫ)

Figura 3.2:

Sin embargo, el “closing lemma” tiene respuesta afirmativa en la
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topoloǵıa C1. Es un resultado clásico y fundamental debido a C. Pugh
([Pu1]). La idea de Pugh fue, para tener control sobre el soporte de la
perturbación, realizar la misma en varios pasos, es decir, en vez de mover
fn(x) a x en un paso solo, ir empujando la órbita futura de fn(x) hacia
la órbita de x y aśı lograr cerrarla. En realidad, lo que se prueba es que
hay, entre los puntos de la órbita futura de x que están cerca de x, dos
puntos intermediarios fk(x), f j(x) con k < j que están en buena posi-
ción de forma que el argumento se puede aplicar: empujar la órbita de
f j(x) hasta pegarla con la de fk(x) en N pasos, N < j − k (ver Figura
3.3.

xfn(x)
f j(x)

fk(x)

B(x, ǫ)

Figura 3.3:

Otro problema de similares caracteŕısticas es el siguiente: supongamos
que tenemos dos puntos p y q tales que ω(p) ∩ α(q) 6= ∅, es decir, hay
puntos del futuro de p que están muy cerca de puntos del pasado de
q; ¿es posible entonces “conectar” las órbitas? Es decir, mediante una
pequeña perturbación, ¿es posible hacer que la órbita futura de p pase
ahora por el punto q? (ver figura 3.4).

Este problema también tiene una solución afirmativa en la topoloǵıa
C1. Fue resuelto originalmente por S. Hayashi ([Ha]), mediante una in-
teligente extensión de las técnicas desarrolladas por C. Pugh y ha tenido
un impacto sustancial en la teoŕıa de sistemas dinámicos en la topoloǵıa
C1. El enunciado que sigue lo extraemos de [WX].
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zp

q

fn(p)

f−k(q)

Figura 3.4:

Teorema 3.2.1 (Connecting Lemma). Sea f : M →M un difeomorfis-
mo y sea V un entorno de f en la topoloǵıa C1 y z ∈ M un punto que
no es periódico. Entonces, existe un natural N ≥ 1, σ > 1 tal que para
δ > 0 se verifica que f j(B(z, δ)), 0 ≤ j ≤ N son disjuntas dos a dos,
luego si:

1. Existe p /∈ ∆(z, δ) :=
⋃N
j=0 f

j(B(z, δ)) y existe n > 0 tal que
fn(p) ∈ B(z, δ/σ),

2. Existe q /∈ ∆(z, δ) y existe m > 0 tal que f−m(q) ∈ B(z, δ/σ),

entonces existe g ∈ V tal que q ∈ O+
g (p). Además g = f en ∆(z, δ)c.

Observación 3.2.1. Obviamente vale un resultado similar, tomando el
tubo hacia el pasado ∆(z, δ) :=

⋃N
j=0 f

−j(B(z, δ)).

Enunciemos ahora Closing Lemma y veamos como se deriva del Con-
necting Lemma.:

Teorema 3.2.2 (Closing Lemma de Pugh). Sea f : M → M un difeo-
morfismo y sea x ∈ Ω(f). Entonces, para todo V entorno C1 de f y
ǫ > 0 existe g ∈ V e y ∈ B(x, ǫ) tal que y ∈ Per(g).
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Demostración: sea V entorno de f, x ∈ Ω(f) y ǫ > 0. Ahora, si x es
periódico no hay nada que probar. Luego, supongamos que x no es
periódico, y consideremos N como en el Connecting Lemma. Podemos
encontrar δ < ǫ tal que f j(B(x, σδ)), 0 ≤ j ≤ N + 1 son disjuntas dos
a dos. Como x es no errante, existe y ∈ B(x, δ) tal que fm(y) ∈ B(x, δ)
para algún m (que necesariamente es mayor que N + 1.). Finalmente,
si hacemos p = q = fN+1(y) tenemos, por el Connecting Lemma, que
existe g ∈ V tal que q = p ∈ O+

g (p), es decir, p es periódico, y como
f = g afuera de ∆(x, δ) concluimos que Og(p) ∩B(x, δ) 6= ∅.

Veamos ahora una consecuencia importante.

Corolario 3.2.1. [Pu2] Existe R residual en Diff1(M) tal que si f ∈ R
entonces Ω(f) = Per(f).

Demostración: Sea {Un} base de la topoloǵıa en M. Para cada n defini-
mos Vn = int{f : Per(f)∩Un 6= ∅} y sea Rn = Vn∪Vnc. Es claro que Rn

es abierto y denso. Observemos que si f ∈ Vnc entonces Per(f)∩Un = ∅ :
de lo contrario, existe g arbitrariamente cercano a f tal que g tiene un
punto periódico hiperbólico en Un y por lo tanto g ∈ Vn, absurdo.

Sea R = ∩nRn. Entonces R es residual. Sea f ∈ R y x un punto no
errante y sea ǫ > 0. Sea Un tal que x ∈ Un ⊂ B(x, ǫ). Como f ∈ Rn

concluimos que f ∈ Vn o bien f ∈ Vnc. El último caso no puede ser pues
contradice el Closing Lemma. Luego f ∈ Vn y luego x ∈ Per(f).

Volviendo al problema de cerramiento de órbitas, el Closing Lemma
nos dice que si tenemos un punto recurrente x de f podemos entonces
encontrar g perturbación y p periódico cerca de x. Sin embargo, no nos
da información sobre si la órbita de p según g sombrea la órbita de x
según f . De hecho la técnica del Closing Lemma y el Connecting Lemma
dice que la órbita periódica encontrada sombrea “parte” de la órbita de
x. Sin embargo, para un conjunto de probabilidad total tenemos buena
información:

Teorema 3.2.3 (Closing Lemma Ergódico [Ma1]). Sea f : M → M
un difeomorfismo. Existe un conjunto Σ(f) de probabilidad total tal que
si x ∈ Σ(f) entonces para todo entorno V(f) y ǫ > 0 existe g ∈ V y
p ∈ Per(g) tal que d(f j(x), gj(p)) < ǫ para 0 ≤ j ≤ n donde n es el
peŕıodo de g. Además g = f en M −B(O(x), ǫ).
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3.3. Producto de matrices

En esta sección estudiaremos producto de matrices “que son estable-
mente” hiperbólicas. La motivación es el estudio de difeomorfismos f :
M →M tal que sus puntos periódicos son hiperbólicos y que permanecen
hiperbólicos para cualquier perturbación (pequeña) de f. La técnicas
aqúı utilizadas han sido esencialmente desarrolladas por Mañe ([Ma1]).
Para simplicar la exposición nos restringiremos al caso bidimensional
donde podemos dar pruebas elementales que, sin embargo, contienen las
ideas fundamentales. Recordemos que si A ∈ GL2(R

2) entonces la mini-
ma norma o co-norma de A se define como m(A) = ı́nf{‖Av‖ : ‖v‖ = 1}.
Sea C > 1.

Consideremos

G(C) = {A ∈ GL2(R) :
1

C
≤ m(A), ‖A‖ ≤ C}.

Si A = An . . . A1 con Ai ∈ G(C) y ǫ < 1
2C denotemos por

B(A, ǫ) = {B ∈ GL2(R) : B = A′
n . . . A

′
1 con ‖A′

i−Ai‖ < ǫ, i = 1, ..., n.}

Decimos A es hiperbólica contractiva si los valores propios de A tienen
módulo menor que 1. Diremos que A es hiperbólica tipo silla si A tiene
valores propios λ, σ con 0 < |λ| < 1 < |σ|.

Queremos estudiar que condiciones debe satisfacer un producto de
matrices A = An...A1 para que cualquier matriz en B(A, ǫ) sea tam-
bién hiperbólica. Observemos que si una matriz es hiperbólica, entonces
cualquier perturbación pequeña también es hiperbólica, pero lo que nos
interesa es fijar la perturbación apriori, fijando ǫ de antemano. Además,
queremos resaltar que fijado ǫ, si tomamos un producto cualquiera A =
An....A1 entonces una matriz B ∈ B(A, ǫ) puede estar “muy lejos” de A
(por ej, ‖A−B‖ puede ser arbitrariamente grande.)

3.3.1. Producto de matrices contractivos

En esta sección estudiaremos productos de matrices A = An...A1 con
Ai ∈ G(C) tal que toda matriz en B(A, ǫ) es hiperbólica contractiva.
Comencemos con un lema elemental.

Lema 3.3.1. Sea A : R2 → R2 lineal invertible. Entonces existen
{e1, f1} y {e2, f2} ortonormales tales que Ae1 = m(A)e2 y Af1 = ‖A‖f2.
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A

A−1

e1
e2

f1 f2

Figura 3.5:

Demostración: Sea S1 = {v : ‖v‖ = 1}. Si existe r tal que ‖Av‖ = r para
todo v ∈ S1 entonces A es una roto-homotecia y no hay nada que probar.
Si esto no sucede, entonces A(S1) es una elipse. Designemos por e y E
su semiejes menor y mayor. Es claro sus direcciones son perpendiculares
y que m(A) = e, ‖A‖ = E. Luego definimos {e2, f2} ortonormales en las

direcciones de estos ejes. Sea e1 = A−1e2
‖A−1e2‖ y f1 = A−1f2

‖A−1f2‖ . Falta ver que

{e1, f1} son perpendiculares, pero esto resulta de aplicar el razonamiento
anterior a A−1 y observando que ‖A−1‖ = m(A)−1 y que m(A−1) =
‖A‖−1.

El siguiente corolario lo usaremos mas adelante.

Corolario 3.3.1. Sea A : R2 → R2 lineal invertible, δ > 0 y v ∈ R2.
Entonces existe una rotación R, ‖R− Id‖ < 2δ tal que

‖ARv‖ ≥ δ‖A‖‖v‖.

Demostración: Sean {ei, fi}, i = 1, 2 como en el lema anterior. Luego, es
claro que existe R como en el enunciado tal que Rv = ae1 + bf1 donde
|b| ≥ δ‖v‖. Luego

‖ARv‖2 = a2‖Ae1‖2 + b2‖Af1‖2 ≥ b2‖A‖2

de donde ‖ARv‖ ≥ δ‖A‖‖v‖.
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Lema 3.3.2. Sea ǫ > 0. Entonces existe K = K(ǫ, C) tal que si A =
An...A1 con Ai ∈ G(C) y toda A′ ∈ B(A, ǫ) es contractiva, entonces
‖A′‖ ≤ K para toda A′ ∈ B(A, ǫ/2).

Demostración: Como ǫ < 1
2C < C, si A′ = A′

n...A
′
1 ∈ B(A, ǫ) con ‖A′

i −
Ai‖ < ǫ entonces A′

i ∈ G(2C). Por otra parte, si A′ ∈ B(A, ǫ/2) entonces
toda B ∈ B(A′, ǫ/2) es hiperbólica contractiva. Sea ǫ1 = ǫ

4C , α = ǫ1/2
y n1 tal que (1 + ǫ1)

−n1 < α. Afirmamos que K = máx{(2C)n1 , 1/α}
satisface el lemma.

Sea entonces A = An....A1 como en el lemma y A′ = A′
n...A

′
1 ∈

B(A, ǫ/2). Luego, si n ≤ n1 entonces ‖A′‖ ≤ ‖A′
n‖...‖A′

1‖ ≤ (2C)n1 ≤
K. Supongamos entonces que n ≥ n1. Afirmamos que en ese caso se tiene
quem(A′) ≤ α. De lo contrario, tomandoA′′

i = (1+ǫ1)A
′
i concluimos que

A′′ = A′′
n...A

′′
1 ∈ B(A′, ǫ/2) y luego m(A′′) = (1 + ǫ1)

nm(A′) > α 1
α = 1

y por lo tanto A′′ no es contractiva.

< e1 >

< e2 >

< f1 >

< f2 >

v

A′v

Figura 3.6:
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Ahora, si ‖A′‖ > K llegaremos a una contradicción. Consideremos
{ei, fi}, i = 1, 2 como en el lema 3.3.1. Sea v = ae1 +bf1, ‖v‖ = 1 tal que
‖A′v‖ = 1. Como A′v = am(A′)e2 + b‖A′‖f2 y por lo tanto ∢(A′v, f2) ≤
|a|m(A′)
|b|‖A′‖ < m(A′) ≤ α. Análogamente, razonando con A′−1 concluimos

que ∢(v, e1) ≤ α. Afirmamos que necesariamente ∢(e1, f2) < 2α. De lo
contrario, consideremos el cono V = {u : ∢(u, e1) ≥ α}. Pero entonces
A′(V ) ⊂ V y tendŕıamos una dirección < u > invariante, pero como
‖A′u‖ ≥ 1 pues u ∈ V tenemos que A′ no es contractiva lo cual es
absurdo. Pero entonces, ∢(v,A′v) ≤ 2α < ǫ1. Luego, existe rotación R
tal que ‖R‖ ≤ ǫ1 tal que R(A′v) = ±v. Sea Bi = A′

i si 1 ≤ i < n y
B′
n = R ◦ A′

n. Entonces B = Bn....B1 ∈ B(A′, ǫ/2) y tiene valor propio
de modulo 1. Esto es una contradicción y concluye la demostración del
lema.

Para lo que sigue, usaremos la siguiente notación: si A1, ..., An ∈
GL2(R

2), escribimos
∏n
j=1Aj = An....A1.

Lema 3.3.3. Sea ǫ > 0 y C > 0. Entonces existen K0 > 0, 0 < λ < 1
y m0 > 0 tal que si A = An...A1, Ai ∈ G(C) y toda A′ ∈ B(A, ǫ) es
hiperbólica contractiva, entonces tomando k = [n/m0] se tiene que

k−1
∏

j=0

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

Ajm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

≤ K0λ
k.

Demostración: Sea K como en el anterior Lemma 3.3.2. Sea ǫ1 = ǫ
4C y

δ < ǫ1/2. Sea m0 tal que λ−1 := δ(1+ǫ1)
m0 > 1. Sea ahora A = An....A1

como en el enunciado y k = [n/m0]. Consideremos A′
i = (1 + ǫ1)Ai, i =

1...., km0. Definimos inductivamente v0, v1, ..., vk inductivamente aśı: sea
v0 ∈ R2 cualquiera. Para 0 ≤ j ≤ k − 1 sea

vj+1 =

m0
∏

i=1

A′
jm0+iRjvj

donde Rj es una rotación como en Corolario 3.3.1, es decir ‖Rj − I‖ <
2δ < ǫ1 y

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A′
jm0+iRjvj

∥

∥

∥

∥

∥

≥ δ

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A′
jm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

‖vj‖.
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Hacemos A′′
1 = A′

1 ◦ R0 y para j = 1, ..., k − 1 hacemos A′′
jm0

= A′
nm0

◦
Rj. Si i no es múltiplo de m0 definimos A′′

i = A′
i. Observemos que

∏m0
i=1A

′′
jm0+ivj = vj+1. Luego

‖vj+1‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A′′
jm0+ivj

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A′
jm0+iRjvj

∥

∥

∥

∥

∥

≥ δ

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A′
jm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

‖vj‖

= δ(1 + ǫ1)
m0

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

Ajm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

‖vj‖.

Además se tiene que A′′ = A′′
n....A

′′
1 ∈ B(A, ǫ/2) y por lo tanto por el

Lema 3.3.2 se tiene que
‖A′′‖ ≤ K

Además, m(A′′
i ) ≥ 1

2C . Luego

K‖v0‖ ≥ ‖A′′v0‖ = ‖A′′
n...A

′′
km0+1vk‖

≥ m(A′′
n...A

′′
km0+1)‖vk‖ ≥

(

1

2C

)m0

‖vk‖

≥
(

1

2C

)m0

δ(1 + ǫ1)
m0

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

A(k−1)m0+i

∥

∥

∥

∥

∥

‖vk−1‖ ≥ ...

≥
(

1

2C

)m0

δm0(1 + ǫ1)
km0

k−1
∏

j=0

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

Ajm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

‖v0‖

Por lo tanto, tomando K0 = K
(

2C
δ

)m0
tenemos que

k−1
∏

j=0

∥

∥

∥

∥

∥

m0
∏

i=1

Ajm0+i

∥

∥

∥

∥

∥

≤ K0(1 + ǫ1)
−km0 = K0λ

k.

3.3.2. Producto de matrices tipo silla

Ahora estudiaremos producto de matrices A “establemente” hiperbóli-
cas tipo silla. El primer lema nos dice que los valores propios estan (ex-
ponencialmente) uniformemente alejados de 1.
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Lema 3.3.4. Sea A = An . . . A1 con Ai ∈ G(C) y tal que A es hiperbólica
tipo silla. Sean λ, σ los valores propios de A, 0 < |λ| < 1 < |σ|. Supong-
amos que existe ǫ > 0 tal que si A′ ∈ B(A, ǫ) también es hiperbólica.
Entonces, existe ǫ1 tal que |λ| < ( 1

1+ǫ1
)n y |σ| > (1 + ǫ1)

n.

Demostración: Sea ǫ1 < ǫ/M. Luego si ‖C − I‖ < ǫ1 entonces ‖CB −
B‖ < ǫ si B ∈ G(C). Supongamos, por ejemplo, que ( 1

1+ǫ1
)n < |λ| < 1.

Sea µ = |λ|1/n y sea A′
i = 1

µAi y sea A′ = A′
n . . . A

′
1. Sea v tal que

Av = λv. Entonces A′v = λ
µn v y A′ no es hiperbólica.

Observación 3.3.1. En el caso que estamos tratando, como los subespa-
cios son unidimensionales, no hay diferencia entre el módulo del valor
propio, la norma del diferencial ‖A/Es‖ y el producto

∏

i ‖Ai/Es
i
‖ donde

Esi = Ai...A1(E
s). Cuando estamos en dimensiones mayores, vale un

resultado análogo al Lema 3.3.3.

El siguiente lema nos dice que si en una matriz hiperbólica el ángu-
lo entre el espacio estable e inestable es muy chico entonces con una
pequeña perturbación logramos que no sea hiperbólica.

��

��������

e

f

v

av

Figura 3.7: Si hay ángulos pequeños, hay puntos cuya imagen está cerca.

Lema 3.3.5. Sea A =

(

λ K
0 σ

)

con 0 < |λ| < 1 < σ. Supongamos

que |σ − λ| > c > 0. Sea 0 < ǫ1 < 1/2 y sea ǫ0 < ǫ1 tal que 2ǫ0
c < ǫ1.
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Entonces, si
∣

∣

σ−λ
K

∣

∣ < ǫ0 existe η, |η| < ǫ1 tal que

(

1 0
η 1

)

A tiene valor

propio 1.

Demostración:

Det

((

1 0
η 1

)

A− Id

)

= (σ − 1)(λ− 1) − ηK.

Luego, si η = (σ−1)(λ−1)
K se tiene que

(

1 0
η 1

)

A tiene valor propio 1.

Es inmediato ver que |η| < ǫ1.

Corolario 3.3.2. Sea ǫ > 0. Existe α tal que si A = An . . . A1 es
hiperbólica con Ai ∈ G(C) y se cumple que A′ es hiperbólica para cual-
quier A′ ∈ B(A, ǫ) entonces se tiene que ∢(EsA, E

u
A) > α.

Demostración: Sea ǫ1 como en el lema 3.3.4 y sea c = ǫ1. Consideremos
ǫ0 como en el lema 3.3.5. Basta tomar entonces tan(α) = ǫ0. Puesto que
si el resultado no fuera cierto basta expresar A en la base EsA ⊕ (EsA)⊥

y considerar A′
n =

(

1 0
η 1

)

An y A′
i = Ai, i = 1, ..., n − 1. con η como

en lema anterior.

Sea A = An, ...A1 con Ai ∈ G(C). Denotaremos por

A(i) :=

i
∏

j=1

Aj = Ai . . . A1; 1 ≤ i ≤ n.

Si A es hiperbólica, sea Esi := A(i)EsA y Eui := A(i)EuA.

Observación 3.3.2. Si A = An...A1 es hiperbólica y también lo es
cualquier A′ ∈ B(A, ǫ) entonces C = Am...A1.An...Am+1 y cualquier
matriz en B(C, ǫ) también es hiperbólica. Por lo tanto, en estas condi-
ciones ∢(Esi , E

u
i ) > α.

Lema 3.3.6. Sea ǫ > 0. Existe m > 0 tal que si Ai ∈ G(C), i = 1, . . . , n
con n > m y A = An...A1 es hiperbólica y A′ es hiperbólica para
cualquier A′ ∈ B(A, ǫ) entonces si v ∈ EsA, w ∈ EuA con ‖v‖ = ‖w‖ = 1
se tiene que

‖A(m)v‖
‖A(m)w‖ <

1

2
.
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Demostración: Observar primero que existe α tal que si A = An . . . A1

es hiperbólica y toda matriz en B(A, ǫ) es hiperbólica, entonces para
cualquier A′ ∈ B(A, ǫ/2) se tiene que ∢(EsA′ , EuA′) > α.

Por otra parte si A = An...A1 es hiperbólica y ∢(Esi , E
u
i ) > α para

i = 1, ..., n entonces para cada i podemos definir una nueva métrica
<,>i declarando que Esi y Eui sean ortogonales. Estas métricas son
“uniformemente” equivalentes a la métrica original. En particular, existe
K tal que si u ∈ R2 entonces ‖u‖i ≤ K‖u‖. También, dado β0 existe β1

tal que si el ángulo entre dos subespacios es menor que β1 según <,>i
entonces el ángulo según la métrica original es menor que β0. Tomemos
β0 < α y consideremos este β1.

Hecha esta observación probemos la existencia de m. Sea ǫ1 = ǫ/2C
y sea ǫ0 < ǫ1/K. Sea m tal que 2(1 + ǫ0)

m−1 > 1
β1
. Afirmamos que este

m es el buscado. Razonando por absurdo, supongamos que si A es como
en el enunciado, entonces

‖A(m)v‖
‖A(m)w‖ ≥ 1

2
.

Con respecto a la descomposición Esi ⊕ Eui definamos

A′
i = Ai

(

1 + ǫ0 0
0 1

)

si i = 2, ..., n − 1. Observemos que

AnA
′
n−1...A

′
2A1

(

ǫ0
1

)

=

(

(1 + ǫ0)
n−2λǫ0
σ

)

ya que no se han modificado los subespacios invariantes. Sea

η =
(1 + ǫ0)

n−2λǫ0
σ

.

Se tiene que |η| < ǫ0 ya que |λ| < (1 + ǫ1)
−n. Consideremos ahora

A′
1 = A1

(

1 ǫ0
0 1

)

y A′
n =

(

1 −η
0 1

)

An.

Tenemos que A′ = A′
n . . . A

′
1 ∈ B(A, ǫ/2). Además EsA′ = EsA. Por otra

parte

A′
(

0
1

)

= A′
nA

′
n−1...A

′
2A1

(

ǫ0
1

)

=

(

1 −η
0 1

)(

ησ
σ

)

=

(

0
σ

)
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y por lo tanto EuA′ = EuA. Por otra parte

∢(A′(m)(EsA′), A′(m)(EuA′)) <
‖A′(m)w‖
‖A′(m)v‖

≤ ‖A(m)w‖
(1 + ǫ0)m−1‖A(m)v‖

≤ 1

2(1 + ǫ0)m−1

< β1.

Esto es absurdo pues A′ ∈ B(A, ǫ/2) y por lo tanto los ángulos (según
la métrica original) de los subespacios invariantes son > α.

3.4. Aplicaciones a F1(M).

En esta sección aplicaremos los resultados de producto de matrices que
estudiamos en la sección anterior a difeomorfismos de variedades tal que
sus puntos periódicos son “establemente hiperbólicos”. La vinculación
esta dada por el Lema de Franks (Lema 3.1.1).

Sea M una variedad. Denotemos por F1(M) al interior C1 del con-
junto de los difeomorfismos tal que todos sus puntos periódicos son
hiperbólicos, es decir:

F1 = int{f ∈ Diff1(M) : si p ∈ Per(f) =⇒ p es hiperbólico}.
Equivalentemente, si f ∈ F1(M) entonces existe U entorno de f en

Diff1(M) tal que si g ∈ U y p ∈ Per(g) entonces p es hiperbólico.
El siguiente resultado nos da mucha información sobre el compor-

tamiento del diferencial en los puntos periódicos y será fundamental
para el caṕıtulo siguiente.

Teorema 3.4.1. [Ma1] Sea f ∈ F1(M). Entonces existe V0 entorno de
f y constantes K0 > 0, 0 < λ < 1 y naturales m0 y m tal que para g ∈ V0

se cumple:

1. si p es un punto periódico de periodo n ≥ m0 y Es(p), Eu(p) son los
espacios estables e inestables de p entonces, haciendo k = [n/m0],
se tiene que

k−1
∏

j=0

‖Dgm0

/Es(gjm0 (p))
‖ < K0λ

k
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k−1
∏

j=0

‖Dg−m0

/Eu(g−jm0 (p))
‖ < K0λ

k

2. si p ∈ Per(g) es tipo silla y peŕıodo ≥ m entonces

‖Dgm/Es(p)‖.‖Dg−m/Eu(gm(p))‖ <
1

2
.

Demostración: Haremos la demostración en caso de que M es una var-
iedad de dimensión dos. El caso general se deduce de la misma forma,
pero usando las versiones a cualquier dimensión de los resultados de la
sección anterior (análogos resultados pero demostración mas técnica).
Sea U ⊂ F1(M) entorno de f. Utilizando el lema de Franks vemos que
existe V0 y ǫ > 0 tal que si g ∈ V0 y p ∈ Per(g) y Li : Tgi(p)M →
Tgi+1(p)M ; i = 0, ..., n − 1 donde n = per(p) verifican ‖Li −Dggi(p)‖ < ǫ
entonces existe g̃ ∈ U tal que O(p, g̃) = O(p, g) y Dg̃gi(p) = Li. Podemos
suponer además que existe C > 0 tal que para todo g ∈ V0 se tiene que
1
C ≤ m(Dgx) ≤ ‖Dgx‖ ≤ C para todo x ∈M.

Identificando cada plano tangente con R2 y haciendo Ai = Dggi(p)

tenemos que A = An . . . A1 es hiperbólica y toda matriz en B(A, ǫ)
también es hiperbólica (pues de lo contrario existiŕıa g̃ ∈ U tal que p
es un punto periódico no hiperbólico de g̃ lo cual es absurdo pues U ⊂
F1(M)). Por lo tanto estamos en condiciones de aplicar los resultados
de la sección anterior.

Para la primera parte, la existencia de K0, λ y m0 esta dada por el
Lema 3.3.3 cuando p es un punto periódico atractor o repulsor (apicando
el mismo lema a f−1). Cuando p es silla, en el caso de dimensión dos se
deduce del Lema 3.3.4 (en dimensión mayor ver Observación 3.3.1).

La segunda parte se deduce del Lema 3.3.6.

Observación 3.4.1. En el caso dimM = 2 y p punto periódico tipo
silla, entonces en 1) se puede tomar K0 = 1 y m0 = 1 por el Lema
3.3.4.

Para ver la potencia del resultado anterior, demostraremos el siguiente
teorema debido a Pliss:

Teorema 3.4.2. [Pl] Sea f ∈ F1(M). Entonces f tiene una cantidad
finita de puntos periódicos atractores (pozos).
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Demostración: Supongamos por contradicción que f ∈ F1(M) tiene in-
finitos puntos periódicos atractores que denotaremos por pn. El peŕıodo
πn de pn tiene que crecer a infinito con n pues de lo contrario, toman-
do un punto de acumulación, llegaŕıamos a la existencia de un punto
periódico no hiperbólico de f. Luego, a partir un cierto n0, se tiene que
πn > m0 para todo n ≥ n0 y por lo tanto, si n ≥ n0 tenemos que

kn−1
∏

j=0

∥

∥

∥
Dfm0

fjm0 (p)

∥

∥

∥
≤ K0λ

kn (3.1)

por el teorema anterior, donde kn = [πn/m0].
La idea es probar que puntos periódicos atractores con esta últi-

ma condición tiene una cuenca de atracción uniforme. Como diferentes
órbitas periódicas atractoras tienen cuencas de atracción disjuntas lle-
gaŕıamos a un absurdo. Precisamos el siguiente lema que es una versión
simple de un lema debido a Pliss ([Pl]) y que veremos mas adelante (ver
Lema 4.4.2).

Lema 3.4.1. Sea 0 < γ < 1 y una sucesión {an} de numeros reales pos-
itivos y periódica, es decir, existe N tal ai+N = ai para todo i. Supong-
amos que

∏N−1
i=0 ai ≤ γN . Entonces, existe j tal que

∏l−1
i=0 ai+j ≤ γl para

todo l ≥ 1.

Demostración: Supongamos por contradicción que para todo j existe

n(j) tal que
∏n(j)−1
i=0 ai+j > γn(j). Obviamente tenemos que n(j) < N y

por lo tanto existe 1 > γ1 > γ tal que la desigualdad anterior vale para

γ1, es decir
∏n(j)−1
i=0 ai+j > γ

n(j)
1 para todo j. Tomemos n0 = n(0), n1 =

n(n0) e inductivamente nk+1 = n(nk). Sea c = min{ai} y sea m tal que

cNγNm1 > γNm.

Podemos tomar k tal que (m − 1)N < n0 + n1 + ... + nk ≤ mN. Pero
entonces

γNm ≥
Nm−1
∏

i=0

ai =
k−1
∏

s=0

ns−1
∏

i=0

ai+ns

Nm−1
∏

i=n0+...+nk

ai

≥ cN
k−1
∏

s=0

γns
1 ≥ cNγNm1 > γNm.

Esto es absurdo y terminamos la demostración del lema
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Continuando con la demostración del teorema, sea γ, λ < γ < 1 y t0
tal que K0λ

k < γk para todo k ≥ t0. Luego, si pn es tal que πn[πn/m0] =
πnkn > t0 entonces, haciendo

ai =
∥

∥

∥
Dfm0

f im0 (pn)

∥

∥

∥

para i ≥ 0 tenemos que ai es periódica (de periodo N = πnkn) y además
por (3.1)

N−1
∏

i=0

ai ≤ (K0λ
k)πn ≤ γN .

Aplicando el lema tenemos entonces que existe j tal que

l−1
∏

i=0

ai+j ≤ γl ∀ l ≥ 1.

Si llamamos qn = f jm0(pn) concluimos entonces que

l−1
∏

i=0

∥

∥

∥
Dfm0

f im0 (qn)

∥

∥

∥
≤ γl ∀l ≥ 1. (3.2)

Es decir, hemos encontrado qn ∈ O(pn) donde el diferencial tiene un
comportamiento contractivo uniforme en el futuro. Esto implica que qn
tiene una cuenca uniforme. Para ver esto, sea c > 0 tal que γ(1 + c) :=
ν < 1 y sea ǫ > 0 tal que si d(x, y) < ǫ entonces

‖Dfm0
x ‖

‖Dfm0
y ‖ < 1 + c. (3.3)

Ahora, sea z ∈ B(qn, ǫ). Se tiene entonces por (3.3) que

‖Dfm0
z ‖ < ‖Dfm0

qn ‖(1 + c) < ν. (3.4)

Por lo tanto

fm0(B(qn, ǫ)) ⊂ B(fm0(qn), νǫ) ⊂ B(fm0(qn), ǫ). (3.5)

De ah́ı deducimos, usando (3.2), (3.3) y (3.5), que

‖Dfm0

fm0 (z)‖‖Df
m0
z ‖ < ‖Dfm0

fm0 (qn)‖‖Df
m0
qn ‖ ≤ γ2(1 + c)2 < µ2. (3.6)
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Pero entonces

f2m0(B(qn, ǫ)) ⊂ B(f2m0(qn), ν
2ǫ) ⊂ B(f2m0(qn), ǫ).

Razonando inductivamente concluimos que

l−1
∏

i=0

∥

∥

∥
Dfm0

f im0 (z)

∥

∥

∥
≤ (1 + c)l

l−1
∏

i=0

∥

∥

∥
Dfm0

f im0 (qn)

∥

∥

∥
< µl

y que

f lm0(B(qn, ǫ)) ⊂ B(f lm0(qn), ν
lǫ)

para todo l ≥ 1. Esto quiere decir que si z ∈ B(qn, ǫ) entonces que
d(f jm0(z), f jm0(qn)) →j 0.

Finalmente llegaremos a la contradicción buscada: existen n1 6= n2

suficientemente grandes (πni/m0 > t0) tal que existen qni ∈ O(pni) que
satisfacen lo anterior y que B(qn1, ǫ)∩B(qn2, ǫ) 6= ∅. Pero si z está en la
intersección se tiene que

0 < d(f jm0(qn1), f
jm0(qn2))

≤ d(f jm0(z), f jm0(qn1)) + d(f jm0(z), f jm0(qn2)) → 0.

Esto concluye la demostración del teorema.

Para terminar este caṕıtulo, como aplicación del Closing Lemma,
probemos que si f ∈ F1 entonces Ω(f) = Per(f).

Lema 3.4.2. Sea f ∈ F1. Entonces existe V entorno de f tal que si U es
entorno de Per(f) y g ∈ V es tal g = f en U entonces Per(g) = Per(f).
Mas en particular, si Pi(f) denota el conjunto de los puntos periódicos
de indice i e Ui es un entorno de Pi(f) y g ∈ V es tal g = f en Ui
entonces Pi(g) = Pi(f). Además Ω(f) = Per(f).

Demostración: Sea V componente conexa de F1(M) que contiene a f.
Sea U entorno de Per(f) y sea g ∈ V con g = f en U. Supongamos
que existe un punto periódico de peŕıodo n de g en U c. Consideremos
ν : V → Z donde ν(h) = ♯{y : hn(y) = y, hj(y) 6= y, 1 ≤ j ≤ n − 1}.
Es claro que ν(g) > ν(f). Por otra parte ν es continua (puesto que
V ⊂ F1(M) y entonces hay una cantidad finita de puntos periódicos de
peŕıodo n y por Teorema 1.2.3 tenemos continuidad) y como V conexo, es
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constante, absurdo. El mismo argumento se aplica a los puntos periódicos
de ı́ndice i.

Probemos ahora entonces que Ω(f) = Per(f). Supongamos por ab-
surdo que existe x ∈ Ω − Per(f). Sea V como antes y sea N como
en el Connecting Lemma. Sea U entorno compacto de Per(f) tal que
f j(x) /∈ U, 0 ≤ j ≤ N. Pero entonces, existe g ∈ V tal que g = f
en U y g tiene un punto periódico cercano a x, esto es absurdo por lo
anterior.



Caṕıtulo 4

La conjetura de estabilidad

En el caṕıtulo 2 vimos que la presencia de hiperbolicidad implica algún
tipo de estabilidad. En particular probamos que si f es Anosov, entonces
es C1 estructuralmente estable y que si f es L-hiperbólico o Axioma A
sin ciclos entonces es Ω-estable. En realidad, Palis y Smale formularon
la siguiente conjetura (ver Definición 2.6.2):

Conjetura de estabilidad ([PS]):

f : M → M es Cr estructuralmente estable si y solamente si f es
Axioma A y satisface la condición de transversalidad fuerte.

f es Cr Ω-estable si y solamente si f es Axioma A sin ciclos.

Los Teoremas 2.6.2 y 2.6.3 dicen que si f es Axioma A sin ciclos (con
transversalidad fuerte) entonces f es Ω -estable (respec. estructural-
mente estable). En este caṕıtulo nos dedicaremos a probar el rećıproco.
De hecho, lo importante es probar que si es C1 Ω-estable o C1 estruc-
turalmente estable entonces es Axioma A pues se tienen el siguiente
resultado (que no demostraremos):

Teorema 4.0.3. ([P2], [R3])

1. Supongamos que f es Cr Ω estable (o f ∈ F1(M)) y Axioma A.
Entonces f no tiene ciclos.

2. Supongamos que f es Cr estructuralmente estable y Axioma A.
Entonces f satisface la condición de transversalidad fuerte.

75
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Si bien mucha gente ha contribuido con importantes resultados en
relación a la conjetura de estabilidad, el nombre clave es Mañe, quien a
lo largo de varios trabajos desarrollo ideas novedosas y técnicas funda-
mentales para probar la conjetura de estabilidad. El trabajo principal
es [Ma2] donde prueba la conjetura de estabilidad (C1 estructuralmente
estable implica Axioma A). Usando las ideas contenidas en este trabajo,
Palis [P3] prueba la C1 Ω conjetura de estabilidad. Recordemos que si
f es C1-estructuralmente estable entonces f es C1Ω estable. Por otra
parte, si f es C1 Ω-estable entonces f ∈ F1(M). Finalmente, Aoki ([A])
y Hayashi ([Ha2]) probaron que F1(M) implica Axioma A.

El objetivo principal de este caṕıtulo es el siguiente:

Teorema 4.0.4. Sea f : M → M un difeomorfismo en F1(M). En-
tonces f es L-hiperbólico (o Axioma A).

Las ideas desarrolladas por Mañé han probado ser muy fecundas a la
hora de estudiar fenómenos robustos en la topoloǵıa C1. La demostración
que haremos sigue estas ideas. sin embargo, debido al progreso de la
técnica (fundamentalmente el Connecting Lemma) varios pasos serán
reducidos.

La idea básica de la demostración es utilizar la descomposición en es-
pacios estables e inestables en los puntos periódicos. El Teorema 3.4.1 nos
da una información inicial pero importante: hay buena contracción en el
espacio estable pero en el peŕıodo de un punto periódico (análogamente
para el inestable). Sin embargo, para obtener hiperbolicidad, debeŕıamos
probar contracción uniforme o “paso a paso”. Pero si esto no sucede, en-
tonces en las órbitas periódicas hay “huecos” con hiperbolicidad muy
débil. La idea es, a partir de estos “huecos” y mediante un argumento
de sombreado, construir una órbita periódica con hiperbolicidad débil
en el peŕıodo, llegando aśı a una contradicción.

Primero estudiaremos el concepto de descomposición dominada. En
la sección 4.2 probaremos el teorema en un caso particular y sin apelar
a resultados que no hemos probado, básicamente usando la técnicas de
las secciones 1.5, 3.3.2 y 3.4. En la sección 4.3 demostraremos el teorema
para el caso de superficies. Finalmente, en la sección 4.4 demostraremos
el teorema en general. De cualquier forma, estas secciones son indepen-
dientes.
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4.1. Descomposición Dominada

El concepto de descomposición dominada es una forma débil de hiper-
bolicidad. Al igual que en la hiperbolicidad, tenemos una descomposición
del fibrado tangente sobre un un conjunto en suma directa de subfibrados
invariantes, pero, a diferencia de la hiperbolicidad, no tenemos apriori
información sobre contracción o expansión uniforme en estos subfibra-
dos, solo tenemos una relación de dominación entre ellos.

Definición 4.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Un conjunto
invariante Λ tiene descomposición dominada de indice i si para cada x ∈
Λ existe una descomposición del espacio tangente TxM = E(x) ⊕ F (x)
(ambos no triviales) tales que:

1. dimE(x) = i para todo x ∈ Λ.

2. DfxE(x) = E(f(x)) y DfxF (x) = F (f(x)).

3. Existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

‖Dfn/E(x)‖‖Df−n/F (fn(x))‖ ≤ Cλn, n ≥ 0

Observación 4.1.1. Recordando que m(A) denota la mı́nima norma o
co-norma de A, la condición 3) es equivalente a

‖DfnE(x)‖ ≤ Cλnm(Dfn/F (x))

y también equivalente a

‖Dfnx vE‖
‖vE‖

≤ Cλn
‖Dfnx vF ‖
‖vF ‖

∀vE ∈ E(x), vF ∈ F (x).

Nos referiremos a C, λ como constantes de dominación.

Teorema 4.1.1. Sea f : M →M un difeomorfismo y sea Λ un conjunto
con descomposición dominada de indice i. Entonces:

1. Λ también tiene descomposición dominada de indice i.

2. Los fibrados E(x)y F (x) vaŕıan continuamente.

3. El ángulo entre E y F esta acotado uniformemente por debajo.
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Demostración: Si x ∈ Λ tomamos xn ∈ Λ tal que xn → x y podemos
suponer que E(xn) y F (xn) convergen a subespacios E(x) y F (x). Defin-
imos E(fn(x)) = Dfn(E(x)) y análogamente hacemos con F (fn(x))
para cualquier n ∈ Z. Luego dimE(x) = i y se deduce inmediatamente
que si z = fm(x) entonces

‖Dfn/E(z)‖‖Df−n/F (fn(z))‖ ≤ Cλn, n ≥ 0.

Por lo tanto, TxM = E(x) ⊕ F (x).
Por otra parte, si para otra sucesión yn → x tenemos que E(yn)

converge a Ẽ(x) 6= E(x) y dimE(x) = dimẼ(x) podemos tomar v ∈ Ẽ
con ‖v‖ = 1 donde v = vE + vF con vF 6= 0. Entonces

‖Dfn
/Ẽ(x)

‖ ≥ ‖Dfnv‖ ≥ ‖DfnvF ‖ − ‖DfnvE‖
≥ m(Dfn/F (x))‖vF ‖ − ‖DfnE(x)‖‖vE‖

= ‖DfnE(x)‖
(

m(Dfn/F (x))

‖DfnE(x)‖
‖vF ‖ − ‖vE‖

)

≥ ‖DfnE(x)‖
(‖vF ‖
Cλn

− ‖vE‖
)

y por lo tanto
‖Dfn

/Ẽ
‖

‖Dfn
/E

‖ → ∞. Intercambiando los papeles de E y Ẽ

llegamos a una contradicción. Esto muestra que los subespacios E(x)
y F (x) están bien definidos. También prueba la continuidad de E(x) y
F (x).

Finalmente, los ángulos están uniformemente acotados por debajo (de
los contrario tendŕıamos para alguna sucesión xn que E(xn) y F (xn)
convergen respectivamente a E(x) y F (x) donde E(x) ∩ F (x) 6= {0}
pero sabemos que TxM = E(x) ⊕ F (x)).

Observación 4.1.2. En la definición de descomposición dominada se
podŕıa pedir la continuidad de los espacios E(x) y F (x) en vez de que
tengan dimensión constante. También queremos remarcar que en un con-
junto pueden co-existir varias descomposiciones dominadas (de diferente
dimensión claro).

Lema 4.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo, Λ un subconjunto
invariante tal que TΛ = E ⊕F, dimE(x) = i para todo x ∈ Λ. Entonces
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la descomposición es dominada si y solamente si existe m0 tal que

‖Dfm0

/E(x)‖‖Df
−m0

/F (fm0 (x))‖ <
1

2
∀x ∈ Λ.

Demostración: Para el directo basta tomar m0 tal que Cλm0 < 1/2.

Para el rećıproco, sea C1 = sup

{

‖Dfj
/E(x)

‖
m(Dfj

/F (x)
)

: x ∈ Λ, 1 ≤ j ≤ m0

}

, λ =

(1/2)1/m0 y C = C1/λ
m0 . Luego, para n ≥ 0 escribimos n = km0 + r

con 0 ≤ r < m0. Entonces:

‖Dfn/E(x)‖
m(Dfn/F (x))

≤
‖Df r

/E(fkm0 (x))
‖

m(Df r
/F (fkm0 (x))

)

k−1
∏

i=0

‖Dfm0

/E(f im0 (x))
‖

m(Dfm0

/F (f im0 (x))
)

≤ C1

(

1

2

)k

= C1λ
km0 ≤ C1

λm0
λn = Cλn

Como consecuencia de lo anterior y del Teorema 3.4.1 tenemos:

Corolario 4.1.1. Sea f ∈ F1(M). Entonces Peri(f) tiene descomposi-
ción dominada de indice i.

Ahora bien, en el caṕıtulo 2 vimos que si un conjunto es hiperbóli-
co para f entonces hay un entorno U del conjunto y un entorno V de
f tal que el maximal invariante en U de g ∈ V también es hiperbóli-
co. El resultado que sigue dice que lo mismo sucede con conjuntos de
descomposición dominada. La demostración se deja como ejercicio.

Teorema 4.1.2. Sea f : M →M un difeomorfismo y sea Λ un conjunto
compacto invariante con descomposición dominada de indice i, TΛ =
E⊕F. Entonces, existe U entorno (compacto) de Λ, V entorno de f tal
que:

1. si g ∈ V entonces existe descomposición dominada de indice i ,
TxM = E(x, g) ⊕ F (x, g) para todo x ∈ ⋂n∈Z

gn(U).

2. Podemos elegir constantes de dominación uniformes en V.
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3. Además, dado c > 0 y m0 existe δ > 0 y podemos tomar U y V de
forma que dados x ∈ ⋂n∈Z

gn(U), y ∈ ⋂n∈Z
fn(U) con d(x, y) < δ

entonces
1

1 + c
≤

‖Dfm0

/E(x,f)‖
‖Dgm0

/E(y,g)‖
≤ 1 + c

1

1 + c
≤

‖Df−m0

/F (x,f)‖
‖Dg−m0

/F (y,g)‖
≤ 1 + c

En varias ocasiones queremos determinar cuando un conjunto con
descomposición dominada es hiperbólico. A continuación veremos un
lema simple que nos da condiciones para esto. Precisamos una definición.

Definición 4.1.2. Sea f : M → M un difeomorfimo Λ un conjun-
to invariante tal que su fibrado tangente admite una descomposición
TΛM = E ⊕ F Df -invariante. Decimos que E es contractivo si ex-
iste C > 0 y 0 < λ < 1 tal que ‖Dfn/E(x)‖ ≤ Cλn para todo n ≥ 0 y para

todo x ∈ Λ. Decimos que F es expansivo si F es contractivo para f−1,
es decir, C > 0 y 0 < λ < 1 tal que ‖Df−n/F (x)‖ ≤ Cλn para todo n ≥ 0 y
para todo x ∈ Λ.

Lema 4.1.2. Sea f : M → M un difeomorfimo Λ un conjunto com-
pacto invariante tal que su fibrado tangente admite una descomposición
TΛM = E⊕F invariante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. E es contractivo

2. Existe m > 0 tal que ‖Dfm/E(x)‖ < 1
2 para todo x ∈ Λ.

3. Existe N > 0 tal que para todo x ∈ Λ existe n(x), 1 ≤ n(x) ≤ N

tal que ‖Dfn(x)
/E(x)‖ < 1

2 .

4. Para todo x ∈ Λ se tiene que ‖Dfn/E(x)‖ →n 0.

Demostración. Ejercicio.

4.2. Un caso particular

El objetivo de esta sección es probar el siguiente
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Teorema 4.2.1. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo en F1(T2) y tal que
Per(f) = T2. Entonces f es un difeomorfismo de Anosov.

Observemos primero que como f ∈ F1(M) y Per(f) = T2 entonces,
todos los puntos periódicos son hiperbólicos tipo silla. Luego, en vir-
tud del Corolario 4.1.1 y del Teorema 3.4.1 tenemos que existe descom-
posición dominada en todo T2. Además, existe 0 < λ < 1 tal que si
p ∈ Per(f) es un punto periódico de peŕıodo n entonces

‖Dfn/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n/Eu(p)‖ < λn.

4.2.1. Integrabilidad de la descomposición dominada

En esta sección demostraremos el siguiente:

Teorema 4.2.2. Sea f : T2 → T2 difeomorfismo tal que todos sus pun-
tos periódicos son hiperbólicos y Per(f) = T2 y con descomposición
dominada E ⊕ F en todo T2. Entonces E y F son únicamente inte-
grables. Además si x, y están en una misma curva integral de E entonces
d(fn(x), fn(y)) →n→∞ 0. Análogamente para curvas integrales de F en
el pasado.

La demostración de este teorema tiene cierta similitud con lo que
lo hecho en la sección 1.5. Sin embargo, como en principio no tenemos
propiedades de contracción y expansión debemos explotar la relación que
hay entre E y F. Como hay una simetŕıa entre estos por la dominancia
todo resultado que obtengamos para E en el futuro vale un análogo para
F en el pasado.

Sean XE y XF campos unitarios tangentes continuos con XE ∈
E,XF ∈ F. Por el teorema de Peano tenemos que E y F son integrables.
Debemos mostrar la unicidad.

Para cada x ∈ T2 denotaremos por Rǫ(x) al conjunto (identificado via
el mapa exponencial) Bcs

ǫ (x) × Bcu
ǫ (x) donde Bcs

ǫ (x) (respect Bcu
ǫ (x))

es una bola de radio ǫ en E(x) (respect F (x)) centrada en 0 ∈ TxT
2

Denotaremos por ∂csRǫ(x) a {±ǫ} × Bcu
ǫ . Análogamente ∂cuRǫ(x). Si

y ∈ Rǫ(x) denotaremos por Jcsǫ (y) a la componente conexa de la curva
integral por y de XE intersección Rǫ que contiene a y. Y de forma
análoga Jcu. Los siguientes tres lemas son consecuencia inmediata de
la continuidad e invariancia de los subespacios E y F, y del ángulo
uniformemente acotado por debajo entre ellos.
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Lema 4.2.1. Para todo ǫ suficientemente chico existe γ tal que si y ∈
Rγ(x) entonces Jcsǫ (y)∩∂cuRǫ = ∅ y Jcsǫ (y) interseca ambas componentes
de ∂csRǫ. Análogamente para Jcuǫ (y).

Lema 4.2.2. Dado ǫ existe γ tal que si w ∈ Jcuǫ (y)) y w, y ∈ Rγ(x)
entonces existe curva integral de F por f(y) tal que f(w) ∈ Jcuǫ (f(y))
(con respecto a Rǫ(f(x)).)

x

y W cu(y)

W cs(y)

Denotemos por W cs
K (x) una arco de curva integral de E por x de

longitud 2K centrado en x. De forma análoga W cu
K (x).

Lema 4.2.3. Dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que f(W cs
δ (x)) esta con-

tenido en un curva integral W cs
ǫ (f(x)). Análogamente f−1(W cu

δ (x)) esta
contenido en una curva integral W cu

ǫ (f−1(x)).

Demostremos ahora que bajo ciertas condiciones se cumple la integra-
bilidad única local.

Lema 4.2.4. Sea x en T2 tal que dado γ > 0 existe γ1 tal que si y ∈W cs
γ1

(cualquiera sea esta curva integral local) se tiene que d(fn(x), fn(y)) < γ
para todo n ≥ 0. Entonces E es únicamente integrable en x.

Demostración: Supongamos por absurdo que existen dos curvas inte-
grales locales de E por x. Como el conjunto donde ellas coinciden es cer-
rado, el complemento es abierto y sea y un punto del borde de una com-
ponente conexa arbitrariamente cerca de x . Sea ǫ suficientemente chico
y sea γ como en los lemas previos. Sean J1 y J2 dos E curvas integrales.
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x

z w

J1 J2

Jcuǫ (z)

Figura 4.1: Variedades centro estables no únicas.

Por lo anterior existen z ∈ J1, w ∈ J2, z 6= w tales que z,w ∈ Rγ(x) y
w ∈ Jcuǫ (z). Podemos suponer además que z ∈ W cs

γ1 (x) aśı como tam-
bién w. Luego, concluimos que fn(z), fn(w) ∈ Rγ(f

n(x) y aplicando el
segundo lema inductivamente concluimos que fn(w) ∈ Jcuǫ (fn(z)).

Sea C̃ = C̃(ǫ) de forma tal que si y ∈W
cs(u)
loc (z) entonces

C̃−1dcs(u)(y, z) < d(y, z) < C̃dcs(u)(y, z).

Donde dcs(u) denota la longitud del arco de variedad centro estable (in-
estable) que une y con z.

Se puede considerar δ y γ de forma tal que si d(u, v) < γ entonces

‖Df |E(u)‖ < (1 + δ)‖Df |E(v)‖ ‖Df−1|F (u)‖ < (1 + δ)‖Df−1|F (v)‖

y además (1 + δ)2λ < 1, donde λ es la constante de dominación.
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Esto lleva a un absurdo pues:

d(z,w) = d(f−n(fn(z)), f−n(fn(w)))

≤ C̃dcu(f
−n(fn(z)), f−n(fn(w)))

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖d(fn(z), fn(w))

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖.
.(d(fn(x), fn(z)) + d(fn(x), fn(w)))

≤ C̃2(1 + δ)n‖Df−n|F (fn(x))‖C̃2(1 + δ)n‖Dfn|E(x)‖.
.(d(x, z) + d(x,w))

≤ C̃4(1 + δ)2nCλn(d(x, z) + d(x,w))

= C̃4C(d(x, z) + d(x,w))((1 + δ)2λ)n → 0

Lo cual resulta absurdo pues z 6= w.

Lema 4.2.5. Sea f : M2 → M2 un difeomorfismo que admite descom-
posición dominada TM = E ⊕ F . Entonces, dado ρ < 1 y C > 0 existe
ǫ tal que si para x ∈ M se cumple que ‖Dfn|E(x)‖ < Cρn entonces si
y ∈W cs

ǫ se cumple que d(fn(x), fn(y)) < ǫ y además tiende a cero.

Demostración: Se puede suponer sin pérdida de generalidad (tomando
una potencia de f si fuese necesario) que ‖Dfn|E(x)‖ < ρn.

Sea δ tal que (1 + δ)ρ < 1, se puede considerar ǫ1 de forma tal que si
d(z,w) < ǫ1 entonces

‖Df |E(z)‖ < (1 + δ)‖Df |E(w)‖
Sea ǫ > 0 tal que f(W cs

ǫ (z)) ⊂ W cs
ǫ1 (f(z)) para cualquier z. Sea x

como en el lema. Entonces f(W cs
ǫ (x)) ⊂ W cs

ǫ1 (f(x)). Por otra parte
ℓ(f(W cs

ǫ (x)) < (1 + δ)ρǫ < ǫ. Aśı f(W cs
ǫ (x)) ⊂ W cs

ǫ (f(x)). Inductiva-
mente se prueba que fn(W cs

ǫ (x)) ⊂ W cs
ǫ1 (fn(x)) y que ℓ(fn(W cs

ǫ (x)) <
((1 + δ)ρ)nǫ < ǫ y se concluye el resultado.

Corolario 4.2.1. Sea p ∈ Per(f) entonces W s(p) y W u(p) son curvas
integrales de E y F respectivamente.

Para concluir el teorema entonces basta probar que estamos en las
condiciones del Lema 4.2.4, lo que haremos a seguir. Es fácil ver que
es suficiente probar que para cualquier x ∈ T2 y para cualquier ǫ > 0
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tenemos que ℓ(f−n(W cs
ǫ (x))) → ∞. Consideremos entonces Rǫ(x) como

antes. Como los puntos periódicos son densos tomemos p periódico tal
que p ∈ Rγ(x). ComoW u(p) es una curva integral (y de longitud infinita)
de F tenemos queW u(p)∩W cs

ǫ (x) 6= ∅. y esta intersección es transversal.
Luego, por aplicación directa del teorema de Hartman (o si se prefiere
el λ-lema) concluimos que ℓ(f−n(W cs

ǫ (x))) → ∞.

Observación 4.2.1. Como consecuencia del teorema de esta sección
tenemos estructura de producto local como en la sección 1.5.

4.2.2. Prueba del Teorema 4.2.1

Recordemos que f tiene descomposición dominada E ⊕F en todo T2

y que existe 0 < λ < 1 tal que si p ∈ Per(f) es un punto periódico de
periodo n entonces

‖Dfn/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n/Eu(p)‖ < λn.

Queremos probar que Df contrae exponencialmente a E y que Df−1

contrae exponencialmente a F (ver Definición 4.1.2).

Supongamos por absurdo que E no es contráıdo exponencialmente en
T2. Sea F la familia de subconjuntos compactos invariantes Λ tal que
E no es contráıdo exponencialmente en Λ. Ordenamos F por inclusion.
Sea {Λγ : γ ∈ Γ} una cadena totalmente ordenada. Entonces A =

⋂

γ Λγ
es un compacto invariante y E no es contráıdo en A (de lo contrario E
seria contráıdo exponencialmente en el maximal invariante de un entorno
compacto de A el cual incluiŕıa algún Λγ .) Luego F tiene un conjunto
maximal Λ0. Es decir, E es contráıdo exponencialmente en cualquier
subconjunto compacto propio de Λ0 pero E no es contráıdo en Λ0.

Probemos que existe x ∈ Λ0 tal que ‖Dfn/E(x)‖ ≥ 1
2 para cualquier

n ≥ 0. Si para todo x existe nx tal que ‖Dfnx

/E(x)‖ < 1/2 , por Lema 4.1.2
tendŕıamos que E es contráıdo exponencialmente en Λ0. Esto prueba la
existencia del x antes mencionado. Probemos que este x es recurrente.
De hecho vale que ω(x) = Λ0. Razonando por absurdo, si ω(x)  Λ0

concluimos que E es contráıdo exponencialmente en ω(x) y por lo tanto
‖Dfn/E(x)‖ → 0 lo cual es absurdo.

Sea γ tal que 1−γ > λ y sea n0 tal que si n ≥ n0 entonces 1
2(1−γ)n >
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λn. Sea η > 0 tal que si d(z, y) < η entonces

1 − γ ≤
‖Df/E(z)‖
‖Df/E(y)‖

.

Sea Rδ(x) un entorno con estructura de producto local tal que si z ∈ Rδ
y Js(z) es la componente conexa de W cs(z) que contiene a z entonces
ℓ(fn(J(z))) < η/2 si n ≥ 0. Análogamente para Ju(z) en el pasado. Sea
ahora n ≥ n0 tal que

fn(x) ∈ Rδ(x).

fn(Js(x)) ⊂ Rδ(x).

f−n(Ju(fn(x))) ⊂ Rδ(x).

s

s

u

u

p W cs

W cu

Figura 4.2: Puntos periódicos en el corte de rectángulos

Sea Q el subrectángulo Js(x) × f−n(Ju(fn(x))) en Rδ y

Q′ = fn(Js(x)) × Ju(fn(x)).

Luego fn(Q) = Q′ y tenemos que existe p ∈ Q∩Q′ punto periódico (ver
también Lema 1.5.2). Se tiene que n es el periodo de p o un múltiplo



Hiperbolicidad y estabilidad 87

del mismo. Por otro lado tenemos que d(f j(p), f j(x)) < η para j =
0, 1, . . . , n. Por lo tanto

λn > ‖Dfn/E(p)‖ =
‖Dfn/E(p)‖
‖Dfn/E(x)‖

‖Dfn/E(x)‖ ≥ (1 − γ)n

2
> λn

y llegamos a una contradicción. Esto concluye que E es contráıdo en T2.
De forma similar se prueba que F es contráıdo exponencialmente en el
pasado y la demostración del teorema esta terminada..

4.3. El caso de superficies

Nos dedicaremos ahora a probar el Teorema 4.0.4 cuando M es un
superficie. Si bien puede demostrarse con técnicas similares a las de la
sección anterior, lo probaremos usando el Closing Lemma Ergódico (Teo-
rema 3.2.3), resultado que también utilizaremos en la siguiente sección.
Supongamos entonces que M es una superficie y sea f : M → M tal
que f ∈ F1(M). Por el Lema 3.4.2 tenemos que Ω(f) = Per(f). De-
notemos por P (f) el conjunto de pozos (órbitas periódicas atractoras)
de f , por R(f) el conjunto de fuentes (órbitas periódicas repulsoras) y
por Pers(f) los puntos periódicos tipo silla. Ahora, por el Teorema 3.4.2
tenemos que P (f) y R(f) son conjuntos finitos (y además aislados en
Ω(f)). Luego

Ω(f) = Per(f) = P (f) ∪ Pers(f) ∪R(f).

Por lo tanto basta probar que Pers(f) es hiperbólico. La idea es la
siguiente: como P (f) y R(f) son finitos y disjuntos de Pers(f) y f ∈
F1(M) lo mismo sucede para g cercano a f, luego si Pers(f) no es
hiperbólico, usando el Closing Lemma Ergódico, construiremos un nuevo
pozo o fuente.

Ahora, por el Teorema 3.4.1 y Corolario 4.1.1 tenemos que:

Λ := Pers(f) tiene descomposición dominada de indice 1 , TΛM =
E ⊕ F, es decir, existe C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

‖Dfn/E(x)‖‖Df−n/F (fn(x))‖ ≤ Cλn, n ≥ 0
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Si p ∈ Pers(f) y tiene peŕıodo n entonces

‖Dfn/Es(p)‖ < λn y ‖Df−n/Eu(p)‖ < λn. (4.1)

Supongamos por contradicción que Pers(f) no es hiperbólico. Sea
U entorno de Pers(f) y V entorno de f tal que si g ∈ V entonces
P (g) ∪ R(g) ∩ U = ∅ para g ∈ V. Sea ǫ > 0 y V0 como en Lema 3.1.1
aplicado a V. Podemos suponer que existe K tal que ‖Dgx‖ ≤ K para
todo x ∈M y para toda g ∈ V0 Sea ǫ1 < ǫ/K. Además, podemos suponer
que U y V0 satisfacen el Teorema 4.1.2. Sea c > 0 tal que

(1 + c)2λ1/2 < 1, (1 + c)2 < 1 + ǫ1. (4.2)

y tomemos δ correspondiente según el mismo teorema.

Ahora, si Pers(f) no es hiperbólico, entonces E no es contractivo o F
no es expansivo. Supongamos el primer caso, el otro se deduce de forma
análoga. Para cada n existe xn ∈ Pers(f) tal que si 0 ≤ j ≤ n entonces

∥

∥

∥
Df j

E(xn)

∥

∥

∥
=

j−1
∏

i=0

∥

∥DfE(f i(xn)

∥

∥ ≥ 1

2

(ver Lema 4.1.2). Luego, si x es un punto de acumulación de xn se tiene
que para todo j ≥ 0 :

∥

∥

∥
Df jE(x)

∥

∥

∥
=

j−1
∏

i=0

∥

∥DfE(f i(x)

∥

∥ ≥ 1

2
.

Sea entonces

νn =
1

n

n−1
∑

j=0

δfj (x)

donde δz es la medida de probabilidad concentrada en {z}. Sea ν punto
de acumulación de νn. Es fácil ver que ν es una medida de probabilidad
invariante. Se cumple también que:

∫

M
log ‖DfE(y)‖dν(y) ≥ 0



Hiperbolicidad y estabilidad 89

pues, como y → log ‖Df/E(y)‖ es continua,

∫

M
log ‖Df/E(y)‖dν(y) = ĺım

n

∫

M
log ‖Df/E(y)‖dνn(y)

= ĺım
n

1

n

n−1
∑

j=0

log ‖Df/E(fj(x))‖

≥ ĺım
n

1

n
log

(

1

2

)

.

Pero entonces, por el teorema de descomposición de medidas en medidas
ergódicas (ver por ejemplo [Ma3]), existe µ medida de probabilidad y
ergódica tal que

∫

M
log ‖DfE(y)‖dµ(y) ≥ 0.

Sea z genérico según µ. Entonces, existe n0 tal para todo n ≥ n0 se
cumple que

‖Dfn/E(z)‖ ≥
(

1

1 + c

)n

. (4.3)

Observemos que z no es periodico lo anterior contradiŕıa (4.1). Ahora,
por el Teorema 3.2.3 (Closing Lemma Ergódico), podemos suponer que
z ∈ Σ(f), es decir, podemos elegir n ≥ n0, g ∈ V y p ∈ Per(g) ∩ U de
peŕıodo n tal que

d(f j(z), gj(p)) ≤ δ 0 ≤ j ≤ n− 1.

Pero entonces, de (4.3) y (4.2), concluimos

‖Dgn/E(p,g)‖ =
n−1
∏

j=0

‖Dg/E(gj(p),g)‖ ≥ (
1

1 + c
)2n > λn/2 > λn.

Esto implica, por la dominación, que

‖Dg−n/F (p,g)‖ ≤ Cλn/2 < 1

si n es suficientemente grande. Ahora, haciendo

Li := (1 + ǫ1)Dggi(p) : Tgi(p)M → Tgi+1(p)M, i = 0, ...n − 1,
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se tiene que ‖Li−Dggi(p)‖ < ǫ. Pero entonces, por el Lema 3.1.1 se tiene

que existe g̃ ∈ V tal que g̃i(p) = gi(p), i = 0, ..., n y Li = Dg̃gi(p). Pero lo
anterior implica que p debe ser un repulsor de g̃. Esto es absurdo pues
p ∈ U y F (g̃) ∩ U = ∅.

Esto concluye la demostración del Teorema 4.0.4 en el caso de super-
ficies. Para terminar esta sección veremos como consecuencia un resul-
tado también debido a Mañe que nos da una cierta descripción de lo que
sucede en Diff1(M) (ver también secciones 5.2 y 5.3):

Teorema 4.3.1. Sea M una superficie. Existe un conjunto residual R
en Diff1(M) tal que si f ∈ R entonces alguna de las siguientes afirma-
ciones es verdadera

1. f tiene infinitos puntos periódicos atractores

2. f tiene infinitos puntos periódicos repulsores

3. f es Axioma A.

Demostración: [Idea de la prueba:] La función que asocia Diff1(M) ∋
f → P (f) donde P (f) es el conjunto de puntos periódicos hiperbólicos
atractores es una función semicontinua inferiormente. Luego existe un
residual R1 de puntos de continuidad de esta función. Análogamente,
existe residual R2 de puntos de continuidad de la función que asocia
Diff1(M) ∋ f → R(f). Sea R = R1 ∩R2. Consideremos f ∈ R. Si f no
satisface (1) o (2) del teorema, entonces la cantidad de pozos y fuentes
es constante en un entorno de f. Por lo tanto f ∈ F1(M). Esto implica
entonces la opción (3).

4.4. El caso general

En esta sección probaremos el Teorema 4.0.4: si f ∈ F1(M) entonces
f es Axioma A. Por el Lema 3.4.2 tenemos que Ω(g) = Per(f). Por lo
tanto basta probar que Per(f) es un conjunto hiperbólico. Denotemos
por Pi(f) al conjunto de puntos periódicos de f de indice i y sea

Ωi(f) = Pi(f).
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Basta probar entonces que Ωi(f) es un conjunto hiperbólico para 0 ≤
i ≤ dimM.

Por el Teorema 3.4.1 y el Corolario 4.1.1 tenemos que existe V0 entorno
de f y constantes K0 > 0, C > 0, 0 < λ < 1, y m0 tal que para todo
1 ≤ i ≤ dimM − 1 y g ∈ V0 se tiene que

1. Ωi(g) tiene descomposición dominada de indice i,

TΩi(g)M = Ei(g) ⊕ Fi(g).

Si p ∈ Pi(g) entonces Ei(p, g) = Es(p, g), Fi(p, g) = Eu(p, g).

2. Para x ∈ Ωi(g) se tiene que

‖DgnEi(x)
‖‖Dg−nFi(gn(x))‖ ≤ Cλn (4.4)

y

y ‖Dgm0

Ei(x)
‖‖Dg−m0

Fi(gn(x))‖ ≤ 1

2
.

3. Si p ∈ Pi(g) tiene peŕıodo n ≥ m0 y k = [n/m0] entonces

k−1
∏

j=0

‖Dgm0/Ei(g
jm0(p))‖ < K0λ

k (4.5)

k−1
∏

j=0

‖Dg−m0/Fi(g
−jm0(p))‖ < K0λ

k. (4.6)

Recordemos también que por el Teorema 3.4.2 tenemos que Ω0(f) =
P0(f),ΩdimM (f) = PdimM (f) son finitos (y por lo tanto hiperbólicos).

Para probar el teorema, haremos un argumento inductivo en j, 1 ≤
j ≤ dimM − 1:

Teorema 4.4.1. Supongamos que f ∈ F1(M) y tal que Ωi es hiperbólico
para 0 ≤ i ≤ j − 1. Entonces Ωj(f) también es hiperbólico.

Es claro que este Teorema implica lo que queremos probar, pues el
primer paso ya los sabemos: Ω0(f) es hiperbólico (finito) si f ∈ F1(M).
Ahora, la demostración del Teorema 4.4.1 la dividiremos en tres pasos
o teoremas y que demostraremos en la secciones subsiguientes:
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Teorema 4.4.2. Supongamos que f ∈ F1(M) y tal que Ωi es hiperbólico
para 0 ≤ i ≤ j − 1. Entonces

Ωj(f)
⋂

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) = ∅.

La idea principal de la demostración de este teorema es que si al
afirmación es falsa, entonces, mediante el uso del Connecting Lemma
podemos crear un nuevo punto homocĺınico para algún Ωi(g), 1 ≤ i ≤
j−1 donde g es arbitrariamente cercano a f. Esto será una contradicción
con que f ∈ F1(M).

Teorema 4.4.3. Supongamos que f ∈ F1(M) y tal que Ωi es hiperbólico

para 0 ≤ i ≤ j − 1 y que Ωj(f)
⋂

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) = ∅. Entonces el subfibrado

Ej en Ωj(f) es contractivo.

La demostración está basada en el Closing Lemma Ergódico: si Ej no

es contractivo entonces Ωj(f)
⋂

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) 6= ∅.

Teorema 4.4.4. Supongamos que f ∈ F1(M) y tal que el subfibrado Ej
en Ωj(f) es contractivo. Entonces el subfibrado Fj es expansivo (y por
lo tanto Ωj(f) es hiperbólico).

La idea de la prueba es la siguiente: si Fj no es expansivo, entonces en-
contraremos p ∈ Pj(f) con hiperbolicidad débil en el peŕıodo y sabemos
que esto es imposible por (4.6).

4.4.1. Prueba del Teorema 4.4.2

Sea f ∈ F1(M) y supongamos que Ωi(f) es hiperbólico para 0 ≤ i ≤
j − 1 y, razonando por contradicción, que

Ωj(f)
⋂

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) 6= ∅.

Luego, existe i, 1 ≤ i ≤ j − 1 tal Ωj(f) ∩ Ωi(f) 6= ∅. (Recordar que

Ω0(f) son órbitas periódicas repulsoras). Como Ωi = Pi(f) es hiperbóli-
co, tiene estructura de producto local y además tiene descomposición
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espectral (ver Corolario 2.4.4 y Observación 2.5.1):

Ωi(f) = Λ1 ∪ ... ∪ Λm

donde Λi es compacto, invariante, transitivo, y además maximal invari-
ante. Luego, existe k tal que Ωj(f) ∩ Λk 6= ∅. En particular existe una
sucesión pn ∈ Pj(f) tal que d(pn,Λk) →n 0. Sea Uk entorno de Λk tal
que Λk es maximal invariante en Uk. Deducimos que O(pn) ∩ U ck 6= ∅.
Consideremos entonces ln y mn tal que

ln = ı́nf{j ≤ 0 : f i(pn) ∈ Uk, 0 ≤ i ≤ j}

mn = sup{j ≥ 0 : f i(pn) ∈ Uk, 0 ≤ i ≤ j}.
Sean x, y puntos de acumulación de f ln(pn) y de fmn(pn) respectiva-
mente. Observemos que x, y /∈ Λk, que f j(x) ∈ Uk ∀ j ≥ 0 y que
f−j(y) ∈ Uk ∀ j ≥ 0. Mas aún, O+(x, f) ∩ O−(y, f) = ∅. Como Λk
es maximal invariante, también concluimos que existen x0, y0 ∈ Λk tal
que x ∈W s(x0), y ∈W u(y0).

Sea V ⊂ F1(M) entorno conexo de f. Tomemos N y σ de forma que
podemos aplicar el Connecting Lemma (Teorema 3.2.1) para x y para y
(ver Obervación 3.2.1). Podemos elegir δ > 0 suficientemente pequeño
tal que los “tubos de conexion”son disjuntos, i.e.,

∆(x, δ)
⋂

∆(f−N (y), δ) = ∅.

Además, podemos suponer que f j(x) /∈ ∆(x, δ) ∪ ∆(f−N(y), δ) para
j > N y que f−j(y) /∈ ∆(x, δ) ∪ ∆(f−N(y), δ) para j > N. Mas aún,
podemos tomar U1 entorno de Ωi(f) disjunto de estos tubos.

Para n suficientemente grande, existe qn ∈ O(pn) con

qn ∈ B(f−N(y), δ/σ)).

Aplicando el Connecting Lemma dos veces, primero en ∆(x, δ) y luego en
∆(f−N(y), δ) obtendremos g en V pues las perturbaciones tiene soporte
disjunto. Es decir, conectamos primero en ∆(x, δ) de forma tal que la
fN+1(x) está en la órbita futura de qn por g1. Si, k es la primera vez
que la órbita de qn según f corta ∆(x, δ) entonces gj1(qn) = f j(qn), 0 ≤
j ≤ k y por lo tanto la órbita pasada de fN+1(x) según g1 interseca
B(f−N(y), δ/σ)). Conectando ahora en ∆(f−N(y), δ) encontramos g ∈
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pn
x

y

∆(x, δ)

∆(f−N (y), δ)

Λk

Uk

Figura 4.3:

V tal que fN+1(x) ∈ O+(f−N−1(y), g) Pero como g = f afuera de
∆(x, δ) ∪ ∆(f−N(y), δ) concluimos que

(W s(x0, g) − Λk)
⋂

(W u(y0, g) − Λk) 6= ∅.

Podemos suponer también que esta intersección es transversal (si no lo
fuera, hacemos una pequeña perturbación para que si lo fuera, y con
soporte disjunto que U1).

En conclusión, encontramos g ∈ V tal que g = f en U1 y x0, y0 ∈ Λk
tal que

(W s(x0, g) − Λk)⊤∩ (W u(y0, g) − Λk) 6= ∅.

Pero entonces existe un punto periódico p ∈ Λk y un punto homocĺınico
transversal fuera de Λk. Esto implica que g tiene un punto periódico de
indice i fuera de Ωi(f). Como g = f en U1 entorno de Ωi(f) llegamos a
una contradicción con el Lema 3.4.2.
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4.4.2. Prueba del Teorema 4.4.3

La demostración de este teorema es muy similar a la prueba que hici-
mos en el caso de superficies. Por hipótesis, sabemos que f ∈ F1(M),
Ωi es hiperbólico para 0 ≤ i ≤ j − 1 y que

Ωj(f)
⋂

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) = ∅. (4.7)

Sea Uj entorno de Ωj(f) y V entorno de

j−1
⋃

s=0

Ωi(f) con U ∩ V = ∅.

Ahora, argumentando por el absurdo, supongamos que Ej no es con-
tractivo. Luego, por Lema 4.1.2, para cada n existe xn ∈ Ωj(f) tal que
si 0 ≤ k ≤ n entonces

k−1
∏

i=0

∥

∥

∥
Dfm0

Ej(f im0 (xn)

∥

∥

∥
≥ 1

2
.

Luego, si x es un punto de acumulación de xn se tiene que para todo
k ≥ 0 :

k−1
∏

i=0

∥

∥

∥
Dfm0

Ej(f im0 (xn)

∥

∥

∥
≥ 1

2
.

Sea entonces

νn =
1

n

n−1
∑

i=0

δf im0 (x)

donde δz es la medida de probabilidad concentrada en {z}. Sea ν punto
de acumulación de νn, i.e., νk → ν. Es fácil ver que ν es una medida de
probabilidad fm0 invariante. Se cumple también que:

∫

M
log ‖Dfm0

Ej(y)
‖dν(y) ≥ 0
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pues, como y → log ‖Dfm0

/Ej(y)
‖ es continua,

∫

M
log ‖Dfm0

/E(y)‖dν(y) = ĺım
k

∫

M
log ‖Dfm0

/Ej(y)
‖dνnk

(y)

= ĺım
k

1

nk

nk−1
∑

i=0

log ‖Dfm0

/Ej(f im0 (x))
‖

≥ ĺım
k

1

nk
log(

1

2
) = 0.

Pero entonces, por el teorema de descomposición de medidas en medidas
ergódicas, existe µ medida de probabilidad y ergódica para fm0 tal que

∫

M
log ‖Dfm0

/Ej(y)
‖dµ1(y) ≥ 0. (4.8)

Sea µ1 =
∑m0−1

i=0 f i∗µ. Esta medida es f invariante. Luego, podemos
elegir z genérico según µ y µ1 (es decir, podemos aplicar el Teorema de
Birkhoff para z según fm0 y z ∈ Σ(f), de forma que podemos aplicar el
Closing Lemma Ergódico). Elijamos 0 < c < 1 tal que

(1 + c)2λm0/2 < 1 (4.9)

Ahora, existe n0 tal para todo n ≥ n0 se cumple, tomando k = [n/m0],
que

k−1
∏

i=0

‖Dfm0

Ej(f im0 (z))
‖‖ ≥

(

1

1 + c

)k

. (4.10)

Observemos que z no puede ser periódico para f pues si lo fuera, de
(4.4) y (4.10) concluimos que

k−1
∏

j=0

‖Df−m0

/F̃j(f−j (z))
‖ ≤

(

1

2

)k

(1 + c)k < 1.

Pero esto implica que el ı́ndice de z es menor o igual que j. Como menor
que j no puede ser pues z ∈ Ωj(f) y se tiene (4.7). Pero de indice j no
puede ser por (4.8). Asi, z no es periódico.

Continuando con la demostración podemos elegir n ≥ n0, g ∈ V tal
que g = f en V y p ∈ Per(g) ∩ Uj de peŕıodo n tal que

d(f j(z), gj(p)) ≤ δ 0 ≤ j ≤ n− 1.
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Pero entonces,

k−1
∏

j=0

‖Dgm0

/Ẽj(gj(p),g)
‖ ≥

(

1

1 + c

)2k

> λkm0/2 > λn/2 (4.11)

Esto implica, por la dominación (4.4), que

‖Dg−n/F (p,g)‖ ≤
k−1
∏

j=0

‖Dgm0

/F̃j(gj(p),g)
‖ ≤ Cλn/2 < 1

si n es suficientemente grande (k = [n/m0]). Luego, el ı́ndice de p es ≤ j.
Pero de (4.5) y (4.11) se deduce que p ∈ Pi(g) para algún i < j. Pero
como g = f en V se tiene que Pi(f) = Pi(g) (por Lema 3.4.2). Como
V ∩ Uj = ∅ llegamos a una contradicción.

4.4.3. Prueba del Teorema 4.4.4

Sea f ∈ F1(M) y supongamos en la descomposición dominada

TΩj(f)M = Ej ⊕ Fj

tengamos que Ej = Esj es contractivo, Queremos probar que Fj es expan-
sivo (recordar Definición 4.1.2 y Lema 4.1.2). Sabemos que TΩj(f)M =
Esj ⊕Fj es dominada y existen K0, 0 < λ < 1 y m0 tales que si p ∈ Pj(f)
tiene peŕıodo n ≥ m0 y k = [n/m0] entonces

k−1
∏

i=0

∥

∥Df−m0/Fj(f
−im0(p))

∥

∥ < K0λ
k (4.12)

Consideremos g = fm0 . Luego Λ := Ωj(f) es invariante por g, la
descomposición TΛM = Esj ⊕ Fj es dominada para g, Esj es contractivo
para g. Por lo tanto podemos suponer que (tomando metrica adaptada
o tomando g = lm0 con l suficientemente grande)

‖Dg/Es
j (x)‖ ≤ λ ∀x ∈ Λ (4.13)

Ahora, Fj es expansivo para f si y solamente si es expansivo para g.
Por otra parte, si p ∈ Pj(f) entonces p ∈ Pj(g) también y viceversa.
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Sea k0 y 0 < λ0 < 1 tal que K0λ
k < λk0 para todo k ≥ k0. Observemos

entonces que si p ∈ Pj(f) tiene peŕıodo np ≥ k0m0 entonces

m0np−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(p))

‖ =

m0np−1
∏

i=0

‖Df−m0/Fj(f
−im0(p))‖ < λ

m0np

0

(4.14)
Por lo tanto, si νp es el g-periódo de p entonces:

νp−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(p))

‖ < λ
νp

0 (4.15)

Observemos también que si νp es el g-peŕıodo de un punto periódico
en Λ entonces su f -peŕıodo es np ≥ νp/m0.

Para el siguiente lema (de sombreado) precisamos algunas nociones:
sea γ < 1, decimos que (x, gm(x)) es un segmento γ-hiperbólico si

k−1
∏

i=0

‖DgEs
j (gi(x))‖ ≤ γk y

k−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(gm(x)))

‖ ≤ γk

para 0 ≤ k ≤ m. El resultado que sigue dice que si tenemos una sucesión
finita de segmentos hiperbólicos donde el punto final de uno esta cerca del
punto inicial del próximo y el punto final del último segmento esta cerca
del punto inicial del primero, entonces podemos sombrear los segmentos
por una órbita periódica. Si bien omitiremos la prueba, la misma se basa
en argumentos cuyas ideas ya hemos visto en los caṕıtulos anteriores (ver
Figura 4.4). El lector interesado podŕıa consultar por ejemplo [G].

Lema 4.4.1. Sea g un difeomorfismo, Λ un conjunto compacto invari-
ante con descomposición dominada de indice j TΛM = Ej ⊕ Fj . Sea
0 < γ < 1 y δ > 0 dados. Entonces existe ǫ = ǫ(γ, δ) > 0 tal que si
(xi, g

mi(xi)) con 1 ≤ i ≤ k son segmentos γ hiperbólicos y se verifica
que

d(gmi(xi), xi+1) < ǫ y d(gmk (xk), x1) < ǫ,

entonces existe p de peŕıodo n =
∑k

i=1mi y además, si 1 ≤ ji ≤ mi, 1 ≤
i ≤ k entonces

d(gm1+...+mi−1+ji(p), gji(xi)) < δ.

El siguiente resultado es conocido como Lema de Pliss [Pl], aunque
solo lo enunciaremos según nuestros intereses.
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x2

x1

x3

fm1(x1)

fm2(x2)

fm3(x3)

fm1

fm2

fm3

E

E

E

F

F

F

fm1(p)

fm1+m2(p)

p = fn(p)

Figura 4.4:

Lema 4.4.2. Sean dados C > 0 y γ1 < γ2 < 1. Entonces existe N =
N(γ1, γ2) tal que si a0, ..., aN−1 son números positivos con ai > C, i =
0, .., N − 1 y

∏N−1
i=0 ai < γN1 entonces existe n0, 1 < n0 < N tal que

k−1
∏

i=0

an0+i < γk2 , 0 ≤ k ≤ N − n0.

Demostración: Sea N tal que γN1 < cγN−1
2 . Sean a0, ..., aN−1 como en

el enunciado y supongamos que el resultado no es cierto. Entonces, para

cada 1 ≤ j ≤ N−1 existe 1 ≤ n(j) ≤ N−j tal que
∏n(j)−1
i=0 aj+i ≥ γ

n(j)
2 .

Sea n1 = n(1), n2 = n(n1)...nk = n(nk−1)... Luego, existe k tal que
n1 + n2 + ...nk = N − 1 Pero entonces

γN1 >
N−1
∏

i=0

ai = a0

k−1
∏

j=1

nj+1−1
∏

i=0

anj+i > cγN−1
2 > γN1 .
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Continuando con la demostración del teorema, supongamos por con-
tradicción que Fj no es expansivo para g. Sea λ0 como antes y tomamos
λ1, λ2, γ1, γ2 y c > 0 tales que

λ0 < λ1 < λ2 < γ1 < γ2 < 1; λ1(1 + c) < λ2; γ2(1 + c) < 1 (4.16)

Sea

C = ı́nf{m(‖Dg−1
x ‖) : x ∈M}

y tomemos N(γ1, γ2) como en el Lema 4.4.2. Observamos que si p ∈ Λ
tiene peŕıodo νp > k0m

2
0 entonces por (4.15) y por Lema 3.4.1 (denotan-

do por ai = ‖Dg−1
Fj(g−i(qp))

‖) se tiene que existe qp ∈ O(p, g) tal que

l−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(qp))

‖ < λl0 < γl2 ∀j ≥ 1 (4.17)

Consideremos, para cualquier p ∈ Pj(g) de peŕıodo νp > k0m
2
0, los

naturales n0 = 0 < n1 < ... < ns = νp (que llamaremos tiempos
hiperbólicos) tales que llamando qi(p) = g−ni(qp), 0 ≤ i ≤ s se cumple:

l−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(qi))

‖ < γl2 ∀j ≥ 1. (4.18)

Sea Tp = máx{ni+1 − ni : i = 0, ..., s − 1}.
Afirmamos que si existe L tal que Tp < L para todo p ∈ Pj(g) con νp >

k0m
2
0 entonces Fj es expansivo. Para probar esta afirmación, observemos

primero que si C1 = sup{‖Dg−rx ‖ : x ∈ M0 ≤ r ≤ L} entonces si z ∈
O(p, g) con p ∈ Pj(g), νp > k0m

2
0 y n ≥ L entonces existe qi(p) = g−li(z)

con 0 ≤ li ≤ L y por lo tanto

‖Dg−n/Fj(z)
‖ ≤ ‖Dg−li/Fj(z)

‖
n−li−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(qi))

‖ < C1γ
n−L
2 (4.19)

Por otra parte, existe una cantidad finita de órbitas periodicas de g
en Pj(g) de peŕıodo ≤ k0m

2
0, y son todas hiperbólicas, existe C2 > 0 y

0 < σ < 1 tal que

‖Dg−nFj(z)
‖ ≤ C2σ

n (4.20)
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para todo n ≥ 0 y z cualquier punto periódico de g de peŕıodo ≤ k0m
2
0.

Si m es tal que máx{C1γ
m−L, C2σ

m} < 1
2 concluimos de (4.19) y de

(4.20) que dado cualquier p ∈ Pj(g) se tiene que

‖Dg−m/Fj(p)
‖ ≤ 1

2
.

Como Pj(g) es denso en Λ tenemos la misma condición para todo p ∈
Λ y por Lema 4.1.2 concluimos que Fj es expansivo. Esto prueba la
afirmación.

Pero entonces, como estamos suponiendo que Fj no es expansivo, ten-
emos que sup{Tp : p ∈ Pj(g), νp ≥ k0m

2
0} = ∞.

Sea pn ∈ Pj(g) una sucesión tal que Tpn →n ∞ (en particular νpn → ∞
también). Sean ni(pn) y ni+1(pn) tiempos hiperbólicos consecutivos de
la órbita de pn (es decir qi(pn) y qi+1(pn) puntos de la órbita que pn que
verifican (4.18)) y talmn := ni+1−ni = Tpn . Para simplificar la notación,
hagamos yn = qi(pn) e xn = qi+1(pn) Observemos que gmn(xn) = yn y
que gνn−mn(yn) = xn. Observamos que xn e yn verifican (4.18). Como
mn → ∞ podemos suponer (a partir de un cierto n) que mn > N.
Afirmamos entonces que

mn−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(yn))

‖ ≥ γmn
1 (4.21)

pues de contrario haciendo ai = ‖Dg−1
Fj(g−i(yn))

‖ y aplicando el Lema

4.4.2, existiŕıa i0, 1 ≤ i0 ≤ mn − 1 tal que

l−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(g−i0 (yn)))

‖ < γl2 1 ≤ l ≤ mn − i0

pero entonces para l ≥ mn − i0 se tiene que

l−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(g−i0 (yn)))

‖ =

=

mn−i0−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(g−i0 (yn)))

‖
l−mn−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(xn))

‖ ≤ γl2



102 M. Sambarino

Esto quiere decir que g−i0(yn) verifica (4.18) pero esto es absurdo pues
no hay tiempos hiperbólicos entre yn y xn (de otra forma: ni+i0 < ni+1.)

Sea ahora U entorno compacto de Λ tal que en g tiene descomposición

dominada Esj⊕Fj en
⋂

n∈Z

gn(U) y sea δ > 0 tal que si d(x, y) < δ entonces

1

1 + c
≤

‖Dg/Ej (x)‖
‖Dg/Ej (y)‖

≤ 1 + c y
1

1 + c
≤

‖Dg−1
/Fj(x)

‖
‖Dg−1

/F (y)‖
≤ 1 + c (4.22)

Sea δ definido recién y ǫ = ǫ(γ2, δ) según Lema 4.4.1. Sean x e y puntos
de acumulación de xn e yn respectivamente. Observemos que

(xn, g
mn(xn)) y (yn, g

νn−mn(yn))

son γ2 segmentos hiperbólicos. Además gmn(xn) = yn y gνn−mn(yn) =
xn. Tomemos n1 tal que d(xn1 , x) < ǫ/2 y d(yn1 , y) < ǫ/2. Luego,
tomamos n2 tal que d(xn2 , x) < ǫ/2 y d(yn2 , y) < ǫ/2 y tal que se
verifica

γ
mn2
1 Cνn1−mn1 > λ

mn2+νn1−mn1
2 . (4.23)

Sea m := mn2 + νn1 −mn1. Entonces, por Lema 4.4.1 aplicado a los
segmentos (yn1, g

νn1−mn1 (yn)) y (xn2 , g
mn2 (xn)) existe p punto periódico

de g de peŕıodo m tal que

d(gj(p), gj(yn1)) < δ 0 ≤ j ≤ νn1 −mn1 − 1

y

d(gj+νn1−mn1 (p), gj(xn2)) < δ 0 ≤ j ≤ mn2.

Entonces, de (4.13), (4.16), (4.21), (4.22) y (4.23) concluimos que

λm1 <
λm2

(1 + c)m
≤

m−1
∏

i=0

‖Dg−1
Fj(g−i(p))

‖ ≤ γm2 (1 + c)m < 1 (4.24)

y
m−1
∏

i=0

‖DgEs
j (gi(p))‖ ≤ λm(1 + c)m < 1 (4.25)
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xn2

yn1

x y

yn2 = gmn2 (xn2)

xn1 = gν1−mn1 (yn1)

p

B(x, ǫ/2)

B(y, ǫ/2)

Figura 4.5:

Esto quiere decir que p tiene indice j. Por otra parte, si np es el peŕıodo de
p según f (observar que np ≥ m/m0 que es ≥ k0 si m es suficientemente
grande), entonces concluimos que, haciendo k = [n/m0],

k−1
∏

i=0

‖Df−m0/Fj(f
−im0(p))‖ > λk1 > λk0 > K0λ

k

contradiciendo (4.12). Aśı, llegamos a un absurdo y concluimos la prueba
del teorema.
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Caṕıtulo 5

El Universo Diff1(M ).

En los caṕıtulos previos describimos la dinámica de los sistemas hiper-
bólicos y además vimos que la hiperbolicidad caracteriza a los sistemas
que son C1- estables. Es natural preguntarse que “porción” ocupan los
sistemas hiperbólicos en el universoDiff1(M). En la década de los sesen-
ta se créıa o “soñaba” con que fueran la mayoŕıa. Sin embargo esto no es
aśı. En este caṕıtulo haremos una breve descripción de este fenómeno.
No pretendemos de ninguna forma ser exhaustivos en el estudio de difeo-
morfismos fuera del mundo hiperbólico, solamente queremos dar al lector
una pintura “a grosso modo” de cuales son los mecanismos y la com-
plejidad dinámica en este contexto. Para una descripción exhaustiva de
la dinámica fuera de la hiperbolicidad recomendamos al lector consultar
[PT] y [BDV].

5.1. Ciclos heterodimensionales

Al final de la década del 60 ya eran conocidos ejemplos robustamente
no hiperbólicos (por ejemplo [AS]), esto es, abiertos V ⊂ Diff1(M) tales
que ningún g ∈ V es hiperbólico (Axioma A o L-hiperbólico). La idea es
conseguir puntos periódico hiperbólicos de diferente ı́ndice que pertenez-
can a un conjunto transitivo de forma robusta. Cuando esto sucede no
podemos podemos tener hiperbolicidad global (recordar Teorema 2.5.1
y Observación 2.5.1).

Comencemos con la siguiente Proposición cuya demostración dejamos
como ejercicio:
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Proposición 5.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Sean Λ1 y Λ2

conjuntos hiperbólicos transitivos tales que

W s(Λ1)⊤∩W u(Λ2) 6= ∅ y W s(Λ2)⊤∩W u(Λ1) 6= ∅.

Entonces, Λ1 y Λ2 pertenecen a un conjunto transitivo.

El truco para conseguir los ejemplos antes mencionados es que la di-
mensión de W s(Λ) puede ser mayor que la dimensión de W s(x) para
x ∈ Λ! Es decir, si Λ es hiperbólico, y TΛM = Es⊕Eu con dimEs(x) = i
para todo x ∈ Λ puede suceder que dimW s(Λ) = i + 1. De hecho, si Λ
es el solenoide, entonces dimEs = 2 pero dimW s(Λ) = 3 pues Λ es
un atractor (observar que D × S1 ⊂ W s(Λ)). Si bien en este caso Λ es
un atractor, es fácil construir ejemplos donde no lo sea. Por ejemplo, si
f : T2 → T2 es Anosov, entonces f × f : T2 × T2 → T2 × T2 también
lo es. Sea p punto fijo de f. Entonces, si Λ = {p} × T2 es hiperbólico
transitivo, dimEsΛ = 2 pero W s(Λ) = W s(p) × T2 que tiene dimensión
3.

Pero entonces no es dif́ıcil imaginarse como construir los ejemplos
anteriores, tomando dos conjuntos hiperbólicos transitivos de diferente
ı́ndice que satisfagan las hipótesis de la Proposición anterior. En la Figu-
ra 5.1 tenemos f : M → M con dimM = 4, se tiene que un toro Λ1 =
T2 ⊂ M donde f/T2 es Anosov, pero dimW s(T2) = dimW u(T2) = 3 y
p es un punto fijo hiperbólico con dimW s(p) = 1 y dimW u(p) = 3. Y
W s(p) tiene una intersección transversal con W u(T2) y W u(p) tiene una
intersección transversal con W s(T2). Aplicando la proposición, se tiene
que p y T2 pertencen a un mismo conjunto transitivo. Pero como p y y
los puntos de T2 tienen diferente dimensión de su espacio estable, f no
puede ser Axioma A. Esta “construcción” es robusta por perturbaciones
C1, es decir existe V(f) entorno de f donde tenemos la misma situación.

Definición 5.1.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Decimos que f
tiene un ciclo heterodimensional si existen puntos periódicos hiperbólicos
p y q de diferente indice tal que

W s(p) ∩W u(q) 6= ∅ y W u(p) ∩W s(q) 6= ∅.

Notemos que si f tiene un ciclo, entonces algunas de las intersec-
ciones anteriores no es transversal. Luego, por el Teorema de Kupka-
Smale 1.4.2, esta situación no es genérica. Sin embargo este teorema no
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p

T2

W u(p)

W s(p)

W u(T2)

W s(T2)

Figura 5.1:

hace referencia a la dinámica global. De hecho, si en “ejemplo” ante-
rior tomamos q ∈ T2 periódico, entonces H(q, g) = H(p, g) para toda
g ∈ V (y densamente en V(f) se tiene un ciclo entre pg y qg via el Con-
necting Lemma). Es interesante observar que C1 genericamente, clases
homocĺınicas son disjuntas o coinciden ([CMP]).

Una pregunta natural es si ejemplos como el anterior se pueden lograr
de forma que toda la variedad sea un conjunto transitivo. Es decir, ¿ex-
isten abiertos U ⊂ Diff1(M) tales que si g ∈ U entonces es transitivo en
M y no es Anosov? Observar que por el Teorema 4.3.1 esto no es posible
en superficies. Sin embargo, si la dimensión de M es ≥ 3 entonces la
respuesta es afirmativa. El primer ejemplo es debido a M. Shub ([Sh2])
en T4. Mañe ([Ma4]) dio un ejemplo en T3. Finalmente C. Bonatti y L.
Diaz ([BD1]) dieron nuevos ejemplos en una clase amplia de variedades.
De cualquier forma, los difeomorfismos robustamente transitivos nece-
sariamente tienen una estructura débil de hiperbolicidad:

Teorema 5.1.1. [BDP] Sea f : M → M un difeomorfismo robusta-
mente transitivo, es decir, existe V(f) entorno de f en Diff1(M) tal
que todo difeomorfismo g ∈ V es transitivo. Entonces M admite de-
scomposición dominada TM = E ⊕ F.
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5.2. Fenómeno de Newhouse

y tangencias homocĺınicas

La obstrucción a la hiperbolicidad mediante ciclos no es posible obten-
erla en superficies. Sin embargo, a través de una serie de trabajos ver-
daderamente originales y novedosos, Newhouse ([N2], [N3],[N4]) pro-
bó que los sistemas hiperbólicos no son densos en Diff r(M) cuando M
es una superficie y r ≥ 2.

Definición 5.2.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Decimos que f
exhibe una tangencia homocĺınica si existe p punto periódico hiperbólico
tal que W s(p) y W u(p) tienen un punto de intersección no transversal.

Definición 5.2.2. Sea V ⊂ Diff r(M). Decimos que en V hay persis-
tencia de tangencias homocĺınicas si para cada g ∈ V existe un conjunto
Λg hiperbólico transitivo y maximal invariante (conjunto básico) y que
depende continuamento con g tal que existen x, y ∈ Λg de forma que
W s(x) y W u(y) tiene una intersección no trasversal.

Observamos que si V tiene peristencias de tangencias, entonces densa-
mente f exhibe una tangencia homocĺınica (asociada a punto periódico
hiperbólico). Enunciemos ahora el resultado de Newhouse:

Teorema 5.2.1. Sea f : M2 →M2 un difeomorfismo Cr, r ≥ 2 de una
superficie M2 que presenta una tangencia homocĺınica. Entonces existe
V ⊂ Diff r(M2), r ≥ 2 abierto tal que:

1. f ∈ V.

2. V tiene persistencia de tangencias.

3. Existe R residual en V tal que todo difeomorfismo g ∈ R tiene
infinitos puntos periódicos atractores (pozos) o todo difeomorfismo
g ∈ R tiene infinitos puntos periódicos repulsores (fuentes).

Este resultado muestra la complejidad dinámica que genera la pres-
encia de una tangencia homocĺınica. El resultado de Newhouse no es
conocido en la topologíıa C1 en superficies. Es un problema abierto aún
si los difeomorfismos Axioma A son C1 densos en superficies.

El resultado de Newhouse fue extendido a dimensiones mayores por J.
Palis y M. Viana ([PV]), bajo condiciones de disipación fuerte, y también
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en topoloǵıa Cr, r ≥ 2. Sin embargo, es conocido también en topoloǵıa
C1 :

Teorema 5.2.2. [BD2] Para cualquier variedad M con dimM ≥ 3
existe V ⊂ Diff1(M) abierto y R residual en V tal que si f ∈ R tiene
infinitos puntos periódicos atractores.

El ejemplo esta basado en la existencia de un ciclo robusto sin de-
scomposición dominada. En dimensión 3 se puede establecer lo siguiente:
existe un abierto V en Diff1(M) tal que para todo g ∈ V se tiene que

Existen dos puntos periódicos hiperbólicos p y q de indice 1 y 2
respectivamente (y que dependen continuamente de g)

p tiene un valor propio complejo σ, |σ| > 1.

q tiene un valor propio complejo µ, |µ| < 1.

H(p, g) = H(q, g).

La existencia de los valores propios complejos proh́ıbe que exista una
descomposición dominada (no trivial) en H(p) = H(q) (y hay persis-
tencia de tangencias!). El resultado anterior también entonces se puede
conseguir como consecuencia del siguiente:

Teorema 5.2.3. [BDP] Existe un conjunto residual R ⊂ Diff1(M) tal
que para todo difeomorfismo f ∈ R y un punto periódico p de f alguna
de las siguiente afirmaciones es verdadera:

H(p, f) esta contenida en la clausura de infinitos puntos periódicos
atractores o repuslores

H(p, f) admite una descomposición dominada.

5.3. La conjetura de Palis

Hemos visto que la obstrucción a la hiperbolicidad vienen basicamente
de dos fenómenos: existencia de ciclos heterodimensionales o existencia
de tangencias homocĺınicas. A finales de los años 80 J. Palis formula la
siguiente:

Conjetura: [PT] Sea f : M → M un difeomorfimos Cr. Entonces f
se puede Cr aproximar por un difeomorfismo g tal que:
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1. g tiene un ciclo heterodimensional.

2. g exhibe una tangencia homocĺınica

3. g es (escencialmente) hiperbólico.

Un difeomorfismo f es esencialmente hiperbólico si tiene una cantidad
finita de atractores hiperbólicos cuya cuenca de atracción es densa (o
de medida total) en la variedad. Todo difeomorfismo Axioma A o L-
hiperbólico satisface esta condición.

Como en superficies no hay existencia de ciclos tenemos la siguiente
formulación: Todo difeomorfismo de superficie se puede aproximar Cr

por un difeomorfismo g tal que

1. g exhibe una tangencia homocĺınica

2. g es (escencialmente) hiperbólico.

Tenemos el siguiente resultado que dice que la conjetura es cierta en
superficies en la topoloǵıa C1.

Teorema 5.3.1. [PuSa] Sea f : M →M un difeomorfismo, dimM = 2.
Entonces, f se puede aproximar C1 por un difeomorfismo g tal que

1. g exhibe una tangencia homocĺınica

2. g es Axioma A.

Recientemente, E. Pujals y S. Crovisier anunciaron la prueba de la
conjetura de Palis en la topoloǵıa C1 en cualquier dimensión.



Apéndice A

Nociones básicas de

dinámica

Definición A.0.1. Sea M un espacio métrico compacto. Un sistema
dinámico discreto en M es una F : Z×M →M continua tal que:

1. F (0, ·) = id

2. F (n,F (m,x)) = F (n+m,x), ∀n,m ∈ Z, ∀x ∈M .

Observación A.0.1. Si definimos para cada n ∈ Z el mapa Fn : M →
M por Fn(x) = F (n, x), tenemos que Fn ◦ Fm = Fn+m, ∀n,m ∈ Z. En
particular, f = F1 es un homeomorfismo (su inversa es f−1 = F−1) y se
cumple que Fn = fn. Por esto, un sistema dinámico discreto está gen-
erado por un homeo f : M →M .

Definición A.0.2. Un sistema dinámico continuo o flujo es una ϕ :
R×M →M continua tal que

1. ϕ(0, ·) = idM

2. ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t+ s, x), ∀t, s ∈ R, ∀x ∈M .

Observación A.0.2. Igual que en el caso continuo, si para cada t ∈ R
definimos ϕt : M →M por ϕt(x) = ϕ(t, x) se tiene que ϕt ◦ ϕs = ϕt+s,
∀t, s ∈ R.

Definición A.0.3. Sea x ∈M .
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1. Si f : M →M homeo, la órbita de x es O(x) = {fn(x) : n ∈ Z}.
La órbita futura de x es O+(x) = {fn(x) : n ≥ 0}.
La órbita pasada de x es O−(x) = {fn(x) : n ≤ 0}.

2. Si ϕ : R×M →M flujo, la órbita de x es O(x) = {ϕ(t, x) : t ∈ R}.
La órbita futura de x es O+(x) = {ϕ(t, x) : t ≥ 0}.
La órbita pasada de x es O−(x) = {ϕ(t, x) : t ≤ 0}.

Ejemplos:

1. M = S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ≈ R/Z. La identificación está dada
por exp : R/Z→ S1, con exp(t) = e2πit.
Definimos la rotación de ángulo α por Rα(x) = x+ α (mod 1) o,
equivalentemente, Rα(e

2πit) = e2πi(t+α).

2. Si Ω ⊂ Rn es un abierto y f : Ω → Rn es C1 tal que sup
x∈Ω

‖f(x)‖ <

∞. Consideramos la ecuación diferencial
·
x = f(x) (1). Tenemos

que ϕ(t, x) = ϕ(t, 0, x) = tiempo t de la solución de (1) que en 0
pasa por x es un flujo en Ω.

3. Sea M una variedad compacta y X : M → TM un campo de
vectores tangentes de clase C1. Usando cartas locales, encontramos
que por cada x ∈ M, ∃! ϕx : R → M tal que ϕx(0) = x y
∂ϕx(t)

∂t
= X(ϕx(t)), ∀t ∈ R. Si definimos ϕ(t, x) = ϕx(t) tenemos

un flujo en M .

4. Sea M = T2 = R2/Z2 y sea π : R2 → R2/Z2 la proyección
canónica. SeaX : R2 → R2 un campo de vectores tal queX((x, y)+
(n,m)) = X(x, y), ∀(n,m) ∈ Z2 (X define un campo de vectores
en T2). Sea ϕ : R×R2 → R2 el flujo asociado a X en R2. En-
tonces, se cumple que ϕt((x, y) + (n,m)) = ϕt(x, y) + (n,m), ∀t ∈
R, (x, y) ∈ R2, (n,m) ∈ Z2, ya que si definimos ψ(t) = ϕt(x, y) +

(n,m) =⇒
{ ·
ψ(t) = X(ψ(t))
ψ(0) = (x, y) + (n,m)

Luego, ϕt(x, y) + (n,m) =

ϕt((x, y) + (n,m)). Entonces ϕ̃ : R × T2 → T2, ϕ̃(t, π(x, y)) =
π(ϕ(t, (x, y))) es un flujo en T2.
Un caso particular muy importante es cuando X = cte = (1, α),
donde ϕ(t, x) = x+ t(1, α) y luego ϕ̃(t, π(x)) = π(ϕ(t, x)) se llama
flujo lineal de pendiente α en T 2.
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Definición A.0.4. Sea f : M →M un sistema dinámico discreto.

Un punto p ∈M se dice fijo si f(p) = p.

Un punto p ∈M se dice periódico si existe k ≥ 1 tal que fk(p) = p.
Se llama peŕıodo de p al mı́n{k ≥ 1 : fk(p) = p}.

La definición para flujos es:

Un punto p ∈ M se dice punto de equilibrio (o singularidad) si
ϕt(p) = p, ∀t ∈ R.

La órbita por p ∈M se dice periódica si nno es una singularidad y
existe t > 0 tal que ϕt(p) = p, para algún t > 0. Se llama peŕıodo
de p al mı́n{t > 0 : ϕt(p) = p}.

Definición A.0.5. Si f : M → M es un sistema dinámico discreto y
x ∈M , definimos el ω-ĺımite de x como

ω(x, f) = {y ∈M : ∃nk → +∞ tal que fnk(x) → y}.

Análogamente, definimos el α-ĺımite de x como

α(x, f) = {y ∈M : ∃nk → −∞ tal que fnk(x) → y}.

Observación A.0.3. α(x, f) = ω(x, f−1).

Las definiciones para flujos son:

ω(x) = {y ∈M : ∃tk → +∞ tal que ϕ(tk, x) → y} y

α(x) = {y ∈M : ∃tk → −∞ tal que ϕ(tk, x) → y}

Observamos que

1. Si f : M →M y p es un punto periódico, entonces, ω(p) = α(p) =
O(p).

2. Sea f : R → R homeomorfismo creciente y x ∈ R. Entonces,
ω(x) = ∅ o ω(x) es un punto fijo.
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Definición A.0.6. Un subconjunto A ⊂M se dice invariante si
{

f(A) = A (caso s.d.d.)
ϕt(A) = A, ∀t ∈ R (caso flujo).

Observación A.0.4. Si A es invariante, entonces fm(A) = A, ∀m ∈ Z.

Proposición A.0.1. ω(x) y α(x) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostración: Lo hacemos en el caso f : M →M .
Observemos que ω(x) =

⋂

k≥1

{fn(x) : n ≥ k}. Luego, ω(x) es cerrado.

Si y ∈ ω(x) =⇒ ∃nk → +∞ tal que fnk(x) → y. Sea m ∈ Z. Entonces
fnk+m(x) → fm(y) =⇒ fm(y) ∈ ω(x).
La demostración para el caso de flujos es análoga.

Proposición A.0.2. Sea ϕ flujo y O+(x) compacto. Entonces, ω(x) es
conexo.

Demostración: ω(x) =
⋂

t≥0
{ϕ(t, x) : t ≥ 0} es una intersección decre-

ciente de compactos conexos. Luego, es conexa.

Proposición A.0.3. Si f : M → M (con M compacto). Entonces
ω(x) no se puede descomponer en dos subconjuntos cerrados, no vaćıos,
disjuntos e invariantes. Es decir, si ω(x) = A∪B, con A, B cerrados e
invariantes y A ∩B = ∅, entonces A = ∅ o B = ∅.
Demostración: Supongamos que podemos escribir a ω(x) = A ∪B, con
f(A) = A y f(B) = B, A y B cerrados, no vaćıos y disjuntos. Sean U1

y V1 abiertos disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. Sea,
U = f−1(U1) ∩ U1, V = f−1(V1) ∩ V1. Ambos son abiertos y disjuntos,
A ⊂ U , B ⊂ V . Si y ∈ U =⇒ f(y) ∈ U1, y si y ∈ V =⇒ f(y) ∈ V1.
Como A ⊂ ω(x) =⇒ ∃n1 tal que fn1(x) ∈ U . Sea m1 = mı́n{m > n1 :
fm(x) /∈ U} (existe pues B ⊂ ω(x)). Se verifica que fm1(x) /∈ V (ya
que fm1(x) ∈ U1). Análogamente, ∃n2 > m1 tal que fn2(x) ∈ U . Sea
m2 = mı́n{m > n2 : fm(x) /∈ U}. En general, dado nk > mk−1 tal
que fnk(x) ∈ U , construimos que mk = mı́n{m > nk : fm(x) /∈ U}. Se

verifica que:







mk → +∞
fmk(x) ∈ Ac

O+(x) es compacto

=⇒ ω(x) ∩ (U c ∩ V c) 6= ∅, y esto

es un absurdo.
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Definición A.0.7. Sea f : M → M un sistema dinámico. Un punto
x ∈ M es no-errante si ∀U entorno de x, se tiene que ∃n ≥ 1 tal que
fn(U) ∩ U 6= ∅.
Si ϕ : R×M →M es un flujo, decimos que x ∈M es no-errante si ∀U
entorno de x, ∃t ≥ 1 tal que ϕt(U) ∩ U 6= ∅.

Notamos Ω(f) = {x ∈M : x es no errante}, y lo llamamos conjunto no
errante.

Observación A.0.5.

Ω(f) es cerrado e invariante.

Si p es periódico =⇒ p ∈ Ω(f).

Si x ∈M =⇒
{

ω(x) ⊂ Ω(f)
α(x) ⊂ Ω(f)

Definición A.0.8. Sea f : M → M un homeomorfismo. Definimos el
conjunto ĺımite de f como

L(f) =
⋃

x∈M
(α(x) ∪ ω(x)).

Definición A.0.9. Sea f : M →M un sistema dinámico. Sea x, y ∈M
y ǫ > 0. Una ǫ-cadena de x a y es un conjunto finito {x0, ..., xn} tal que
x0 = x, xn = y y d(f(xi), xi+1) < ǫ para 0 ≤ i < n.

Decimos que x es recurrente por cadenas si para todo ǫ > 0 existe
una ǫ-cadena de x a x. El conjunto recurrente por cadenas R(f) es el
conjunto de los puntos recurrentes por cadenas

Proposición A.0.4. El conjunto R(f) es compacto e invariante. Ade-
más R(f/R(f)) = R(f).

Demostración. Ejercicio.

Observación A.0.6. Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f) ⊂ R(f).

Dinámica de la Rotación: Consideremos Rα(x) = x + α (mod 1).
Distinguimos dos casos:
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1. Caso α ∈ Q : sea α =
p

q
, con (p, q) = 1 =⇒ Rqα(x) = x + p ≡

x (mod 1).

Entonces, x es periódico (y de peŕıodo q !). Luego, Ω(f) = S1 y
todo punto es periódico con el mismo peŕıodo.

2. Caso α /∈ Q : primero observemos que Rα no tiene puntos periódi-
cos:
si Rnα(x) = x =⇒ x + nα ≡ x (mod 1) =⇒ nα ≡ 0 (mod 1) =⇒
α ∈ Q. Sea x ∈ S1 =⇒ ω(x) ⊂ S1 compacto e invariante. Supong-
amos que ω(x)  S1 =⇒ S1\ω(x) =

⋃

j∈N

Ij, donde cada Ij es

una componente conexa de S1\ω(x). Observemos que como Rα
es un homeo, tenemos que Rα(In) = In′ con n 6= n′. Más aún:
Rnα(Ij) ∩ Rmα (Ij) = ∅, ∀n,m tales que n 6= m (de lo contrario, ex-
istiŕıa un punto periódico). Sin embargo, |Rnα(Ij)| = |Rmα (Ij)|, ya
que Rα es un movimiento ŕıgido.

Conclusión: ω(x) = S1, ∀x ∈ S1. Es decir, Ω(Rα) = S1 y toda
órbita (futura) es densa.

Dinámica del Flujo Lineal en T2: Tenemos el campo en R2 dado por
Xα(x) = (1, α). Luego, ϕαt = x + t(1, α) es el flujo de Xα en el plano.
Sea ϕ̃αt (x) = π(ϕαt ) el flujo lineal en T2.
Observamos que {0} × S1 es transversal al flujo (i.e., todas las órbitas
cortan (transversalmente) a {0} × S1. Si x ∈ {0} × S1, fijémonos en el
“primer retorno”, es decir, la primera vez (en el futuro) en que la órbita
por x corta a {0}×S1. Vemos que ϕ1(0, x) = (0, x)+ (1, α) = (1, x+α).
Luego, R(x) = (x + α) (mod 1). Es decir, el retorno es la rotación de
ángulo α.
Conclusión:

1. Si α ∈ Q, entonces todas las órbitas del flujo lineal ϕ̃αt son periódi-
cas. Ω(ϕ̃α) = T2 y ω(x) = α(x) = O(x).

2. Si α /∈ Q, entonces todas las órbitas del flujo lineal ϕ̃αt son densas.
Ω(ϕ̃α) = T2 y ω(x) = α(x) = T2, ∀x.

Corolario A.0.1. Si r es una recta de pendiente irracional en R2, en-
tonces π(r), su proyección en T 2, es densa.
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Definición A.0.10. x ∈ M se dice recurrente en el

{

futuro
pasado

}

si
{

x ∈ ω(x)
x ∈ α(x)

}

. Si x es recurrente en el futuro y en el pasado, decimos

que x es recurrente.

Ejemplos:

1. Si p es periódico =⇒ p es recurrente.

2. Todo punto es recurrente según la rotación Rα, ∀α ∈ R.

3. Todo punto es recurrente según el flujo lineal ϕ̃α, ∀α ∈ R.

A.1. Transitividad

Definición A.1.1. Sean M espacio topológico y f : M → M un s.d.
Decimos que f es transitivo si ∃x ∈M tal que O(x) = M .

Observación A.1.1. Si M no es discreto, entonces f es transitivo ⇐⇒
∃x tal que ω(x) = M o α(x) = M .

Demostración: (⇐=) Obvio.
(=⇒) Como M no es discreto y O(x) = M , concluimos que x ∈ ω(x) o
x ∈ α(x). Entonces, O(x) ⊂ ω(x) o O(x) ⊂ α(x).

Proposición A.1.1. Sean M espacio métrico completo (separable) sin
puntos aislados y f : M →M un s.d. Son equivalentes:

1. f es transitivo

2. dados A y B abiertos ∃n ≥ 0 tal que fn(A) ∩B 6= ∅.

3. ∃R1 residual tal que ω(x) = M , ∀x ∈ R1.

4. ∃R2 residual tal que α(x) = M , ∀x ∈ R2.

Demostración: 1) =⇒ 2) Sea x ∈ M tal que O(x) = M =⇒ ω(x) = M
o α(x) = M . Supongamos que α(x) = M =⇒ ∃n1 tal que fn1(x) ∈ B y
∃n2, con n2 < n1 tal que fn2(x) ∈ A =⇒ fn1−n2(A) ∩B = ∅.
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2) =⇒ 3) Sea {Bn : n ≥ 1} una base numerable de la topoloǵıa. Defin-
imos An = {y ∈M : fm(y) ∈ Bn para algún m ≥ 0}. Luego, An es a-
bierto y denso (por 2)). Tenemos que R1 =

⋂

n
An es residual. Sea x ∈ R1

y sea U abierto =⇒ ∃n tal que Bn ⊂ U . Luego, como x ∈ An, ∀n ten-
emos que ∃m tal que fm(x) ∈ Bn ⊂ U =⇒ ω(x) = M .

3) =⇒ 1) obvio.

La equivalencia con 4) es 1), 2), 3) con g = f−1.

Corolario A.1.1. f : M → M es transitivo ⇐⇒ si A ⊂ M es abierto,
transitivo e invariante entonces A = M .

Observación A.1.2. Si f : M → M es transitivo y ϕ : M → R

continua es tal que ϕ ◦ f = ϕ =⇒ ϕ = cte.

Demostración: Sea x0 tal que Ox0 = M =⇒ ϕ(fn(x0)) = ϕ(x0), ∀n ∈
Z =⇒ ϕ es constante en un conjunto denso =⇒ ϕ = cte.

A.2. El shift de Bernoulli

Definición A.2.1. f : M → M un homeomorfismo. Decimos que f es
expansivo si ∃α > 0 tal que si d(fn(x), fn(y)) ≤ α, ∀n ∈ Z =⇒ x = y
(α es llamada constante de expansividad).

Definición A.2.2. Sea f : M → M un homeomorfismo. Decimos que
f es topológicamente mixing si dados U, V abiertos cualesquiera, existe
m > 0 tal que fn(U) ∩ V 6= ∅ ∀n ≥ m.

Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y to-
pológicamente mixing.

SeaM = Σ = {0, 1}Z. En {0,1} colocamos la topoloǵıa discreta y dota-
mos a Σ con la topoloǵıa producto. Luego, Σ es compacto. Si definimos

d({xn}, {yn}) =
∑

n∈Z

|xn − yn|
2|n|

, obtenemos una métrica en Σ compatible

con la topoloǵıa. Dado {xn} ∈ Σ y N ∈ N, definimos el N -entorno de
{xn} como

N({xn}) = {{yn} ∈ Σ : yn = xn si |n| ≤ N}.
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Se verifica que N({xn}) constituye una base de entornos de {xn}. Defin-
imos el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos śımbolos) al
homeomorfismo σ : Σ → Σ tal que σ({xn}) = {yn} donde yn = xn+1,
∀n ∈ Z.

Teorema A.2.1. Sea σ : Σ → Σ el shift de Bernoulli. Entonces:

1. σ es expansivo

2. Per(σ) = Σ

3. σ es transitivo y topológicamente mixing.

4. Para cualquier {xn} ∈ Σ su conjunto estable

W s({xn}) = {{yn} : d(σj({yn}), σj({xn})) →j 0}

e inestable

W u({xn}) = {{yn} : d(σj({yn}), σj({xn})) →j→∞ 0}

son ambos densos en Σ.

Demostración: 1. Si {xn} 6= {yn} =⇒ ∃m ∈ Z tal que xm 6= ym =⇒
d(σ−m({xn}), σ−m({tn})) ≥ 1. Luego, cualquier α < 1 es con-
stante de expansividad.

2. Sea {xn} ∈ Σ cualquiera y fijemos un N entorno de {xn}. Defini-
mos {yn} como yn = xn si |n| ≤ N y de forma periódica, es decir,
yk(2N+1)+j = yj si −N ≤ j ≤ N.

3. Sean {xn} y {yn} dos puntos de Σ y fijemos U, un N1 entorno de
{xn}, y V, un entorno N2 de {yn}. Tomemos m > N1 + 2N2 + 1
y sea k ≥ m cualquiera. Definimos {zn} tal que: zn = xn si |n| ≤
N1, zk+n = yn si |n| ≤ N2. Resulta entonces que σk(U) ∩ V 6= ∅.

4. Basta observar

W s({xn}) = {{yn} : yn = xn, ∀n ≥ k para algún k ∈ Z}

y

W u({xn}) = {{yn} : yn = xn, ∀n ≤ k para algún k ∈ Z}.
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A.3. Equivalencia dinámica

Terminamos este caṕıtulo definiendo cuando dos sistemas dinámicos
son ı̈guales”.

Definición A.3.1. Sean f, g : M → M dos sistemas dinámicos. Dec-
imos que son conjugados si existe un homeomorfismo h : M → M tal
que h ◦ f = g ◦ h.

Para el caso de flujos tenemos las siguientes definiciones.

Definición A.3.2. Sean φt, ψt dos flujos en M . Decimos que son con-
jugados si existe h : M →M homeomorfismo tal que h◦φt = ψt ◦h para
todo t ∈ R.

Se dice que los flujos φt, ψt son orbitalmente equivalentes si existe
h : M →M tal que h(Oφt(x)) = Oψt(h(x)).

La conjugación entre sistemas dinámicos preserva todas las propieda-
des dinámicas, por ejemplo:

Teorema A.3.1. Sea M compacto y sean f : M → M y g : M → M
dos homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M → M
Entonces:

1. p es periódico por f sii h(p) es periódico por g.

2. p es recurrente por f sii h(p) es recurrente por g.

3. h(ω(x, f)) = ω(h(x), g).

4. h(Ω(f)) = Ω(g).

5. f es transitivo sii g es transitivo.

6. f es topológicamente mixing sii g es topológicamente mixing.

Demostración. Ejercicio
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