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Prodlogo

Estas notas han sido escritas para la Escuela de Matemédticas para Améri-
ca Latina y el Caribe, EMALCA, que se celebrard en la ciudad de Medellin,
Colombia, entre el 12 y el 23 de Junio de 2017. Nuestra idea es que las notas
sirvan como complemento de las clases que seran ministradas durante la escuela.
Manifestamos aqui nuestros sinceros agradecimientos a los organizadores de la

escuela, por la oportunidad concedida.

Hemos organizado estas notas en dos partes, de tres capitulos cada una. La
primera parte (Parte I) es una introduccién al estudio de los sistemas dindmicos
a través del espacio de fases mas simple: el circulo. En el Capitulo 1 introducimos
definiciones y ejemplos basicos de la teorfa. En el Capitulo 2 nos enfocamos en
homeomorfismos del circulo, y discutimos su principal invariante dinamico: el
nimero de rotacién. En el Capitulo 3 estudiamos difeomorfismos del circulo,
tanto desde el punto de vista de la clasificacién topoldgica, cuanto desde el
punto de vista de la estabilidad estructural. Cada capitulo de esta primera
parte finaliza con una lista de ejercicios (Préctico).

En la segunda parte de estas notas (Parte II) enunciaremos resultados de
rigidez geométrica, tanto para difeomorfismos del circulo como para mapas con
puntos criticos. En el Capitulo 4 recordamos algunas nociones béasicas de apro-
ximacioén de nimeros irracionales por fracciones continuas, que serdan utiles para
enunciar algunos teoremas recientes de rigidez de difeomorfismos, cosa que ha-
remos en el Capitulo 5. En el Capitulo 6 estudiamos homeomorfismos suaves
del circulo que presentan puntos criticos. Los capitulos de esta segunda parte
son de caracter mas informativo (en comparacién con aquellos de la Parte I),
y los asuntos discutidos son un poco mas complejos. Por ello, los capitulos de

esta segunda parte no tienen ejercicios sugeridos.
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El libro [8] es una agradable introduccién a los sistemas dindmicos. Como
referencias mas generales de sistemas dindmicos sugerimos los libros [29] y [41].
Los libros [3], [50] y [59] también son excelentes referencias, aunque mas avan-
zadas. El libro [46] es la referencia clasica de dindmica unidimensional real,

mientras que para dindmica en una dimensién compleja destacamos [44] y [47].

Estaremos muy agradecidos si los lectores nos envian sugerencias, correccio-

nes o comentarios para pablo_guarino@id.uff.br y/o samba@cmat.edu.uy.

Pablo Guarino Martin Sambarino
Universidade Federal Fluminense Universidad de la Republica

Niteréi, Rio de Janeiro, Brasil Montevideo, Uruguay



Parte 1

Aspectos combinatorios y

topologicos



Capitulo 1

Conceptos basicos en

dinamica

1.1. Introduccion

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topoldgico (de Hausdorff, métrico, com-
pleto, etc). Un sistema dindmico discreto en M es una funcién continua F' :
Z x M — M tal que:

1. F(0,)=1id

2. F(n,F(m,z))=F(n+m,z),VnmeZ VxecM.
Observacion 1.1.1. Si definimos para cada n € Z el mapa F, : M — M por
F,(x) = F(n,x), tenemos que F, o F,,, = Fy1, V n,m € Z. En particular,
f = Fi es un homeomorfismo (su inversa es f~' = F_;) y se cumple que

F, = f™. Por esto, un sistema dindmico discreto estd generado por un homeo
f:M— M.

Definicién 1.1.2. Un sistema dindmico continuo o flujo es una funcién conti-

nua ¢ : R x M — M tal que

2. p(t,p(s,2)) =p(t+s,3),Vt,s R, Vo e M.
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Observacion 1.1.2. Igual que en el caso continuo, si para cada ¢ € R definimos

ot : M — M por ¢:(z) = ¢(t, ) se tiene que p; 0 @5 = Yits, V1,5 € R.

Definicion 1.1.3. Sea z € M.

1.

Si f: M — M homeo, la drbita de x es O(z) = {f"(x) : n € Z}.
La drbita futura de x es OF (z) = {f™(z) : n > 0}.
La drbita pasada de x es O~ (z) = {f™(z) : n < 0}.

Si¢: R x M — M flujo, la drbita de x es O(z) = {p(t,x) : t € R}.
La drbita futura de z es O (z) = {p(t,z) : t > 0}.
La drbita pasada de z es O~ (x) = {p(t,z) : t <0}.

Ejemplos:

1.

M =8'"={z¢€ C: |z] =1} ~ R/Z. La identificacién estd dada por
exp: R/Z — S, con exp(t) = ™.
Definimos la rotacion de dngulo o por Ry(xz) = z + a (mod 1) o, equiva-

lentemente, R, (e?™) = ?milt+a),

Si Q C R™ es un abierto y f : © — R"™ es C! tal que sup ||f(z)|| < oo,
z€Q

consideramos la ecuacién diferencial z = f(x). (1)
Tenemos que (t, ) = ¢(t,0, ) = tiempo ¢ de la solucién de (1) que en 0

pasa por x es un flujo en .

Sea M una variedad compacta y X : M — TM un campo de vectores

tangentes de clase C'. Usando cartas locales, encontramos que por cada
Op.(t

x€M, 3! p, : R — M tal que p,(0) =z y @gt( ) = X(pz(t)),VteR.

Si definimos ¢(t, ) = ¢ (t) tenemos un flujo en M.

. Sea M = T? = R?/Z% y sea m : R? — R?/Z? la proyeccién canénica.

Sea X : R? — R? un campo de vectores tal que X((z,y) + (n,m)) =
X(x,y), ¥V (n,m) € Z* (X define un campo de vectores en T?). Sea
¢ : R x R? = R? el flujo asociado a X en R2. Entonces, se cumple que
ou(2,9) + (1,m)) = @ul,9) + (m,1), ¥ £ € R, (2,9) € B2, (n,m) € 22,
P(t) = X(¥(1))

$(0) = (z,y) + (n,m)
Luego, ¢:(x,y) + (n,m) = ¢;((z,y) + (n,m)). Entonces @ : R x T? — T2,
o(t,m(z,y)) = 7(@(t, (x,y))) es un flujo en T2.

ya que si definimos 1 (t) = ¢i(z, y)+(n,m) =
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Un caso particular muy importante es cuando X = cte = (1,«), donde
o(t,x) =z +t(1,0) y luego (t, m(x)) = n(@(t, z)) se lama flujo lineal de

pendiente o en T2.
Definicién 1.1.4. Sea f: M — M un sistema dinamico discreto.
= Un punto p € M se dice fijo si f(p) = p.

= Un punto p € M se dice periddico si existe k > 1 tal que f*(p) = p. Se
llama periodo de p al min{k >1: fk(p) =p}.

La definicién para flujos es:

= Un punto p € M se dice punto de equilibrio (o singularidad) si pi(p) = p,
ViteR.

= La 6rbita por p € M se dice periddica si existe t > 0 tal que ¢(p) = p,
para algtin ¢ > 0. Se llama periodo de p al min{t > 0: @:(p) = p}.

Recordemos que la o-algebra de Borel en M es la generada por sus conjuntos

abiertos. Una probabilidad es una medida de Borel 1 en M tal que u(M) = 1.

Definicién 1.1.5. Una probabilidad x es invariante por f si p(f~(A)) = p(A)
para todo conjunto de Borel A C M. En este caso, decimos también que f

preserva .

Ejemplos 1. 1. Una medida de Dirac §, es invariante por un homeomorfismo

f si, y solo si, p es un punto fijo de f.
2. La medida de Lebesgue en el circulo es invariante para cualquier rotacién.

3. Sea f : U — U un difeomorfismo de clase C' de un abierto U C R".
Entonces f preserva la medida de Lebesgue si, y solo si, ‘ det Df(x)| =1

para todo x € U (este ejemplo generaliza el anterior).

Definicién 1.1.6. Si f : M — M es un sistema dindmico discreto y z € M,

definimos el w-limite de x como
wz, f)={ye M: Iny — +oo tal que f**(z) — y}.
Anélogamente, definimos el a-limite de x como

alz, f)={ye M : Inpy — —oo tal que f**(x) — y}.
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Observacion 1.1.3. a(z, f) = w(x, f~1).
Las definiciones para flujos son:
w(x)={ye M: Ftr, — +oo tal que p(tr,z) — y}y
alr)={ye M: Ity — —oo tal que p(tg,x) — y}
Observamos que
1. Si f: M — M y p es un punto periédico, entonces, w(p) = a(p) = O(p).
2. Sea f : R — R homeomorfismo creciente y = € R. Entonces, w(z) = 0 o

w(zx) es un punto fijo.

Definicién 1.1.7. Un subconjunto A C M se dice invariante si

f(A) = A (caso s.d.d.)
or(A) = A, Vt €R (caso flujo).

Observacién 1.1.4. Si A es invariante, entonces f™(A) = A,V m € Z.

Proposicién 1.1.1. w(z) y a(z) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostracion. Lo hacemos en el caso f: M — M.

Observemos que w(z) = () {f™(z) : n > k}. Luego, w(x) es cerrado.
k>1

Siy e w@) = 3 np — 400 tal que f™(x) —> y. Sea m € Z. Entonces
from(@) — f(y) = f(y) € w(z).
La demostracion para el caso de flujos es analoga. O

Proposicién 1.1.2. Sea ¢ flujo y O (x) compacto. Entonces, w(z) es conezo.

Demostracion. w(x) = (] {¢(t,z): t > 0} es una interseccién decreciente de
>0
compactos conexos. Luego, es conexa. O

Proposicién 1.1.3. Si f: M — M (con M espacio regular) y Ot (x) es com-
pacta, entonces w(x) no se puede descomponer en dos subconjuntos cerrados, no
vacios, disjuntos e invariantes. Es decir, si w(x) = AU B, con A, B cerrados e

invariantes y AN B =0, entonces A=0 o B ={.
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Demostracion. Supongamos que podemos escribir a w(x) = AUB, con f(A) = A
y f(B) = B, Ay B cerrados, no vacios y disjuntos. Sean U; y V; abiertos
disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. Sea, U = f~*(U;y) N Uy,
V = f~1(V1) N V1. Ambos son abiertos y disjuntos, A C U, B C V. Si y €
U= fly) elU,ysiyeV = f(y) € V5. Como A C w(x) = I ny tal que
f™(z) € U. Sea my = min{m > ny : f™(z) ¢ U} (existe pues B C w(x)). Se
verifica que f™ (z) ¢ V (ya que f™(z) € Uy). Anédlogamente, 3 ny > my tal
que f"2(z) € U. Sea ma = min{m > ny : f™(x) ¢ U}. En general, dado ny >
my—1 tal que f™*(z) € U, construimos que my = min{m > ny : f™(z) ¢ U}.
mi — +00
Se verifica que: fme(x) € A° = w(z)N(U°NVE) #0, y esto es un
O+ (z) es compacto
absurdo. O

1.2. Recurrencia y Ergodicidad

Definicién 1.2.1. Decimos que una probabilidad u, invariante por f, es ergodi-

ca si para todo conjunto de Borel A C M invariante por f se tiene que pu(A) €
{0,1}.

Ejemplo 1. Si p € M es un punto fijo de f, entonces la medida de Dirac 4,
es ergddica. Mas en general, se {p1,p2,...,pn} s una érbita periddica de f de
j=n
periodo n, la medida — Z dp,; es ergédica. En otras palabras, el conjunto de las
n :
j=1
Orbitas periddicas de f se inyecta en el conjunto de sus medidas ergddicas.
Observacion 1.2.1. No es dificil mostrar que todo sistema dindmico continuo en
un espacio métrico compacto (incluso aquellos que no presentan ninguna érbi-
ta periddica) admite probabilidades ergddicas (vea, por ejemplo, [29, Teorema

4.1.11]).

Ejemplo 2. Toda rotacion irracional en el circulo es ergddica al respecto de la

medida de Lebesgue, vea la Proposiciéon 1.2.2 mas adelante.

Observacion 1.2.2. Incluso ante la presencia de abundantes érbitas periddicas,
suelen existir medidas ergdédicas mucho mas interesantes que las medidas atémi-
cas senaladas en el Ejemplo 1. Este es el caso del ejemplo que vamos a describir

en la Seccién 1.6.3: las érbitas periddicas son densas en el espacio ambiente (el
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toro T? = R?/Z?), y al mismo tiempo la medida de Lebesgue en T? es ergédica.
El mismo fenémeno sucede con el Mapa de Gauss que discutiremos en el Capitu-
lo 4: las dérbitas periddicas también son densas en el espacio ambiente (en este
caso, el intervalo [0, 1]), pero existe una medida ergédica mucho mas interesante,
llamada medida de Gauss, que es equivalente a la medida de Lebesgue (vea la

Seccién 4.1).

Ejemplo 3. No lo discutiremos aqui, pero puede mostrarse que si M es una
variedad Riemanniana compacta con curvatura seccional negativa, entonces su
flujo geodésico es ergddico para la medida natural (llamada medida de Liouville)
en el fibrado tangente unitario de M (este es un famoso resultado debido a
Anosov, vea [29, Seccién 5.4.f] para el caso particular en que M es una superficie,

mostrado anteriormente por Hopf).

Definicién 1.2.2. Sea f: M — M un sistema dindmico. Un punto x € M es
no-errante si V U entorno de x, se tiene que 3 n > 1 tal que f™(U)NU # 0.
Sip:Rx M — M es un flujo, decimos que « € M es no-errante si V U entorno
de z, 3¢ > 1 tal que p:(U)NU # .

Notamos Q(f) = {x € M : x es no errante}, y lo llamamos conjunto no errante.

Observacion 1.2.3.
= (f) es cerrado e invariante.
= Si p es periédico = p € Q(f).

cQ
" Size M = w(@) ()
a(z) C Q(f)
Definimos el soporte de una medida p como supp(u) = {z € M : p(U) >
0 para todo abierto U > z}. Note (o demuestre) que supp() es compacto y que
M \ supp(p) tiene medida nula. Ademds, cualquier conjunto de medida total es

denso en supp(p).

Proposicion 1.2.1. Sea f: M — M un homeomorfismo y sea u una probabi-

lidad invariante por f. Entonces supp(p) C Q(f).

Demostracion. Si x € M es errante, existe un abierto V' C M que lo contiene
tal que f™(V) N f™(V) = 0 para todo n % m. En particular pi( Upen f™(V)) =
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Snen L(fM(V)) = X, en(V), por la invariancia. Como p( Upen f™(V)) <
(M) = 1, se deduce que la serie )y u(V') es convergente. Luego u(V') = 0,

y entonces x ¢ supp(u). O

Definicién 1.2.3. Sea f: M — M un homeomorfismo. Definimos el conjunto

limite de f como

L(f) = | (alz) Vo(x).

xeM
Observacién 1.2.4. Per(f) C L(f) C Q(f).

Dinamica de la Rotacién: Consideremos R, (z) = z 4+ a (mod 1). Distingui-

mos dos casos:
1. Caso a €Q: seaazg,con (p,q) =1= Ri(x) =x+p=2x (mod 1).
q

Entonces, z es periédico (y de perfodo q). Luego, Q(f) = S* y todo punto

es perioddico con el mismo periodo.

Como vimos anteriormente, toda rotacién (en particular las de dngulo ra-
cional) preserva la medida de Lebesgue. Note, sin embargo, que la medida
de Lebesgue no es ergddica en el caso racional (jpor qué?). Por otro lado,

como también ya fue observado, dado cualquier z € S*, la medida atémica
q—1

1
— Z 5R£(I) si es ergddica.
4=

2. Caso a ¢ Q : primero observemos que R, no tiene puntos periédicos:
si Rl(z) =2 = z4+na =2 (mod1l) = na =0 (mod 1) = «a €
Q. Sea v € S! = w(z) C S* compacto e invariante. Supongamos que

w(x) ¢ §' = S"\w(z) = U I;, donde cada I; es una componente
JEN
conexa de S'\w(z). Observemos que como R,, es un homeo, tenemos que

R,(I,) = I, con n # n'. Mds ain: R!(I;) N RZ(I;) = 0, ¥ n,m tales
que n # m (de lo contrario, existirfa un punto periédico). Sin embargo,
|R2(I;)| = |R2(I;)], ya que R, es un movimiento rigido.

Conclusion: w(z) = S,V x € S'. Es decir, Q(R,) = S! y toda érbita
(futura) es densa. Desde el punto de vista ergddico se tiene el siguiente

resultado:

Proposicion 1.2.2. La medida de Lebesgue es la unica medida invariante

de una rotacion irracional, y es ergddica.
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Cuando un sistema dindmico posee apenas una medida invariante, decimos
que es unicamente ergddico (note que, a partir de la Observacién 1.2.1,

esa unica medida invariante es, automaticamente, ergddica).

Existen muchas maneras de probar directamente la ergodicidad enunciada
en la Proposicién 1.2.2 (vea [29, Seccién 4.2.a] por una prueba basada en
aspectos elementales de Analisis de Fourier, similares a los que usaremos
en la Proposicién 1.4.2 mas adelante). La prueba que daremos aqui utiliza
la nocién de punto de densidad de Lebesgue de un conjunto de medida

positiva.

Demostracion de la Proposicion 1.2.2. Sea oo € [0,1] \ Q y sea R, la ro-
tacién de angulo « en el circulo. El enunciado posee tres afirmaciones:
que la medida de Lebesgue A en el circulo es invariante, ergddica y tnica.
La invariancia vale para cualquier rotacién. Para probar la ergodicidad
supongamos, por contradiccién, que existen dos conjuntos de Borel A y
B en el circulo que son disjuntos, R,-invariantes y ambos con medida de

Lebesgue positiva. Sea zg € S un punto de densidad de A, esto es:

lim{A((x0€7x0+E)mA)}:1.

e—0 2e

De la cadena de igualdades:
M(R2(z0) — &, R (o) + &) NA) = MR (zo — €, 20 + &) N A)
/\(RZ((JJQ —g,xz0+e)N A))
= )\((1}0 —&,20 + E) N A),

deducimos que, para todo n € N, Ry (z() también es un punto de densidad
de A. Analogamente, sea 3o € S' un punto de densidad de B. Dado

0 € (3/4,1) sea € > 0 suficientemente pequefio para tener:
)\((xo —&,x0+e)N A) >20 y )\((yo —&,y +¢&)N B) > 2ed

simultaneamente. Siendo que «a es irracional, la érbita {RZ(xO)}n ey €8

densa en el circulo (y todos sus puntos son de densidad de A, como ya

fue observado). En particular, podemos asumir que xg € (yo — €,yo + €).
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Recordando que A y B son disjuntos se obtiene que:

2¢6 < M(yo — €,50 +€) N B)
<XM(yo —e,y0+e)U(mo—e,m0+¢)) — A((mo — &,20 + &) N A)
< 3e —2¢6.

Esto implica que § < 3/4, lo cual es una contradiccién. Luego, toda rota-
cion irracional es ergddica al respecto de la medida de Lebesgue. Para la

prueba de la unicidad, vea el Ejercicio 12 al final de este capitulo. O

Dinamica del Flujo Lineal en T?: Tenemos el campo en R? dado por

Xao(x) = (1,). Luego, ¢ = x + t(1,a) es el flujo de X, en el plano. Sea
g;f‘(x) = 7(p$) el flujo lineal en T2.
Observamos que {0} x S! es transversal al flujo (i.e., todas las érbitas cortan
(transversalmente) a {0} x S*. Si z € {0} x S*, fijémonos en el “primer retorno”,
es decir, la primera vez (en el futuro) en que la érbita por x corta a {0} x S*.
Vemos que ¢1(0,2) = (0,2)+(1,«) = (1,z+«). Luego, R(z) = (z+«) (mod 1).
Es decir, el retorno es la rotacién de angulo «.

Conclusion:

1. Si a € Q, entonces todas las érbitas del flujo lineal <pN§‘ son periédicas.
Qp*) =T y w(z) = a(z) = O(x).

2. Sia ¢ Q, entonces todas las 6rbitas del flujo lineal cpwf‘ son densas. Q(cpNO‘) =
T? y w(z) = az) = T?, V z.

Corolario 1.2.1. Si r es una recta de pendiente irracional en R2, entonces

7(r), su proyeccion en T?, es densa.

Definicion 1.2.4. x € M se dice recurrente en el {

futuro | x € w(z)
si .
x € afx)
Si = es recurrente en el futuro y en el pasado, decimos que x es recurrente.

pasado

Ejemplos:
1. Si p es periédico = p es recurrente.
2. Todo punto es recurrente segin la rotaciéon R, V a € R.

3. Todo punto es recurrente segin el flujo lineal &a, VaelR.
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4. Flujo lineal reparametrizado con una tunica singularidad:

Si tenemos un campo X en M y a : M — R es una funcién positiva, enton-

ces el flujo determinado por Y (z) = a(z) X (z) tiene las mismas drbitas que

X (pero recorridas con diferente velocidad). Si a: M — R, con a(x) > 0

y a(xz) = 0 sélo en x = xp, tenemos que Y (x) = a(zx)X () presenta una

singularidad en xg. La orbita de X que pasa por xg se divide ahora en
{7 (z0) = t <0}

tres érbitas segin Y': Zo .Sean X = (1,a) y p € T?.
{0 (w0) : £ >0}

Sea a : T? — R tal que a(z) > 0y a(x) = 0 sii z = p y consideramos

Y(x) = a(x)(1,a) = a(z) X (z). Denotamos por 1 el flujo de Y en T? y

sea ¢ el flujo lineal en T2. Distinguimos dos casos:

Caso 1: a € Q. Entonces:
a) Sip ¢ Ox(x) = Oy (z) = Ox(x), y luego x tiene dérbita periédica
segin Y, ie., ay(z) = wy(z) = Oy (x).
b) Siz € Ox(p) y ¢ # p = Oy(x) = Ox(p)\{p}. Concluimos que
ay(z) = wy (z) = {p}.
¢) Oy (p) = {p}
Conclusion 1.2.1. Q) = T? (ya que Q(¢)*) es cerrado y contiene las

6rbitas periddicas, que son densas). Sin embargo, hay puntos que no son

recurrentes ni en el pasado ni en el futuro.

Caso 2: o ¢ Q. Entonces:

a) Sip¢ Ox(z) = Oy(z) = Ox(2) = wy(z) = ay(z) = T?.
b) Si xz = ¢¥(p) para algin ¢t > 0 = Oy(x) = {e¥(p) : t >0}y
ademds ay (z) = {p} v wy (z) = T?.
c) x = ¢f(p) para algin t < 0 = Oy (z) = {¢¥(p) : t < 0} y ademds
ay(z) =T? y wy(z) = {p}.
Conclusion 1.2.2. Q(®) = T?. Hay puntos recurrentes en el futuro que

no lo son en el pasado y hay puntos recurrentes en el pasado que no lo son

en el futuro.

Puede mejorarse la Proposicién 1.2.1 de la siguiente manera:
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Proposicién 1.2.3 (Teorema de recurrencia de Poincaré). Sea f: M — M un
homemorfismo y sea u una probabilidad invariante por f. Entonces u casi todo

punto de M es recurrente para f.

Por una prueba vea [41, Seccién 1.2, Teorema 2.3].

1.3. Conjuntos minimales

Definiciéon 1.3.1. Consideremos un s.d en M. Un subconjunto G C M es

minimal (segtn el s.d) si:
1. G es cerrado e invariante

2. G no contiene ningin subconjunto propio no vacio que sea cerrado e in-

variante (i.e. si A C G, A # ), A cerrado e invariante = A = G).

Proposicién 1.3.1. G C M es minimal < O(x) =G,V z € G.

Demostracion. (=>)O(x) es cerrado e invariante y O(z) C G = O(z) = G.

(<) Sea A C G cerrado e invariante y no vacfo. Sea x € A. Entonces G =

Olz)CACG= A=G.
O

Proposicién 1.3.2. Sea G C M subconjunto compacto. Entonces, G minimal

—w(r)=G VreG=alz) =G, Vred.

Demostracion. (=) Si x € G con G compacto, entonces w(z) # ) = w(x) es
cerrado, invariante y w(z) C G. Luego, w(z) = G.

(<) Sea A C G cerrado e invariante y no vacio, y sea x € A. Entonces,
G=wlx)CACG=A=G. O

Ejemplos:
1. Si z es periédico = O(x) es minimal.

2. Ry : St — SY con a € Qy G C S! minimal = G = O(x), érbita

periddica.
3. Ry : St — S con a ¢ Q = S! es minimal (y es el tnico).

4. Si @ : T? — T? es un flujo lineal con a € Q, y G C T? es minimal
= G = O(x) 6rbita periddica.
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5. Si o2 : T? — T? es un flujo lineal con o ¢ Q = T? es minimal.

6. Si g : T? — T? es el flujo lineal reparametrizado con una singularidad

enpy a¢ Q, entonces el inico minimal es {p}.

Observacion 1.3.1. Si G es minimal no compacto, no es valida la proposicién
anterior. Si 1 es como en 6. y consideramos M = T?\{p} => M es minimal

(todas las 6rbitas son densas) pero hay puntos tales que w(z) = 0.

Corolario 1.3.1. Si G es minimal compacto, entonces toda orbita de x € G es

recurrente.

Proposicion 1.3.3. Sea M un espacio topoldgico compacto y sea f: M — M

un s.d. en M. Entonces, eziste algun punto recurrente.

Demostracion. Sea F = {F C M : F es cerrado e invariante, F' # (}. Como
M € F = F # (. Ordenamos parcialmente a F asi: I} < Fy < F} D Fb.

Sea {F, }aer una cadena = (| F, # 0 y es cerrado e invariante. Luego, por el
acl
lema de Zorn, 3 G elemento maximal. Por definicién del orden, G es un conjunto

minimal compacto. Luego, toda érbita de G es recurrente. O

Definicién 1.3.2. Un subconjunto A C Z se dice relativamente denso (o
sindético) si existe m > 0 tal que [n,n+m|NA#0,VneZ.

Anélogamente, definimos conjunto relativamente denso en R.

Definicién 1.3.3. Sea f: M — M un sistema dindamico discreto y sea p € M.
Decimos que p es fuertemente recurrente si dado U(p) entorno de p se tiene que

{neZ: f*(p) e U(p)} es relativamente denso. (Andlogamente para flujos.)

Observacion 1.3.2. Si p es fuertemente recurrente, entonces p es recurrente.

Teorema 1.3.1. (Birkhoff) Sea M un espacio topoldgico (regular). Sea p €

M tal que O(p) compacto. Entonces p es fuertemente recurrente <= O(p) es
minimal (compacto).

Demostracion. (<) Supongamos que G = O(p) es minimal (compacto). Sea
U(p) entorno de p y sea z € G = 3 n(x) tal que f*®)(z) € U(p). Por con-

tinuidad, 3 V(z) tal que si y € V(z) = f*@)(y) € U(p) = G c U V(x).
zeG

n
Como G es compacto, entonces G C |JV(z;), para ciertos z1, ..., x,. Sea m =
1
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méx{n(z;): 1 <i<n}. Luego, si z € G = I n(z), con 0 < n(z) <m tal que
@) (z) € U(p). Luego, {n: f™(p) € U(p)} es relativamente denso.

(=) Sea G = W y supongamos que G no es minimal. Sea A C G cerrado,
invariante y no vacio tal que A C G = p ¢ A. Sea U(p) entorno de p y
V abierto, A C V tal que U(p) NV = (. Como p es fuertemente recurrente
=—> 3 m tal que para cualquier j € Z, 3 ncon j < n < j+ m tal que
f(p) €U. Sea Vi = f~™(V)n f~m=D(V)N...NV. Luego, V; es un abierto

que contiene a A. Por otra parte, si z € Vi = z, f(z),..., f™(z) € V. Como
A C O(p), 3j tal que f/(p) € V1. Luego f/(p), [/ (p),.... f7*™(p) € V =
F ), 741 (p), ., [ (p) & U(p). Absurdo. O

Como corolario (de la prueba) se tiene el siguiente:

Corolario 1.3.2. Sea f: M — M y C un minimal compacto. Sea U un abierto
de C. Entonces existe m > 0 tal que si x € C existe 0 < n(z) < m tal que
) e .

Andlogos resultados valen para flujos. En particular, sabemos que el flujo

lineal irracional es minimal en el toro T2. Luego, se tiene que:

Corolario 1.3.3. Sea U un abierto de T? y fijemos una pendiente irracional
a. Luego, existe L tal que si £ es un segmento de recta de pendiente o y de
longitud mayor que L entonces m({)NU # () donde m : R? — T2 es la proyeccion

canonica.

Definicién 1.3.4. Sean M un espacio métricoy f: M — M un s.d. Un punto
p € M se llama casi-periddico si dado € > 0, 3 .S C Z relativamente denso tal
que si s € S = d(f"(p), f"*(p)) <e,VneZ

(Para flujos se define de manera anédloga.)

Definicién 1.3.5. Sean M un espacio métrico y G C M un subconjunto in-
variante. Decimos que f es estable (estable en el futuro, estable en el pasado)
segin Lyapunov en G sidadoe > 0,36 > 0tal quesiz,y € G; d(z,y) < § =
d(f™(z), f"(y)) <e,¥YneZ (¥Vn>0,Vn<0).

Observacion 1.3.3. No confundir con la estabilidad de Lyapunov para un con-

junto: Un subconjunto invariante G es estable Lyapunov (en el futuro) si dado
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un entorno U de G existe un entorno V de G tal que f*(V) C U para todo
n > 0.

Proposicion 1.3.4. Sea f: M — M s.d y G minimal compacto. Entonces, f
es estable Lyapunov en G <= p es casi-periddico, ¥V p € G.

Demostracion. (=) Seae > 0y 0 = d(¢) de la estabilidad. Como G es minimal
compacto = p es fuertemente recurrente. Luego S = {n: f"(p) € B(p,0)} es
relativamente denso. Sea s € S = d(f*(p),p) < 6 = d(f""*(p), ["(p)) < &,

V' n € Z (esto tltimo es por la estabilidad). Luego, p es casi-periédico.

(<) Sean ¢ > 0 y p € G casi periddico. Entonces, 3 S C Z relativamente

denso tal que si s € S = d(f"*5(p), f"(p)) < 5, V n € Z. Por otra parte, p

es fuertemente recurrente y G' es minimal. Sea ¢ € G = 3 n; — 400 tal que

f(p) — q. Sean n € Z y s € S. Entonces, fri+7+s(p) o s (q) =

) o 1)) = A @) @) € 5 Y €L Vs €S,

Como S es relativamente denso, 3 m tal que [n,n+m]NS # ),V n € Z.
Sea ¢ > 0 tal que si d(z,y) < § = d(fi(z), fi(y)) < % si 0 < i < m. Ahora,
tomemos x,y tales que d(z,y) < d yn € Z — n = s+ k para algin s € S
vy 0 <k <m = d(f*(x), f"(y) = d(fTF(@), () < d(fH (), f5) +
d(F* (), () +d(f* (), S () < 5+ + 5 = = f es estable Lyapunov

-3 3 3
en G. O

1.4. Transitividad

Definicién 1.4.1. Sean M espacio topolégico y f: M — M un s.d. Decimos

que f es transitivo si 3z € M tal que O(x) = M.

Observacion 1.4.1. Si M no es discreto, entonces f es transitivo <= 3 x tal
que w(z) =M o a(x) = M.

Demostracion. (<) Obvio.

(=) Como M no es discreto y O(z) = M, concluimos que z € w(x) oz € a(x).
Entonces, O(z) C w(z) o O(z) C a(z). O

Proposicién 1.4.1. Sean M espacio métrico completo (separable) sin puntos

aislados y f : M — M un s.d. Son equivalentes:
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1. f es transitivo
2. dados A y B abiertos 3n > 0 tal que f"(A)N B # (.
3. 3 Ry residual tal que w(x) = M,V x € R;.

4. 3 Ry residual tal que a(x) = M,V x € Rs.

Demostracion. 1) = 2) Sea z € M tal que O(z) = M = w(z) = M o
a(z) = M. Supongamos que a(x) = M = I n; tal que f™(x) € By 3 no,
con ng < ny tal que f"2(x) € A= fm"2(A)N B =1.

2) = 3) Sea {B,, : n > 1} una base numerable de la topologia. Definimos
A, ={yeM: f"(y) € B, para algin m > 0}. Luego, A,, es abierto y denso
(por 2)). Tenemos que Ry = [ A, es residual. Sea z € R; y sea U abierto
—> dn tal que B,, C U. Luegg, como z € A,, V n tenemos que 3 m tal que
fm™(x) € B, CU = w(x) =M.

3) = 1) obvio.

La equivalencia con 4) es 1),2),3) con g = f~1. O

Corolario 1.4.1. f: M — M es transitivo <= si A C M es abierto, transitivo

e tnvariante entonces A = M.

Observacion 1.4.2. Si f : M — M es transitivo y ¢ : M — M continua es tal
que po f =p = @ = cte.

Demostracion. Sea xq tal que O(xg) = M = ¢(f™(20)) = ¢(x0), VN € Z =

 es constante en un conjunto denso = ¢ = cte. O

Proposicién 1.4.2. Sea T:T? — T? dada por T(x,y) = (z+a,y+03) (mod Z?).
Entonces T es transitivo <= «, 3,1 son racionalmente independientes, i.e.
B (K1, k2) € Z2\{(0,0)} tal que k1o + ko3 € Z.

Demostracion. (=) Supongamos que existe (ki,k2) € Z*\{(0,0)} tal que
ki + ko3 € Z. Sea ¢ : T? — R dada por o(x,y) = sin(27 (k12 + koy)). Lue-
go, ¢ es continua y no constante. Ahora, ¢ o T(z,y) = o(z + o,y + ) =
sin(2m(kyz+kay+kia+kaf)) = sin(2m(kyx+kay)+27k) = sin(2n(k1x+koy)) =
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o(z,y) = T no es transitivo.

(«<=) Sea U abierto e invariante y desarrollamos la funcién caracteristica de

U en serie de Fourier:

xu(z1,22) = Z Ok, ky €xXP(27i (k121 + koz2)) ctp.
(k1 ,k2)€Z2
Luego,
xv(T(z1,22)) = Z Oky by €XP(2i(k1 21 + koo + k1o + ko 8))
(kl,kg)eZQ
= Z Ok ky €XP(2i (k1o + ko B) exp(2mi(k121 + ko).
(k1 k) €Z2

Como xy oT = xy por ser U invariante y por la unicidad de la serie de
Fourier concluimos que oy, , exp(2mi(kia+ke) = g k,, ¥ (k1, ko) € Z2. Como
kioo+ ka3 ¢ 7,V (k1, ko) € Z*\{(0,0)}, concluimos que ay,x, = 0, V (k1, ko) €
Z2\{(0,0)}. Luego xu(w1,72) = ago, i.e. xu = cte (ctp) = U =T? = T es

transitivo. O

1.5. Equivalencia dinamica

Definimos ahora cuando dos sistemas dindmicos son “iguales”.

Definicién 1.5.1. Decimos que dos sistemas dinamicos f,g : M — M son

conjugados si existe un homeomorfismo h : M — M tal que ho f =goh.
Para el caso de flujos tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.5.2. Sean ¢y, ¥; dos flujos en M. Decimos que son conjugados si
existe h : M — M homeomorfismo tal que h o ¢; = 1y o h para todo t € R.

Se dice que los flujos ¢y, 1, son orbitalmente equivalentes si existe h : M —
M tal que h(Ogy,(z)) = Oy, (h(z)).

La conjugacion entre sistemas dindmicos preserva todas las propiedades

dindmicas que se vieron en este capitulo:

Teorema 1.5.1. Sea M un espacio métrico compacto y sean f: M — M y g:
M — M dos homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M — M.

FEntonces:
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1. p es periddico por f sii h(p) es periddico por g.
2. p es recurrente por f sii h(p) es recurrente por g.
3. h(w(z, f)) = w(h(z), 9).

4. G es minimal por f sii h(G) es minimal por g.

6. La medida 1 es invariante (ergédica) por f sii la medida v definida por

v(A) = u(h™'(A)) es invariante (ergddica) por g.
7. f es transitivo sii g es transitivo.
8. f es topologicamente mizing sii g es topoldgicamente mixing.

Demostracion. Vea el Ejercicio 2. O

1.6. Algunos ejemplos cadticos

1.6.1. El Shift de Bernoulli
Primeramente, introducimos los siguientes conceptos.

Definicién 1.6.1. Sea M un espacio métricoy f: M — M un homeo. Decimos
que f es expansivo si 3 a > 0 tal que si d(f"(x), f*(y)) <a,VneZ=—z=y

(o es llamada constante de expansividad).

Definicién 1.6.2. Sea f : M — M un homeo. Decimos que f es topoldgi-
camente mixing si dados U,V abiertos cualesquiera, existe m > 0 tal que
U)NV#£0VYn>m.

Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y topolégica-
mente mixing.

Sea M =X = {0,1}”. En {0,1} colocamos la topologfa discreta y dotamos a
¥ con la topologia producto. Luego, ¥ es compacto. Si definimos d({z, }, {yn}) =

-
> |n2|7n‘yn|, obtenemos una métrica en ¥ compatible con la topologia. Dado
neZ
{zp,} € ¥ y N €N, definimos el N-entorno de {z,,} como

N({#a}) = {{yn} €T : yn =0 si [n] < N}.



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS EN DINAMICA 23

Se verifica que N({z,}) constituye una base de entornos de {z,}. Definimos
el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos simbolos) al homeomorfismo

o: X — X tal que o({zn}) = {yn} donde y,, = xp11, V1 € Z.
Teorema 1.6.1. Sea 0 : X — ¥ el shift de Bernoulli. Entonces:

1. o es expansivo

2. Per(o)=1%
3. o es transitivo y topoldgicamente mixing.

4. Para cualquier {x,} € ¥ su conjunto estable

We({zn}) = {{yn}: d(gj({yn})aaj({xn})) j—> 0}

—4o0

e inestable

W({zn}) = {{yn} + d(@? {yn}), o’ ({2n})) S0

som ambos densos en .

Demostracion. 1. Si {zp} # {yn} = I m € Z tal que =, # ym —
dlc™™({zn}),07™({tn})) > 1. Luego, cualquier < 1 es constante de

expansividad.

2. Sea {z,,} € ¥ cualquiera y fijemos un N entorno de {x,}. Definimos {y, }
como Y, = Ty si [n| < Ny de forma periédica, es decir, ypon41)+; = ¥j
si—N <j<N.

3. Sean {z,} v {yn} dos puntos de ¥ y fijemos U, un N; entorno de {z,},
y V, un entorno No de {y,}. Tomemos m > Ny + 2Ny + 1 y sea k > m
cualquiera. Definimos {z,} tal que: z, = x, si |n| < N1, 2k4n = yn si
In| < N. Resulta entonces que o*(U) NV # 0.

4. Basta observar W*({x,}) = {{yn}: yn = zn, Vn >k para algin k € Z}
y We({zn}) = {{yn} : Yn = Tn, Vn <k para algin k € Z}.
0
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1.6.2. La Herradura de Smale

Ahora estamos en condiciones de estudiar la herradura de Smale. Vamos a
considerar un difeomorfismo f : R? — R? tal que la imagen de un cuadrado
Q = I x I es como se indica en la figura 1.1, conocido como la herradura de
Smale ([60]).

Tenemos entonces dos bandas horizontales Hy y H; tal que f(Q)NQ =
J(Ho)Uf(Hy) = IoUI; son dos bandas verticales. Supondremos que f/p,,7 = 0,1
es afin. En particular, las direcciones horizontales y verticales son preservadas
bajo f/m, y segmentos horizontales son contraidos uniformemente y segmentos
verticales son expandidos uniformemente.

Podemos observar que

QN Q)N fA(Q) = f(f(Q) N Ho) U f(f(Q) N H\)

son cuatro fajas verticales. En general

n

son 2™ fajas verticales y se concluye que

() F(Q) =K xI
>0
donde K; es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de @) cuya orbita
pasada siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de lineas
verticales.
De la misma forma se prueba que
7@ =1xK,
Jj=0
donde K5 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de @ cuya Orbita
futura siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de lineas
horizontales.
Asi, el conjunto de puntos de @) cuya Orbita siempre se mantiene en @ es
A= ﬂjez fJ<Q) = K x K.
Observemos lo siguiente:

. ﬂ;iim f7(Q) consiste en 4™ rectdngulos cuyos didmetros convergen a cero

con m.
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Figura 1.1:
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= Sea R,, cualquiera de estos rectangulos. Entonces para cualquier —m+1 <
j < m — 1 se verifica que f/(R,,) C Iy o fi(R,,) C I1.

= Dados dos puntos z # y de A existe n € Z tal que f™(z) y f™(y) no estan

alavezen Iyo Iy.

Consideremos ¥ = {0,1}2 y 0 : & — ¥ el shift (a la izquierda) de Bernoulli

(ver seccién 1.6.1). Consideremos h : A — ¥ de la siguiente manera:
h(z)(n) =1isi f"(x) € I;, i=0,1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que h o f = g o h. En efecto:

h continua: Si z, y pertenecen a un mismo rectdngulo de ﬂ;’f_lm_l f7(Q) enton-
ces h(@)(j) = h(y)(j), —m < j < m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {z,} € X, entonces

Jj=m

Rm = ﬂ f_] (II])

j=—m
es un sucesién encajada de rectangulos cuya interseccion consiste en un punto
z. Se deduce que h(z) = {z,}.

De estas propiedades y el hecho que A es compacto concluimos que h es un
homeomorfismo. Adems4s:
h(f(x))(n)=i< "M el < i=h(x)(n+1)

es decir, h o f = o o h. En conclusién hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.6.2. Sea A = N,z f™(Q). Entonces A es un conjunto de Cantor y
f/a es conjugado al shift o : ¥ — ¥ donde ¥ = {0, 1}%. En particular:

1. Los puntos periddicos son densos en A.
2. f/a es transitivo y topoldicamente mizing.

3. Ws(z)NA y W¥(x)NA son densos en A para © € A.
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1.6.3. Sistemas de Anosov lineales: el ejemplo de Thom

Podria pensarse que los ejemplos vistos anteriormente con una dindmica
“cadtica” son en parte debido a que el espacio es un conjunto de Cantor. Sin
embargo esto no es asi como veremos a continuacién. No estudiaremos el ejemplo

en detalle pues no es el objetivo de este curso,
2 1
Consideremos la matriz A = ( . Observamos que A tiene entradas

enteras y determinante uno, por lo que A~! también tiene entradas enteras. En
R? consideremos nuevamente la equivalencia (z,y) ~ (2/,y) si (v —a',y —y') €
Z2.Y sea 7 : R? — T? = R?/Z2. Es inmediato observar que si (z,y) ~ (z/,y')
entonces A(x,y) ~ A(z',y’). Luego A induce un mapa fa : T? — T2 por
mo A= f4om. Por otra parte, haciendo lo mismo con A~! concluimos que f4
es un homemorfismo.

Es facil ver tambien que los valores propios de A son: A = 3_2\/5 yo= 3+2‘/5 y

los subespacios propios E° = Sy y E* = S, tienen pendiente irracional. Obser-
vemos que si I es un segmento de recta con la misma pendiente que E* entonces
A(I) también es un segmento con la misma pendiente y de longitud |A(I) = o|I|
y por lo tanto A™(I) es un segmento de recta con la misma pendiente y longitud
A" (D) = o711,

Teorema 1.6.3. El homeomorfismo fa : T2 — T? tiene las siguientes propie-
dades:

1. Los puntos periddicos son densos.
2. fa es topoldgicamente mizing.

Demostracion. Para g entero positivo consideremos Cy = {(%7 2) ip,r €L}y
sea C’q = w(Cy). Vemos que C es invariante por A y luego C'q es invariante
por fa. Por otra parte C'q es un conjunto finito, y por lo tanto todos los puntos

de C, son periddicos para fa. Como J, . Cy es denso en R? concluimos que

€N
Usgen C, es denso en T? y entonces fa tiqene puntos periédicos densos en T2.
Para ver que f4 es topolégicamente mixing, consideremos dos abiertos U, V'
de T?. Sea x € R? tal que m(z) € U. Y consideremos tambien un pequeiio
segmento de recta I conteniendo a x y con la misma pendiente que E* y de
forma que w(I) C U. Ahora, dado L existe ng tal que para todo n > ng tenemos

que la longitud de A™(I) es mayor que L. Por el Corolario 1.3.3 concluimos que
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w(A™(I)) NV # 0 para todo n > ng. En particular f3(U) NV # () para todo
n > ng. O

Observacion 1.6.1. Note que f4 preserva la medida de Lebesgue en el toro T?,
pues la matriz A tiene determinante igual a 1. No lo haremos aqui, pero puede
mostrarse que de hecho la medida de Lebesgue es ergddica para fa, vea [29,
Proposicién 4.2.12] o [41, Seccién I11.2].

1.7. El Teorema Ergddico de Birkhoff

Finalizamos este capitulo introductorio con el enunciado de una versién (las

hay mas generales) del famoso Teorema Ergédico de Birkhoft:

Teorema 1.7.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea f: M — M un sistema

dinamico continuo, y sea p una probabilidad de Borel en M que es invariante

para f. Dada cualquier funcion p-integrable ¢ : M — R, el limite p(x) =
n—1

lim — Z @(f](m)) existe para (v casi todo punto x € M, es p-integrable y se
n—+oo N 4

j=0

tiene que /&du:/tpdu.

Si p es ergddica, entonces dada ¢ : M — R p-integrable tenemos que:

ln—l )
lim = J = d ; tod ¢ M.
nirfmnjzogo(f (z)) /<p 1w para p casi todo punto x €

En el caso ergédico, podemos parafrasear el Teorema 1.7.1 de la siguiente
manera: el promedio de cualquier observable, a lo largo de casi toda Orbita,
coincide con su promedio en el espacio (en la Teoria de Probabilidad, este prin-
cipio suele llamarse Ley fuerte de los grandes nimeros). Por mas informacién
(en particular la demostracién del Teorema 1.7.1) recomendamos [29, Capitulo
4] y [41, Capitulo II].

1.8. Practico 1

1. Describir la dindmica de un flujo en S*.
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2. * Sea M un espacio métrico compacto. Sean f: M — My g: M — M
dos homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M — M (esto

es, ho f = goh). Probar que:

a) p es periddico por f sii h(p) es periddico por g.
b) p es recurrente (respec. fuertemente recurrente) por f sii h(p) es

recurrente (respec. fuertemente recurrente) por g.
¢) G es minimal por f sii A(G) es minimal por g.

d) h(Q(f)) = Q(g)-

e) La medida p es invariante (ergédica) por f sii la medida v definida
por v(A) = p(h~1(A)) es invariante (ergédica) por g.

f) f es unicamente ergddica sii g es unicamente ergddica.

g) Se define el conjunto estable de un punto x como W#(x, f) = {y €
M : dist(f™(y), f™(x)) —n—+00 0} y el inestable como W"(z, f) =
We(z, f~1). Mostrar que h(W*(z, f)) = W*(h(x), g) y analogamente

para el conjunto inestable.

3. Sea M un espacio métrico compacto. Sean ¢ : Rx M — My : Rx M —
M dos flujos. Se dicen que son equivalentes si existe un homeomorfismo
h : M — M que lleva érbitas de un flujo en o6rbitas del otro, esto es
h(O(z,¢)) = O(h(x),1)). Si ademas se cumple que hop; = 1)roh Vt € R se
dicen que son conjugados. Cudles de las propiedades del ejercicio anterior

se conservan para flujos equivalentes y cudles para flujos conjugados?

4. a) Sea ® : R x M — M un flujo. Mostrar que ®,7x €s un sistema
dindmico discreto (f = ®; se llama “tiempo 1”7 del flujo).

b) Demostrar que si f : M — M es el tiempo 1 de un flujo entonces
es isotépico a la identidad (dos homeos fo, f1 de M son isotdpicos si
existe F': M x [0,1] — M continua tal que F(.,0) = fo, F(.,1) = f1
y F(.,t) : M — M es un homeo para cualquier ¢ € [0, 1].

¢) Encontrar un ejemplo de un sistema dindmico discreto que no sea el

tiempo 1 de ningin flujo.

5. * Sea M un espacio topolégico compacto y f : M — M un homeomorfis-
mo. En M X R se considera el flujo ® : R x M x R — M x R dado por



CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS EN DINAMICA 30

O(t, (x,8)) = (z,t+s). En M x R se considera la siguiente relacién:

a)
b)

(z,81) ~ (y,82) <= 51— 852 € Ly f*'7*2(x) = y.

Mostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

Sea M = M x R/~yIl: MxR— M la proyeccién canénica. Se
considera ® : R x M — M dada por ®(t,II(z,s)) = I(P(t, (z, s)).
Mostrar que ® esta bien definida y que es un flujo en M. (este flujo

se llama flujo suspensién de f.)

Mostrar que M, = II(M x {t}) es homeomorfo a M y que ®; deja
invariante M, y es conjugado a f : M — M.

SiM=S8'y f: M — M es la rotacién de angulo a, R,, identificar
My ®.
SiM=S"y f:8" = S es f(z) = —z(modl), identificar M.

Sea G un subgrupo de (R, +). Probar que G es discreto (G = dZ) o
que G es denso en R. (sug: considerar d = inf{g € G : g > 0})

Sea aw € Ry G, = {na+ m;n,m € Z}. Probar que G, es discreto
sii a € Q.

Sea R, : S — S, R, (z) = z+a(modl). Verificar que la érbita de =
por R, es II(x + G,) donde IT : R — R/Z es la proyeccién candnica.

Deducir de aqui la dinamica de R,,.

7. Encontrar ejemplos de:

a)
b)

Puntos no errantes que no sean recurrentes.

Puntos recurrentes que no sean fuertemente recurrentes.

8. * Sea M espacio métrico compactoy f: M — M homeo. Una e-cadena de

x ay es una conjunto finito g = x, x1, ... X,, = y tal que dist(f(x;),z;11) <

e para ¢t = 0,...,n — 1. Decimos que x es recurrente por cadenas si para

todo € > 0 existe una e-cadena de x a x. Denotamos por R(f) el conjunto

de los puntos recurrentes por cadenas.

a)

Probar que R(f) es cerrado e invariante.
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9.

10.

11.

12.

b) Probar que Q(f) C R(f).
c¢) Probar que R(f/z(s)) = R(f).

Sea f : M — M un sistema dindmico. Definimos los conjuntos LT (f) =
Usenw (@), L™(f) = Ugenra(z) y L(f) = L*(f) U L™ (f). Denotamos
por Per(f) es conjunto de los puntos periédicos de f. Demostrar que
Per(f) C LT (f) Cc L(f) € Q(f) € R(f). Encontrar ejemplos donde estas

inclusiones sean estrictas.

a) Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo.
Probar que si O(x) es compacto entonces x es periddico. (sug: si x
no es aislado en O(x) entonces O(x) es perfecto.)

b) Probar resultado anédlogo para flujos (sug: si la érbita por x no es
fija ni periédica encontrar gy, €, y t, — oo tales que B(¢n+1,€n+1) C
B(gn: €n) ¥ Ban, en) N{®e(x) 1 =t <t <t} = 0.

Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo. Un punto
p € M se dice que es uniformemente fuertemente recurrente si dado € > 0
existe L tal que el conjunto {m € Z : d(f™(p),q) < €} es L-relativamente

denso cualquiera sea ¢ en la orbita de p.

a) Probar que si la 6rbita de un punto p tiene clausura compacta, en-
tonces p es fuertemente recurrente sii es uniformemente fuertemente

recurrente.

b) Si p es uniformemente fuertemente recurrente, entonces la érbita de

p es un conjunto totalmente acotado.

¢) Probar que p es uniformemente fuertemente recurrente sii la clausura

de la orbita de p es un minimal compacto.

d) Sip es casi-periédico entonces p es uniformemente fuertemente recu-

rrente.

* Considere R, : S' — S! rotacién con « irracional. Dada una fun-

cién continua ¢ : S' — R, considere la sucesién de funciones continuas
n—1

1 _
{pn : ST = R},en dada por ¢, (z) = - E ¢(R!(z)) para todo z € S*.
Jj=0
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Considere también el nimero real I, = [@d\, donde X es la medida de

Lebesgue en el circulo (normalizada).

a)

b)

Probar que méx,cg |cpn(z)| < méx,cgt ’ga(z)| y que [, d\ = I,
para todo n € N.

Probar que {¢,(z)}, _ converge a la constante I, para un conjunto
denso de puntos x € S! (sug: recuerde la ergodicidad que demos-

tramos en la Proposicién 1.2.2, y aplique el Teorema Ergddico de
Birkhoff).

Probar que {@,}nen converge en todos los puntos del circulo a la
constante I, (sug: como R, preserva distancias en el circulo y ¢ es
uniformemente continua, la sucesién {¢, tnen es equicontinua. Apli-
que ahora el Teorema de Arzeld-Ascoli, combinado con el item ante-
rior).

Probar que {¢,}nen converge uniformemente en S a la constante
I,.

Probar que R, es unicamente ergddica, o sea, que R, admite una
unica probabilidad invariante (sug: combinando lo anterior con el
Teorema Ergoédico de Birkhoff, deduzca que si o es una probabilidad
R,-invariante, entonces [ ¢ du = [ ¢ d)\ para toda funcién continua

@ : St — R. Esto implica que p = \).

13. * El C° closing lemma:

a)

b)

Sea € > 0. Probar que si y € R" satisface ||y|| < € entonces existe
h:R™ — R™ homeo tal que:

= h(0) =y

w h(x)=xsi||z]| > e

» ||h(z) — z|| < € para todo z € R™.
Sugerencia: Considerar ¢ : [0, +00) — [0, 1] dada por ¢(t) =1 —¢ si
0<t<1yo(t)=0sit>1,y definir h(z):x+¢(@)y.
Sea M una variedad compacta y sea f : M — M homeo y x un punto
recurrente. Dado € > 0 probar que existe g : M — M homeo tal que
dist(g(z), f(z)) < € para todo z € M y tal que z es periddico para g.

Probar un resultado andlogo si z € Q(f).
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14.

15.

16.

Decimos que G es un grupo topoldgico si es un espacio topolégico y a la vez
un grupo donde las operaciones del grupo (multiplicacién e inverso) son
funciones continuas. Sea g € G un elemento y considere la multiplicacién

a izquierda Ly, : G — G, Ly(¢9') = g9’

a) Probar que Ly es transitivo sii G es minimal por L.

b) Si G es compacto, probar que todo punto es recurrente.

* Sea f : T? — T? dado por f(z,w) = (2 + a,z + w) con « irracional.

Probar que T? es minimal.

Sea N un espacio topologico, f : N — N un homeo, K un grupo topoldgico
compacto y ¢ : N — K una aplicacién continua. Definimos un sistema
dindmico (llamado “skew product”) en M = N x K dado por F(y, k) =

(f(w), ¢(y)k).

a) Sidefinimos R, : M — M por R,(y, k) = (y, kg) probar que RjoF =
FoR,. Concluir quesi (y, k) € w(yo, ko) entonces (y, kg) € w(yo, kog).

b) Probar quesiyg € N esrecurrente por f entonces (yo, k) es recurrente

por F para todo k € K. (Sug: probarlo primero para la identidad).
¢) Si N es minimal para f, es M minimal para F.?
d) Considere F : T? — T? dado por F(z,w) = (z + a,w + 2z + a).
Mostrar que (0,0) es recurrente y concluir que para todo nimero

real @ y € > 0 hay solucién de la ecuacién diofantina |an? —m| < e.

e) Si p(x) es un polinomio real con p(0) = 0, mostrar que para todo
€ > 0 hay solucién de la ecuacién diofantina |[p(n) —m| < e. (sug: si d
es el grado de p considerar F : T? — T4 F(zy,...,2q) = (21 + @, 20 +
21y ey 2d + Zd—1) ¥ los polinémios pg = p, pi—1(x) = pi(z + 1) — p; ().
Quién es F™(p1(0), ...,pq(0)).?

17. Sean M un espacio métrico compacto, f : M — M un homeomorfismo

18.

y i una probabilidad ergédica para f. Probar que flspp(u) €s transitivo

(sug: recuerde la Proposicién 1.4.1).

Probar, con un ejemplo, que la hipdtesis de ergodicidad en el ejercicio

anterior es necesaria.



Capitulo 2

Homeomorfismos del circulo

Definimos el circulo S = R/Z y m(z) = z (mod 1) la proyeccién canénica.
Identificamos el circulo con {z € C: |z| = 1} y 7 : R — S! dada por n(z) =

€2™®  Trabajaremos con ambas nociones indistintamente.

Proposicién 2.0.1. Sean f : St — S continua, 19 € R e yo € 7 1(f(m(x0)))-

Entonces, existe una unica F': R — R continua tal que:
1. F(.’EQ) = %Yo

2. moF =form

Definicién 2.0.1. Una F : R — R continua que verifica 7o F' = f ox se llama

levantamiento de f.

R R

Sl 4f> Sl
Observacion 2.0.1. Si Fy y F» son dos levantamientos de f, entonces Fy(x) =

Fy(x) + k para algin k € Z.
Demostracion. Fy — Fy : R — 7 es continua. O

Observacion 2.0.2. Sea F' levantamiento de f. Entonces de mo F' = f o se
deduce que 3 m € Z tal que F(x + 1) = F(x) + m. Este m no depende del

levantamiento.

34
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Definicién 2.0.2. Llamamos deg(f) al entero m tal que F(x+1) = F(z) +m,

donde F' es un levantamiento de f.

Observacion 2.0.3. Si f : S' — S! es un homeo que preserva orientacién (que

denotaremos por f € Hom, (S!)) y F es un levantamiento de f. Entonces:
1. F: R — R es un homeo creciente
2. deg(f) =1
3. F—id:R — R es peridédica de periodo 1.

Teorema 2.0.1 (Poincaré). Sean f € Hom, (S') y F un levantamiento. En-

F'(z) —z
tonces, V. x € R existe lim (7) y es independiente de x.
n—-+oo n
Demostracion. 1. independencia de x:

Basta observar que si |t —y| < k € Z = |F"(x) — F"(y)| < k,Vn € Z.

r r
@ _ Fw|
n

n n—-+oo

Luego,

2. existencia del limite:
Para m € Z afirmamos que V. m = 3 p,,, € Z tal que p,,, < F™(x) —z <
Pm+3,V z € R.E Como F™—Id es periédica de perfodo 1 basta verificar lo
anterior para x € [0,1]. Sea k = min{n € Z:n > F™(1)}. Sea p,, = k—3.

Ahora para z € [0, 1] tenemos que
F™(x)—z < F™(1)=0 < ppp+3y F™(x)—xz > F™(0)—1 > k—2—1 = p,,.

Tomamos z =0 Pm < F™(0) < pp + 3

—
z=F"0) —  pm < F2(0)— F™0) < pn + 3

Luego, : :
g=F0-Um 5 < prmQ) — F-Dm(Q) < p, 43
sumamos — npm < F(0) < n(pm + 3)

Luego,

@SF"W(O)S@ n E

m nm m m
Como ademas,

P Q) P 3

m m m m

IEn realidad existe p,, € Z tal que py, < F™(x) —x < pm + 2 ya que se puede probar que

(F™ —id)(R) N Z consiste a lo sumo de un solo punto (ejercicio).
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entonces

<.
m

Frm(0) Fm(O)‘ 3

Intercambiando los roles de m y n, obtenemos:

an(o) B Fn(o) .3
mn n —n’
de donde . .
‘F 0 F (0)‘§3 n §
m n m n
£ Fr
Luego, { © } es una sucesion de Cauchy = 3 lim (0)
n n—-+oo n
O
Definicién 2.0.3. Sea F' un levantamiento de f € Hom, (S'). Definimos el
F"(z) —
nimero de traslacion del levantamiento F como p(F) = EI—E %

En otras palabras, paran € N suficientemente grande, la distancia en la recta

real entre un punto inicial y su n-ésimo iterado por F' es, aproximadamente,
np(F).

Observacion:

1. Si Fy es otro levantamiento de f, entonces Fj(z) = F(x) + k, para algin
ke€eZ = p(F1)=p(F)+k.

2. p(F™) = mp(F).

Definicién 2.0.4. Sea f € Hom(S'). Llamamos nimero de rotacion de f a
p(f) = p(F) (mod 1), donde F es un levantamiento de f.

Proposicion 2.0.2. El ndmero de rotacion es invariante por comjugaciones.
Es decir, si f,g € Hom,(S'), donde g = h=o foh, para cierta h € Hom(S'),

entonces p(f) = p(g).
Demostracion. Sea F levantamiento de f y H levantamiento de h. Luego, H !

es un levantamiento de h~! y G = H~ !0 FoH es un levantamiento de g. Ahora,

existe M tal que |[H '(y) —y| < M,V y € R = |G"(z) — F"(H(z))| < M,
Grlr) | HOMENHE) - (A | FH(E)

n n n

= p(F) = plg) = p(f)- O

Observacion 2.0.4. p(Ry) = o

Vn= p(G) =lim
()
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2.1. Numero de rotacién racional

Proposicién 2.1.1. Sea f € Hom(S"). Entonces
o(f) € Q(modl) <= f tiene puntos periddicos.
En este caso, si p(f) = E, con (p,q) = 1, todos los puntos periddicos tienen
q
periodo q.

Demostracion. Veamos primero el reciproco. Sea F' levantamiento de f. Como
f tiene un punto periodico 7(x) (digamos de periodo q) entonces existe p € Z
tal que F9(x) = 2 4+ p. Luego, F"4(x) = x + np y por lo tanto

Fna
tim T g
n ng n

T+ np
— =p/q
y por lo tanto p(f) = £(modl).

Veamos el directo:

Por propiedad del niimero de rotacién:

p(f™) =mp(f) (mod 1).

Sip(f) = N p(f?) = 0. Basta demostrar que si p(f) = 0, entonces f
tiene puntog fijos. Sea F tal que p(F) = 0. Si F no tiene puntos fijos, como
F — Id es periddica, 3 § tal que |F(x) — z| > §. Por otra parte F(z) > x,V x
(*) o F(z) < z,V = (**). Supongamos (*) (el otro caso es andlogo). Entonces

F(0) >4, F2(0) > F(0) +d > 26, ... F"(0) > nd. Entonces § < £10) —50.
n

Finalmente supongamos que p(f) = 2, (p,q) = 1y veamos que todos los
q

puntos periédicos tiene periddo ¢g. Sea F' un levantamiento de f tal que p(F) = p

y sea 7(x) periddico por f. Entonces, existen r, s tales que F"(z) = x+s. Ahora

() =P = 0 5

q 7t TS T
entonces s = mp y r = mgq para algin m. Supongamos F'%(x) — p > x, entonces
F*U(z) = 2p = FI(F(z) —p) —p > F(x) —p > z.

Entonces z < F™(x) — mp = F"(z) — s, lo cual es absurdo. Andlogamente si
Fi(z) — p < x llegamos a una contradiccién. Asi, w(x) es periédico por f siy

sélo si F9(x) = = + p. Luego todos los puntos periédicos de f tienen periodo
q. O
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Observacion 2.1.1. Veamos otra forma para la demostracién anterior. Sea ()
periddico de f de perfodo g. Entonces S*\O(r(x)) = I;U...UI, son ¢ intervalos
disjuntos que son permutados por f, y f7(I;) = I; si y s6lo si j = q. Luego
f4(I1) = I es un homeo del intervalo I. Si 7(y) es un punto periddico de f,

tenemos que O(7(y)) N I; # 0. Supongamos que w(y) € I;. Ahora

Q(fr,) = {puntos fijos} = f4(n(y)) = 7(y).

Luego 7(y) es periddico de periodo q.
Observacion 2.1.2. Note, en particular, que un homeomorfismo del circulo con

nimero de rotacién racional admite medidas ergédicas que son atémicas (en
qg—1

general varias, de la forma — Z dti(n(z)))- Esto contrasta con el caso de la ro-
j=0
tacién irracional, que preserva apenas una medida, la de Lebesgue (Proposicién

1.2.2). Vea también el Ejercicio 6 al final de de este capitulo.
Corolario 2.1.1. Sea f € Hom(S*) con p(f) € Q. Entonces Q(f) = Per(f).

Proposicién 2.1.2. Sea f € Hom(S') con p(f) = P con (p,q) =1y sean(x)
q
un punto periddico de f. Entonces el orden de {n(z), f(n(x)),..., fi  (n(x))}

en S' es el mismo que una drbita segin R, i.e., es el mismo que
q

{0 p2p  (g— 1)p}
b) q7 q b ) q

Demostracion. Sea F un levantamiento de f tal que F?(x) = = + p. Conside-
remos 7+ (O(w(x))) = A. Entonces A divide a [z,x + p] en p.q intervalos. Por

otra parte < F(x) < ... < Fi=Y(z) < Fi(z) = x + p. Tenemos entonces ¢

intervalos en [z, x + p):
[z, F(2)], [F(2), F?(2)],...., [F77" (2), F(x)].

De ahi que como A es invariante por F, tenemos que #A N [z, F(x)] = p+ 1.
Sea z; € A tal que [z, 1) N A = (. Entonces existe un tinico k con 0 < k < ¢ tal
que Fk(x) —r =21 y r € Z. Sea F; definida como Fy(z) = F*(z) — r. Entonces
FP(z) = F(z). Luego

F¥7(x(2)) = f(x(x)) = kp =1 (mod q).

Entonces k es el tnico entero con 0 < k < ¢ que verifica kp = 1 (mod q) y

f*P(m(x)) es el que le sigue a () en la orientacién de S', es decir el orden de
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{n(z), f(n(x)),..., f (7(x))} en ST es:
m(x) < fH(n(2)) < () <... < [ (r(@).

Vimos que el orden estd determinado solamente por p(f) = B. Asi, es el mismo
q

que R%. O

2.2. Numero de rotacion irracional

Teorema 2.2.1. Sea f € Hom(S') con p(f) ¢ Q(modl). Entonces Q(f) es

minimal.

Demostracion. Sea M C Q(f) compacto invariante, M # (). Entonces S'\M es
abierto. Sea I = (a, b) una componente conexa de S'\M. Luego f"(I)NI =10,
vV n > 0 (de lo contrario f tiene puntos periédicos). Entonces I C S1\Q(f). De
ahi Q(f) C M. Entonces Q(f) es minimal. O

Corolario 2.2.1. Sea f € Hom,(S') con p(f) ¢ Q. Entonces Q(f) = S* o

Q(f) es perfecto con interior vacio (i.e., Q(f) es un conjunto de Cantor).

Demostracion. Q(f) es perfecto pues Q(f) es minimal. Si Q(f) tiene interior no

vacfo, tenemos que Q(f) es abierto. Como Q(f) es cerrado, Q(f) = S*. O

Proposicién 2.2.1. Sea f € Hom, (S') con p(f) = a ¢ Q. Sea F levanta-

miento tal que p(F) = a. Entonces para todo ny, na, my, mg € Z se cumple
(1) mpa+my < nsa+mg < F™" (z) +my < F™(x) + mgy (2).

Demostracion. Fijemos ny, na, my, mg € Z. Como p(F') ¢ Q, el signo de p(x) =
F™ (z)4+mq — F™ (x)+mq no depende de z. Luego, dados ny, ne, my, me € Z,
si F™ (z) +my < F™2(x) 4+ mg para algin x tenemos que la misma desigualdad
vale para todo . Supongamos que (2) se cumple, entonces vale para x = 0, i.e.
F™(0) — F™(0) < mg —m;. Haciendo y = F™2(0) tenemos F™ "2 (y) —y <
mo — my (3). Luego (3) vale para todo y, en particular para y = 0. Entonces
Fi=m2(0) < my — my, de ahi que F*(™1="2)(0) < my — my, entonces
FRm=m2)(0)  my —my

k(ny —n2) ny —ny’

pudiendo suponer que n; — ny > 0. Haciendo tender k a +00 obtenemos

ma — My
al ——.

ny —n2
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Como «a ¢ Q, tenemos
mo — My
a < ——.
ny —n2
De donde

nia +mip < no + mo.

Analogamente si
F™ (x) +mq > F™(x) + mq

tenemos

N1+ mip > no + Mo,
y se concluye la demostracién. O

Definicién 2.2.1. Dados f,g € Hom, (S') decimos que f es semiconjugado a
g si existe h : S1 — St continua y sobre (de grado 1 y preservando orientacién)

tal que ho f = goh.

Teorema 2.2.2. Sea f € Hom (S') con p(f) = a ¢ Q. Entonces f es semicon-
Jugado a R, (por una h que preserva orientacion). Mas ain si f es transitivo,

f es conjugado a Ry, (i-e. h es un homeo).

Demostracion. Sea F' un levantamiento de f y = € R. Consideremos el con-
junto B ={F"(z)+m: n,m € Z}. Definimos una funcién H : B — R por
H(F™(z) +m) = na + m. Luego H es monétona y H(B) = R. Entonces existe
una tnica extensién continua de H a B y mondtona y ademds H(B) = R. En-
tonces hay una unica extensién de H a R de forma mondtona. Luego tenemos
H : R — R continua, monétona y sobre. Se verifica H o F' = T, o H. Adem4s
H(z + 1) = H(z) + 1. Luego definimos h : S* — S! por h(n(z)) = n(H(x)).
h es continua, sobre y ho f = R, o h. Por otra parte, si f es transitivo (i.e.
Q(f) = S!) tenemos que B =R y H es un homeo. O

2.3. Numero de rotacién y medidas invariantes

Cerramos el Capitulo 2 con una interpretacién, en términos estadisticos,
del nimero de rotacién. Veremos que el niimero de rotacién de f € Hom, (S?!)
equivale a promediar, con cualquier medida f-invariante, la distancia entre cada

punto del circulo y su iterado (Corolario 2.3.1).
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Sea f € Homy(S') y sea F € Hom,(R) un levantamiento de f por la

proyeccién canénica 7 : R — S dada por 7(x) = *™@

R R

514]0,51

Como observamos al comienzo de este capitulo, el levantamiento F' conmuta

con la traslacién unitaria, o sea, F' —Id : R — R es periddica de periodo 1:
(F-1d)(z+1)=F(z+1)—z—1=F(z)+1—2z—1=(F-1d)(a).

Sea pr : S! — R la (tinica) funcién cuyo levantamiento por 7 es F' — Id, o

sea, <PF(7T($)) = F(x) — x para todo z € R:

F-1d

En otras palabras, F(z) = z + ¢r(e?™®) para todo # € R. La funcién ¢p
es llamada funcion desplazamiento del levantamiento F'. Note que si f es la
rotacién de dngulo p, entonces pp es constante igual a p (mod1). En el caso

general, se tiene una igualdad para promedios asintéticos:

Lema 2.3.1. Si f € Hom(S!) y F € Hom, (R) es un levantamiento de f, se

tiene que

pr = lim ZWOJ‘”

n—4+oco n
estd definida en todo el circulo y es constante igual a p(F).

Demostracion. Siendo que F' es un homeomorfismo creciente de la recta real, la
distancia entre un punto inicial y su n-ésimo iterado por F' coincide con la suma
de las n distancias intermediarias. Mas precisamente, dados z € S* y 29 € R

tal que m(xg) = x, se tiene que:

Z%OF f(x

|
—

|
—

n n

or(m(F7(20))) = ' (F—1d) (F(z0))

3
I
- O
<
Il
o

(Fj+1($0) — Fj(l‘o)) = Fn(.%‘o) —Xo .

<.
I
o
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_ F(z0) —
Luego gr(z) = lm y

=p(F). O

Combinando el Lema 2.3.1 con el Teorema Ergddico de Birkhoff (vea la

Seccién 1.7) obtenemos que:

Corolario 2.3.1. Si f € Hom (S!) y pu es una probabilidad de Borel invariante

por f, se tiene que

o) = [ rdu mod1),

donde ¢p : S' — R es la funcion desplazamiento de cualquier levantamiento
F € Hom (R) de f.

La “reformulacién”del niimero de rotacién dada por el Corolario 2.3.1 no
serd utilizada en estas notas. Apenas destacamos que es bastante util en dimen-
siones mayores (especialmente para estudiar homeomorfismos del toro T?, vea

por ejemplo [48]).

2.4. Practico 2

1. * Sea f € Hom (S') tal que p(f) € Q. Probar que Q(f) = Per(f).

2. Sea f : S' — S' un homeomorfismo del circulo que revierte orientacién
(grado(f) = —1).

a) Mostrar que f tiene exactamente dos puntos fijos

b) Concluir que para cualquier z, w(x) es un punto fijo o un punto

periédico de periodo 2.

3. Sean f: 5! = 81, g: St = S! dos homeomorfismos preservando orien-
tacién que conmutan. Probar que p(f o g) = p(f) + p(g)(modl). Concluir
que p(f") = n p(f)(modl).

4. Sean f,g € Hom,(S') que son semiconjugados por h (es decir, h : ST —
S1 continua, sobre y de grado 1 tal que ho f = go h). Probar que p(f) =

p(g)-
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5. Sea p : Hom, (S') — S! la funcién que asocia a cada homeomorfismo
creciente del circulo su nimero de rotacién. Probar que p es una funcién
continua. Sug: recordar que se cumple que

fmmo) (o)

- =<
mn n

3
=,

6. * Sea f : S' — S un homeomorfismo conjugado a una rotacién irracional.

a) Probar que la conjugacién es unica a menos de una rotacién, es decir,
si h1, ho son dos conjugaciones, entonces h; = Rg o hy para algin f.
b) Probar que f es unicamente ergddica, y que su unica medida inva-
riante viene dada por u(A) = )\(h(A)) para cualquier conjunto de

Borel A C S, donde h es cualquier conjugacién con la rotacién.

7. Sea C el conjunto de Cantor usual en [0,1] y o un nimero irracional,
0 < a < 1. Encontrar f € Hom, (S?) tal que p(f) = a y Q(f) = C. Sug:
usar la funcién de Cantor y también usar (jo demostrar?) que dados dos
conjuntos numerables y densos A, B en [0, 1] entonces existe h : [0,1] —

[0, 1] homeomorfismo creciente tal que h(A) = B.
8. * Sea f € Hom(S') tal que p(f) es irracional. Probar que R(f) = S*.

9. * Decimos que f : M — M es expansivo si existe a > 0 tal que
si dist(f"(x), f"(y)) < a Vn € Z entonces x = y.

Probar que no hay homeomorfismos expansivos en S!. (Sug: discutir segtin

nimero de rotacién).



Capitulo 3

Difeomorfismos del circulo

Recordemos que, a lo largo de estas notas, S* denota el grupo multiplicativo
de nimeros complejos de médulo 1, o sea, S' = {z € C: |z| = 1}. La medida
de Haar de este grupo, que es simplemente la medida de Lebesgue en el circulo
unidad normalizada para darle perimetro 1, serd denotada por A. La longitud
de un intervalo I serd también denotada por |I|. Identificaremos S1 con R/Z via
el recubrimiento universal  : R — S dado por 7(t) = exp(2mit). Denotaremos
por Hom (S*) el grupo (bajo composiciones) de homeomorfismos del circulo
que preservan orientacion, y por Diff’, (S*) el subgrupo de los difeomorfismos
C" para cualquier r > 1. Finalmente, p : Hom, (S') — [0,1) denota el ntimero

de rotacién.

Sea f un homeomorfismo del circulo con ntimero de rotacién irracional
p(f) = 6. Esto implica ausencia de érbitas periddicas para f (Proposicién 2.1.1)
e implica que su conjunto no errante es minimal (Teorema 2.2.1), siendo un
conjunto de Cantor o todo el circulo (Corolario 2.2.1).

Como vimos en el Teorema 2.2.2, f es semi-conjugada a la rotacion de angulo
6 (que denotamos por Ry): existe un mapa continuo y sobreyector h : St — St
tal que ho f = Rgoh. Recuerde la construccién de h (en la prueba del Teorema
2.2.2): dado un punto no errante z en S’ consideramos su érbita Of(z) =
{rm (x)}nez. El mapa definido por h, (f"(z)) = exp(2mind) identifica el punto
x con el punto 1, y conjuga f con Ry sobre la érbita de x.

Un punto crucial es que f y Ry son combinatoriamente equivalentes, en el

sentido que para cada n € N los primeros n elementos de la 6rbita de x por f

44



CAPITULO 3. DIFEOMORFISMOS DEL CIRCULO 45

estan ordenados en el circulo de la misma manera que los primeros n elementos
de la érbita del punto 1 bajo la rotacion Ry (Proposicién 2.2.1). Esto implica
que hg se extiende de manera continua a la clausura de Oy (z). Esta extensién
es sobreyectiva, pues cualquier 6rbita de Ry es densa en S', y por lo tanto
podemos extender h, como una funcién constante en cada componente conexa
del complemento de W Esto nos da una semi-conjugacién h, entre f y Ry
que identifica al punto = con el punto 1 (dado cualquier otro punto z € S!

tenemos que h, = Rg o h, con exp(2miff) = 1/h,(z)).

514]0'51

Slﬁ,sl

Para cualquier y € S' se tiene entonces una dicotomia: o bien el conjunto
h;*({y}) es un intervalo cerrado, o bien es apenas un punto. Si f es minimal en
el circulo, tenemos que W = S, y en particular h, es un homeomorfismo,
o sea, f es topologicamente conjugado a la rotacién Ry.

En cualquier caso, f es unicamente ergddico: existe una unica probabilidad
de Borel p en S que es invariante por f (vea la Proposicién 1.2.2). La me-
dida p es el pull-back, por una semi-conjugacién, de la medida de Lebesgue:
(A) = A(hs(A)) para cualquier conjunto de Borel A C S*. Puesto que la semi-
conjugacion h, es tinica médulo pos-composicién con rotaciones (vea el Ejercicio
6 del préctico anterior), la medida p estd bien definida.

En particular, la y-medida del arco entre un punto y su imagen, orientado

en el sentido anti-horario, es exactamente el nimero de rotacién de f:

p(lz, f(@)]) = A([L ha (f(2))]) = A([1, Ro(1)]) = A([1, exp(27i0)]) = 0 = p(f).

Reciprocamente, dado cualquier punto z € S obtenemos la, correspondiente

semi-conjugacion h, a partir de la medida p definiendo:

ha(y) = exp (27 p([z, y])) = exp (27m' /:du> :

Como p es f-invariante y f no tiene érbitas periodicas, p no tiene dtomos
(puntos con medida positiva) y esto implica que h, es continua y sobreyectiva
(claramente h, o f = Rp o hy). Si f es minimal, todo intervalo abierto tiene

p-medida positiva (siendo el soporte de g un conjunto compacto y f-invariante,
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coincide con todo el circulo). En particular h, es un homeomorfismo, y entonces
f es topologicamente conjugada a la rotacién Ry.

En resimen: un homeomorfismo f con nimero de rotacién irracional 6 es
semi-conjugado a la rotaciéon Ry por un mapa continuo y sobreyector h. Si h
no es una conjugacién, existe un punto y € S! tal que J = h_l({y}) es un

intervalo cerrado no-degenerado, al cual llamaremos intervalo errante:

Definicién 3.0.1. Sea f : S' — S', J c S'. Decimos que J es un intervalo

errante si
a) J, f(J), f2(J),...son disjuntos dos a dos.

b) w(J) = J w(z) no es una tnica 6rbita periddica.
xeJ

Ejemplo 4. Sea f : ST — S, p(f) = a ¢ Q, Q(f) & S'. Una componente de

ST\Q(f) es un intervalo errante.

Lema 3.0.1 (Distorsién limitada). Sea f : ST — St difeo de clase C?. Entonces

eziste C tal que
n\/ it
L < (0 S 170 - )
i=0

Demostracion. Sea m tal que |f'(z)] > m > 0y M tal que |f"(z)] < M.

Entonces C = — es constante de Lipschitz de la funcién = —— log |f’(x)].
m
Luego
n—1
n f(fi(=
ol T
D=
T 17wl

ilog\f’(fi(x))l —log |f'(f' ()] <
=0

S Clfi) - Fiw) = ¢ 1) - £ )l
=0 1=0
O

Lema 3.0.2. Sea f: S* — St difeo de clase C?. Sea J C S! intervalo tal que
STUM(T)| < oo. Entonces existe T 2 J tal que |f™(T)| < 2|f"(J)|, Vn > 0.
n>0
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Demostracion. Sea K = > |f™*(J)| y C del lema de Distorsién limitada. Sea
n>0

§ > 0 tal que §e*!¢ < 1. Consideremos T 2 J tal que |T| < (1 + §)|J].
Probemos el teorema por inducciéon. El caso n = 0 es cierto. Sii=0,...,n—1,

sean x,y € 1. Entonces,

U@ CEPO_ e

)] = =
Luego

P = D) + T\

| (T\T)] < () @)IT\T| =

para al;'m xzeT

G @D

[(F™) )l 1]

< |fT|L§J)|62KCT\J| <

S (I < ()]

Entonces
LfH(T)] < 2[f"(J)]-

En particular se cumple también |f"(T)|] — 0. O

n—oo

3.1. Teorema de Denjoy, primera version

En un articulo clasico de 1932, Denjoy demostrd el siguiente resultado de
rigidez topoldgica: cualquier difeomorfismo de clase C? con ntimero de rotacién
irracional es topoldgicamente conjugado a una rotacién rigida.

Denjoy estaba interesado en la dindmica de flujos suaves en superficies com-
pactas, donde la dindmica unidimensional surge al considerar mapas de retorno
de secciones transversales locales (vea también el trabajo de Schwartz [57] de
1963).

El resultado original de Denjoy (vea el Teorema 3.3.1 mas adelante) es para

difeomorfismos de clase C' tal que log Df tiene variacién acotada: existe una
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constante positiva V(f) € R tal que dada cualquier particién finita ordenada
{0, x1,..., 2} del circulo, tenemos que:

n—1

> |log Df(wit1) —log Df (x)| < V(f) = var(log Df).
i=0
En este caso decimos que f es de clase C1T% o que f € Difff'b“(Sl). Note
que si log Df es una funcién Lipschitz de constante C' > 0, entonces log D f
tiene variacién acotada con constante V(f) = C (un ejemplo cldsico de un
homeomorfismo de variacién acotada que no es Lipschitz viene dado por t — v/t
en [0,1]). Dada f € Diff? (S!) tenemos que f € Diff;"*(S) tomando:

méx,es |D? f()] D2 f(x) e
min,e g |Df(:1:)| Df(z)

Vamos a demostrar ahora una primera versién del Teorema de Denjoy, en

V()=

, o incluso V() 2/

S1

la cual asumiremos que f € Diff (S1). En la Seccién 3.3 probaremos la versién

mas fuerte (Teorema 3.3.1).

Teorema 3.1.1. Sea f : S' — S! difeo de clase C?. Entonces f no tiene

intervalos errantes.

Demostracion. Supongamos, razonando por contradiccién que f tiene un inter-

valo errante Jy. Se deduce que p(f) ¢ Q. Sea J D Jy intervalo errante maximal.

Se deduce que J es una componente de S'\Q(f). Ademas Y |f"(J)] < 1
n>0

con los f™(J) disjuntos dos a dos. Por el Lema 3.0.2, existe T 2 J tal que
lf™(T)| < 21f™(J)| y |f*(T)] — 0 (observar que podemos suponer T # S1).
Sea z € 0J tal que x € T. Como z € Q(f) existe n; — oo tal que [ (z) — =
(y f* €T). Como |f™(J)] — 0 podemos tomar un elemento, llamémosle k, de
la sucesién n; con i suficientemente grande tal que dist(f*(J), S1\T) < L‘(‘J)l.
Concluimos de aqui que f*(T) € T y por lo tanto f* tiene un punto periédico.
Esto contradice que p(f) ¢ Q. O

Corolario 3.1.1 (Teorema de Denjoy, primera versién). Sea f : St — St difeo

de clase C?, con p(f) = a ¢ Q. Entonces f es conjugado a R,

Demostracion. Por el teorema anterior, Q(f) = S*. O

En el mismo trabajo [7], Denjoy probé que alguna condicién en la deriva-
da primera debe ser exigida para evitar la presencia de conjuntos de Cantor

invariantes. Mas precisamente:
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Teorema 3.1.2 (Denjoy). Dado o ¢ Q ewiste un difeomorfismo f : St — S*
de clase C1 con p(f) = a y tal que f tiene un intervalo errante (i.e. f no es

conjugado a Ry,).

Demostracion. Sea {An}ne z talque A, >0 Vne Z, > Ay=1y

neZ
)\nJrl < . K )
— 1. (Ej: A\, = .
An (In] +1)(In| +2)
Colocamos en S! intervalos I,,, |I,|] = A\, y los ordenamos en S! de la

misma forma que {z, = R_(0): n € Z} (por induccién, colocamos Iy, I; tal

que dist(lp, I1) = > Ak, etc.). Vamos a definir f : ST — S* definiendo
{k:x€(xo,21)}
f' e integrando (si g : S' — ST es continua y [, g =1 entonces 3 f : S' — 1

tal que f' = g). En I, = (an, b,) definimos

fl(x) =gla) =1+ o, (n = 2)(@ = bn)

A2 ’
f(x)=1siz¢ U I,
nez
donde 6
k= — A1 — An).
/\n( +1 )
Entonces
bn ko A3
= = )\n == )\n 5
/ (@) / o) = et 337 = hee
entonces

/Slg(:b)zl.

)= | " gz + o

0

Definimos f : S — S! por

Verifiquemos que f(I,) = I41.

Flan) = / g@)de+ar = Y /1 g(@)dz + ay =

ao k: IkC(ao,an)
= Z [Tky1] + a1 = Z [ Ix| + a1 = ap.
k: zi€ (zo,Tn) k: zp€(x1,20)
Verifiquemos que p(f) = a. Sea h : |J I, — S* por h(I,) = R*(0) = x,. h
neL

preserva orientacién y tiene dominio y rango denso en S!, entonces h se extiende
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continuamente a h : S' — S! continua y sobre. Ademas ho f = R, o h, es decir

f es semiconjugado a R,. Entonces p(f) = « (ver ejercicio 4). O

Observacion 3.1.1. Existen contraejemplos incluso cuando la derivada primera
es Holder continua [25]. Vea también [30], [31] y [27].

Observacion 3.1.2. Determinar cudles conjuntos de Cantor en el circulo pueden
ser invariantes bajo un difeomorfismo C' es un problema interesante y dificil,

vea por ejemplo [10].

3.2. Algunas herramientas

Con el objetivo de probar la versién original del Teorema de Denjoy (vea el
Teorema 3.3.1 mas adelante), desarrollamos ahora algunas herramientas clésicas

de dinamica en el circulo.

3.2.1. Tiempos de retorno

Sea f un homeomorfismo del circulo que preserva orientacién. Si su nimero
de rotacién p(f) = 6 € [0,1) es irracional, tiene una expansién infinita en

fracciones continuas, digamos:

0 = [ag, a1,y .. Qpyapit,...] = lim T
a0—|— 1

CLQ—I-% 1

Qn
Una referencia cldsica de fracciones continuas es la monografia [34] (vea
también el Capitulo 4 de estas notas). Definimos recursivamente los tiempos de

retorno de 6 por:

Q@ =1, qg1=0a9 Y Gnt1=0nqn+qn_1 Ppara n>1

Los ntimeros ¢, se obtienen como los denominadores de la expansién trun-
cada de orden n de 6:

Pn . 1

q = [a07a17a27---7an—1] = i
n a0+
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Recordemos también las siguientes estimativas (vea por ejemplo los Teore-
mas 9 y 13 en [34, Ch. I], o el Teorema 5 en [38, Ch. I]):

1

P
I I <.}
4n(Gn + qns1)

an

<

1
<= para todo n € N.

<|
dndn+1 dn

Los ntimeros racionales p,, /¢, son llamados convergentes del irracional 8. Ca-
da p, /¢, es la mejor aproximacién posible de 6 por fracciones con denominador

maximo ¢, [34, Capitulo II, Teorema 15]:
Si0 < g < gn, entonces |0 fpn/qn| < |9 fp/q| para todo p € N.

Fijemos ahora un punto x € S'. Las propiedades aritméticas de la expansién
en fracciones continuas descriptas implican que las iteraciones { R{" () }nen son

los retornos mas cercanos de la érbita de x bajo la rotacién rigida Ry:
d(z, R}"(z)) < d(z,R)(x)) paratodo j € {1,..,q,— 1},

donde d indica la distancia estdndar en S'. La sucesién de tiempos de retorno
{qn} crece al menos exponencialmente rdpido cuando n — oo, mientras que
la sucesién de distancias de retorno {d(z, Rj"(z))} decrece a cero al menos
exponencialmente rapido cuando n — oo. Finalmente, note que {Rg™ () }nen se

aproxima al punto x alternando el orden:
Rl*(z) < R (z) < ... < R (2) < .. <z < ... < R (z) < ... < Rl*(z) < R}’ ()

Por el resultado de Poincaré (Proposicién 2.2.1), esta informacién vale, a
nivel combinatorio, para cualquier homeomorfismo del circulo f con nimero
de rotacién 0: dado x € S* el intervalo [z, f9 (x)] no contiene iterados f7(x)
para j € {1,...,q, — 1}, y si denotamos por p la tnica probabilidad de Borel
invariante por f, podemos decir que ,u([:r,fq" (x)]) < u([x,fj (ac)]) para todo
je{l,..,q—1}

3.2.2. Distorsion de cross-ratio

Sean a < b < ¢ < d cuatro puntos de la recta real, y sea S7 la transformacién
de Mébius determinada por Si(a) =0, S1(c) =1y S1(d) = co. Observe que Sy
tiene coeficientes reales pues preserva la recta real. Definimos Cry(a, b, c,d) €
(0,1) como Cry(a,b,c,d) = S1(b), o sea:

Cri(a,b,c,d) = (i_(i) <Z_Z> .
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Si denotamos por T = (a,d) y por M = (b, c) tenemos que:

N I
Cri(a, b,ed) = <|L| o) \[rr+aa )

donde L y R son las componentes conexas de T'\ M.

La eleccién de S; es bastante arbitraria. Puede considerarse, por ejemplo,
la transformacién de Mdobius Sy determinada por Sy(a) = —1, Sa(b) = 0y
Sa(d) = o0, y definir Cra(a, b, ¢,d) € (0, +00) como Cra(a,b, ¢, d) = Sa(c), o sea:

Cra(a,b,c,d) = (Z_Z) (Z_l;) .

Nuevamente, escribiendo T' = (a,d) y M = (b, ¢) tenemos que:

_ Ty
L]

Cry(a, b, ¢, d)

Pueden encontrarse en la literatura varias definiciones diferentes de cross-
ratio, dependiendo de los propédsitos de los autores. La primera definicién dada
aqui es la que se usa en [61], mientras que la segunda definicién es la elegida
en [42] y en [17]. Por supuesto, ambas definiciones estén relacionadas por una
transformacién de Mébius: considere el difeomorfismo real-analitico (que revier-
te orientacién) S : (0,1) — (0,400) dado por S(x) = =%, cuya inversa es dada
por S7(z) = 14%% Tenemos que S(Crl(a, b, c, d)) = Cra(a, b, c,d) para todo
a < b < ¢ < den R. Finalmente, note que ambos Crq(a,b,c,d) y Cra(a,b,c,d)
son invariantes bajo transformaciones de Mobius: si S es cualquier transforma-
cién de Mébius y a < b < ¢ < d en R, tenemos que Cr; (S(a), S(b), S(c), S(d)) =
Cr;(a,b,c,d) parai=1,2.

En estas notas trabajaremos con la segunda definicién dada, esto es:

Definicién 3.2.1. Dados dos intervalos M C T C S! definimos el cross-ratio

de M en T como:
_ M

LR

donde L y R son las componentes conexas de T\ M. Si f es un homeomorfismo

Cr[M, T

en T, definimos la distorsion de cross-ratio de f en M y T como:

Celf (M), £(T)]
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3.3. Teorema de Denjoy, version fuerte

En esta seccién vamos a demostrar la version fuerte del Teorema de Denjoy:

Teorema 3.3.1 (Denjoy, 1932). Sea f un difeomorfismo del circulo de clase C*
tal que log D f tiene variacion acotada. Si f tiene nimero de rotacion irracional

0, entonces f es topoldgicamente conjugado a la rotacion rigida de dngulo 6.

Nuestra prueba del Teorema 3.3.1 no serd la mas simple (vea por ejemplo
[46, Seccién 1.2]), pero es una prueba que se adapta mejor al caso de mapas con
puntos criticos que estudiaremos mas adelante (vea la Seccién 6.3).

La prueba del Teorema 3.3.1 surge al combinar los siguientes dos resultados:

Proposicién 3.3.1. Sea f un difeomorfismo de clase C' del circulo con nimero
de rotacion irracional y tal que log D f tiene variacidn acotada por V.=V (f) >
0. Existe una constante positiva § = 6(V') > 0 tal que dado cualquier intervalo
J y cualquier sucesion {T,}nen de intervalos que contienen J tales que para
cualquier n € N los primeros gn+1 — 1 iterados de T, tienen multiplicidad de

interseccion 2, tenemos que:
Cr(f*, J,T,) > 6 para todo k€ {0,...,qns1}-

Recordemos que una familia de intervalos tiene multiplicidad de interseccion
k € N si el ndimero méaximo de intervalos de la familia con interseccién no vacia

es precisamente k.

s e s -rl+b ~ -, . .
Proposicion 3.3.2. Seq [ € Dlﬁ++ Y(SY) con nimero de rotacién irracional.
Supongamos que f mo es conjugada a la Totacion correspondiente, y sea J un
intervalo errante mazimal. Entonces existe una sucesion decreciente {1, }nen

de intervalos abiertos tales que:
" J= ﬂ T,
neN

» La familia {T,, f(T,), ..., f&+171(T,,) } tiene multiplicidad de interseccion
2 para todon € N, y

» lim Cr(f%+,J,T,) =0.

n— oo

La sucesion {qn }nen €s la sucesidn de tiempos de retorno dada por el nimero

de rotacion de f (vea Seccion 3.2.1).
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Prueba del Teorema 3.3.1. Basta combinar las proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 enun-

ciadas encima. O

En el resto de esta seccidon nos dedicaremos a probar ambas proposiciones.

3.3.1. Prueba de la Proposicién 3.3.1 y la Proposiciéon
3.3.2

Empezamos con la prueba de la Proposicién 3.3.1.

Prueba de la Proposicion 3.3.1. Fijen € Ny k € {0, ...,¢n+1}, y note que:

v (f*,J,T,) HCrff FH(T)).

En particular:

k—

1
|log (Cx(f*, 7, T))| < D [log (Ce(f. f1(), £1(T))) .
0

=
Por el teorema del valor medio, para cada i € {0,...,k — 1} existen cuatro
puntos x; € fU(J),Yin € f(T0), Zin, win € fA(T, )\fz( )tales que:

, ) Df(x;)||D in
Cr (f, f1(J), f1(Tn)) = l'yff;,n)>'|'pﬁ(<ymi|>| '

Por lo tanto:

k—1
‘ log ( Cr(f*, J, Tn)) ‘ ‘ log Df(x;) +1og D f(y;in) —log Df(2;) — log Df(wi’n)‘
=0
k—1
\ log D f(x:) —log D f(2i,n)| + [log D f (wi,n) —log D f (yi,n)]
Considere ahora la particién finita Py = {2, Yi,n, 2i,n, wi n} . Como la fa-

milia {Tn, F(Ty), ..., fan+rr= (T, } tiene multiplicidad de 1ntersecc1on 2, el ultimo
término es menor o igual que el doble de la variacién total de log Df en Py, y

entonces basta tomar ¢ = exp(—2V). O

Nos concentramos ahora en la prueba de la Proposicion 3.3.2. Para ello, va-
mos a probar (vea el Corolario 3.3.1 mas adelante) que si f € Difff'b“(Sl),
entonces la sucesiéon {log Df?"}, cy es acotada. Con esta finalidad demostrare-
mos primero dos resultados técnicos bien conocidos, cuyo interés trasciende la

Proposicién 3.3.2:
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Lema 3.3.1 (La desigualdad de Denjoy-Koksma). Sea f € Hom,(S') con
p(f) =0 € R\ Q, y sea p la tinica probabilidad de Borel invariante por f. Sea
{qn}nen la sucesion de tiempos de retorno dada por 0, el nidmero de rotacién de
f. Dada v : S' — R (no necesariamente continua) con variacion acotada por

var(vy) tenemos que:

qn—1

Z w(fj(x)) — qn/ Ydu| < var(y) para todo x € S* y todo n € N.
=0 st

Prueba del Lema 3.5.1. Fije x € S' y n € N. Por combinatoria existen ¢, in-
tervalos abiertos dos a dos disjuntos {lo, I1,...,I,,—1} en el circulo tales que
R)(1) = ™% ¢ T; y MI;) = 1/g, para todo j € {0,1,....,¢, — 1} (po-
demos tomar, por ejemplo, los intervalos determinados por las g,-ésimas rai-
zes de la unidad, y etiquetarlos en orden para tener e*7%% ¢ E para todo
j€{0,1,...,qn, — 1}). Sea h = h, la semi-conjugacién entre f y Ry que identifi-
ca el punto x con el punto 1, y para cada j € {0,1,...,q, — 1} sea J; = h=1(I;).
Note que fi(x) € J; y u(J;) = 1/q, para todo j € {0,1,...,g, — 1}. Ademés,
{Tj}j’;gl es una particién del circulo (mddulo los extremos de los intervalos,
cuya p-medida es cero pues p es f-invariante y f no tiene érbitas periddicas).

Por lo tanto:

jgo V(7 (x) — qn /5~1de Z <¢(f3(x)) Qn//.'l/)d,u>

=0 J

gn—1

D

j=0
gn—1

0 Y

=0

IN

o(F@) = an [ v

J

| (@) - )

J

qn—1

<an g / (1 (x)) - |du

<Y sup [0(@)) — 6] < var(u).
j=0 Y&€Ji

O

El exponente de Lyapunov de un difeomorfismo C' con ntimero de rotacién

irracional siempre es nulo. Mas precisamente:
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Lema 3.3.2. Sea f € Diﬁi(Sl) con numero de rotacion irracional, y sea [t Su

inica probabilidad de Borel invariante. Entonces:
/ logDfdu=0.
Sl

Prueba del Lema 5.3.2. Si f € Diff} (S'), la funcién ¢ : S — R definida por

1 =log Df es continua. Por la unicidad ergddica de f, la sucesion
n—1
T uer
§=0

converge uniformemente a una constante [41, Capitulo I, Seccién 9], y esta

constante debe ser fsl log D f du. Por la regla de la cadena, tenemos que:

n—1
> o fl =log(Df"). (3.1)
j=0

Por lo tanto, la sucesién de funciones continuas log(D f™)/n converge a la
constante |, g1 log D f dp uniformemente en S 1. Siendo que f™ es un difeomorfis-

mo para todo n € N, esta constante debe ser cero. O

Sife Diﬁ’fb”(Sl) podemos combinar los lemas 3.3.1 y 3.3.2 para obtener

que la sucesion { log(Df‘i’")}neN es acotada en el circulo:

Corolario 3.3.1. Si f € Diﬁf‘b”(Sl) tiene numero de rotacion irracional,
entonces e~V () < (qu")(x) < eV para todo x € S* y todo n € N.

Prueba del Corolario 3.3.1. Aplique el Lema 3.3.1 con ¥ =log D f, y use (3.1)
y el Lema 3.3.2. O

Habiendo demostrado el Corolario 3.3.1, estamos prontos para probar la

Proposicién 3.3.2.

Prueba de la Proposicion 3.3.2. Sea J = (a,b) un intervalo errante maximal de
f, v sea n € N. El complemento de la unién de J con f? (.J) consiste en dos
intervalos abiertos. Por combinatoria, el intervalo f2+174(,J) estd contenido en
uno de ellos, mientras que el intervalo f4+1(.J) estd contenido en el otro. Siendo
J maximal (como intervalo errante) ambos extremos a y b son recurrentes a fu-
turo, y por lo tanto la distancia entre J y f9=(.J) converge a cero cuando n tiende

a infinito. Supongamos que, para el entero fijado n, se tiene que fdn+1T4n(.J)
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estd contenido en la menor de las componentes (esto depende de si n es par

o impar, el otro caso se trata de la misma manera). Sea L, = (f9"(a),a),
R, = (b, fqn (a)) y:

T,=L,UJUR, = (f""(a), f(a)).

Por definicién:

dn+1 — qn+1 |fq"+1 (J)| 1
o[, 1, ) = |Lnl| Bl f (ma|(u%ﬁlumﬂ) (V%+%RnNUHﬂﬂ>'

La observacién combinatoria crucial es que J C f%+1(R,), y entonces
|f¥+1(R,)| > |J|. Como también tenemos |T,| > |J| y |f9*+(T,)| < 1 ob-
tenemos que:

artre 05 < Rl O (i) () - 62

La desigualdad (3.2) vale para cualquier homeomorfismo f con ntmero de
rotacién irracional. Vamos aprovechar ahora la regularidad de nuestro caso. Por
el Corolario 3.3.1 la sucesion:

|Ln|
| fant1 (L)
es acotada por arriba. Como ) . [f"(J)| < 1 tenemos que |fi+1(J)] — 0
cuando n va para infinito, y como J es maximal tenemos que |R,,| — 0 cuando

n va para infinito. Esto prueba que:

lim Cr(f%+,J,T,) =0.

n—oo

Como T, = (f~%(a), f?(a)), sabemos por combinatoria que la familia:

{T0, F(T0n)s oo, f (T }

tiene multiplicidad de interseccién 2 para todo n € N. O

3.4. Diff"(S') desde el punto de vista genérico

En esta seccién estudiaremos Diff”(S1), el conjuntos de difeomorfismos del
circulo de clase C" con la topologia C".

Veremos primero que el tener niimero de rotacion irracional es “inestable”.
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Teorema 3.4.1 (C"- closing lemma). Sea f : S' — S! difeo de clase C" y

x € Q(f). Entonces existe g, C™ arbitrariamente cerca de f tal que x € Per(g).

Demostracion. Vamos a mostrar que g; = R; o f para algin t arbitrariamente
pequeno tiene a x como punto periédico. Es facil ver que g; estd C” cerca de f
si t es pequeno. Si x es periédico de f no hay nada que probar. Supongamos que
no lo es. Entonces z € w(z) = I n, tal que f™ () — z. Sea F levantamiento
de f y Z tal que 7(&) = x. Entonces 3 p; tal que F™ (%) — p; — &. Tomando
subsucesién podemos suponer que F™i (&) — p; es monétona. Supongamos que
es creciente. Sea a > 0 y consideremos g, = Ry 0 f. G4 = T, o F levantamiento
de gq-

Afirmacion 1. G2(xz) > F"(x) +aVn € N.

En efecto, razonando por induccién, G7(x) = Go(G" 1(x)) > Go(F" " 1(x)) >
F(x) + a.

Ahora tomemos n; tal que & — (F™ (%) — p;) < «. Entonces

Gy (Z) —pi=F"(2) —pi < T

Goi(2) —pi > F™"(2) —pi +a > 1.
Entonces existe t € [0, a] tal que G} (%) — p; = . O

Definicién 3.4.1. Sea f : S! — S!' y p un punto fijo de f. Decimos que p
es hiperbélico si |f/(p)| # 1. Si p es periédico, f¥(p) = p, decimos que p es un
punto periédico hiperbélico si |(f*)(p)| # 1, i.e., p es un punto fijo hiperbélico
de f*.

Teorema 3.4.2. Sea f : S' — S y p un punto fijo (periddico) hiperbdlico de
f. Entonces existe U(p) entorno de p y U(f) entorno de f en la topologia C"
tal que si g € U(f) entonces g tiene un unico punto fijo (periddico) hiperbdlico

en U(p).

Demostracion. Tenemos que |f'(p)| # 1. Supongamos que f'(p) >1 =3 >0
flo+e)>(p+e)+pe

flp—e)<(p—e)—pe
IIf—gll- < d con ¢ suficientemente chico, entonces g(p+¢) > p+¢, g(p—¢) < p—¢,

tal que f'(z) > pu > 1, si |z — p| < e. Luego, { . Si

yg(x)>1Vaep—ep+e| Luego, 3! py € [p—e,p+¢] tal que g(py) = py-
Ademds, |g'(pg)| # 1.
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Otra forma:

Sea F : Diff"(R) x R — R tal que F(g,z) = g(x) — z. Entonces tenemos
que F(p,0) = 0y 0oF|p = f'(p) —1 # 0. Luego, por el teorema de la
Funcién Implicita, existen U(p),U(f) v ¢ : U(f) = U(p) de clase C" tales que

F(g,¢(g9)) =0. O

Proposicién 3.4.1. Sea g € Diff"(S') y p € Per(g). Entonces, existe g3 C"-

cerca de g tal que p es un punto (periddico) hiperbdlico de g .

Demostracion. Si p es hiperbdlico de g, no hay nada que probar. Luego, sea «,

0 < a < 1 arbitrariamente chico tal que si definimos ¢ : S* — S* verifica:

1. p(z) =0siz ¢ U(p)

2. p(p) =0
3. ¢'(p) =«
4. |¢'(p)] < «

Entonces, esta ¢ estd C"-cerca de la funcién nula. Sea g1 = g + ¢. Luego, g1

estd C"-cerca de g, y cumple g1(p) = g(p) + ¢(p) =py 01'(p) = ¢'(p) + a # 1.
O

Teorema 3.4.3. Sea g1 € Diff"(S') tal que g1 tiene un punto hiperbélico p.
Entonces, existe go C"-cerca de g1 tal que go tiene todos sus puntos periddicos

hiperbalicos.

Demostracion. Observemos primero que cualquier go cerca de g; tiene un punto
periddico hiperbdlico de periodo igual al periodo de p segin ¢; (llamémoslo k).
Luego, sabemos que todos los puntos periédicos de g tienen periodo k.

Sea G; levantamiento de g; y consideremos la funcién H : R? — R dada por
H(z,t) = [T} o G1]*(z) — r, donde G1*(p) = p + r. Luego, H(p,0) = 0 y
OH # 0 (ya que G’ > 0) y entonces S = H1(0) es una subvariedad de
R2. Consideremos 7, : S — R la proyeccién sobre la segunda componente y
sea to valor regular (arbitrariamente cerca de 0) de ma|s. Tomemos Ga(x) =
T,, 0 G1(z). Afirmamos que si Go"(z0) = r + 29 = Go(z0) # 1. En este caso,
tenemos que H(xo,tp) = 0. Como Ker(dH 4, t,)) = T(zg,t4)S ¥ to s un valor
regular, entonces 0, H (x,t)|(z4.40) 7 0 pero 0pH(x,t)|(z0,t0) = (G2F) (z0) — 1.
Sea go = wo (GG5. Luego, go tiene todos sus puntos periédicos hiperbdlicos y esta

arbitrariamente C" cerca de g (tomando tg arbitrariamente chico). O
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Corolario 3.4.1. Eriste D C Diff"(S') (abierto y denso) tal que si g € D

entonces:

1. p(g) €Q
2. Todo punto periodico de g es hiperbolico.

Demostracion. abierto:

Sea g tal que p(g) € Q y todo punto periddico de g es hiperbdlico. Entonces
g tiene una cantidad finita de dérbitas periédicas O(p1), ..., O(px) que, por co-
modidad, supondremos puntos fijos. Para cada i, 3 U;(p;) v Ui(g) tal que si
g € U;(g) = g tiene un (tnico) punto fijo en U; y es hiperbdlico. Podemos
suponer que U; NU; = 0 si i # j. Por otra parte, existe d > 0 tal que si
v ¢ YU = d(z,g(z)) > d = 3U(g) tal que si § € Ulg) = d(z,) > g,

i

Va ¢ Ui Seall(g) CUi(g)N.. .ﬁuk(g)ﬁlj{(g). Luego, si g € U(g) = p(g) €

Q y todos los puntos fijos (periédicos) de g son hiperbélicos.

Densidad:

Sea f € Diff"(S'). Entonces, por el C"-closing lemma obtenemos una g tal que
p(g) € Q = 3 g1 tal que p(g1) € Q y g1 tiene un punto periédico hiperbdlico.
Por Teorema 3.4.3, 3 g2 tal que p(g2) € Q y g2 tiene todos sus puntos periédicos

hiperbdlicos. En cada paso, la perturbacién es arbitrariamente pequena. O
Definicién 3.4.2. f € Diff"(S?) es llamado Morse - Smale si:

1. Q(f) = Per(f)
2. #Per(f) <o
3. Todos los puntos periddicos de f son hiperbdlicos.

Corolario 3.4.2. El conjunto de los difeos Morse-Smale en Diff" (S1) es abierto

y denso.

Definicién 3.4.3. Decimos que un difeo f : S' — S de clase C" es C"-
estructuralmente estable si 3U(f) C Diff"(S1) tal que toda g € U(f) es conju-
gada a f.

Teorema 3.4.4. Si f : S* — S' es un difeo C" Morse-Smale, entonces f es

C"-estructuralmente estable.



CAPITULO 3. DIFEOMORFISMOS DEL CIRCULO 61

Demostracion. Por comodidad supondremos que p(f) = 0, i.e., f tiene pun-
tos fijos p1,...,px. Luego, 3 U(f) tal que si ¢ € U(f) = g tiene puntos
fijos p1(9),.--,p(9) ¥ pilg) —3 pi- Ahora, S\{p1,... e} = LU... ULk y
f(I;) = I;, y también S*\{p1(g),...,pr(g)} = Li(g)U...UIx(g), con g(I;(9)) =
I;(g). Conjugamos f|r, con f|r,(g), 7 =1,...,k y se extiende esta conjugacién a

p1,---, Pk, obteniendo una conjugacion ente f y g. O

3.5. Practico 3

1. Sea {pn/gn }nen la sucesién de truncamientos de la expansién en fracciones
continuas de 6 € [0,1] \ Q (vea la Seccién 3.2.1). Probar que para todo

n € N se tiene que:
dn Pn+1 — 4n+1Pn = (_1)71, .

2. * Sea f € Homy(S') topologicamente conjugado a la rotacién de angulo
0 € 10,11\ Q, y sea {pn/qn}nen la sucesion de truncamientos de la ex-
pansién en fracciones continuas de 0. Fijados z € S' y n > 0, sea I, el
intervalo con extremos x y f9(x) que contiene f9"+2(x). Probar que la

coleccion de intervalos

{FiI): 0<i<gu—1} | {FTnn): 0 <gn—1}

es una particidn del circulo (mdédulo los bordes de los intervalos).  (Sug:
Note primero que podemos suponer que f es la rotacién rigida. Use propie-
dades aritméticas de fracciones continuas para mostrar que los intervalos
de la familia dada son dos a dos disjuntos. Para mostrar que estos inter-

valos cubren el circulo, sume sus longitudes y use el ejercicio anterior).

3. Sea f: St — S! difeomorfismo de clase C™ (es decir, un levantamiento
F es difeomorfismo C" de la recta) y sea p un punto fijo (o periédico de
periodo k) de f.

a) Probar que si |f'(p)| < 1 (respec. si |(f¥)'(p)| < 1) entonces es atrac-
tor, es decir, existe un entorno U de p tal que si x € U entonces
fi(x) € UVn >0y w®) = p (respec. f"¥(x) € U V¥n >0y
w(r) = O(p).)
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b) Probar que si |f'(p)| > 1 (vespec. si [(f¥)'(p)| > 1) entonces es re-
pulsor, es decir, existe un entorno U de p tal si x € U entonces
f(x) € UV¥n >0y alx)=p (respec. f (z) e UVn >0y
a(z) = O(p).)

4. Sea F' : R — R definida como
Flz) = o+ ——sin(272) + — cos(2mz)
@) =@+ —sin(2rz) + - cos(2mz).

a) Probar que F es el levantamiento de un difeomorfismo de S1.
b) hallar p(F)

¢) Hallar los puntos periédicos de F. Clasificarlos, si corresponde, en

atractores y/o repulsores.

d) Croquizar la dindmica correspondiente en S?.

5. * Sea f : S' — S! homeomorfismo con p(f) = 0y sea FF : R — R
levantamiento con p(F) = 0. Sea R; : S — S la rotacién de angulo ¢
y su levantamiento T; : R — R dado por T;(z) = = + t. Consideremos la
funcién h : [0, 1] — R definida como h(t) = p(T; o F').

a) Probar que h es continua, creciente y que h([0,1]) = [0, 1].

b) Sea r € [0,1] un ntmero irracional. Probar que h=1(r) es un tnico
punto.
c¢) Sea tg € [0,1] tal que h(tg) = p/q.
1) Probar que si existe z € R tal que (T}, o F)?(z) < =+ p entonces
existe € > 0 tal que si t € [to, to + €) se tiene que h(t) = p/q.
2) Analogamente, si existe x € R tal que (T}, o F)%(z) > z + p
entonces existe € > 0 tal que si t € (tg — €,tg] se tiene que
h(t) = p/q-
3) Concluir que si (Ry, o f)9 # Id entonces h™(p/q) es un intervalo
(no trivial).
d) Una escalera del diablo es una funcién A : [0,1] — [0, 1] continua,
sobre, mondtona tal que existe un conjunto denso A C [0,1] tal que

para todo a € A, h™1(a) es un intervalo. Demostrar que si f : S* —

S1 homeo del circulo es tal que (R; o f)¢ # Id para todo ¢ > 1y
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para todo 0 < t < 1 entonces la funcién h definida al principio es una

escalera del diablo.!

6. * Dada una funcién creciente ¢ : I — ¢(I) de clase C* sin puntos criticos
en el intervalo I, definimos la derivada Schwarziana de ¢ como:
D3¢ 3 <D2¢>2

%="Ds "2\ Do

a) Probar que todo polinémio de grado 2 tiene derivada Schwarziana

negativa.

b) Probar la regla de la cadena de la derivada Schwarziana:
S(@o f)(x) = Sf(x) + So(f(2))(Df(x))*.

¢) Probar que si ¢ tiene derivada Schwarziana negativa, cualquier ite-
rado de ¢ también tiene derivada Schwarziana negativa.
d) Considerar la funcién g de clase C? definida por g = (D¢)~ /2, y
D?%g

probar que S¢ = —2 ()
g

e) Usando la parte anterior, probar que el nicleo de la derivada Sch-
warziana es el grupo de las transformaciones de Mobius: S¢ = 0 &

¢ es una Transformacién de Mobius.

f) Si ¢ es una Transformacién de Mobius y f es de clase C3, probar que

S(gof)=5F.

IEste el el caso del ejercicio anterior. De hecho, si f no es una rotacién y F se extiende a
una funcién analitica en C siempre vale. Pues de lo contrario, del hecho que (T; 0 F')? = T}, en
R se concluye que es la traslacién en todo C y de ahi que F' : C — C es un biholomorfismo y
entonces F'(z) = az + b. Del hecho que F(z + 1) = F(z) + 1 se concluye que a = 1 y entonces

f es una rotacion.
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Capitulo 4

Breve paréntesis sobre

fracciones continuas

Como vimos en los capitulos anteriores, los difeomorfismos del circulo mas
interesantes, desde el punto de vista dinamico, son aquellos con niimero de rota-
cién irracional. En el Capitulo 5, para enunciar y entender resultados mas finos
sobre las 6rbitas de estos sistemas, vamos a separar los ntimeros irracionales en
dos clases: los Diofantinos y los Liouville. Para ello, en este capitulo vamos a
recordar algunos aspectos bésicos sobre aproximacién de ntiimeros irracionales
por fracciones continuas (que ya fueron discutidas en la Seccién 3.2.1). Nues-
tro enfoque serd de caracter dindmico/probabilistico. Un enfoque clésico puede

encontrarse en [34] y en [38].

4.1. Fracciones Continuas
Dado un ndmero positivo 6 denotamos por |6] la parte entera de 0:
0] eN y 0] <0<[0]+1.

Definimos el mapa de Gauss G : [0,1] — [0, 1] como:

G(@)—;BJ para 0#0, y G(0)=0.

Para k > 1 consideramos I, = (k%_l, %) Note que G es un difeomorfismo
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expansor de Iy en (0, 1), haciendo de la unién (J, - I una particion de Markov
para G (vea [41, Seccién II1.1]). B

Ambos QN[0,1] y [0, 1]\Q son G-invariantes. Bajo la accién de G, todo racio-
nal del [0, 1] aterriza en el origen (un ponto fijo de G), mientras los irracionales

permanecen para siempre en el abierto |J, <, Ix.

Definicién 4.1.1. La expansion en fracciones continuas de un nimero irracio-
nal en [0, 1] es la sucesién dada por su itinerario bajo la accién de G segin la

particién (s Ii-

En otras palabras, a todo nimero irracional 8 en [0, 1] le asociamos la suce-

sién {an }nen dada por G™(0) € I,,, para todo n € N, o sea:

1
an = {G”(G)J para todon € N.

Usaremos la notacién clasica 6 = [ao, A1y ooy Opy G 1, ] Los ntimeros na-
turales a,, son llamados cocientes parciales de 6.

Como G es expansora en la particién (J,~, Ix, €l mapa h de [0,1] \ Q en
N (munido de la topologia producto) que leiasocia a cada numero irracional
su itinerario por G es un homeomorfismo. O sea, la accién de G en [0,1] \ Q
es topologicamente conjugada al shift o : NY — NN que manda {a, }nen en

{an-&-l}nEN:

0,1]\Q —+ [0,1]\Q

h h

NN NN

De la misma manera que en la Seccién 1.6.1, se muestra que las orbitas
periédicas de o : N¥ — NN son densas en NY. En otras palabras, las érbitas
periédicas del mapa de Gauss G son densas en [0,1]. En particular, G admite
infinitas medidas ergddicas.

Un resultado clésico en Teorfa Ergddica (vea [41, Capitulo III, Teorema 1.2]
y/o [46, Capitulo V, Teorema 2.2]) afirma que G preserva una tnica probabilidad
de Borel v (llamada medida de Gauss) ergdédica y equivalente a la medida de
Lebesgue Leb en [0, 1] (la unicidad de v proviene de la equivalencia con respecto
a la medida de Lebesgue). De hecho, no es dificil mostrar que para cualquier

conjunto de Borel A C [0, 1] se tiene:

= (1) [ (L) aves
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Definicién 4.1.2. Un ntmero real 6 € [0,1] es de tipo limitado si existe una

constante M > 0 tal que a,, < M para todo n € N.

Siendo que las érbitas periédicas de o son densas en N (munido de la topo-
logia producto), los ntimeros irracionales con expansién en fracciones continuas
periddica son densos en [0,1]. En particular, los nimeros de tipo limitado son
densos en [0, 1]. Puede mostrarse, ademds, que el conjunto de los ntimeros de

tipo limitado en [0, 1] tiene dimensién de Hausdorff igual a 1. Sin embargo:

Lema 4.1.1. El conjunto de los numeros de tipo limitado tiene medida de Le-

besgue nula en [0,1].

Por una prueba directa del Lema 4.1.1, sin argumentos dindmicos, vea [34,
Capitulo III, Teorema 29].

Prueba del Lemma 4.1.1. Considere la sucesién creciente {K,, }men de conjun-

tos de Cantor en [0, 1] dada por:
K,={6€[0,1]\Q : §=[ag,a1,...] con a, <m paratodo n € N}.

Es suficiente probar que Leb (Km) = 0 para cada m € N, y como la medi-
da de Gauss es equivalente a la medida de Lebesgue, es suficiente probar que
V(Km) = 0 para cada m € N. Esto ultimo sigue inmediatamente de la ergodici-

dad de v bajo G, pues cada K,, es G-invariante y estd contenido en (%, 1). O

El Teorema Ergédico de Birkhoff (vea la Seccién 1.7) nos ofrece un enunciado

mucho mas preciso:

Teorema 4.1.1. Para Lebesque casi todo 0 en [0, 1] se tiene que todo nimero
entero k > 1 aparece infinitas veces en la expansion en fracciones continuas de

0= [ao,al, ] De hecho, si definimos:

(0, k) = <71L) #{0<j<n:a;=k},

converge al numero positivo:

(ez) s (i)

tenemos que {Tn(e’ k) }nGN

que depende apenas de k.
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Prueba del Teorema 4.1.1. Por definicién:
1 )
(0, k) = <n) #{O <j<n:G'0) e Ik}

y por el Teorema Ergédico de Birkhoff:

Jim 7,0, k) = v(ly) = (10;2) log </(€]Z/:+1)22))

para v casi todo 6 en [0,1]. Nuevamente por la equivalencia, esto se satisface

para Lebesgue casi todo 6 en [0, 1]. O

Puesto que la frecuencia asintética dada por el Teorema 4.1.1 es estricta-
mente decreciente en k, podemos esperar que numeros tipicos, aun teniendo
cocientes parciales ilimitados, tengan crecimiento lento. Esto se formaliza con

la siguiente observacion:

Lema 4.1.2. Sea {b, }nen una sucesion creciente de nimeros reales positivos tal
que Y, oy 1/bp < 00. Para Lebesgue casi todo 6 = [ao,al, ] en [0,1] tenemos

que ap, < b, para todo n suficientemente grande.

Prueba del Lemma 4.1.2. Para cada n € N sean:
Un:{t?:an>bn} y V, :{9:a0>bn}.

Queremos probar que:

Leb ﬂ UUn =0.

keNn>k

Como G™"(V,,)=U, y V,, C (0, i) tenemos que:

2] - Ga)e+2) = ) @)

para todo n suficientemente grande. En particular:
Z v(U,) < o0,
neN

y entonces el lema sigue combinando el lema de Borel-Cantelli con la equivalen-

cia entre las medidas de Gauss y de Lebesgue. U
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Corolario 4.1.1. Para Lebesgue casi todo 0 = [ao, A1y eeey G, ] en [0,1] tene-

mos que:

1 , 1 ¢
lim —loga, =0 y hmsupﬁZlogaj < 0.

n—oo N n—o00

=1
Tenemos también que:
k+n
1 n
— E loga; < C’(G) {1 — log (E)} para todo 0 <n <k,
n
j=k+1

donde 0(9) > 0 depende de 6.

Como veremos en la Seccién 6.4 (Teorema 6.4.1, item (2)), el conjunto de
numeros dado por el Corolario 4.1.1 fue introducido por de Faria y de Melo
en [17, Seccién 4.4], y aparece naturalmente al estudiar la geometria de las
orbitas de ciertos homeomorfismos suaves del circulo con puntos criticos. Las
dos primeras condiciones del Corolario 4.1.1 siguen del Lema 4.1.2 tomando, por
ejemplo, b, = n'*¢ para cualquier € > 0. La tercer condicién sigue también del
Lema 4.1.2, pero con argumentos més complicados [17, Proposicién C.2, pdgina
390].

4.2. La condicion Diofantina

Cerramos este breve paréntesis con las definiciones prometidas de ntimeros

Diofantinos y Liouville.

Definicién 4.2.1. Un nimero irracional en [0, 1] se dice Diofantino si existen

dos constantes C' > 0y 6 > 0 tales que:

-
q

N
= 2te

para naturales p y g # 0 cualesquiera. Los numeros irracionales que no son

Diofantinos son llamados nidmeros de Liouwille.

Un nimero irracional es de tipo limitado si satisface la condicién Diofantina
4.2.1 con 6 =0, o sea, 6 en [0, 1] es de tipo limitado se existe C' > 0 tal que:
C

>
q] — ¢*’

para naturales p y ¢ # 0 cualesquiera (una prueba de la equivalencia entre

esta definicién y la Definicién 4.1.2 puede hallarse en [34, Capitulo II, Teorema
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23]). Como vimos en el Lema 4.1.1, el conjunto de los nimeros de tipo limitado
tiene medida nula. Sin embargo, con cualquier § > 0 en la Definicion 4.2.1

conseguimos capturar Lebesgue casi todo ndmero del [0, 1]:

Lema 4.2.1. Dado cualquier § > 0, el conjunto:

D5{9€[0,1]:E|C>0 tal que '91)’2 QC_;_(S VP7QEN}
q q

tiene medida de Lebesgue total en [0, 1]. En particular el conjunto de los nimeros

Diofantinos de [0,1] tiene medida de Lebesgue total.

Prueba del Lemma 4.2.1. Fije una sucesién decreciente {Cy,}neny C (0,1) tal

que C,, — 0 cuando n — +00, y considere:

C
Un:{HE[O,l]:3p7qEN tal que ‘9—p‘ < }
q
Note que {U, }nen es estrictamente decreciente y que:

() Un =1[0,1]\ Ds.

neN

Queremos probar entonces que lim,_, . Leb(U,) = 0. Con ese objetivo

fijamos n € N y consideramos para cada ¢ € N\ {0} el conjunto:

Ch
U.(q) = {96 [0,1]:3p€{0,1,....q— 1,9} tal que ‘QZ‘ < q2+5}'

De: o

geN\{0}

se obtiene que:
1
Leb(U,) <2C, | > i |
qeN\{0}

que tiende a cero quando n tiende a infinito (aqui estamos utilizando el hecho
que § > 0). O

De la prueba del Lema 4.2.1 surge que [0,1] \ Ds es un conjunto residual,
en el sentido de Baire, pues cada U, es abierto y denso en [0, 1]. Concluimos
entonces que el conjunto de los ntimeros de Liouville es residual en [0, 1], y en

particular, no enumerable y denso.



Capitulo 5

Rigidez geométrica:

Arnold-Herman-Yoccoz

Sea f un homeomorfismo del circulo topologicamente conjugado a la rotacién
Ry para algin 6 irracional, y sea u la tnica probabilidad de Borel en S' que
es invariante por f. La principal motivacién para entender la medida p viene
del Teorema Ergédico de Birkhoff: dado cualquier punto € S* y cualquier
intervalo A C S* tenemos que:

lfim %#{j:O§j<n,fj(x)€A}:,u(A).

n—-+oo

En otras palabras, la medida de A coincide con la frecuencia asintdtica con
la cual una érbita lo visita. Como ya fue discutido, u(A) = A(h(A)) para todo
boreliano A C S, donde h es cualquier homeomorfismo del circulo que conjuga
f con Ry. En particular p no tiene dtomos (puntos de medida positiva) y le

asigna medida positiva a cualquier conjunto abierto.

(S* 1) — (S, 1)

(S1,0) —2w (S1,2)

Si f es de clase C', se tiene entonces la siguiente dicotomia: o bien u es

absolutamente continua con respecto a Lebesgue, o bien u es singular (caso
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contrario, tendriamos una descomposicién p = v; + v5, donde v, es absoluta-
mente continua con respecto a Lebesgue, vy es singular y ambas son no-nulas.
Como estamos suponiendo que f es C!, preserva conjuntos de medida de Le-
besgue cero, y entonces ambas vy y vo serfan f-invariantes, lo cual contradice
la unicidad ergédica de f).

En 1961 Arnold construyé difeomorfismos analiticos del circulo, minimales,
cuya unica medida invariante es singular al respecto de Lebesgue ([1], vea tam-
bién [46, Seccién 1.5]). En dichos ejemplos el niimero de rotacién es Liouville
(vea la Definicién 4.2.1 en el Capitulo 4) y cualquier conjugacién con la corres-
pondiente rotacién lleva conjuntos de medida de Lebesgue nula en conjuntos de
medida de Lebesgue total.

En el mismo trabajo, Arnold probé que un difeomorfismo analitico con niime-
ro de rotacién Diofantino (Definicién 4.2.1), que es una pequena perturbacién de
una rotacién, es conjugado a la correspondiente rotaciéon por un difeomorfismo
analitico. También conjeturd que la restriccion de estar cerca de una rotaciéon
no era necesaria. Esto fue probado por Herman en 1979 [25] para una am-
plia clase de nimeros Diofantinos, y fue luego extendido por Yoccoz en 1984
[66] para todo ntimero Diofantino: cualquier difeomorfismo C?*¢ con ntimero
de rotacién Diofantino es conjugado a la correspondiente rotacién por un di-
feomorfismo (vea [46, Seccién 1.3] por enunciados precisos, vea también [33]).
Mas ain, difeomorfismos C*° con el mismo nimero de rotacién Diofantino son
C*°-conjugados, y difeomorfismos analiticos con el mismo ntmero de rotacién
Diofantino son conjugados por un difeomorfismo analitico (vea [46, Seccién 1.3]).

Las demostraciones de estos teoremas estan mas alla del alcance de estas notas.



Capitulo 6

Mapas criticos del circulo

En el dltimo capitulo de estas notas discutiremos ciertos sistemas dinamicos,
llamados mapas criticos del circulo, que pertenecen a la frontera del espacio de
los difeomorfismos del circulo. En la Seccién 6.3 probaremos una extension del
Teorema de Denjoy a los mapas criticos, debida a J.-C. Yoccoz, mientras que
en la Seccién 6.4 discutiremos la clasificacién geométrica de los mapas criticos

del circulo.

6.1. Mapas criticos del circulo

Un mapa critico del circulo es un homeomorfismo del circulo, que preserva
orientacién, de clase C3, y que presenta una cantidad finita de puntos criticos
€1,C2,...,cy (N > 1), todos de tipo non-flat. Recordemos que un punto critico
¢ es llamado non-flat si en un entorno de ¢ podemos escribir f como f(t) =
(qzﬁ(t))d + f(c), donde ¢ es un difeomorfismo local de clase C? tal que ¢(c) = 0,
y d € N con d > 2. La criticalidad (o orden, o tipo, o exponente) de f en c es d.

Estos mapas han sido estudiados por varios autores en las tltimas tres déca-
das. Desde un punto de vista estrictamente matematico, estos estudios comen-
zaron con aspectos topoldgicos bdsicos [24], [67], después evolucionaron — en el
caso especial de mapas con un dnico punto critico — a cotas geométricas [26],
[61], [12] y [13], y luego a aspectos de rigidez geométrica y teorfa de renormali-
zacion, vea [2], [14], [15], [17], [18], [21], [22], [23], [32], [35], [61], [62], [63], [64]

y [65]. Este breve relato omite importantes estudios numéricos de varios fisi-
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cos, asi como el trabajo conceptual y asistido por computadora de Feigenbaum,
Kadanoff, Lanford, Rand, Epstein y otros; vea [15] y las referencias allf listadas.

En la Seccién 6.2 discutiremos algunos ejemplos clasicos de mapas criticos
del circulo. Como hicimos anteriormente con los difeomorfismos, vamos a con-
centrarnos en el caso en que el nimero de rotacion de f es irracional, en cuyo
caso f es unicamente ergédica (Ejercicio 6 del Practico 2). En la Seccién 6.3
probaremos un teorema debido a J.-C. Yoccoz que garantiza que f es minimal
y por lo tanto, topologicamente conjugada a la correspondiente rotacion rigida
(vea el Corolario 6.3.1). Este resultado es una extensién del Teorema de Denjoy
que demostramos en la Seccién 3.3.

El Teorema de Yoccoz implica que el soporte de la tnica probabilidad de
Borel invariante de un mapa critico con ntimero de rotacién irracional es todo
el circulo. El resultado anédlogo al Lema 3.3.2 también vale para mapas criticos

con numero de rotacién irracional. Mas precisamente:

Lema 6.1.1. Sea f : S' = S' un mapa critico del circulo de clase C3, con
numero de Totacion irracional, y sea p su unica probabilidad de Borel invariante.

Entonces log Df estd en L'(u) y:

/ logDfdu=0.
S1

La prueba del Lema 6.1.1 es bastante mas dificil que la del Lema 3.3.2,
pues en este caso log Df no es una funcién continua (estd definida apenas en
S\ {c1,c2,...,cn}, y no es acotada). Por una prueba, referimos al lector a [16,
Teorema A]. En la Seccién 6.4 finalizamos estas notas con enunciados precisos

de rigidez geométrica de mapas criticos del circulo.

6.2. Ejemplos analiticos

En esta seccién discutimos algunos ejemplos de mapas criticos que son
analiticos, enfatizando algunas conexiones con dindmica unidimensional com-

pleja (referimos al lector al libro de Milnor [47] para background en el érea).
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6.2.1. La familia de Arnold

Considere la familia a dos parametros fa,b : C — C de mapas enteros en el

plano complejo dada por:
~ b
fap(z) =2z+a— o sen(2rz) forae€0,1)y b>0.
s

Por conmutar con la traslacién unitaria horizontal, cada f;b es el levan-
tamiento de un mapa holomorfo f,, : C\{0} — C\{0} bajo el cubrimiento
z = e?™%  Como ﬁhb preserva la recta real, f,; preserva el circulo unidad
St = {z € C: |z] = 1} y por lo tanto induce una familia a dos parametros
de sistemas dinamicos analiticos en el circulo. Esta familia fue introducida por
Arnold en [1], y es llamada de familia de Arnold.

Para b= 0 la familia f,; : S — S! es simplemente la familia de rotaciones

2mia

rigidas z — ™%z, y para b € (0,1) la family de Arnold (atin) estd contenida
en el espacio de los difeomorfismos analiticos del circulo.

Para b =1 cada f;,b restringe a un homeomorfismo creciente de la recta real,
que projecta a un homeomorfismo f, 1 del circulo. Cada f, 1 presenta un punto
critico de tipo ctbico en el punto 1, que es la proyeccién de los enteros bajo el
cubrimiento z —+ 27,

Denote por p(a) el nimero de rotacién del homeomorfismo f, 1. Como vimos
en el Ejercicio 5 del Capitulo 3, a — p(a) es continua, no-decreciente y mapea
[0,1) en el mismo. El intervalo p~1(f) C [0,1) degenera a un punto cuando
6 € [0,1)\ Q [25]. Es sabido, ademds, que el conjunto {a € [0,1) : p(a) € R\ Q}
tiene medida de Lebesgue nula [61].

Para 0 < p < ¢ enteros coprimos se tiene que p~! ({%}) es un intervalo cerra-
do no degenerado. En su interior, encontramos mapas criticos con dos orbitas
periddicas (de periodo g, claro), una atractora y otra repulsora, que colapsan a
una érbita parabdlica en el borde de este intervalo [11].

Para b > 1 los mapas f,; : S — S! no son mas invertibles, pues presentan
dos puntos criticos cuadraticos. La dindmica de estos mapas es bastante mas
sofisticada que la de un homeomorfismo: en lugar de un nimero de rotacién, se
tiene ahora un intervalo de rotacién (vea por ejemplo [4] y [6], y las referencias
alli listadas).

Estos ejemplos muestran cémo los mapas criticos surgen como bifurcaciones

de difeomorfismos a endomorfismos y, en particular, de entropia topoldgica nula
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a entropia topoldgica positiva (compare con mapas unimodales infinitamente
renormalizables [46, Capitulo VI]). Esta es una de las principales razones por
las cuales los mapas criticos atrajeron la atencién de fisicos y matematicos in-
teresados en entender la frontera del caos (]9], [19], [28], [36], [37], [39] [40], [49],
[54], [55], [56], [58]).

6.2.2. Productos de Blaschke

Considere el producto de Blaschke f : C — C de la esfera de Riemann dado

folz) = 22 (12_33;) . (6.1)

por:

Lema 6.2.1. La funcidn racional fo definida en (6.1) preserva el circulo unidad.
Su restriccion es un homeomorfismo real-analitico del circulo que presenta un

dnico punto critico (que es cibico) y que tiene nimero de rotacion cero.

Prueba del Lema 6.2.1. Note que fy conmuta con z — 1/Z en la esfera. A partir
de que 1/z2 = z & z € S, obtenemos facilmente que f; preserva el circulo
unidad. Para mostrar que fy restricta al circulo es un homeomorfismo, vamos
a mostrar que el indice (o winding number) de la curva fu(S') alrededor del
origen es igual a 1. Para ello, note que:

e (("),0) = o1 [ A0 L[ DAO)
indice (fU(S )’0) T omi fo(S1) W S 2mi Jor fo(2) o

con el cambio de variable w = fy(2). Por el Principio del Argumento, la ltima
expresion vale 1, pues fy tiene dos ceros (ambos en el origen) y un polo (en el
punto 1/3) en el disco unidad. Por lo tanto fj tiene grado uno cuando restricta al
circulo, esto es, fo € Hom% (S'). Note que fo(1) = 1, y asi el ntimero de rotacién
de fo|st es cero. De hecho, los puntos fijos de fj en la esfera de Riemann son —1,
0, 1 y co. El punto —1 es repulsor, mientras que 0, 1 y co son superatractores.
Ambos 0 y oo son puntos criticos cuadraticos, mientras que 1 es un punto critico

cubico. O

Consideramos ahora la familia a un parametro f, : C — C de productos de

Blaschke en la esfera de Riemann dada por:

z—3

— 2wy 2
fiz) = e (1—32

) _ e2m’7fo(z) para v € [0,1). (6.2)
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Por el Lema 6.2.1 tenemos que para todo v € [0,1) podemos restringir f, a
un homeomorfismo real-analitico del circulo con un tnico punto critico en 1, de
tipo ctibico, y con valor critico €277,

Por la monotonicidad del nimero de rotacién (vea el Ejercicio 5 del Capitulo
3, vea también [25] y [46] por mas informacién) se tiene que para cada nimero
irracional 0 en el [0, 1) existe un tnico v en [0, 1) tal que el ndmero de rotacién
de fy]s1 es 6. Como siempre, estamos interesados justamente en el caso irracio-
nal. Por un teorema de Yoccoz [67] que discutiremos en la préxima seccién de
este capitulo (vea el Corolario 6.3.2) la restriccién de f, al circulo es minimal
para estos parametros, y por lo tanto, topologicamente conjugada a la rotaciéon

correspondiente.

Dinamica en C

La lectura de esta seccién es opcional, pues en ella asumiremos ciertos re-
sultados de dindmica de funciones holomorfas (que pueden encontrarse en los
libros [44] y [47]).

Intentaremos describir la dinamica de f, en la esfera de Riemann, cuando
f|s tiene niimero de rotacién irracional. Comenzamos con puntos en el conjun-
to de Fatou F,, y denotamos por By y B las cuencas inmediatas de atraccién de
0 y oo respectivamente (ambas son simplemente conexas, una siendo la imagen
de la otra bajo la simetria z +— 1/Z). Existe un conjunto abierto (compacta-
mente contenido en el disco unidad) alrededor de 1/3 que es mapeado por f,
sobre B, mientras que existe un conjunto abierto (S!-simétrico del anterior, y
compactamente contenido en el complemento del disco unidad) alrededor de 3
que es mapeado por f, sobre By (vea la Figura 6.1). Afirmamos que By y B

son las tinicas componentes periédicas del conjunto de Fatou F:

Lema 6.2.2. Seay en [0,1) tal que el ndmero de rotacion de f,|s1 es irracional.

FEntonces:

Fy={J (/57 (Bo) U £5"(Bx)) -

neN
En otras palabras, cualquier punto en el conjunto Fatou de f, converge al

origen o a infinito bajo iterados positivos.

Prueba del Lema 6.2.2. Por el celebrado “Sullivan’s Nonwandering Theorem” [47,

Teorema 16.4] es suficiente mostrar que By y B son las tnicas componentes
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periddicas de F’,. Note primero que, exceptuando 0 y oo, no existen érbitas pe-
riédicas atractoras, superatractoras o parabdlicas para f,, pues sus cuencas de
atraccién deberfan contener un punto critico (fuera de 0 y oo, el dnico punto
critico de f, es el 1, cuya érbita positiva es densa en el circulo unidad). Si f,
admite un disco de Siegel, el borde de tal disco deberia ser el circulo unidad
(pues debe estar contenido en la clausura del conjunto post-critico [47, Teorema
11.17]) y en ese caso el disco de Siegel serfa el disco unidad D o C \ D, pero
ambos dominios contienen superatractores y esto nos lleva a una contradiction.
Finalmente, f, no admite anillos de Herman puesto que su borde deberia estar
contenido en la clausura del conjunto post-critico [47, Lemma 15.7], pero exis-
te apenas una curva cerrada en él, que es justamente el circulo unidad. Por la
clasificacién de las componentes periddicas del conjunto de Fatou [47, Teorema

16.1] hemos terminado la prueba del Lema 6.2.2. O

Pl T

Figura 6.1: Comportamiento topoldgico del producto de Blaschke f., (6.2) alre-
dedor del circulo unidad, para  aproximadamente igual a 1/8. A la izquierda
de la Figura 6.1 vemos la preimagen por f., del anillo AU B alrededor del circu-
lo, dibujado a la derecha (en ambos planos, el circulo unidad estd dibujado a
trazos). El complemento del anillo A U B en el plano complejo de la derecha
tiene dos componentes conexas, C'y D. La preimagen de C es la unién C' UC",
donde la notacién C” representa que f, : C' — C tiene grado topoldgico 1 (o
sea, fy : C"” — C tiene grado topolégico 2). Del mismo modo, la preimagen de
D es la unién D’ U D", la preimagen de B es B U B, U B, y la preimagen de
Aes A",



CAPITULO 6. MAPAS CRITICOS DEL CIRCULO 79

Como suele ser el caso, la dindmica en el conjunto de Julia J, es mas dificil de
describir. Note que para el mapa original fo tenemos que S* N .Jy # 0 (contiene
al —1) y que S' N Fy # 0 (contiene al 1), donde Jy y Fy denotan los conjuntos
de Julia y Fatou respectivamente de fy en C. Nos concentramos, nuevamente,
en el caso en que el nimero de rotacién de f,|g: es irracional. Para cadan € N,

la unidn finita: '
j=n
Lu(v) = | £,7(s")
j=1

es un conjunto compacto y conexo, invariante a futuro, que es la unién de 3"
curvas de Jordan, una de ellas siendo el circulo unidad y el resto siendo curvas
analiticas excepto en un punto (una preimagen por f, del punto critico 1). La
unién cresciente: -
Ly=J Lnty) = U £,7(5Y)
neN n=1
también es conexa, y es totalmente invariante por f, (o sea, invariante tanto

para pasado como para futuro).

Lema 6.2.3. Sea~y en [0, 1) tal que el nimero de rotacion de f|s1 es irracional.
Entonces L., estd estrictamente contenido en el conjunto de Julia J, de fv, y

es denso en J., (en particular L, no es compacto).
En otras palabras, el Lema 6.2.3 dice que S* € L., C K =J,.

Prueba del Lema 6.2.3. Veamos primero que el circulo unidad estd contenido
en el conjunto de Julia: como S! es f,-invariante y f,|s: es minimal, o bien
tenemos que S' C J, o bien que S' N J, = ). Supongamos, por contradiccion,
que S'NJ, = 0, y sea U la componente del conjunto de Fatou de f, que
contiene S'. Como el circulo es invariante, U también es invariante por fv ¥
por lo tanto debe ser un disco de Siegel o un anillo de Herman (justamente
porque U contiene en su interior una curva cerrada simple e invariante, vea [47,
Teorema 16.1]). En tal caso f, : U — U serfa un biholomorfismo, lo cual es
imposible pues contiene un punto critico en su interior. Por lo tanto S' C J,.
De la invariancia del conjunto de Julia se obtiene L, C J,. La diferencia J, \ L,
es no vacfa pues L., no contiene érbitas periédicas, que son densas en J, [47,
Teorema 14.1]. Finalmente, L. es denso en J, pues la preorbita de cualquier

punto del circulo unidad es densa en J, [47, Corollary 4.13]. O
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Note que el mapa original fy definido en (6.1) es uniformemente hiperbdlico
(Axioma A) en la esfera de Riemann, pues todo punto critico es también punto
fijo. Por lo tanto, para «y suficientemente cerca de 0, tenemos también que f, es
uniformemente hiperbdlico (y que p( I 31) = 0). Esa hiperbolicidad desaparece
cuando p(f7|51) es irracional, pues por el Lema 6.2.3 sabemos que el conjunto
de Julia contiene el punto critico 1. De hecho, para cualquier v en [0, 1) tal que
el nimero de rotacién de f,|s: es irracional, el Lema 6.1.1 nos da una probabi-
lidad de Borel f,-invariante y ergddica, sin 4tomos, cuyo soporte estd contenido
en el conjunto de Julia J, (recuerde que St c J por el Lema 6.2.3) y con ex-
ponente de Lyapunov nulo. De [53] sabemos que f, no satisface ninguna de las
definiciones estandar de hiperbolicidad no-uniforme para funciones holomorfas
en la esfera de Riemann (condicién de Collet-Eckmann, condicién topolégica de
Collet-Eckmann, hiperbolicidad unifome en érbitas periddicas del conjunto de
Julia, etc.). Vea [16, Seccién 6] para mas detalles.

Aprovechando la familia (6.2), la teorfa de rigidez de mapas criticos del
circulo ha sido de extrema importancia en el estudio de conectividad local y
medida de Lebesgue de conjuntos de Julia asociados a polinémios quadraticos
con discos de Siegel ([51], [43], [62], [52]).

Observacion 6.2.1. Podemos encajar la familia (6.2) en la familia a dos pardme-

tros g,y : C—C de productos de Blaschke dada por:

zZ—a

Jar(2) = 2™ 22 ( ) paraa >3y v€10,1).

1—az

Note que g3, = f, paratodoy € [0,1), y en particular g3 o = fo como fue de-
finido en (6.1). Nuevamente, cada mapa de esta familia conmuta con ®(z) = 1/z
y por lo tanto preserva el circulo unidad. Su restriccién a S' es un homeomor-
fismo real-analitico (como antes, el hecho que cada g, tiene grado topoldgico
1, cuando restricta al circulo unidad, sigue del Principio del Argumento, pues
ga, tiene dos ceros y un polo en el disco unidad).

Para a > 3 cada g, tiene cuatro puntos criticos en la esfera de Riemann,
todos diferentes y no-degenerados (cuadriticos). En particular, la restriccién de
Ja,y al circulo es un difeomorfismo para todo a > 3. En efecto, aparte de 0 y

00, sus otros dos puntos criticos son:

~a’+3  (a+3)(a+1)(a—1)(a—3)
Wa = 4a + 4a

>1 y (6.3)



CAPITULO 6. MAPAS CRITICOS DEL CIRCULO 81

1, = a24—;— 3 V(a+3)(a +i3(a —1)(a—3) c(0.1). (6.4)

Fijemos ahora un nimero Diofantino 6 € (0,1). Dado a > 3 podemos elegir

7o tal que el ndmero de rotacién de la restriccién g, -, |s1 es exactamente 6
(nuevamente por la monotonicidad del nimero de rotacién, vea por ejemplo
[25] y [46]).

Por la teorfa de Arnold-Herman-Yoccoz mencionada en el Capitulo 5 (vea
[46, Capitulo 1.3] y las referencias ahi) existe un anillo topolégico alrededor del
circulo unidad donde g, ~, es conjugada a la correspondiente rotacién irracional
por un biholomorfismo. Por el cldsico Teorema de Montel, el circulo esta conte-
nido en una componente invariante del conjunto de Fatou de g, 4, , que tiene que
ser un dominio rotacional. Note que el circulo no puede estar contenido en un
disco de Siegel, pues ambos puntos criticos 0 y oo son puntos fijos de gq , ¥, Por
lo tanto, superatractores. Esto implica que el circulo esta contenido en un anillo
de Herman de g, ,. Ambos puntos criticos w, > 1y 1/w, € (0,1) pertenecen
al borde de este anillo de Herman, cada uno en una componente conexa, y sus
6rbitas futuras son densas en la correspondiente componente (vea [47, Figura
32, pgina 164], que muestra el conjunto de Julia de g, -, para § = (v/5 —1)/2
ya=4).

En este capitulo estamos interesados en el caso limite: cuando a — 3 ambos
puntos criticos w, > 1y 1/w, € (0,1) colapsan en un tdnico punto critico de
9345 = fvys €n 1 (como puede constatarse en (6.3) y (6.4)), de tipo ctubico.
Desde el punto de vista de dinamica en el circulo, cuando a — 3, la familia gq -,
converge a la frontera del espacio de los difeomorfismos analiticos del circulo.
Como vimos en el Lema 6.2.2 y en el Lema 6.2.3, el anillo de Herman antes
mencionado desaparece cuando a = 3, y el circulo unidad pertenece ahora al

conjunto de Julia.

6.3. Una extension del Teorema de Denjoy

En 1984, J.-C. Yoccoz [67] extendié el Teorema de Denjoy para mapas criticos

del circulo:

Teorema 6.3.1 (Yoccoz, 1984). Sea f un homeomorfismo de clase C* del circu-
lo con numero de rotacion irracional 8 y con N puntos criticos ci,ca,...,CN.

Supongamos que:
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1. log Df tiene variacion limitada en cualquier intervalo compacto que mo

contenga puntos criticos.
2. Dado j € {1,2,..., N} existen constantes €, A;, B; > 0y s; € N tales que:

» (Df)7Y2 es una funcion conveza en (c; —ej,¢;) y en (cj,¢; +€5).

» Dado [t] < e tenemos que A;|t|% < (Df)(c; +t) < B,lt]%.
Entonces f es topologicamente conjugada a la rotacion rigida de dngulo 6.

Note que el Teorema 6.3.1 implica el Teorema de Denjoy discutido en la
Seccion 3.3. Hemos probado el Teorema 3.3.1 de manera independiente por

cortesia con el lector. Otras dos consequencias del Teorema 6.3.1 son:

Corolario 6.3.1. Todo homeomorfismo del circulo de clase C® con nimero de
rotacion irracional y tal que todos sus puntos criticos (si existen) son non-flat,

es topologicamente conjugado a una rotacion.

Antes de leer la prueba del Corolario 6.3.1, recomendamos al lector revisar

el Ejercicio 6 del Préctico 3.

Prueba del Corolario 6.3.1. Siendo que f es de clase C°, el mapa g = (Df)~1/?
es de clase C? lejos de los puntos criticos de f. Note que D?g = (—1/2)gSf,
donde S f denota la derivada Schwarziana de f. En particular g es estrictamente
convexa si, y solo si, Sf < 0, cosa que siempre sucede en un entorno (pinchado)
de un punto critico non-flat (demostrar!). La Propiedad (2) del Teorema 6.3.1
también se cumple alrededor de un punto critico non-flat, pues f es una power-

law en cartas locales apropiadas.! O

La condicién de non-flatness en los puntos criticos es necesaria: en [24] Hall
construyé homeomorfismos C*° del circulo sin érbitas periddicas y sin érbitas

densas.

Corolario 6.3.2. Todo homeomorfismo real-analitico del circulo con niumero

de rotacion irracional es topologicamente conjugado a una rotacion.

El Corolario 6.3.2 es apenas un caso particular del Corolario 6.3.1, pues

puntos criticos flat no existen para mapas analiticos (no constantes, claro).

1Si ¢j es Cly fle; +1) = (d5(c; + t))dj + f(cj) para t cerca de cero, entonces
. [Df(e; +1)
lim ¢ ———=
t—0 tdi—1
local alrededor de c;.

= d;j (D(j)]-(cj-))d", que es diferente de cero pues ¢; es un difeomorfismo
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6.3.1. Cross-ratio degenerado

Dado un intervalo J C S! con extremos a # b definimos:

M/, ) = J]S”'(Df(a)Df(b))‘” 2

con la convencién de que M(f,JJ) = 400 si a o b son puntos criticos de f.
Sean e > 0y J. 2 J tales que ambas componentes de J; \ J (que llamaremos

=

de L. y R.) tienen longitud e. Entonces:

U
Cr(fa J, Js) - |J|(|J| + 25)Df($g)Df(ys) ’

donde Cr es el cross-ratio definido en la Secciéon 3.2.2, y z. € L. y y. € R.

vienen dados por el Teorema del Valor Medio. Siendo f de clase C! tenemos
que HH(I) Cr(f,J,J:) = (M(f, J))z, y por este motivo llamaremos M de cross-
e—

ratio degenerado.

6.3.2. La prueba de Yoccoz

Un punto central en la prueba del Teorema 6.3.1 es la siguiente estimacion
sobre la distorcién del cross-ratio degenerado bajo iterados de f (compare con

la Proposicién 3.3.1).

Lema 6.3.1. Sea f como en el Teorema 6.5.1. Existe una constante positiva
§ > 0 tal que dados n > 1, p € {0,...,qn+1}, * € St y un intervalo J = (a,b)
contenido en el arco (f~(z), fi"(x)) tenemos que M(fP,J) > 4.

Prueba del Lema 6.3.1. Imitando a Yoccoz dividimos la familia
{J,f(J),...,fpfl(J)}
en cuatro familias disjuntas F1, Fa, F3 y F4 de acuerdo al siguiente criterio:
= F; contiene los intervalos f¢(J) que son disjuntos de los intervalos:
€5 &5

[cj — 3G + 5} para cualquier j € {1,..., N}.

= F, contiene los intervalos f¢(.J) que contienen algiin intervalo de la forma:

j
Cj —Ej,Cj — ?
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o algin intervalo de la forma:

€j
|:Cj + E,Cj + Ej

Note que f*(J) puede contener el punto critico c;.

= F3 contiene los intervalos f(.J) que estdn contenidos en un intervalo (c; —
€j,¢j + €;), intersectan [c; — €;/2,¢; + £;/2] pero no contienen al punto

critico ¢;.

= F, contiene los intervalos f(.J) que estdn contenidos en un intervalo (c; —

€j,¢j +¢€;) y contienen al punto critico c¢;.

Note que:
p—1 ‘ =4 ‘
M) =T M £) =] M(f, fi(J))
i=0 =1 \ fi(J)eF

Note también que #F> < 4N y #F4 < 2N pues la familia {J, f(), ., fq"+1_1(J)}

tiene multiplicidad de interseccion 2.

= Con los intervalos de la familia F; trabajamos de la misma manera que en
la Proposicién 3.3.1: por el Teorema del Valor Medio, para cada f*(J) € F;
existe un punto x; € f(J) tal que:

log M (f, (1)) = log D (z:) — 3 log D (f'(a)) ~ 5108 DF( ().

Sea V > 0 la variacién total de log Df en el conjunto compacto K =

j=N
S\ U (cj — %],cj + %J) Entonces:
j=1

[T M(F) = exp(-V).
fi(J)eF1

= Sean e = min{ey,...,en}, D =méx,c51{Df(2)} yd =min,ex{Df(2)} >
0 con K como antes. Para todo intervalo f¢(.J) en F tenemos que |f*(J)| >
¢ y por lo tanto |f(f(J))| > %. En particular M(f, i) = (%) (%), v

entonces:
I o= (2) )"

FiJ)eF:
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= Puesto que (Df )_1/ 2 est4 bien definida y es convexa en cualquier miembro

de F3, obtenemos facilmente que M(f7 fz(J)) > 1 para todo fi(J) € Fs3.

—1/2

En efecto, sea g el mapa afin que coincide con (D f) en los puntos

fi(a) y fi(b), y note que:

, i(q i f1 ()
s - (AL (o)

Como (Df)~1/2 es convexa, Df > 1/g entre f'(a) y f*(b) y entonces:

i g(fi(a)) g(f (b)) 7O g\
M(f, f(J)) > ( Fi(b) — fi(a) ) </fi(a) 20 =1

puesto que g es afin. Entonces:

I M(£r)) =1

fFiJ)eFs

= Afirmamos que si fi(J) € Fy4, tenemos que:
. A,
M(f, f'(J)) > =——-L—r,
donde las constantes A;, B; y s; estdn asociadas al punto critico ¢; que
pertenece a f*(J). En efecto, supongamos que |f%(a) —¢;| < |f(b) —¢;| ¥
sea I = [c;, f1(b)]. Entonces:

Df(f'(a)) Df(f' (b)) < BjIf'(a) = ;|| f(b) — ;]
< BJIf'(b) — ¢ = (By|117)".

Ademis:

IR0 0 |
(D) = / Df(dt > A, / t— ;[ dt

J

Fi(b) — ¢;|59 1! A; s
= 4; (' (;,+j1‘ =557 )M i
J J

Combinando las dos estimaciones obtenemos:

M(f.F(T)) = W (DF(f (@) DFCF D))
> 'J;ﬁ')' (DF(f(a)) DF(FI(B))
> A
T 2By(s; +1)7

—1/2

1/2

as claimed.
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En particular, definiendo:

e )
a= min —_—
je{1,...,N} QBj(Sj + 1)
obtenemos que:

I M) =N,

fi(J)eFs

La prueba del Lema 6.3.1 finaliza considerando § = exp(—V") (%)41\[ ( )4N a?N,

[J0)

O

Note que los célculos realizados en la familia F4 son falsos si permitimos la
presencia de puntos criticos flat. Con el Lema 6.3.1 disponible estamos listos

para probar el Teorema 6.3.1.

Prueba del Teorema 6.5.1. Supongamos que existe un intervalo errante I C S':
f™(I)n f™(I) = 0 para todo n # m € Z.
Fijemos n > 1. Por el Teorema del Valor Medio existen a € f~I~™+1(]) y

b e f~I+1(I) tales que:

4= (1)
o (T)

I
Dyt ®) = =y

Sea J el intervalo compacto con extremos a y b que contiene I, y sea

Df1 (@) =

x € I. Por combinatoria sabemos que los intervalos f~9(I), f~I~%+1(]),
I, f~+1(I)y fi(I) estdn ordenados de esa manera (o la opuesta, dependien-
do si n es par o impar). En cualquier caso J C (f’q" (z), fr (x)), y entonces el
Lema 6.3.1 dice que M(f+1,.J) > 6, o sea:

(Ifq”+1(J)l>2 [f e (D] f~ 0 (D)
7]

52.
Fe(DI] S

Equivalentemente:

T <|f%|i]1|u>|>2 (o) o

Como estamos asumiendo que I es un intervalo errante, existe ng € N

tal que para todo n > ng tenemos que: |f~9~9n+1(I)| < |I|36%. Usando que
|fa+1(J)| <1 para todo n € N obtenemos:

) (1Y
o (D)) 2(1) !
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pues [ estéd estrictamente contenido en J. Esto contradice el hecho de que la

sucesion {|f % (I)|}nen tiende a cero cuando n tiende a infinito. O

En 1992, Martens, de Melo y van Strien [42] demostraron que ningin ma-
pa de clase C? del circulo (o de un intervalo compacto), que presenta apenas
puntos criticos non-flat, admite intervalos errantes. En otras palabras: cualquier
intervalo abierto cuyos iterados positivos son dos a dos disjuntos estd contenido
en la cuenca de atraccién de una érbita periddica atractora o semi-atractora
(vea también [45] y [46, Capitulo IV]).

6.4. Rigidez geométrica de mapas criticos

Dado que un mapa critico no puede ser suavemente conjugado a una rotacion,
para estudiar problemas de rigidez geométrica debemos restringimos a la clase
de mapas criticos. Observaciones numéricas ([19], [49], [58]) sugirieron en los
anos ochenta una fuerte rigidez en la geometria de las 6rbitas de mapas criticos
con un tdnico punto critico y con nimero de rotacién de tipo limitado (vea la
Definicién 4.1.2 en el Capitulo 4). Esto fue enunciado como una conjetura en
varios trabajos de Lanford ([36], [37]), Rand ([54], [55] ¥ [56], vea también [49])
y Shenker ([58], vea también [19]) entre otros. Los siguientes son los resultados

mas recientes en el area:

Teorema 6.4.1. Sean f y g dos mapas criticos de clase C* con el mismo
numero de rotacion irracional y con un unico punto critico de criticalidad impar.
Sea h la conjugacion topoldgica entre f y g que identifica el punto critico de f

con el punto critico de g. Entonces:
1. h es un difeomorfismo de clase C'.

2. Para un conjunto de medida de Lebesgue total de numeros de rotacion, h

es un difeomorfismo C1+e.

En otras palabras: dentro de cada clase topoldgica de mapas criticos de clase
C*, el orden del punto critico es el tinico invariante de las clases de conjugacién
ct.

Comparando con lo que fue discutido en el Capitulo 5 vemos que, por un
lado, la presencia del punto critico genera una mayor rigidez que en el caso de

difeomorfismos, pues existen conjugaciones diferenciables para cualquier nimero
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irracional, sin ninguna condicién Diofantina. Por otro lado, se han construido
ejemplos ([2], [17]) que muestran que h puede no ser C'+® en general, incluso
para dindmicas analiticas (vea el Corolario 4.1.1 en el Capitulo 4 por la definicién
de los nimeros de rotacién mencionados en el item (2) del Teorema 6.4.1). En

la clase C3 se conoce que:

Teorema 6.4.2. Dos mapas criticos de clase C3 con el mismo nimero de rota-
cion de tipo limitado (vea la Definicion 4.1.2 en el Capitulo 4) y con un dnico
punto critico con la misma criticalidad impar, son conjugados por un difeomor-

fismo C'*%, para un o > 0 universal.

El enunciado del Teorema 6.4.2 es precisamente la conjetura de rigidez men-
cionada anteriormente. El Teorema 6.4.1 fue demostrado en [22], mientras que
el Teorema 6.4.2 fue probado en [23] (vea también [21]). Ambos resultados se
basan en trabajos anteriores de Herman, Swi@tck, de Faria, de Melo, Khmelev,
Yampolsky, Khanin y Teplinsky entre otros (vea [26], [61], [14], [15], [17], [18],
[62], [63], [64], [65], [35] ¥ [32]). Sus pruebas estdn més alld del alcance de estas
notas.

Finalizamos estas notas con el siguiente problema: sean f y g dos homeomor-
fismos del circulo de clase C® con el mismo niimero de rotacién irracional, y con
N > 2 puntos criticos non-flat. Denote por Sy = {c1,...,cn} el conjunto critico
ordenado de f, por S; = {c}, ...,y } el conjunto critico ordenado de g, y supon-
ga que la criticalidad de ¢; y ¢} es la misma para todo i € {1, ..., N }. Finalmente,
denote por jif y pg las inicas medidas invariantes de f y g respectivamente.

Por el resultado de Yoccoz (Teorema 6.3.1) sabemos que f y g son topo-
logicamente conjugadas. La condicién fuf([c;, civ1]) = pg([c}, cj41]) para todo
i €{1,...., N — 1} es necesaria (y suficiente) para tener una conjugacién entre f
y g que identifica los puntos criticos de f con los puntos criticos de g. Bajo este
supuesto, resulta que esta conjugacién es de hecho un homeomorfismo quasi-
simétrico. Esto sigue de un trabajo reciente, bastante mas general, de Clark y
van Strien [5] (vea también [12] y [13]).

Problema 1. Esta conjugacién es un difeomorfismo?

Hasta donde sabemos, el Problema (1) permanece en abierto para N > 2.
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