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Practico 1

Sucesiones y series de funciones

1. Determinar cudles de las siguientes funciones convergen puntualmente o uniformemente.
Estudiar la continuidad de la funcién limite en cada caso.

v fo(z) = Sinn(x) con x € R.
v fo(z) = mlJrl con z € (0,1).
= fu(z) = 357 con x € (0,1).
v fu(z) = G con & € [1,2].
0 |x| > 1/n
w folx)=¢ 1—nz 0<z<1/n

l+nz —1/n<z<0

2. Demostrar que la sucesion de funciones
fn:[0,1] = R, fu(x)=2"
no converge uniformemente pero si puntualmente.

3. Consideremos la sucesién de funciones en R

oz
14 na?
a) Calcular el limite puntual de las sucesiones f,, y f, a los que llamamos f y g.

b) Probar que existe f'(z) para todo x € R pero f'(0) # g(0).

4. Seafn(x):mﬁparamERyneN.

Probar que f,, — 0, pero f], - 0.

5. Sea la sucesién f,,(z) = Hglnigflﬂ para z € [0, 1].

a) Determinar el limite puntual.

b) Comparar lim,, fol fn(z)dz y fol limy, 00 fr(z)dz

6. Probar que la sucesién de funciones f,(x) = x/n converge uniformemente en cualquier
intervalo compacto. ; Es uniformemente convergente en R?

7. Sea fn(x) = ez Con T € [0,1],n > 1. Probar que f,, — 0 puntualmente pero no

existe ninguna subsucesién que converja uniformemente.

8. Sea fp : [0,1] — R definida como

nz x €[0,1/n]
fal@)=4 —n?z+2n 1/n<z<2/n
0 si no



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Demostrar que f, — 0 puntualmente.

b) Probar que lim,, fol fn(x)dz # fol lim,, 00 frn(z)dx

¢) Concluir que f, no converge uniformemente a 0.

. Sea f, : R — R definida por

fulz) = lim (cosnlrz)?*
k—o0

Probar que existe el limite puntual de f,, pero no es integrable Riemann. (Sugerencia:
dividir en dos casos, z racional e irracional).

Probar que existen funciones continuas derivables en ningtin punto. (Sugerencia: Con-
siderar f(z) = 3.0° (2)" ¢(4"z) para todo z € R donde p(z) = |z| si z € [-1,1],
o(x) = @(x + 2) si no).

Probar que si Y .7 |an| es convergente, entonces Y >~ a, también lo es. Es cierto el
reciproco?

Probar que si a, > 0y > 2 a, es convergente, entonces y Vn también es conver-
gente.

Investigar el comportamiento (convergencia o divergencia) de >~ a, en cada caso:

a) ap=vVn+1—4/n
b) an—m Vn

&) an = (7~ 1)
d) anzl—i—z"

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias. En cada caso,
intentar ver el comportamiento en el borde del intervalo de convergencia.
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Sea la funcién real x> ¥ := > > (T

a) Probar que es derivable en R y que %ew =e”.

b) Probar que e*t¥ = e¢%e¥ para todos z,y € R.

c¢) Hallar una primitiva de x e’ que no dependa del simbolo integral.

1

Sea f: R — R, f(z) = 8 o %8 Probar que f tiene derivadas de todos los
€r =

6rdenes en 0 y que f(™ (0) = 0 para todo n > 0. Concluir que f no admite un desarrollo
en serie de potencias alrededor de 0.



