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Distancia entre conjuntos

Distancia de Hausdorff

Sea A and C no vacío, compacto A ⊂ Rd ,

dH(A,C) = max
{

sup
a∈A

d(a,C), sup
c∈C

d(c,A)

}
,

donde
d(a,C) = inf

{
‖a− c‖ : c ∈ C

}
.

Distancia en Medida

Sea A y C en B(Rd ),

dµ(A,C) = µ(A4C),

donde µ es una medida de Borel, y A4C =
(
A \ C

)
∪
(
C \ A

)
.
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Restricciones de Forma

Alcance Positivo

Sea S ⊂ Rd compacto, US denota el conjunto de puntos con una
única proyección sobre S.

Alcance(S, x) = sup
{

r ∈ R : B(r , x) ⊂ US

}
,

Alcance(S) = infx∈S Alcance(S, x).

Federer, 1959. Si Alcance(S)=r

µ{S ⊕ B(0, ε)} =
d∑

k=0

Φk (S)εk , ∀0 ≤ ε ≤ r ,

donde µ es la medida de Lebesgue. Φ0(S) = µ(S), Φd (S) = bdX (S).
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Restricciones de Forma

r-convexidad

S ⊂ Rd es r-convexo (r > 0) si S = Cr (S), donde

Cr (S) =
⋂{◦

B(x,r):
◦
B(x,r)∩S=∅

} ◦B (x , r)c .

Conjuntos ρ cono convexos

S ⊂ Rd compacto es ρ-cono convexo con ρ ∈ (0, π] si :

∀x ∈ ∂S ∃ Cρ(x) cono abierto de ángulo ρ tal que Cρ(x) ⊂ Sc .

Notación: Cρ conjuntos ρ cono convexos.
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Ejemplos

(a) (b) (c)

Figure: (a)r-convexo, (b)ρ-cono convexo; (c) No es ρ-c.c.
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ρ - Envolvente cono convexa.

Sea S ⊂ Rd acotado, definimos

Cρ(S) =
⋂{

B:S⊂B y B∈Cρ
} B

C̃ρ(S) =
⋂{

Cρ(x)c :Cρ(x)⊂Sc
} Cρ(x)c

Figure: Cρ(S) ( C̃ρ(S)

Observación

C̃ρ(S) y C̃ρ(S) son ρ-cono convexos.

S ⊂ Cρ(S) ⊂ C̃ρ(S) ⊂ conv(S).
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P-uniformidad

Definición

Sea P una medida de probabilidad en B(Rd ), A ∈ B(Rd ) es
P-continuo si P(∂A) = 0.

Definición

A ⊂ B(Rd ) es una clase P-uniforme si

lim
n→∞

sup
A∈A
|Pn(A)− P(A)| = 0,

siempre que Pn → P débilmente .

Ejemplo: A subconjuntos convexos de Rd .
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P-uniformidad, Billingsley Topsøe-1966

Teorema

Sea A una clase P-continua, si ∂A = {∂A : A ∈ A} es un
subconjunto compacto de (M,dH) el espacio métrico
(completo, loc. compacto) de subconjuntos compactos,
entonces A es P-uniforme.

Teorema

Cρ es P-Uniforme, para toda P � µ.
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Aplicaciones: I) Estimación de conjuntos de nivel

P � µ con densidad f , queremos estimar S(λ) = {f ≥ λ}.
S(λ) = argmaxA∈B(Rd )Hλ(A) siendo

Hλ(A) = P(A)− λµ(A).

Dada X1, . . . ,Xn i.i.d de P definimos Sn(λ) = argmaxA∈B(Rd )Hn,λ(A) siendo

Hn,λ(A) = Pn(A)− λµ(A).

Teorema

Si S ∈ Cρ, entonces, tomando Sn = argmaxA∈CρHn,λ(A)

Sn(λ)→ S(λ) en dH y dµ,

∂Sn(λ)→ ∂S(λ) en dH .
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Introducción. Estimación de conjuntos ρ - cono convexos. Otras tasas de convergencia

Aplicaciones: II) Conjunto de cambio de distribución

Sea S ∈ Cρ, S ⊂ [0, 1]d , Z ∼ U([0, 1]d ) y X ∼ F , si Z ∈ S , X ∼ G si Z ∈ Sc .
Queremos estimar S a partir de {(Xi ,Zi )}i=1...,n i.i.d.

hT (x) :=
1
|T |
∑
i∈T

I{Xi≤x}, hT c (x) :=
1
|T c |

∑
i∈T c

I{Xi≤x}, dT
i :=

∣∣hT (Xi )−hT c (Xi )
∣∣

Vamos a maximizar, para T ∈ Γn =
{
Cρ,h(B) : B ⊂ ℵn

}
D(T ) :=

|T |
n
|T c |

n
N(dT

1 , . . . , d
T
n ),

NKS(d1, . . . , dn) := sup1≤i≤ndi , NCv (d1, . . . , dn) = (
∑n

i=1 d2
i /n)1/2

Teorema

Si S ∈ Cρ, Sn = argmaxT∈Γn D(T ) entonces Sn → S en medida.
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Convergencia en Hausdorff

Conjunto estándar

S ⊂ Rd es estándar respecto de una medida ν si existe λ > 0 y δ > 0 tal que

ν
(
B(x , ε) ∩ S

)
≥ δµ

(
B(x , ε)

)
para todo x ∈ S and 0 < ε ≤ λ.

Teorema

S ⊂ Rd , S ∈ Cρ, estándar respecto de la medida de Lebesgue, X1,X2, . . . ,Xn

i.i.d. v.a. con soporte S, entonces

dH
(
Cρ(ℵn),S

)
= O

(( log(n)

n

)1/d)
,

si además µ
{

x : B(x , t) ⊂ S
}

= O(t)

dµ
(
Cρ(ℵn),S

)
= O

(( log(n)

n

)1/d)
.
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Interpretación intuitiva

as

x

(x)C

dH

Figure: x ∈ ∂Cρ(ℵn)
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Familias inevitables

Definición

S ⊂ Rd compacto satisface la condición de ρ, h-cono convexidad si

∀x ∈ ∂S ∃ ξ = ξ(x) tal que Cρ,ξ,h(x) ⊂ Sc .

Supongamos que S = C̃ρ,h(S), queremos calcular

O
(

E
(

dµ
(
S, C̃ρ,h(ℵn)

)))
.

Notación: Dado a ∈ (0, π) y b > 0

Ga,b =
{

Ca,ξ,b(x) : x ∈ Rd , ξ ∈ Sd−1
1

}
.

Definición

Dado x ∈ Rd , ρ ∈ (0, π) y h > 0, denotemos Λρ,h(x) = {C ∈ Gρ,h : x ∈ C}.
La familia de conjuntos Ux,ρ,h es inevitable para Λρ,h(x) si para todo
C ∈ Λρ,h(x) existe U ∈ Ux,ρ,h tal que U ⊂ C.
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Familias inevitables II

E
(

dµ
(
S, C̃ρ,h(ℵn)

))
=E

∫
S
I{x∈S\C̃ρ,h(ℵn)}dx

=

∫
S
P
(
x ∈ S \ C̃ρ,h(ℵn)

)
dx

Supongamos que podemos construir para cada x familias inevitables Ux,ρ,h

con una cantidad finita de elementos, entonces:

P
(
x ∈ S \ C̃ρ,h(ℵn)

)
= P

(
∃C ∈ Λρ,h(x) : C∩ℵn = ∅

)
≤

∑
U∈Ux,ρ,h

P(U ∩ℵn = ∅).

∫
S

∑
U∈Ux,ρ,h

P(U ∩ ℵn = ∅)dx =

∫
S

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1− µ(U ∩ S)

µ(S)

)n

dx
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Familias inevitables II

E
(

dµ
(
S, C̃ρ,h(ℵn)

))
=

∫
{x :d(x,∂S)≤h2}

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1−

µ(U ∩ S)

µ(S)

)n
dx +

∫
{x :d(x,∂S)>h2}

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1−

µ(U ∩ S)

µ(S)

)n
dx .

Segundo sumando:

µ(U ∩ S) ≥ µ
(
U ∩ B(x, h2)

)
= chd

2 entonces∫
{x :d(x,∂S)>h2}

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1−

µ(U ∩ S)

µ(S)

)n

dx = k

(
1−

c

µ(S)
hd

2

)n

µ
(
{x : d(x, ∂S) > h2}

)
.

∫
{x :d(x,∂S)>h2}

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1−

µ(U ∩ S)

µ(S)

)n

dx ≤ k1e−nc1 .
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Familias inevitables II

E
(

dµ
(
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∫
{x :d(x,∂S)>h2}

∑
U∈Ux,ρ,h

(
1−

µ(U ∩ S)

µ(S)

)n
dx .

Primer sumando

U ∩ B(x, t) = Cγ/2,ξj ,t
(x) por lo tanto si d(x, ∂S) = t entonces µ(U∩S)

µ(S)
≥ µ

(
U∩B(x,t)

)
µ(S)

= c
µ(S)

td .

∫
{x :d(x,∂S)≤h2}

k

(
1−

c

µ(S)
d(x, ∂S)d

)n

dx ≤
∫
{x :d(x,∂S)≤h2}

ke−c2nd(x,∂S)d
dx

= n−1/d
∫ c2nhd

2

0
c3e−uud/(d−1)du ≤ n−1/d

∫ +∞

0
c3e−uud/(d−1)du = O

(
n−1/d )

.
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