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Introduccién.

Distancia entre conjuntos

Distancia de Hausdorff

Sea A and C no vacio, compacto A C RY,

dy(A,C) = max{ supd(a, C), supd(c, A)},

acA ceC

donde
d(a,C)=inf{|la—c| : c € C}.
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Introduccién. Estimacién de conjuntos p - con

Distancia entre conjuntos

Distancia de Hausdorff

Sea A and C no vacio, compacto A C RY,

dy(A,C) = max{ supd(a, C), supd(c, A)},
ceC

acA

donde
d(a,C) =inf{|la—c||: ce C}.

Distancia en Medida
Sea Ay C en B(RY),
donde 1 es una medida de Borel, y AAC = (A\ C) U (C\ A).
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Introduccién.

Restricciones de Forma

Alcance Positivo

Sea S ¢ R compacto, Us denota el conjunto de puntos con una
Unica proyeccion sobre S.

Alcance(S, x) = sup{r eR:B(r,x) C Us},

Alcance(S) = infycs Alcance(S, x).
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Introduccién.

Restricciones de Forma

Alcance Positivo

Sea S ¢ R compacto, Us denota el conjunto de puntos con una
Unica proyeccién sobre S.

Alcance(S, x) = sup{r eR:B(r,x) C Us},

Alcance(S) = inf,cs Alcance(S, x).

Federer, 1959. Si Alcance(S)=r

donde p es la medida de Lebesgue. $¢(S) = u(S), Pa(S) = bg X (S).
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Introduccién.

Restricciones de Forma

r-convexidad

S c RY es r-convexo (r > 0) si S = C,(S), donde

CA(S) = N B (x,r)°.

{E(X,r):%(x,r)ﬁS:(D}
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Introduccién.

Restricciones de Forma

r-convexidad

S c R9 es r-convexo (r > 0) si S = C,(S), donde

o

C(S) = ﬂ B (x,r).

{E(X,r):%(x,r)ﬁS:(D}

Conjuntos p cono convexos

S c RY compacto es p-cono convexo con p € (0, 7] si :

Vx € 9§ 3 C,(x) cono abierto de angulo p tal que C,(x) c S°.

Notacion: C, conjuntos p cono convexos.
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Introduccién.

Ejemplos

(a) (b) (c)

Figure: (a)r-convexo, (b)p-cono convexo; (c) No es p-c.c.
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Introduccién.

p - Envolvente cono convexa.

Sea S c RY acotado, definimos
m 7,(5) = n{B:SCB yBeC, } B

u Cgp(s) = ﬂ{cp(x)C:cp(x)CSC} CP(X)c
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Figure: %,(S) € €,(S)



Introduccién.

p - Envolvente cono convexa.

Sea S c RY acotado, definimos [> q
m 7,(5) = m{B:SCB yBeC, } B
= 0o(S) = N1, e mcst G X)° N N V

Figure: %,(S) € €,(S)

Observacion

m %,(S) y €,(S) son p-cono convexos.
m SC %,(S)C %, (S) c conv(S).
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Introduccién.

P-uniformidad

Sea P una medida de probabilidad en B(RY), A € B(RY) es
P-continuo si P(0A) = 0.

Definicion
A C B(RY) es una clase P-uniforme si

lim sup|Pn(A) — P(A)| =0,

n—oo AcA
siempre que P, — P débilmente .

Ejemplo: A subconjuntos convexos de RY.
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Introduccién.

P-uniformidad, Billingsley Topsge-1966

Teorema

Sea A una clase P-continua, sioA = {0A: Ac A} esun
subconjunto compacto de (M, dy) el espacio métrico
(completo, loc. compacto) de subconjuntos compactos,
entonces A es P-uniforme.

Teorema
C, es P-Uniforme, para toda P < .

Alejandro Cholaquidis

Estimacion de conjuntos bajo restricciones de forma.



Introduccién.

Aplicaciones: I) Estimacion de conjuntos de nivel

P < 1 con densidad f, queremos estimar S(\) = {f > \}.
S(\) = argmax s(zeyHx (A) siendo

H(A) = P(A) — Ma(A).
Dada Xi, ..., Xy i.i.d de P definimos Sn(\) = argmaxsepra)Hn,»(A) siendo
Hn 5 (A) = Pa(A) — Au(A).
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Introduccién.

Aplicaciones: I) Estimacion de conjuntos de nivel

P < 1 con densidad f, queremos estimar S(\) = {f > \}.
S(\) = argmax s(zeyHx (A) siendo

H(A) = P(A) — Ma(A).
Dada Xi, ..., Xy i.i.d de P definimos Sn(\) = argmaxsepra)Hn,»(A) siendo
Hn 5 (A) = Pa(A) — Au(A).

Teorema

Si S € C,, entonces, tomando S, = argmaxacc, Hn x(A)
m Sy(\) — S(\) endy yd,,
B 0S,(\) — 0S()\) en dy.

Alejandro Cholaquidis

Estimacion de conjuntos bajo restricciones de forma.



Introduccién.

Aplicaciones: Il) Conjunto de cambio de distribucion

SeaSeC, Sc[0,1]% Z~U(0,1]°)yX~F,siZcS,X~GsiZc S
Queremos estimar S a partir de {(X;, Z,v)},:1,,,,,, i.i.d.

fir(x) = |T\ > ix<xys  hre(x) = ITCI D Iixexy, A = |hr(X)—hre(X)]|

ieT ieTe
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Introduccién.

Aplicaciones: Il) Conjunto de cambio de distribucion

SeaSeC, Sc[0,1]% Z~U(0,1]°)yX~F,siZcS,X~GsiZc S
Queremos estimar S a partir de {(X;, Z,v)},v:1,,,,,, i.i.d.

T._ , :
hr(x) == |T\ IGZTH{X<X}7 hre(x) == |T°| IEZ;C X<x, G = |hr(Xi)—hre(X))]
Vamos a maximizar, para T € [, = {%),n(B) : BC X,}

7|7
n

Nis(dh, ..., dh) == supi<i<ndi, Nev(di,...,dn) = (X0, d?/n)"/?

Teorema

SiS ecC,, S, = argmaxrer,D(T) entonces S, — S en medida.

o(ry = T gy af).
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Estimacion de conjuntos p - cono convexos.

Convergencia en Hausdorff

Conjunto estandar

S c RY es estandar respecto de una medida v si existe A > 0y § > 0 tal que

v(B(x,e)N'S) > 6u(B(x,<)) paratodo x € Sand 0 < & < A.
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Introduccién Estimacion de conjuntos p - cono convexos.

Convergencia en Hausdorff

Conjunto estandar

S c RY es estandar respecto de una medida v si existe A > 0y § > 0 tal que

v(B(x,e)N'S) > 6u(B(x,<)) paratodo x € Sand 0 < & < A.

Teorema

S C RY, S e C,, esténdar respecto de la medida de Lebesgue, Xi, Xz, ..., Xn
i.i.d. v.a. con soporte S, entonces

i (%p(Rn), S) = 0((M)1/d)’

n
siademds u{x : B(x,t) C S} = O(t)

0, (€,(Rn), S) = 0(('09(”))1/‘1).

n
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Estimacion de conjuntos p - cono convexos.

Interpretacion intuitiva

C(x)

Figure: x € 0%,(Xp)
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Otras tasas de convergencia

Familias inevitables

S c RY compacto satisface la condicion de p, h-cono convexidad si

Vx € 0S 3 ¢ = £(x) tal que C,.¢.n(X) C S°.

Supongamos que S = %, »(S), queremos calcular

O(E(du(S.Gon(x0)) ).
Notacién: Dado a€ (0,7)yb> 0
Gap = {Caep(x): x eR%, €€ ST1L.

Definicién

Dado x € R?, p € (0,7) y h > 0, denotemos A, 4(x) = {C € %, : x € C}.
La familia de conjuntos $ly , » es inevitable para A, n(x) si para todo

C € N\, n(x) existe U € 4y, » tal que U C C.
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Otras tasas de convergencia

Familias inevitables Il

( (S, %pn(Rn ))) E/H{Xes\%f w0t OX

:/]P’(X € S\ €, (X)) dx
S

Supongamos que podemos construir para cada x familias inevitables $ly , n
con una cantidad finita de elementos, entonces:

P(x € S\ G, n(Rn)) =P(A3C €A, 4(x): CARy=0) < > P(UNR, =0).

UEuX,th
/>

UﬂN,,_(Z))dx—/ Z ( u(ig)s» ax
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Otras tasas de convergencia

Familias inevitables Il

(1- MO0

n
[ 5 (M09,
{xd(x09)>he} yS w(S)

B(d (8, %,0%))) = |

ed(x09)<he} yS

Segundo sumando:

w(UN S) > u(Un B(x, hp)) = chg entonces

pUns)\" c q\"
1= dx=k(1— —n : d(x, 8S) > hp}).
/{x:d(x,88)>h2} Ue%p R ( (S) > X ( (9 2) w({x : d(x,8S) > hy})

/ S ( _ wUns)
{edx,09>h} yel (S)

n
> dx < kje” ™1,
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Otras tasas de convergencia

Familias inevitables Il

CRCLE )

E(du(S, %, n(Rn)) :/

( . ’ ) {x:d(x,08)<ho} Uetly pp

/ ORI CRCUC) P
{cd(x09)>he} ycur | 1(S)

Primer sumando

_ . _ Uns) o r(UNBKX,DH) d
Un B(x,t) = cv/Z&,’J(X) por lo tanto si d(x, 8S) = t entonces MHT > —E - ufs)t 5

n
/ K (1 - di, asf’) dx < / ko~ c2md(x,08) gy
{x:d(x,08)<hy} n(S) {x:d(x,08)<hy}

cpnhd e
:n—1/d/ 21 cse—uud/(d—1)du§ n—1/d/ °°Cae—uud/(d—1)du: O(n—1/d)'
0 0

ntos bajo restricciones de form.



Otras tasas de convergencia

[§ Cuevas, A., Fraiman, R. Pateiro-Lépez, B. (2011). On statistical
properties of sets fullfilling rolling-type conditions. Applied
probability trust.

[§ Cuevas, A. and Rodriguez-Casal, A. (2004). On boundary
estimation. Adv. in Appl. Probab. 36 340-354.

[§ Rodriguez-Casal, A. (2006). Set estimation under convexity type
assumptions. Annales de I'l.H.P- Probabilites & Statistiques, vol.
43, pp. 763-774.

[§ Pateiro-Lépez, B. and Rodriguez-Casal, A. (2008). "Length and
surface area estimation under smoothness restrictions".
Advances in Applied Probability Vol. 40 (2), pp. 348-358
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