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@ Regresion lineal

© RKHS

@ Estimacion de 3
o Un estimador consistente en L2, basado en regularizacién
@ Un estimador consistente en el RKHS basado en discretizacion.
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El modelo lineal clasico

Supongamos que Y es una v.a. real, X un elemento aleatorio a valores en un Hilbert H, y
Y = (%)) + F(X) + €

donde ap € R, I es un funcional lineal acotado en H, € un ruido aleatorio, que se asume
independiente de X.
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donde ap € R, I es un funcional lineal acotado en H, € un ruido aleatorio, que se asume
independiente de X.

Usualmente H = L*[0, 1], T'(X) = (X, 8) con 8 € H, X(t) € [*(Q), E(e) = 0,
E(e?) = 02 < oo, entonces

1
Y:BO—I—/O B(s)X(s)ds + €. (1)

Si tenemos (X;, ¥;) iid, parai = 1,...,n, con

1
Yi = fo+ /0 B(s)Xi(s)ds + i

queremos estimar /3.
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Escribimos
r-5m = [ 500K ~ B0+ @

Si multiplicamos (2) por X — E(X), y tomamos esperanza

1
B[(x ~ EQ0)(r — B(1)] = B[(x ~B() [ B0)(X(s) ~ EX()is | = K(5)
0

X-E(X),8)

donde K : L2[0, 1] — L*[0, 1], es

(K()(r) = E[(X — E@X), ) (X(1) - E(X(1)))] = /O ' Cov(X(s), X(1))u(s)ds

Se puede probar
@ K es autoadjunto: (K(u),v) = (u,K(v))
@ no negativo: (K(u),u) >0
o Hilbert-Schmidt: ), ||K(e;)|| < oo, ¢; b.o.n.

Por lo tanto K(Bg (0, 1)) es compacto, y por lo tanto no es invertible.



El modelo lineal clasico

Para resolver este problema, sea \; los autovalores de K, asociados a autovectores v;. Se puede
probar que

X(1) —E(X(t) = > _&vi(t) en L*(2), uniforme en ?3)
i=1

donde &; v.a. tal que E(&;) =0, E(EJZ) =N, E(&,&) =0sii #j.
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El modelo lineal clasico

Para resolver este problema, sea \; los autovalores de K, asociados a autovectores v;. Se puede
probar que

X(r) —EX(r)) = ifivi(t) en L*(Q2), uniforme en 3)
i=1
donde &; v.a. tal que E(&;) =0, E(EJZ) =N, E(&,&) =0sii #j.
Si {vi}iesbon, B = > (B,vi)vi,
(E[X —EX))(Y —E(Y))],v;) = (K(B),vj) = (B, K()) = N(B,v) j=12,....
De (3):

Vj.

5o 5o (El- E(X)))Ejff L), $> E[@(Y;jmm]
j=1 j=1

Por lo tanto 3 € L2[0, 1] si y s6lo si > (Eg (Y — IFE(Y))])z/)\]2 < o0.
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RKHS

En el enfoque RKHS 3 € H(K) C L?[0, 1] donde H(K) es el RKHS del operador K.
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Sea k(s, t) un nicleo continuo, simétrico, semidefinido positivo. Definimos

Ho(k) = {f 2 f(s) = iaik(s,ti),ai ER,;;€[0,1],n € N},

i=1
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Sea k(s, t) un nicleo continuo, simétrico, semidefinido positivo. Definimos

Hy(k) = {f f(s) = iaik(s,t[),a[ €ER,;€[0,1],n€ N},

i=1
en este espacio definimos el producto interno (-, -)x, dado por

(80 =D aibjk(si, 1))
i,

El RKHS asociado a k es H(k), el limite puntual de sucesiones de Cauchy en Hy (k).

Propiedad de reproduccion:

f(t) = <ka('7t)>k Vf € H(k)



RKHS
[e] lelelelelele]e]

Sea k(s, t) un nicleo continuo, simétrico, semidefinido positivo. Definimos

Hy(k) = {f (f(s) = zn:aik(s,t[),a[ ER,;;€[0,1],n € N},

i=1
en este espacio definimos el producto interno (-, - )4, dado por

(80 =D aibjk(si, 1))
i

El RKHS asociado a k es H(k), el limite puntual de sucesiones de Cauchy en Hy (k).

Propiedad de reproduccion:

f(t) = <ka('7t)>k Vf € H(k)

El operador evaluacién es continuo:

Ufn(s) = F( < [GkCs, Yoo = Pkl < kG, lellfo = Fllk = kCs,9)' /U = fllx-



RKHS
[e] lelelelelele]e]

Sea k(s, t) un nicleo continuo, simétrico, semidefinido positivo. Definimos

Ho(k) = {f :f(s) = Zn:aik(s, t[),a[ c R, t € [O, 1]," c N},

i=1
en este espacio definimos el producto interno (-, - )4, dado por

(80 =D aibjk(si, 1))
i,

El RKHS asociado a k es H(k), el limite puntual de sucesiones de Cauchy en Hy (k).

Propiedad de reproduccion:

f(t) = <ka('7t)>k Vf € H(k)

El operador evaluacién es continuo:

Ufn(s) = F( < [GkCs, Yoo = Pkl < kG, lellfo = Fllk = kCs,9)' /U = fllx-

Como k es continuo, la convergencia en el RKHS implica la convergencia uniforme y por lo
tanto las funciones en H(k) son continuas.
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RKHS 1I, otra construccién posible

Supongamos X(¢) € L*(Q2), X € L]0, 1] c.s, con funcién de covarianza k y funcién de media
m. Sea

p
Lo(X) = { Zai(X(t,-) —m(%)),p €N, t; €[0,1],ay,...,a € R}
i=1

y L(X) la completacién L?(Q) de Lo(X).
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RKHS 1I, otra construccién posible

Supongamos X(¢) € L*(Q2), X € L]0, 1] c.s, con funcién de covarianza k y funcién de media
m. Sea

p
Lo(X) = { > aiX(t) —m(n),p €Nt €[0,1),a1,...,a, € R}

i=1

y L(X) la completacién L?(Q) de Lo(X). Definimos para U € L(X),
Wx(U)(s) = (U, X(5) — m(s)) = E(U(X(s) — m(s))-

Es un mapa inyectivo de L(X) a L?[0, 1].
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RKHS 1I, otra construccién posible

Supongamos X(¢) € L*(Q2), X € L]0, 1] c.s, con funcién de covarianza k y funcién de media
m. Sea

p
Lo(X) = { > aiX(t) —m(n),p €Nt €[0,1),a1,...,a, € R}

i=1

y L(X) la completacién L?(Q) de Lo(X). Definimos para U € L(X),
Ux(U)(s) = (U, X(s) = m(s)) = E(UX(s) — m(s))).
Es un mapa inyectivo de L(X) a L?[0, 1]. Definimos
H(k) ={¥x(U) : U € L(X)}.
Es un espacio de Hilbert con el producto interno heredado de L(X):

(8% = (Tx (), Ty ' (8))-
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RKHS 1I, otra construccién posible

Supongamos X(¢) € L*(Q2), X € L]0, 1] c.s, con funcién de covarianza k y funcién de media
m. Sea

p
Lo(X) = { > aiX(t) —m(n),p €Nt €[0,1),a1,...,a, € R}

i=1

y L(X) la completacién L?(Q) de Lo(X). Definimos para U € L(X),
Ux(U)(s) = (U, X(s) = m(s)) = E(UX(s) — m(s))).
Es un mapa inyectivo de L(X) a L?[0, 1]. Definimos
H(k) ={¥x(U) : U € L(X)}.
Es un espacio de Hilbert con el producto interno heredado de L(X):
(8= (T (), Uy ()

Por lo tanto Wy es una isometria entre L(X) y H(k). Observar que
Uy (X(t;) — m(;))(s) = k(t;,s) € H(k).
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RKHS via el operador K 1z

Dado k(s, r) continuo, simétrico, semidefinido positivo, K(f)(-) = fol k(s,-)f(s)ds es
compacto. Denotamos K 1/2 ¢] (tinico) operador tal que K 1/2K1/2 = K. Se define

H(K) = {K'/2(f) : f € L2[0,1]}.
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RKHS via el operador K 1z

Dado k(s, t) continuo, simétrico, semidefinido positivo, K (f)(- fo k(s,-)f(s)ds es
compacto. Denotamos K 1/2 ¢] (tinico) operador tal que K 12 1/ 2 =K.Se deﬁne

H(K) = {K'/2(f) : f € L2[0,1]}.

Si {v;}; es bon de L?[0, 1], de autofunciones de K, con autovalores \; > 0,

H(K)={f’GLZ[OJ]:f:ZU',v»vf y {@Q}ieﬂ(m}

La condicién {(f, v,) / \/> }; € P(N) impone regularidad en f ya que por el Teorema de
Mercer, Y, i = fo s,5)ds < oo. El producto interno en #(K) es

>k _ Z <f’ Vi>A<.g7 Vi> .
i=1 !
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Los dos RKHS son el mismo, para eso

Teore: e Mercer

Seak : [0, 1] — R continuo, simétrico, definido positivo. Definimos

1
K()(1) = /0 K(s, 0f (s)ds

el cual resulta compacto y autoadjunto. Sea {v;}; bon de L2[0, 1], de autofunciones de K, con
autovalores{); };. Entonces para todo ¢, s,

oo
k(t,8) = > Awi(s)vi(o). e
i=1
La convergencia es absoluta para todo s, # € [0, 1]?, y uniforme en [0, 1]2.

El mapa @ : [0, 1] — />(N) definido como

(1) = {V/ Ami(0)}i

se denomina feature map.



RKHS
[e]e]ele]e] lelele]

Propiedad reproductora

ks, M= i W><k>\(_s’ 1) > ¢ Viﬂj\_(‘)i)(S)’ =f(s)
i=1 ! i=1 !
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Propiedad reproductora

(ka(sa'»k:f:%w :i%l(v’)(s)

i=1

=f(s)
i=1
Por el Teorema de Mercer:

o (®(s), ®(1))p = k(s,1)

o (D(s),P(-))p = k(s,-) € H(K).

H(K) and H (k) son el mismo espacio de funciones con el mismo producto.

Dado un kernel de Mercer k, existe un tinico espacio de Hilbert H:
1 k(s,-) € H.
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i=1

=f(s)
i=1
Por el Teorema de Mercer:

o (®(s), ®(1))p = k(s,1)

o (D(s),P(-))p = k(s,-) € H(K).

H(K) and H (k) son el mismo espacio de funciones con el mismo producto.

Dado un kernel de Mercer k, existe un tinico espacio de Hilbert H:
1 k(s,-) € H.
2 Paratodo f € H, f(s) = (f, k(s,))u-
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Propiedad reproductora

(ka(sa'»k:z:%w :Z%I(V’)(S)

i=1

=f(s)
i=1
Por el Teorema de Mercer:

o (®(s), ®(1))p = k(s,1)

o (2(s), ()2 = k(s,-) € H(K).

H(K) and H (k) son el mismo espacio de funciones con el mismo producto.

Dado un kernel de Mercer k, existe un tinico espacio de Hilbert H:
1 k(s,-) € H.
2 Paratodo f € H, f(s) = (f, k(s,"))H-
3 El espacio generado por {k(s,) : s € [0, 1]} es denso en H,
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Propiedad reproductora

(ka(sa'»k:z:%w :Z%I(V’)(S)

i=1

=f(s)
i=1
Por el Teorema de Mercer:

o (®(s), ®(1))p = k(s,1)

o (2(s), ()2 = k(s,-) € H(K).

H(K) and H (k) son el mismo espacio de funciones con el mismo producto.

Dado un kernel de Mercer k, existe un tinico espacio de Hilbert H:
1 k(s,-) € H.
2 Paratodo f € H, f(s) = (f, k(s,"))H-
3 El espacio generado por {k(s,) : s € [0, 1]} es denso en H,

Resta probar 3, que se sigue de: sif € H/(K) tal que (f, k(s, -)) = 0 para todo s, entonces
f(s) = 0 para todo s.
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La idea general

Reemplazar (X, 8) en Y = (X, 8) + € con (X, B), donde B € H(k).
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H(k) = {f € L*[0,1] : f abs. cont. y f' € L*[0,1]}.
Parzen define (X, 8); =: ¥y ' (5). Si asumimos
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La idea general

Reemplazar (X, ) en Y = (X, 8) + € con (X, ), donde 8 € H(k). El problema es que en la
mayorfa de casos X(w)(-) ¢ H(k) c.s.. Por ejemplo si X es el Browniano

H(k) = {f € L*[0,1] : f abs. cont. y f' € L*[0,1]}.
Parzen define (X, 8); =: ¥y ' (5). Si asumimos
Y = Ux +e, 5)
donde Uy € L(X),y ¢ € L(X)*, E(¢) = 0. El modelo (5) es
Y =0;"(a) +e, (6)
donde o € H(k) y e € L(X)~+, ademds

a(r) = (e, k(-0 = Ely ' (@)X(0)] = E((Y — ©)X(1) = E(YX(1)).
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El modelo finito-dimensional y el L*> son RKHS

Finito dimensional
Si

Y =97 (a) e @)
Entonces existen X(¢{), ..., X(#;) y B1,- - -, Bp € R tal que
Y =BiX(t) + - + BpX(1;) + €

siy sélo siparatodo t € T, a(t) = Bik(t, £f) + - + Bpk(t, 1)
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entonces vale el modelo (7), ya que (3, X)2 € L(X).
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El modelo finito-dimensional y el L*> son RKHS

Finito dimensional

Y =97 (a) e )
Entonces existen X(¢{), ..., X(#;) y B1,- - -, Bp € R tal que

Y=BX(t) + -+ BpX(5y) + €

siy sélo siparatodo t € T, a(t) = Bik(t, £f) + - + Bpk(t, 1)

El modelo L? es un RKHS

|
.

1
v= [ BOX@dr+e=(6,30+e, ®)
0

entonces vale el modelo (7), ya que (3, X)2 € L(X).

Reciprocamente, si vale (7), y existe 5 € L? [0, 1] tal que @ = K3, entonces el modelo (8) vale.
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Componentes principales

Para resolver el modelo L?, usualmente {X () : ¢ € [0, 1]} se proyecta sobre u1, . . ., u, donde
{uj : 1,...} esunab.o.n. La trayectoria se reemplaza con

(X, ur)ouy + -+ + (X, up)oup

Intuitivamente, esto funciona si

1
/0 l)dt ZBJ X u] 2 donde /Bj = (6, uj>2.
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Componentes principales

Para resolver el modelo L?, usualmente {X () : ¢ € [0, 1]} se proyecta sobre u1, . . ., u, donde
{uj : 1,...} esunab.o.n. La trayectoria se reemplaza con

(X, ur)ouy + -+ 4 (X, up)oup

Intuitivamente, esto funciona si
/ I‘)B t)dt Zﬂ] X u] » donde /Bj = (6, uj>2.
0

(Cudndo no hay pérdida, y como tiene que ser a?. Consideremos el modelo
Y= B1(X,u1)2 + -+ Bp(X,up)a + €, ©)

donde By, ...,B, ERye € L(X)*.

|

Proposicién

Si vale (9) entonces Y = \If;] (a) + . Reciprocamente si Y = \II;I (a) + € y a pertenece al
espacio generado por {Kuy, . .., Kup} entonces vale el modelo (9).
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Regularizacion de Tichonov

a(t) = E(YX(t)) sugiere usar &(t) = i ", YiX;(t), pero P(& € H(k)) = 0.
Consideremos
& = argmin |6 —f115 +wllf i = (K +7al)~'Ka.
feHy
a = (K +.0)~'Ka, (10)
donde K es el operador integral definido por el kernel k(s, 1) = n~! S Xi(9)Xi(0).

Teorema

Searyn — 0 tal que v2/n — oo, supongamos que E(||X||3) < oo. Entonces ||& — c|l, — 0 en
probabilidad, cuando n — .

¢y en norma RKHS?

& € H(k), pero no necesariamente & € H(k).
Teorema: si ny2 — 00, Y4 — 0, ||& — c|[x — 0 en probabilidad.
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[ Jele}

Lema de Parzen

Lemma

Seano € H(k), Ty = {tjp: j=1,...,p} donde 0 < 1, , < --- <1, , <1, tal que
Ty C Tpt1 C [0,1] y UpT, = [0, 1]. Entonces existe 31 . . ., Bp,p tal que

2

P
a(s) — Z,Bj,pk(tj,p, Il — 0, cuando p — oo.
=1 B
Esto sugiere usar
P LA
() = Zﬁjwk(fjww Dy ()= Zﬁj»pk(tj,pv s an
j=1 j=1
donde paraj =1,...,p, ij son los estimadores por minimos cuadrados del modelo lineal
p-dimensional
P
Yi=> BipX(tp) +eip = (ap, X+ €ipy i=1,...n. 12)

J=1
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Consistencia

Supongamos que Y; = (X, a)y + €, coni = 1,. .., n. Consideramos

P
Y= BipX(tp) +eip = (p, Xk +eipy i=1,...,n. (13)
j=1
donde p = p, — 0. Supongamos que
(i) eip = e; son iid sub-Gaussianos, SG(Uﬁ) con ag > Co > 0 para todo p. ¢
(ii) sup,eo, 1) X(t) es sub-Gaussiano.
(i) n(ypp)?/(p?log® n) — oo, donde 7y, es el autovalor mas chico de K7, la matriz de
covarianzas de (X(t1,), ..., X(tp,p))-
Entonces

vallap — opll} =0 cs Yy — o0

tal que nyp.p [ (p*vy logn) — oo. Como consecuencia del Lema de Parzen,

A2 =1 2
o = &y = méx{y, ", O(lla — aplli)} e

B(jesp| > 1) < 2exp(—£/(202))
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El autovalor mas chico de K7,

Proposicion

Sea {W(1)}:c[0,1) con incrementos estacionarios e independientes, tal que E(W? (1)) < ooy
E(W(t)) = 0 para todo t € [0, 1], entonces para todo 6 > 0,

PH&’Yp»p — 00,
donde . es el autovalor mas chico de la matriz de covarianzas de (W(1/p), ..., W(1)).

Para el fBM con Hurst H, v, , = O(1/p*).
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