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Estas notas estdn muy fuertemente basadas en [9] y en [I5], junto con notas de Modelos Lineales de Mario
Wschebor, y notas del curso de aprendizaje estadistico de Ricardo Fraiman. El objetivo es dar un panorama general
del aprendizaje supervisado desde una perspectiva matematica. Se requiere tener algunos conocimientos previos de
teorfa de la medida (los cuales se resumen de forma muy sucinta en uno de los apéndices, pero pueden leerse en
cualquier libro clésico, por ejemplo [41],[26] o [I1]), y de probabilidad bésica (variables aleatorias, convergencias, etc),
que pueden encontrarse en cualquier libro de probabilidad, por ejemplo [29, 23].

Para hacer las notas lo mas autocontenidas posibles hemos incluido ademéds otro apéndice que incluye unas pocas
desigualdades basicas de variables aleatorias que usaremos. Luego de la introduccion, que da un panorama general del
aprendizaje, veremos el capitulo 2, seccién 7, del libro [29] que aborda el concepto de esperanza condicional, que serd
central para la lectura del resto de los capitulos.

Quedo infinitamente agradecido a Antonio Cuevas por las charlas esclarecedoras que tuvimos sobre diversos temas,
y a Ernesto Mordecki por cederme la posibilidad de dar el curso en su versiéon 2024.

Finalmente, demads esta decir que todas las erratas y errores que puedan contener estas notas son de mi responsa-
bilidad. Quedo agradecido al lector que, amablemente, me las haga saber a acholaquidis@hotmail.com



La cronologia que sigue es parcial, arbitraria, incompleta y caprichosa. Solo da cuenta de, por un lado, algunas
publicaciones relevantes que espero estimulen al lector interesado a seguir buscando, y de mi imposibilidad (por falta
de conocimientos y porque llevaria a un libro en si mismo) de escribir un listado més exhaustivo. Toda cronologia
sobre aprendizaje deberia empezar con Turingﬂ y eso haremos.

1.

En 1950 Turing publica su famoso trabajo [33] con la pregunta ;Puede una méquina pensar?, donde plantea el
test de Turing: una prueba de imitacién, donde un interrogador humano interactiia con dos entidades ocultas: una
méquina y un ser humano. El interrogador debe determinar cual de las dos entidades es la méquina basdndose
Unicamente en sus respuestas a las preguntas formuladas. Si la maquina puede enganar al interrogador para que
piense que es humana una proporcién significativa de veces, entonces se considera que la maquina ha demostrado
inteligencia comparable a la humana. En 1998 Smale propone, como ultimo en la lista de problemas del milenio,
la pregunta “;Cuales son los limites de la inteligencia, tanto artificial como humana?”.

También en 1950, el padre de la teoria de la informacién, Shannon (ver [27]), publica [28], donde muestra que
una computadora puede ser programada para jugar al ajedrez.

En 1951 en [24] se publica uno de los primeros algoritmos sobre el método estocdstico de descenso por gradiente.
Para ser justos con los desarrollos en SGD habria que hacer una cronologia aparte, que contenga los trabajos,
de, por ejemplo, LeCun y Hinton, entre otros.

. En 1954 se publica el libro de Blackwell [3]. Una cronologia de la teoria de juegos deberfa empezar, claro estd,

con [38]. Cito a Blackwell por pura arbitrariedad, cabe destacar que el aprendizaje por recompensasﬂ estd
fuertemente emparentada con los MDPE| y la teoria de juegos.

En 1958 Rosenblatt publica [25] donde propone el perceptrén, un clasificador lineal (“red neuronal”) con una
neurona. Lo veremos en estas notas. A 2024 el trabajo tiene mds de 19.000 citas (no es de los primeros en
proponer redes neuronales, antes de eso estan, por citar algunos, los trabajos de Minsky, Rochester, etc.)

En 1964 Vapnik publica [36], que se centra en el andlisis teérico de los perceptrones. En este ano se publican
dos trabajos que ponen los cimientos de lo que luego serd la regresién por nicleos (o método de Nadaraya y
Watson), [40] y [21].

En 1971 se publican dos trabajos importantes: [§], donde se introduce el concepto de NP-completitud, y Vap-
nik junto con Chervonenkis publican su célebre trabajo [37], donde introducen el concepto de coeficiente de
fragmentacion y dimensién de V.C.

En 1977 Stone publica en el Annals of Statistics [30], donde se da un teorema general de consistencia de los
estimadores locales de la funcién de regresién. Esto también lo veremos en estas notas.

Dejamos por aca la cronologia, para no aburrir, pero la lista podria seguir, y deberia contener a Yoshua Bengio
y a lan Goodfellow entre otros.

laqui también, para hacer justicia con la regresién lineal, habria que empezar antes con los trabajos de Galton [13] y Pearson [22], y
con el discriminante lineal de Fisher, de 1936.

2

una rama de la IA que no veremos pero que permitié, entre otras cosas, que Deep Blue le ganara a Kasparov en 1997 (para hacer

justicia con Garry habria que aclarar que gandé 3-1/2,2-1/2 en 6 partidas), y Alphago a Lee Sedol en Go en 2016
3Markov Decision Process



1 Introduccion

Hay dos referencias esenciales para entender el aprendizaje estadistico desde una perspectiva histérica. Por un lado
el trabajo de Breiman, ver [6], donde plantea que hay dos culturas en materia de aprendizaje, una basada en modelos
y otra en algoritmos, y por otro, el trabajo de Vapnik: [35], que da cuenta con rigor y generalidad, de sus valiosos
aportes a esta disciplina. Citando algunas partes del resumen del trabajo de Breiman:

Hay dos culturas en el uso del modelado estadistico para llegar a conclusiones a partir de datos. Una
asume que los datos son generados por un modelo de datos estocdstico dado. La otra usa modelos
algoritmicos y trata el mecanismo de datos como desconocido. La comunidad estadistica se ha
comprometido con el uso casi exclusivo de modelos de datos [...].

Breiman, partidario de la segunda cultura, considera en dicho trabajo a la primera como teoria irrelevante de
conclusiones cuestionables. Sin entrar en esa discusién, pero citando a Breiman nuevamente, el aprendizaje es, entonces,
llegar a conclusiones a partir de datos. Estos datos vienen dados por una muestra de una variable, que denotaremos, de
forma genérica como X, que tiene asociada, para el caso de aprendizaje supervisado, una respuesta, que denotaremos
Y. Cuando no se tiene la variable Y, se estd ante un problema de aprendizaje no supervisado, que no abordaremos en
estas notas, pero que mencionaremos brevemente més adelante. Por otra parte, y mas recientemente, se incorporaron
los problemas de aprendizaje por recompensas, donde hay una interaccién entre un agente y un medio en el cual toma
decisiones que a su vez afectan las acciones que tomara el agente.

1.1 Aprendizaje supervisado

Los dos objetivos centrales del aprendizaje (supervisado) son, por un lado la prediccién, es decir, dada una nueva
entrada X, asignarle un valor de salida o respuesta Y, y, por otra parte, extraer informacién sobre la naturaleza de
la asociacién entre X e Y. Los algoritmos que abordan estos problemas suelen denominarse méaquinas de aprendizaje
(“machine learning”).

En cuanto a las dos culturas mencionadas, la cultura basada en el modelado de los datos plantea que la salida
Y se modela como

Y=Ff (variables predictoras, ruido , parémetros).

y asumen hipétesis estadisticas sobre la generacién de los datos. El ejemplo cldsico de esto es el clasificador lineal
de Fisher, donde se asume igual varianza entre los dos grupos. Los valores de los pardmetros se estiman a partir de
los datos, y se usa el modelo para obtener informacién (segundo objetivo que mencionamos), y para predecir. Otros
ejemplos de esto son la regresién lineal y logistica (cuando se hacen hipétesis sobre la distribucién de los errores).
En estos casos la validacién del modelo se hace por medio de un test de bondad de ajuste (ya que asumimos una
distribucién para el modelo), y del estudio de los residuos.

Por otra parte, la cultura basada en algoritmos considera que la asociacién f entre X e Y es una caja negra
compleja y desconocida, sobre la cual no se hace ninguna hipdtesis especial y se busca predecir Y a partir de X.
Un ejemplo tipico de esto es el perceptrén, que es también un clasificador lineal como el de Fisher, pero no asume
hipotesis de homocedasticidad. Entre estos algoritmos se encuentran los arboles de decisién, las redes neuronales, los
métodos de regresién basados en vecinos més cercanos (k-nn), y el método de regresién basado en niicleos de Nadaraya
y Watson. En estos casos la validacién se da por medio del error de prediccion.

Los datos de que disponemos son, como dijimos, pares (X1,Y1),..., (X, Ys), que usualmente se asumen que son
copias independientes a idénticamente distribuidas (iid) del par (X,Y). Ademés, en el enfoque algoritmico, se tiene un
conjunto (independiente del de entrenamiento) que se denomina de testeo, y que se va a usar para evaluar el modelo
entrenado. En general lo que se hace es partir el conjunto de datos original en un porcentaje, tipicamente del entorno
del 70 u 80 %, para entrenamiento y el resto se deja para testeo.

El ejemplo mas simple de problema que se aborda en el aprendizaje supervisado es la clasificacion binaria, en la
cual Y toma tnicamente los valores 0 o 1, como cuando se quiere clasificar un e-mail en spam o no-spam, en base a
e-mails que ya hemos clasificados. O, clasificar pacientes en sanos o enfermos, en base a resultados médicos. Cuando
Y es continua se denominar problema de regresién y se plantea encontrar una funcién f, de modo que f(X) sea una
aproximacién razonable, en algin sentido que hay que especificar, a Y. E| Construir una aproximacién de f basada

LUn criterio de proximidad usual es buscar la f medible que minimice E(d(f(X),Y)?), es decir, minimizar el error cuadritico medio, o
maximizar la verosimilitud como en el caso de la regresion logistica que veremos.



en la muestra nos permite predecir un valor de Y desconocido a partir de un nuevo dato X. No obstante, si no
ponemos hipdtesis sobre la distribucién del par (X,Y"), como en el caso de algoritmos basados en modelos, no vamos a
poder, por ejemplo, hacer intervalos de confianza o pruebas de hipdtesis. Una alternativa para generar estas bandas de
confianza libres de distribucién, es decir, sin hip6tesis sobre la distribucién de (X,Y), es hacer inferencia conformal,
una propuesta de Vovk et al del 98 que puede encontrarse en, por ejemplo [39] y que ha tomado gran relevancia en
los 1iltimos anos en estadistica y en general en machine learning.

1.1.1 Parametros e hiperparametros

En general los algoritmos como “support vector machine” (SVM), la regresion logistica, y la regresién lineal, se los
considera métodos paramétricos, mientras que k-nn, drboles y bosques de regresién y/o clasificacién, o regresién por
ntcleos se los considera no paramétricos.

El término “no paramétrico” refiere a que el algoritmo de aprendizaje no asume una forma especifica para la
funcién de distribucién de los datos o para la relacién entre X e Y, ni estima un conjunto fijo de pardmetros de una
funcién determinada (como los coeficientes en una regresion lineal). En k-nn, como veremos, si bien hay un valor k,
(que luego su eleccién se puede hacer por diferentes métodos), este se denomina pardmetro de ajuste, de tuneado, o
hiperparametro. Lo mismo sucede con los métodos basados en ntcleos, donde aparece el ancho de la ventana a elegir,
o con las redes neuronales, donde la profundidad (cantidad de capas) es un hiperpardmetro. Los hiperpardmetros
se utilizan para controlar el proceso de aprendizaje y se estiman usando la muestra de entrenamiento de diferentes
maneras. Veamos muy brevemente dos de ellos, ¢-fold y holdout.

Validacién Cruzada /-Fold
1. Se divide el conjunto de entrenamiento en ¢ partes (o “folds”), no necesariamente iguales.
2. Se fija un conjunto inicial de valores para el o los hiperparametros.

3. Se entrena el modelo (es decir, se hace la estimacién de sus pardmetros en caso de haberlos) ¢ veces, usando los
hiperparametros antes elegidos. En cada una de estas £ veces se utiliza como muestra de entrenamiento £ — 1 partes,
mientras que la restante se usa para aproximar el error.

4. Se promedian los errores resultantes de las ¢ iteracionesﬂ
5. Se repiten los dos puntos anteriores con otro conjunto de hiperpardametros.

6. Finalmente, luego de haber probado con varios hiperparametros, se elije aquel que minimiza el error calculado en
el punto 4.

Dentro de estos métodos se encuentra el clasico “leave one-out”, en el cual £ es del tamano de la muestra de
entrenamiento, menos uno, de alli su nombre.

Validacion Cruzada Holdout

Se divide el conjunto de datos entrenamiento en dos partes: uno exclusivamente de entrenamiento (usualmente en
el orden de un 60 % del total de datos) y un conjunto de validacién (del orden del 20 %). El conjunto de validacién
se utiliza Unicamente para ajustar los hiperpardametros del modelo cuyos pardmetros fueron estimados con la muestra
de entrenamiento.

Plug-in o no-plug-in

Otra jerarquizacién de algoritmos que suele hacerse, y en general de estimadores, es entre plug-in y no plug-in.
En los primeros la estimacion se obtiene cambiando las distribuciones tedricas desconocidas por sus distribuciones
empiricas.

En el marco de clasificacién binaria, se usa el término plug-in cuando la funcién de regresion tedrica (que es, como
veremos, la esperanza condicional m*(z) = P(Y = 1|X = z)), se cambia por una aproximacién, m.,,, de ella, basa en la
muestra, y se toma el clasificador que vale 1 si m,,(z) > 1/2 y 0 si no. Es decir, se enchufa (plug-in) el estimador m,,
en la regla de Bayes g* () = I+ (2)>1/2}, que es, como veremos, la que minimiza el error de clasificacion P(g(X) # Y')
entre todas las posibles reglas.

En el marco de la regresién, k-nn y Nadaraya-Watson pueden considerarse también métodos plug-in. Ejemplos
clasicos de métodos que no son plug-in podrian ser aquellos que se obtienen por méaxima verosimilitud, o los métodos
Bayesianos, donde se asume que los parametros tienen una determinada distribucién a priori.

2recordemos que, como conocemos las verdaderas etiquetas, podemos calcular el error medio, d(Y;,Y;), en cada una de estas £ iteraciones,

siendo Y; el valor asignado por el modelo entrenado, al dato X;.



1.1.2 Error de Bayes

Es importante aclarar que en clasificacién la probabilidad de equivocarse (asignarle a un nuevo dato una etiqueta
que no es la correcta) no necesariamente se va a poder hacer arbitrariamente pequena, ain cuando la muestra de
entrenamiento se pueda hacer tan grande como se quiera. Por error nos referimos, no el calculado en la muestra de
entrenamiento, que es 0 si se interpolan los pares (X;, Y;), sino en un nuevo par (X,Y). Es claro que un clasificador que
interpole los datos tiene una capacidad de prediccién (y por lo tanto utilidad) nulos, pero un error 0 en dicha muestra.
En el caso de clasificacién binaria la cota inferior del error de una regla de clasificacién g, es decir P(g(X) #Y), esta
dada por la probabilidad de equivocarse de la mejor regla de clasificacién (la cual es tedrica y en general desconocida),
que es, como dijimos y probaremos mds adelante, asignar la etiqueta Y =1 si m*(z) = P(Y = 1|X =) > 1/2 y cero
en caso contrario. Esta regla se denomina regla de Bayes. Lo mismo sucederé en regresion, el mejor predictor de Y € R
basado en X es m*(X) = E[Y|X], donde mejor refiere a que minimiza E|Y — f(X)|? al considerar todas las posibles f
medibles. Por lo tanto, la cota inferior del error cuadratico medio de cualquier estimador m”E| es E|lY —m*(X)|?, que
no necesariamente es 0. Este valor minimo de error se le conoce como error de Bayes. Los métodos de clasificacion
plug-in estiman m* con m,,, basada en la muestra, y usan la regla de clasificaciéon g, que vale 1 si m,(z) > 1/2y 0
en caso contrario.

1.2 Aprendizaje no supervisado

En estos algoritmos los patrones a identificar son similitudes entre subgrupos (“cluster”) de valores de la variable
X. Es decir, no tiene por qué haber una Y subyacente, lo cual hace que definir qué quiere decir que algo es un
grupo dependa del problema en cuestién. Tampoco se asume de antemano que se conoce la cantidad de grupos que
existen, aunque, tipicamente, a estos algoritmos se les da como dato cuantos grupos tiene que encontrar. Lo que
tenemos es entonces una muestra X, ..., X, de la variable X, y queremos agrupar subgrupos de estas observaciones.
Ejemplos clasicos de esto son los algoritmos jerarquicos en los cuales, si buscamos k grupos, obtenemos un conjunto
de k subgrupos que va a estar contenido en el que obtendriamos si buscamos k — 1. Es decir, tenemos una jerarquia de
grupos, donde cada particion se obtiene de partir o unir la particién anterior. Si estos grupos se construyen tomando
la muestra inicial como un todo que se va dividiendo en subgrupos se dice que el algoritmo es divisivo, mientras que, si
se construye tomando la muestra como un conjunto de n puntos aislados que se van uniendo, se dice que es un método
aglomerativo. Otro algoritmo clasico es el de k-medias, en el cual se fija de antemano el valor k£ de grupos, y se buscan
G1,...,Gg, una particién de {X1,..., X, }, que minimicen Zle ZXJEG,-, d(X;,z;), donde cada z; son los centros en
los grupos G;. Es decir, z; es el dato de G; que minimiza ZXjeGi d(X;,x). Si, por ejemplo, d es la norma euclidiana
al cuadrado, se obtiene la particion que minimiza la varianza dentro de cada grupo ponderada por la cantidad de
elementos del grupo. Problemas clasicos donde esto surge son la bisqueda de patrones de comportamiento de usuarios
de redes sociales, de consumidores, etc, en base al historial su comportamiento.

1.3 Aprendizaje por refuerzos o recompensas

En el aprendizaje por refuerzos hay una funcién de recompensa que se quiere maximizar y el algoritmo va apren-
diendo, a efectos de maximizar esta recompensa, a medida que toma diferentes acciones, las cuales, al elegirse pueden
dar un cambio en las acciones posibles a tomar en el futuro. Es decir, hay una interaccién con el entorno. Un ejemplo
simple de esto son los “bandits”, donde las acciones posibles a tomar en cada instante de tiempo t = 1,2, ..., L, siendo
L la cantidad de veces que se va a jugar, son finitas y fijas. Como cuando se juega a una méquina tragamonedas,
de donde provine el nombre. Cada accién devuelve, si se la elije, una recompensa, que usualmente es aleatoria. El
objetivo es encontrar la mejor accién posible (donde mejor usualmente se toma como aquella cuyo valor esperado de
la recompensa es el mds grande).

Si bien existe una miriada de variantes de algoritmos de aprendizaje, por ejemplo algoritmos de aprendizaje semi-
supervisado, en los que se dispone de datos etiquetados y otros no etiquetados (usualmente la cantidad de datos no
etiquetados es mucho mas grande que la de los etiquetados), vamos a enfocarnos en algoritmos de clasificacién y
regresién supervisados.

3es decir, E|Y — mp (X)|?



2 Esperanza Condicional.

En la introduccién dijimos que, dadas X e Y dos variables aleatorias, Y a valores reales y X a valores en algin
espacio medible, la funcién medible f que minimiza el error cuadratico medio E|f(X)—Y?, es la esperanza condicional

m*(z) = E[Y|X = z].

Vamos a demostrar ese hecho, pero primero, introducir de forma rigurosa su definicién. La esperanza condicional tiene
una motivacion e interpretacion geométrica muy relevante. Si consideramos

L*(Q,AP) ={Y:Q = R:E(Y?) < 00,Y es medible respecto de A},

es un espacio de Hilber{{l] si tomamos (X,Y) = E(XY). Por lo tanto dado un subespacio cerrado V C L%(, A, P),
existe y es tunica, la proyeccién ortogonal, ITy,(Y'), de Y sobre V, es decir

Y —Ty(Y), Z) = E((Y - HV(Y))Z) =0 paratodo Z €V, (2.1)

0, lo que es lo mismo
Iy(Y) = argmin ||Y — Z|> = argmin E|Y — Z|2. (2.2)
Zey Zey

La segunda igualdad en es equivalente a
E(YZ)=E(Ily(Y)Z) VZeV. (2.3)

Consideremos § C A una subsigma dlgebra y sea V el subespacio vectorial de todas las variables en L?(£2,5,P) ,
medibles respecto de §. Se puede ver que V es un sub espacio cerrado de L?(Q2, A, P). En este caso, basta con que
(2.3) se cumpla para indicatrices de conjuntos de §, (ya que si lo cumplen las indicatrices de conjuntos de §, luego
cualquier funcién medible respecto de § se aproxima por suma de indicatrices.) La ecuacién queda

E(YTr) = E(Iy(Y)Ip) VF € 3. (2.4)

La funcién IIy,(Y) : © — R es la esperanza condicional de Y respecto a § y la denotaremos E(Y|§). Como no
vamos a pedir que Y € L?(Q), vamos a definirla mediante el Teorema de Radén-Nykodim, pero va a verificar (2.4)) y
va a ser §-medible. Para el caso Y € L?(Q2) va a tener la propiedad minimizante (2.2)).

2.1 Esperanza condicional respecto de una s-algebra

A lo largo del capitulo (Q, A, P) es un espacio de probabilidad y las variables aleatorias que aparecen toman valores
en la recta ampliada R = RU {oco} U {—o0}. En R consideraremos la sigma &lgebra de Borel B(R), que es la menor
o-algebra que contiene los conjuntos

{(a,b) | a,b € R,a < b}| J{(—o00,a] U{+00} : @ € R} J{[b, +00) U {—00} : b € R}.

En general estas variables van a ser medibles respecto de B(R) y en  tomaremos o bien A o bien una sub o-algebra
de ella § C A.

Recordemos que si A, B € A, P(B|A) =P(BNA)/P(A). Si D ={D;,D,,...} es una particién finita o numerable
de Q, con P(D;) > 0 para todo i > 1, se define la esperanza condicional de B dado D como la variable aleatoria
P(BD): Q — R,

P(BID)(w) = 3" B(BID)Ip, ().
i>1
Se deja como ejercicio verificar que la variable aleatoria P(B|D) es medible respecto de o(D), la o-algebra generada
por D. SiY es una variable aleatoria para la cual E(Y) estd definida, si P(A) > 0 se define

E(Y1)
P(A)

recordar que un espacio de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto interno que lo haga separable y completo

E(Y]A) = (2.5)
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Definicién 2.1.

1. Sea Y : © — R una variable aleatoria no negativa, medible respecto de la o-algebra § C A. La esperanza
condicional E(Y|F) : Q@ — R es una variable aleatoria no negativa que verifica

i. E(Y|§) es medible respecto de §
ii. para todo F € §

E(YIp) = /F YdP = /F E(Y[3)dP = E(E(Y|3)IF) (2.6)

observar que la ecuacién (2.6) es (2.4)).

2. SiY es una variable aleatoria cualquiera, medible respecto de la o-dlgebra §, la esperanza condicional E(Y|§) esta
definida siempre que
min{E(YT|F),E(Y " |F)} < oo cs. (2.7)

donde Y1 (w) = méx{Y (w),0} y Y~ (w) = méx{—Y (w),0}. Es decir, no pueden ser ambas co. En este caso se
define
E(Y[§) = E(YT[F) - E(Y[F) (2.8)

Para demostrar que E(Y'|F) existe hay que usar el Teorema de Radon-Nikodym. Si Y es no negativa consideramos
la medida positiva, ), definida en § como

Q(F) = /F Y dP.

Es inmediato que @ es absolutamente continua respecto de P en §. Por lo tanto, por el Teorema de Radon-Nikodym,
existe E(Y|§), F-medible tal que

Q(F):/FE(Y|3)dIP’ VF € 3.

Por lo tanto para Y no negativas se cumplen i y ii de la Definicién En general se descompone Y =Y+ —Y "~ y se
define E(Y|§) por medio de (2.8)) siempre que valga (2.7)).

Observacion 2.2.

1. E(Y|§) estd definida a menos de conjuntos de probabilidad 0. Ademds, y esto serd usado para probar propiedades
de la esperanza condicional, es dnica c.s. (esto se sigue de la unicidad c.s. en el Teorema de Radon Nikodym,). E|

2. La definicion de E(Y|§F) no asume que existe E(Y). E|
3. En el caso en que § = {0,Q} se obtiene que si existe E(Y|F), vale E(Y|F) = E(Y).

4. Podria darse el caso que Y sea una variable aleatoria para la cual BE(Y) no existe, pero que igual se pueda definir
E(Y | §) como una funcién F-medible que verifica , stempre y cuando se cumpla . A modo de ejemplo,
supongamos que Y es una variable aleatoria finita c.s, pero con E(YT) =co =E(Y ™) y § = A. En este caso E(Y)
no estd definida, pero E(Y | §) existe y es Y =Y+ —Y~. Ademds, E(Y | §) = E(Y T | §) —E(Y~ | §) tiene la
ventaja de que para la o-dlgebra trivial F. = {0,Q} se reduce a E(Y), que podria ser oc.

Definicién 2.3. Dado B € A, la esperanza condicional E(Ig|F), con § C A, se denota P(B|F). Se sigue de esta
definicién que P(B|F) es F-medible y

P(AnB):/AHBdP:/AP(BmdP

Veamos como queda la esperanza condicional respecto de una particién de 2. Sea D = {Dy, Ds, ... } una particién
de Q, es decir: D; € A, P(D;) > 0 para todo i, U;D; = Q y P(D; N D;) = 0 for all ¢ # j. Vamos a usar que si Y es
medible respecto de ¥ = o(D), la o-dlgebra generada por D, entonces Y = Zf; vilp, c.s en D,;, donde la notacién
Y = X c.s en D, significa que P{Y # X} N D;) =0.

Teorema 2.4. Sea ¥ = o(D) la o-dlgebra generada por D e Y una variable aleatoria para cual B(Y) estd definida,
entonces
EY|¥9)=E(Y|D;) c.sen D,
es decir, usando ,
E(VIp,)
P(D;)

2aqui nos referimos a probabilidad en Q es decir respecto de P
3es decir min{E(YT),E(Y ™)} < oo

E(Y|9) =

c.s en Dy,




Demostracion. Por la observacién que hicimos antes E(Y|¥)(w) = y; para todo w € D; (a excepcién de conjuntos de
probabilidad 0) pero

/ YdIP:/ E(Y|9)dP = y,P(D;),
D; D;
por lo tanto

P(D;) P(D;)
donde en la dltima igualdad hemos usado (2.5)). O]

D;

Observacién 2.5. Sea A € A, no es lo mismo E(Y|A) como fue definida en (2.5) que E(Y|o(A)), que por el Teorema

24 es
E(Y]0(4)) = B(Y|A)L4 + E(Y]A)Ly.

Veamos algunas propiedades de la esperanza condicional. En todos los casos Y es medible respecto de A, § C A
es una o-algebra, y suponemos que estan definidas las esperanzas condicionales que aparecen.

Proposicién 2.6 (Propiedades de la esperanza condicional).

1. Si C es una constante e Y = C c.s, entonces E(Y|§) = C c.s.
SiY < Z c.s, entonces E(Y|F) < E(Z]F) c.s.

E(Y[3)| <E(Y][3) cs.

e

Si a,b son constantes tal que aB(Y') + VE(Z) estd definida, entonces

E(aY +bZ|F) = aE(Y|F) + DE(Y|F) c.s. (2.9)

5. 51 5. =1{0,Q} entonces E(Y|F.) =E(Y) c.s.

6. E(Y|A) =Y c.s.

7. E(E(Y[)) = E(Y)

8. SiF1 C F2 entonces E[E(Y|F2)|§1] = E(Y[§1) c.s.

9. SiFo2 C F1 entonces E[E(Y|F2)[§1] = E(Y|F2) c.s..

10. SiY es independiente de la o-dlgebra SE[, tal que E(Y') estd definida, entonces E(Y|F) = E(Y) c.s.
11. Sea Z medible respecto de § tal que E|Z| < 0o, y E|Y Z| < 0o entonces E(Y Z|F) = ZE(Y|F) c.s.
Demostracion.

1. Se sigue de que como Y = C c.s., fA YdP = fA CdP y de la unicidad c.s. de la esperanza condicional.

2. SiY < Z entonces para todo A€ §, [, YdP < [, ZdP y de (2.6) se sigue que [, E(Y|F)dP < [, E(Z|F)dP, como
esta igualdad vale para todo A € §F se sigue que E(Y|§) < E(Z]F) como querfamos.

3. Se sigue de que —|Y| <Y < |Y|. De donde usando la propiedad anterior se sigue.

4. De la linealidad de la esperanza, para todo A € §

/A(aYerZ)dP:AaYdP+AbZdP:/AaE(Y|;§)dIP>+/Ab1E(Z|g)dP:/A[aE(ms)er]E(Zm]dP.

Como
/ E(aY + bZ|3)dP = / (aY + bZ)dP = / E(Y[3) + bE(Z|3)|dP
A A A
vale para todo A € §, de la unicidad de la esperanza condicional se sigue ([2.9).
5. Se sigue de que E(Y) es §.-medible y si A=00A=Q, [,YdP = [, E(Y)dP.

6. Como Y es A-medible, y E(Y|A) es la tnica c.s. A-medible que Veriﬁca para todo A € A, vy Y lo verifica, son
iguales c.s.

7. Se sigue del punto siguiente tomando §1 = §+« y usando el punto 5.

4es decir Y es independiente de Ip para todo B € §
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8.

9.

Sea A € § entonces por (2.6 aplicado a Y y a E(Y|F2),

/A]E(Y|51)dIP>:/AYd]P’ y /AE[E(Ylsg)I%l]dpz/E(Y|gg)dﬂb

A

Usando que §1 C F2, A € §o, la integral anterior es fA Y dP. Por lo tanto probamos que para todo A € §1,

| B3 = [ BRI 5
A A

Con lo cual E(Y|§1) = E[E(Y|F2)|51] c-s
Sea A € §1, por definicién de E[E(Y|F2)|F1]

[ =Bz - [ 5vis)ae
A A

Observemos que E(Y|§2) es §2-medible y por lo tanto §1-medible, con lo cual es igual c.s. a E[E(Y|F2)|F1], por
unicidad de E[E(Y[F2)|F1]

10. Como E(Y) es §-medible, hay que probar que para todo B € §,

/BYd]P’:/BIE(Y)d]P’.

Es decir E[YIg] = E(Y)E(Ig). Esto vale, por la hipStesis de independencia de Y con §, si E(|Y|) < oo E| Como esta-
mos suponiendo que existe E(Y), hay que descomponer Y = Y+ —Y ~. Entonces, como min{E(Y 1), E(Y " Ig)} <
00, ya que min{E(Y"),E(Y ")} < o0,

E[YIp)] = E[(Y* - Y")Ip] = E[Y *I5] - E[Y "Lg).

Como Y y Ip son no negativas, e independientes vale que E[Y TIz] = E[Y T]E[I3], y lo mismo para Y. Con lo
cual,
E[YIs] = [E(YT) - E(Y)E(I) = E(Y)E(Ip).

11. El punto 11 lo vamos a probar a partir del siguiente teorema.

O
Teorema 2.7. Sea {Y,}, una sucesion de variable a valores en R, definidas en (2, A, P), A medibles, y § C A una
o-dlgebra.
1. Si|Ya| < Z tal que E(Z) < 0 y Y, = Y c.s., entonces E(Y,,|F) = E(Y|F) c.s., y E(|Y, = Y||F) — 0, c.s.

.81 Y, > Z tal que BE(Z) > —o0 y Y, 1Y c.s., |E| entonces E(Y,|§) T E(Y|F) c.s
.81 Y, < Z tal que BE(Z) <00 y Y, 1Y c.s, entonces E(Y,|F) L E(Y|F) c.s.

2
3
4.
5
b

SiY, > Z yE(Z) > —oo, entonces E(imY,,|§) < ImE(Y,|F), c.s

. SiY, <Z yE(Z) < oo entonces ImE(Y,,|§) < E(imY,,|§) c.s
. SiY, >0 entonces E(3Y,|8) = >, E(YL|S) c.s. |Z| En particular, si By, B, ... son disjuntos 2 a 2,

P(UnBul3) = Y P(B.[F) c.s.

Demostracion.

1.

Sea (n = sup,,>, |[Ym — Y| > 0. Como Y, =Y c.s. ¢, — 0. Observar que E(Y,,) y E(Y) son finitas,
E(Y,|3) — E(Y —  |E(Y, -Y < K, -Y < EG3).
BV -EVH = EG-YR < BV S, EGR)

Propiedad 4 Propiedad 3 Propiedad 2

Como (i1 < ¢, cs., tenemos que E((,+1]F) < E(¢u|F) c.s. por la propiedad 2, por lo tanto existe h =

lim,, E({,|§) > 0 c.s., entonces
og/mwgfmgmmzfgm
Q Q Q

La segunda desigualdad es porque h < E((,|§) c.s., para todo n y la tercera por . Como 0 < 2¢, < 2Z
E(Z) < oo, por el Teorema de Convergencia Domlnada fQ CpdP — 0, por lo tanto fQ hdIP’ =0ycomoh>0,h=
c.s.

Saquf se usa que si Z y Y son v.a. independientes tal que E|Y| < co y E|Z| < oo, entonces E(Y Z) = E(Y)E(Z).
6vamos a usar la notacién 1 para indicar que una sucesién es creciente, y | que es decreciente, no necesariamente en sentido estricto.
"la suma no necesariamente es de una cantidad finita de variables, ni tiene por qué ser convergente
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2. Supongamos primero Z = 0. Como Y, es creciente, por la propiedad 2, 0 < E(Y,|§) < E(Y,11|§) c.s., por lo tanto
existe ¢ = lim,, E(Y,|§) c.s.. Por (2.6)), para todo A € F,

/ Y, dP = / E(Y,|3)dP.
A A

Por el Teorema de Convergencia Mondtona, para todo A € §,

/A YdP = /A CdP.

Como la identidad anterior vale para todo A € § se sigue que ( = Y c.s. Para el caso general observemos que si
Y, 1Y entonces 0 < Y+ 1 Y*+.F|De lo que ya probamos se sigue que E(Y;|§) T E(Y *[§), c.s. Como 0 <Y, <Y~
y E(Y™) < E(Z) < oo, por lo tanto del punto 1, E(Y,|§) — E(Y ~|§). Ademds, es facil ver que Y, | Y~ con lo
cual E(Y,7|§) J E(Y~|F). Esto, junto con E(Y,F|§) 1 E(Y *|F), termina de probar el punto 2.

3. El punto 3 se sigue del punto 2 tomando —Y,,.
4. Sea ¢, = inf,;,>, Yy, entonces ¢, 1 ¢ = limY,,. Del punto 2, E(¢,|§) T E(¢]§) c.s. Por lo tanto

donde en la iltima desigualdad usamos que (, < Y, y la anterior es porque al existir el limite, coincide con su
limite inferior.

5. De
E(Zyk‘g> =Y EMS). e
k=1 k=1

y se concluye usando el punto 2. El caso particular se sigue de tomar Y,, =1Ip_
O

Observacion 2.8. La conclusion que se obtiene para conjuntos en el punto 6 del teorema anterior establece que,
fijados By, Ba, ..., para todo w en S excepto en un conjunto de probabilidad nula, las variables aleatorias P(U,By|F) v
STP(B,|F) son iguales. No obstante, si cambiamos los conjuntos By, Ba, ..., el subconjunto de Q donde esta igualdad
vale, cambia. Por lo tanto, no podemos afirmar que exista un conjunto de probabilidad 1, para el cual P(-|F) sea
una medida, ya que tendriamos que excluir todos los conjuntos de probabilidad nula que se obtienen cambiando los

B1,Bs,.... Pero esto no queda necesariamente un conjunto con probabilidad nula, porque tenemos, posiblemente,
una cantidad no numerable de subconjuntos de Q a excluir, ya que tenemos una cantidad no numerable de posibles
By, Ba, ... disjuntos. Se puede probar que dado §, existe una version de P(-|§), que se denomina regular, para la cual

P(-|F)(w) es una medida, para todo w excepto en un conjunto de probabilidad nula. Para mds detalles ver las pdginas
226 y 227 de [29)

Prueba de la propiedad 11 de la Proposicion

Sea Z medible respecto de § tal que E|Z| < oo, y E|Y Z| < oo entonces E(Y Z|F) = ZE(Y|§) c.s. Supongamos que
7 =1 con B € §, para todo A € §,

/YZd]P’: YdIP’:/ E(Y|g)dP:/HBE(Y|g)dP:/ ZE(Y|3)dP,
A ANB ANB A A

donde en la segunda igualdad usamos que A N B € §. Por la linealidad de la integral, vale la propiedad 11 para
funciones simples: Z = ZZ:1 yxlp, con By € §.

Sea ahora Z una funcién §-medible tal que E|Z| < oo, y {Z,}, una sucesién de funciones simples F-medibles, tal
que |Z,| < Z 'y Z, — Z c.s. | Por lo tanto E(Y Z,|§) = Z,E(Y[§). Como |Y Z,| < |YZ| y estamos suponiendo que
E|Y Z| < oo, por el punto 1 del Teorema anterior, E(Y Z,|§) — E(Y Z) c.s. Observemos que |[E(Y|5)| < E(|Y]|F) v la
variable E(|Y||§) es finita c.s. porque E|Y| < co. Por lo tanto Z,E(Y'|§) — ZE(Y|§) y esto concluye la demostracién.
Observar que es esencial que E(Y|§) < oo ya que si Z,, = 1/n, (1/n)oo = oo que no converge a 0co que es 0.

Ejercicio 2.9. Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Probar que si X,Y € L?(Q),

E[XY|A] < VE[X2|A]-E[Y2|4], cs. (2.10)
en particular E[| X ||A] < /E[X?|A] c.s.

8esto se sigue de que si w es tal que Y, ; (w) =0, Yif (w) > Yo (w) > Y:;l(w), el caso Y,, | (w) > 0 es andlogo ya que aqui Y, | (w) =0
y siempre Y;© > 0 con lo cual Yy (w) > Y:;l(w)
9 Aqui estamos usando un resultado clsico de teorfa de la medida que establece que cualquier funcién medible se puede aproximar

por funciones simples, c.s. Mas audn, si la funcién a aproximar es positiva, la sucesién de funciones que aproximan se puede tomar no
decreciente.
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Observacién 2.10. Consideremos X,Y,Z tal que X =Y, Z = =Y e Y con distribucion N(0,1) aunque X y Z
tienen la misma distribucion sus distribuciones conjuntas con Y son diferentes, ademds

EX|Y]=E[Y|Y]=Y mientras que E[Z|Y] =E[-Y|Y]=-Y

En este caso, las esperanzas condicionales son diferentes. Es decir tener la misma distribucion no garantiza que la
esperanza condicional respecto de una tercera variable sea la misma. Lo que si es cierto, (y se deja como ejercicio
verificarlo) es que si tenemos (X,Y") con la misma distribucidn conjunta que (Z,T) entonces E(X|Y) =E(Z|T) c.s.

2.2 Esperanza condicional respecto de una variable

La esperanza condicional respecto de una variable aleatoria estd motivada por el siguiente resultado, cuya demos-
tracién puede encontrar en [29], p. 174@

Teorema 2.11. Sea (2, A,P) un espacio de probabilidad y X : Q@ — R. Sea § C A la menor o-dlgebra_que hace que
X sea medible, una variable Z es medible respecto de § si y solo si existe m : R — R una funcion B(R)-medible tal
que Z = m(X).

Observacién 2.12. El teorema no implica que si m(X) = Z, la o-dlgebra generada por Z es §, podria ser mds chica.
Un caso extremo de esto es cuando Z es constante.

Definicién 2.13. Si Y es una variable aleatoria y § es la o-dlgebra generada por una variable XE se define E(Y|X) =
E(Y|J) si esta dltima estd bien definida. De forma andloga se define P(B|X).

Observacién 2.14. En virtud del Teorema por ser E(Y|X) una funcion § medible, E(Y|X) = m(X), para
alguna g. Es decir la esperanza condicional es una funcion de X. Ademds, por definicion, cualquier otra variable Z
cuya o-dlgebra generada sea § va a cumplir que E(Y|Z) = E(Y]X).

2.3 Esperanza condicional respectode X =z

Veamos dos formas de definir la esperanza condicional de una variable Y respecto de X = x.
La primera es usando la definicién que ya dimos: como E(Y'|X) es Fx-medible, siendo §x la menor o-dlgebra que
hace que X sea medible, existe (ver Teorema [2.11)) m : R — R una funcién B(R)-medible, tal que

m(X(w)) =E(Y|X)(w), paratodow € QH

Como E(Y'|X) estd definida a menos de conjuntos de probabilidad nula, m estd definida a menos de conjuntos de
medida Px nula.
Denotamos m(z) = E(Y|X = z). Observar que para todo A € §x,

/ YdP = / E(Y|X)dP = / m(X)dP.
A A A
Sea B € B(R), haciendo un cambio de variable (ver Teorema en el apéndice),

/ m(X)dP :/ m(x)Px (dx)
{w:X(w)eB} B
donde Px es la distribucién de X.

Veamos la otra, cuya existencia se sigue del Teorema de Radén-Nikodym,

Definicién 2.15. Sean Y y X dos variables aleatorias a valores en R, supongamos que IE(Y) estd definida. La
esperanza condicional de Y respecto de X = x, que denotamos E(Y|X = z), es cualquier B(R)-medible m : R — R
que cumpla que para todo B € B(R),

/ YdIF’:/ m(z)Px (dz). (2.11)
{w:X (w)eB} B

La existencia y unicidad (a menos de conjuntos de medida cero respecto de Px) de esta funcién se sigue de que la
medida @ definida en B(R) como
Q(B) = / Y dP
{w:XeB}

10En [29] se prueba para variables a valores reales, pero la prueba se extiende de manera natural a variables a valores en R.
Hes decir la menor o-4lgebra que hace medible a X
2aqui E(Y|X) refiere a la variable aleatoria introducida en la Definicién w
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es absolutamente continua respecto de Px la distribucion de X.

Veamos que m(X) = E(Y|X). Por el Teorema de cambio de Variable de la integral de Lebesgue (ver Teorema [10.7]

en el apéndice)
/ m(x)Px(dx) = / m(X)dP
B {w: X (w)eB}

para todo B € B(R). Por otra parte, por definicién de E(Y|X),

/ YdP = / E(Y|X)dP.
{w:X (w)eB} {w:X(w)eB}

Por lo tanto, para todo B € B(R)

/ E(Y|X)dP = / m(X)dP
{w:X(w)eB} {w: X (w)eB}

Como la funcién m(X) es Fx-medible, y c({w : X(w) € B: B € B(R)}) = x, tenemos que m(X) = E(Y|X).

Por lo tanto, si conocemos E(Y|X = z) podemos obtener E(Y|X). Reciprocamente, si conocemos E(Y|X) vimos
que queda univocamente definida m. Las 11 propiedades de la Proposicién que probamos para E(Y|X) valen para
E(Y[X = z) cambiando la igualdad c.s, por una igualdad Py c.s. Y lo mismo para los 6 puntos del Teorema Por
ejemplo la propiedad 11 se escribe de la siguiente forma: Si E|Y| < oo y E|Y f(X)| < oo, donde f es B(R)-medible,
entonces

E(Yf(X)|X =)= f(z)E(Y|X =2) Px cs[7
Por su parte el andlogo de la propiedad 10 establece que si Y y X son independientes, entonces
EY|X =z)=E({Y) Pxcs.
En general vale el siguiente resultado

Teorema 2.16.
1. Sean Y y X wariables aleatorias y ¢ = p(z,y) B(R?)-medible, tal que E|o(X,Y)| < oo, entonces
E(o(X,Y)|X =z) =E(p(z,Y)|X =2) Px c.s. (2.12)

2. §5iY y X son independientes y ¢ = p(z,y) es B(R?)-medible, tal que E|p(X,Y)| < oo, entonces
E(¢(X,Y)|X =2) =E(¢(z,Y)) Px cs. (2.13)
Demostracion.

1. Veamos primero que vale para ¢(x,y) = Ip(z,y) con B € B(R?), supongamos que B = B; x By. Por (2.11)) tenemos
que probar que para todo A € B(R)

/ HleBQ(X,Y)dP: / E(HBl(x)]IBQ(Y)lX = J})Px(d.ﬁ) (214)
{w: X (w)eA} A
La integral de la izquierda es P({X € By N A} N{Y € By}). La de la derecha es

/ I, (z)E(Ip, (Y)|X = &) Px(dz) = / E(Ip,(Y)|X = ) Px(dx).
A ANB;y

Si ahora usamos (2.11)) con A= AN By y Y =1p,(Y) obtenemos que la integral anterior es

/ Ip,(Y)dP = P({Y € By} N {X € AN By}).
{w: X (w)EANB1}

Por lo tanto hemos probado (2.12)), es decir el resultado vale para ¢(z,y) = Iz (x,y) con B € B(R?).

De esto se sigue, usando la linealidad de la esperanza, que vale para indicatrices de uniones finitas de rectangulos
disjuntos de la forma B; x Bs. Estos conjuntos forman un dlgebra y por lo tanto vale para indicatrices de conjuntos
en un dlgebra. Para ver que vale para indicatrices de cualquier conjunto B(R?)-medible se prueba que la clase de
conjuntos que la cumplen son una clase monétona E Esto tultimo se hace a través del Teorema de Fubini. Por
lo tanto se cumple para una clase monétona que contiene a un algebra cuya o-algebra generada es la o-dlgebra
de Borel. Es decir se prueba que vale para la indicatriz de cualquier boreliano. La tesis del teorema se sigue de
aproximar ¢ por combinaciones lineales finitas de indicatrices de I, siendo B un boreliano.

13esto significa que la igualdad vale para todo x excepto en un conjunto de medida cero respecto de Px
l4yecordar que una clase monétona es cerrada por uniones numerables crecientes y por intersecciones numerables decrecientes, ademsis,
la clase mondétona generada por un algebra coincide con la o algebra generada por el algebra
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2. Veamos primero que vale para ¢(z,y) = Ig(y,z) con B € B(R?). Es decir
E[Ip(X,Y)|X =2| =E[p(z,Y)] Px cs.

Para ver esto supongamos que B = By x By. Por (2.11]) tenemos que ver que para todo A € B(R)

/ HBIXBZ(X,Y)CZ]P:/E(H31X32(I,Y))Px(d$).
{w: X (w)eA} A

La integral de la izquierda es P(Y € By, X € AN By) y usando la independencia es
P(Y € B2)P(X € AN By).

La integral de la derecha es

/A]IBl (2)E(Lp, (Y)) Px(dz) = P(Y € Bg)/A]IBl (z)Px(dz) = P(Y € By)P(X € AN By).

Se concluye ahora igual que como hicimos en la parte anterior.

Al igual que hicimos antes, podemos definir P(A4|X = x).
Definicién 2.17. Dado A € § se define P(A|X = z) = E(I4]|X = x).
Observar que de (2.11)) se sigue que, para todo B € B(R)

P(AN{X € B}) = /B]P(A|X = z)Px (dz).

Veamos algunos casos particulares.

Ejemplo 2.18. Sea X una variable discreta tal que P(X = 1) > 0,y >, P(X = ;) = 1. Entonces, para todo k > 1,

P(A n {X = {Ek})

P(A|X = ack) =

Esto es un caso particular de lo siguiente: si Y es tal que E(Y) existe, entonces

=0
P T Y dP.
P(X =2k) J{w:x @)=z}

Esta ultima igualdad se sigue de forma inmediata de (2.11)). Da una idea de qué es E[Y|X = z] cuando P(X = z) > 0.
Para ese x la funcién m(z) = E[Y|X = z| calcula la esperanza de la variable Y’ definida como Y pero en el espacio
muestral (', A’,P'), donde ' = {w: X(w) = z}, A’ es la restriccién a ' de A y P’ es la probabilidad P condicionada
a Y.

E(Y|X = a;) =

Ejercicio 2.19. Probar que si (X,Y) es un vector aleatorio bidimensional tal que Rec(X,Y) = {(:cn, Ym) i N,m E N}
y definimos la probabilidad condicional en el sentido usual, como

]P)X,Y(xvy)

Vz € Rec(X),Vy € Rec(Y),

entonces
E(XY) = Z tPx )y (2),
zERec(X)

donde Px |y (z) es la variable aleatoria definida en w € Q como Px |y (z)(w) = Px|y—y (w)(%).

Proposicién 2.20. Sea (X,Y) un vector aleatorio tal que existe la densidad fx y(x,y) de la distribucion conjunta.
Sean fy y fx las marginales de Y y X respectivamente. Definamos, si fx(x) =0, fy|x(ylz) =0y si fx(z) # 0,

rixtye) = X2,
entonces
P(Y € C|X = a) = /C Frix(yl)dy. (2.15)
De forma similar, si existe E(Y),
BYIX =) = [ wivixlole)ds (216)

donde las igualdades (2.15]) y (2.16) son para todo x salvo un conjunto de medida Px nula.
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Demostracion. Por definicion P(Y € C|X = x) = E(Iy-1(¢)|X = ), por lo tanto por (2.11)) basta probar que para

todo B € B(R)
/XEBﬂyl(C)dP/B [/nyx(ylz)dy
/B /C Frix (y]2)dydPy (z) = /B [ /C fyx<yx>dy]fx<x>dm= /B  Frx(@adady,

/ Iy (oydP = P({Y € C} N {X € B}) = / Fy (@, y)dady.
XeB B

Por otra parte

xC
La prueba de (2.16)) se sigue de (2.15]) aproximando Y por funciones simples, se deja como ejercicio. O

2.4 Distribucion Condicional y Varianza Condicional

Definicién 2.21. Vamos a introducir la distribucién condicional, y la varianza condicional,
1. La funcién Fy|x—,(2) = P(Y < 2|X = z) se la denomina distribucién condicional.
2. SiY es una variable aleatoria y A € A tal que P(A) > 0, Fy4(z) = P(Y < z|A).

Observacién 2.22. Fy|x—,(2) es, por definicion, E[lyy<.1|X = z], por lo tanto, no es la distribucion de la variable
aleatoria E[Y|X]. Fijado x no tiene por qué ser la distribucidn de una variable ya que hereda el problema que se
menciond en la Observacion [2.8 No obstante, al igual que antes, se puede probar que hay una version regular de
Fy|x—y (ver Teorema 4 p.227, en [29]), la cual es una funcion de distribucion para todo x excepto en un conjunto de
medida Px nula. En el caso de tener densidad, estd dada por fy|x(y|x). En lo que sigue vamos a asumir que estamos
trabajando con la version reqular de Fy|x—,.

Ejemplo 2.23. Un ejemplo que serd de utilidad més adelante es cuando Y toma tnicamente los valores 0 o 1, en tal
caso,
PX <z,Y=1)
P(Y =1)
La derivada de esta funcién respecto de x, que denotaremos f;(x), es la densidad en x, de la variable X, condicional a

la clase Y = 1, mientras que fo(z) es la densidad en z, de la variable X, condicionada a la clase Y = 0. Supongamos
que X tiene densidad f, veamos que

Fxjy=i(z) =P(X <z|Y =1) =

P(Y = 11X = 2)f(z) = fi(2)P(Y =1). (2.17)

Por definicién de P(Y = 1|X = z) = E[[;(Y)|X = z] y se cumple que para todo boreliano B,
/ P(Y = 1|X = 2)dPx = E[I;(Y)I(X)] = P(Y = 1,X € B)
B

por su parte,
/ H@PY =1)de=P(X eBlY=1)P(Y=1)=P(Y =1,X € B),
B

donde en la primera igualdad hemos usado (2.15) y en la segunda la definicién usual de probabilidad condicional entre
subconjuntos de Q2. Esto prueba (2.17).

Observacién 2.24. La funcidn fi es la densidad de la variable X' definida en el espacio de probabilidad (', A’,P’)
donde que ¥ = {w € Q:Y(w) = 1}. La o-dlgebra A es la restriccion de A a ', es decir A’ € A’ si y solo si existe
A€ Atal que A= AN, y P es la probabilidad condicional, es decir P(A’) = P(A'|Y = 1). En este espacio se
define X' (w) = X (w), para w € Q. Lo mismo vale para fo.

Veamos la varianza condicional y algunas propiedades.

Definicién 2.25. Dada una variable X y otra Y tal que E(Y|X) estd definida, se define como
V(Y]X) =E[(v - E(Y|X))*|X].

Observacion 2.26. La varianza condicional es una nueva variable aleatoria, por lo tanto, no va a ser en general
VEYS))-
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La varianza condicional nos dice cuanta varianza nos queda por explicar si usamos E(Y|X) para predecir Y.
Veamos esto, el error cuadréatico medio si usamos el predictor f(X) es E[(Y — f(X))?], si sumamos y restamos E(Y|X)
queda

E[(Y - f(X))’] = E

(v~ E(VIX) + E(V]X) - f(X))Z]

E{E[(Y —E(Y|X) +E(Y|X) — f(X))QlX} }

E{E[(Y . IE(Y|X))2‘X} } + 2IE{IE[(Y —E(Y[X)) (E(Y]X) — £(X)) ‘X} }

+E{E[(E(YX) - f(X))Q‘X}} (2.18)

Veamos que el segundo término es 0, primero observemos que E(Y|X) — f(X) es una variable aleatoria medible
respecto de X con lo cual sale para afuera, es decir

E{E[(Y ~ B(Y]X)) (E(Y]X) - /(X)) |X] } = IE{ (B(1x) = £(X))E[(v — E(vX)) |X] }
Por su parte,
E[(Y ~E(Y|X)) ‘X} —E[Y|X]-E {E(Y|X)|X} = E[Y|X] — E[Y|X]E[1]X] = 0.
Si tomamos f(X) = E(Y|X) se obtiene que que el error cuadratico medio de este predictor es la esperanza de la
varianza condicional. Ademads haciendo una cuenta andloga a (2.18)), donde en lugar de tomar esperanza condicional
tomamos esperanza, se prueba que
2 2 2
Elf(X)-Y|"=E|f(X) -E(Y|X)|" +E|E(Y|X) - Y]|".

Es decir E[Y|X] es el mejor predictor de Y usando X (minimiza el error cuadratico medio).
Otra identidad importante es la Ley de la varianza total,

V() =E(V(Y|X)) + V(E(Y|X))
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3 Regresion y clasificacion

3.1 Regresion

Predecir o modelar una variable continua Y a partir de otra variable o conjunto de variables X es un problema
que tiene diversas aplicaciones. Un ejemplo clasico de modelado de la relacién entre X e Y es la regresién lineal, en la
cual se asume que tiene validez el modelo Y = I'(X) + ¢, donde I' es un funcional lineal y € es un error que usualmente
se asume no correlacionado con X. En estos modelos los errores se asumen desconocidos, asi como también I, y se
busca estimar I' a partir de una muestra de entrenamiento. Segin céomo sea el espacio donde viven las X, y la relaciéon
T, el problema se aborda de diferentes maneras. En el caso de la regresién lineal finito dimensional (es decir X toma
valores en R?), T es el producto interno de X con un vector 8 = (31,...,84). Si X toma valores en L2[0,1], T es
un operador lineal en L]0, 1], por ejemplo I'(X) = fol B(t)X (t)dt. Si se asume que X toma valores en un espacio de
Hilbert con nucleo reproductor K (“Reproducing Kernel Hilbert Space, RKHS”), I'(X) = (X, 8) x donde el producto
interno es el del RKHS.

La pregunta que surge de forma natural es qué criterio elegir para decir que un predictor de Y basado en X
es bueno. Si X toma valores en un espacio X e Y € R, vimos en el capitulo anterior que la funcién medible f
que minimiza E|f(X) — Y|, es la esperanza condicional de Y dado X, es decir f(X) = E[Y|X]. Vamos a denotar
m*(z) = E(Y|X = z), y, como vimos, para cualquier f medible,

2 2 2
E’f(X) _ Y‘ _ E‘f(X) . m*(X)‘ n E‘m*(X) . Y‘

(3.1)

En general la distribucién de (X, Y) es desconocida y, por lo tanto, también m*. Lo que buscamos es “estimar” m*

a partir de una muestra de entrenamiento D,, = {(X1,Y1),...,(X,,Ys)} iid de (X,Y) € X x R. Dado que el segundo

término en la ecuacién anterior no se puede achicar, es decir es la cota inferior del error cuadratico medio de cualquier

predictor f, lo que queremos es una funcién m,, que dependera de la muestra, que minimice E|m,(X) — m*(X)|?.

Si X :(QA4P) = (X,F) es una funcién medible, donde X es un conjunto en el cual tenemos una o-dlgebra F, si
denotamos p como la distribuciéon de X, entonces

2 2
Bl (X) — " ()] = [ [ma(e) @) uldo) = | Vi) i) + [
x X

. {sesgo (ma, (x))} Z,u(dw)

donde sesgo(my, (z)) = m,(x) — E(m,(x)). De acuerdo a la identidad anterior, para achicar el error cuadritico medio
hay que achicar la varianza y el sesgo, pero esto, en general, va en direcciones opuestas. Achicar el sesgo conduce a
aumentar la varianza y, reciprocamente, achicar la varianza aumenta el sesgo.

Algunos predictores son locales, es decir, fijado x, usan los puntos de la muestra que estdn “cerca” de 1[1 Entre
estos se encuentran los métodos basados en vecinos mas cercanos, o basados en ntcleos. Otros son globales, usan toda
la muestra, como “support vector machine”. La consistencia de los métodos locales, para el caso X = R? se suele
probar a partir de un general de Teorema de Stone de 1977, cuyas hipotesis se tienen que verificar para cada método
de regresién. Este teorema es universal en el sentido de que solo le pide al par (X,Y") que exista E[Y|X].

3.2 Elteorema de Stone (1977)

Un teorema general de Stone (1977), ver [30], nos permitird deducir la consistencia universal de diversas reglas de
clasificacién a partir de estimar la funcién de regresién.
Consideremos un estimador de m*(z) = E(Y|X = z) de la forma

donde los pesos wy;(x) = wpi(x, X1,...,X,) son no negativos y > 1 wp;(z) = 1.
El siguiente Teorema es una versién un poco mas restrictiva del Teorema demostrado por Stone en 1977 (ver [30]),
una prueba con las hipdtesis originales puede encontrarse en [15].

1o todos los puntos, pero ponderando por la distancia a  como hace el método basado en ntcleos
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Teorema 3.1. (Stone (1977)).
Supongamos que los pesos verifiquen las siguientes tres condiciones

i) Existe ¢ > 0 tal que para toda f medible,no negativa con E(f(X)) < oo,

E (Z wni(X)f(Xi)> < cE(f(X)).

lim E (an )L{jix; X|>a}> =0, Ya>0.

i=1
i11)
lim E ( max wm(X)> =0,
n—oo 1<i<n

entonces

lim E({m*(X) - mn(X)r) =0,

n—oo

para toda distribucién de (X,Y) tal que E(Y?) < oco.

Demostracion. Denotemos por m,(z) = Y i, m*(X;)wyi(x) (no observable). Luego, tenemos que

E < [m*(X) - mn(X)} 2) —E ( [m*(X) — it (X) + 17 (X) — mn(X)} 2)

<2 <E[(m*(X) - mn(X)ﬂ + E[(mn(X) - mn(X)ﬂ > (3.2)

A B

Donde hemos usado (a + b)? < 2(a? + b?). Bastard con probar que ambos términos convergen a 0.
Comenzamos con A. Como los pesos suman 1 podemos escribir:

" 2
{ D wns () [ (X) = o (X }

Como los pesos son no negativos y suman uno, son una probabilidad. Podemos, por lo tanto, acotar el termino anterior,
usando la desigualdad de Jensen, por

E (Z wni (X) [m* (X) — m*<xi>]2> .

Si la funcién m* es continua de soporte compacto, es uniformemente continua y estd acotada, (supongamos que estd
acotada por 1), por tanto dado € > 0 existe a > 0 tal que si ||z1 — z|| < a, |m*(x1) —m*(z)| < e. Luego, como ademds
|m*(x1) — m*(z)| < 1, tenemos que

E <anl(X) |:m*(X) —m*(X; :|2> <E (Zwm H{HX X; |>a}> + E (Zwm(X)e> — €,

por la hipétesis (ii).

Como el conjunto de funciones continuas con soporte compacto es denso en L?(u), siendo p la distribucién de X,
para todo € > 0 podemos elegir 1, continua y con soporte compacto, tal que E([m*(X) — n(X)]?) < e. Tenemos que

E (Z wn(X) [m* () - m*om} ) ~E (Z wns(X) [ (X) = 0(X) + 0(X) = (X +0(X0) —m*(X,)] ) .

Luego, usando (a + b+ ¢)? < 3(a? + b + ¢?), la esperanza anterior se acota superiormente por
n 2 2 . 2
3E " wi(X n(X)) "+ (n(X) = n(x0)) "+ (n(X) —m"(x0)) | | =
i=1
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3E <§”: Wi (X) [(m*(X) - U(X)>2
=1

) #2 ($o w0 (300 -nx) ] ) +
i=1
3E <Zn: wni(X) [(n(x,») - m*(Xi))2D — THII4+IIT

Como los pesos suman 1,
2
1= SE((m*(X) - n(X)) ) < 3¢

donde la ultima desigualdad es por la forma en que tomamos 7. Para acotar superiormente el término II, observemos
que como 7] es continua y tiene soporte compacto, estd acotada superiormente por alguna constante positiva, por lo
tanto existe L > 0 tal que,

2
(n(X) —n(X;))” <L,
donde la desigualdad anterior vale para todo valor de X y todo X;, y no depende de n. Usando nuevamente que los
pesos suman 1, IT < 3eL. Para acotar el término III usamos la hipdtesis i, y obtenemos

2
I < 30E<(m*(X) - n(X)) ) < 3ce.
siendo ¢ como en i. Por tanto,

2
h’msupE((m*(X) —mn(X)> ) <3e(1+L+c).

n—oo

Como esta desigualdad vale para todo €, y el término de la izquierda es > 0, obtenemos que

2
lim ]E((m*(X) - mn(X)) ) —0.
n—oo
Resta acotar B, el segundo término de (3.2)).

n n

n 2
B=E (anxX)(m*(Xi)—Yi)) =ZZElwm(X>(m*<Xi>—Yi)wnj(X)(m*(Xj)—Y})]~

i=1 j=1

Primero observemos que

E

E{wni (X) (¥; = m*(X0)) (¥; — n(X;)) ‘X7 X1, XY )

E

wni(X) (Y5 = n(X)E{ (¥ = m* (X0) [ X, X1, 0., X Vi

Veamos que la esperanza condicional de adentro es 0, si ¢ # 7,

E((Yi = m*(X0) | X, X1, X0, Y; ) = E(GIXG) - Elm*(xo X, X1, X0, Yy | = E(Yi|X) —m*(X,)

En la primera igualdad usamos que Y; es independiente de Y}, X y de X; para! # j. En la segunda usamos que m*(X,)
es una funcién medible respecto de la o-algebra generada por X; y, por lo tanto, “sale para afuera” de la esperanza
condicional. Como (X;,Y;) tiene la misma distribucién conjunta que (X,Y), E(Y;|X;) = m*(X;) (ver Observacién
2.10)).

Es decir, obtuvimos que

Si condicionamos a X, X1,..., X,.

E{w2,(x) (m*(X) - 1) | =E

n n

w21<X)]E{ (m*(XZ) - K)Q‘Xa Xl) s 7Xn}] =K |:’LU2 (X)O-Q(XZ)
donde o?(z) = E((Y — m*(X))?|X = ). Si 02 est4 acotada superiormente, basta observar que

2 5 ) ) — < )
E(;wm—(X)> < E(lrg%xn Wi (X)) Z;wm(X)> = E(lrg%xn wm(X)> -0,

por (iii). Si 02 no es acotada, se aproxima en L?(p) por una funcién continua y acotada.
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3.3 Clasificacion

En el problema de clasificacién la variable Y es discreta y nos referiremos a sus posibles valores como etiquetas.
En el caso en que Y € {0,1} se llama clasificacién binaria. Como mencionamos en la introduccién la mejor regla de
clasificacion es

9" (x) = Lipy=1)x=2)>1/2} = Lim=(@)>1/2} (3.3)

y se conoce como regla de Bayes. Observar que

9" () = L (2)>1-m*(2)} = LP(y=1|X=2)>P(Y =0|X =)}

La probabilidad de que esta regla se equivoque en un nuevo par (X,Y) es P(¢*(X) # Y). Probaremos que para
cualquier otra regla g vale
P(g(X) #Y) > P(¢g"(X) #Y).

Usualmente los algoritmos de regresiéon como k vecinos mas cercanos o nucleos se adaptan de forma inmediata para
este contexto. La consistencia universal de los algoritmos locales se deduce de verificar las hipotesis del Teorema de
Stone antes mencionado, para cada caso. Intuitivamente un algoritmo local va a funcionar bien si la funcién m* se
puede aproximar, en un punto x, usando las etiquetas de valores préximos a z. Si m* es continua esto es inmediato.
En dimensién finita estas hipdtesis se cumplen sin pedirle nada a m*, pero en espacios mas generales hay que pedir
que se cumpla lo que se conoce como la condicién de Besicovitch, que no es otra cosa que el teorema de diferenciacion
de Lebesgue, pero aplicado a la distribuciéon de las X. En dimensién finita este teorema se cumple para casi todo x
respecto de la distribucion de las X.

Si en lugar de aproximar m* de forma no paramétrica, a partir de la muestra de entrenamiento, como hace k-
nn, buscamos la “mejor” funcién f en una determinada clase de funciones C veremos que el desempeno de el mejor
clasificador en la clase dependerd de cudn rica sea esta clase de funciones. Es claro que cuanto més pobre sea esta clase
peor vamos a poder aproximarnos al ideal g*(z). El desarrollo de esta teorfa, y de buena parte de lo que haremos, se
debe a Vapnik, y puede encontrarse en varios libros, una referencia clasica es [9] y [15].

3.3.1 Clasificacion Binaria

Vamos a ver primero el caso de clasificaciéon binaria, es decir Y € {0,1}. De forma muy general vamos a suponer
que ambas estdn definidas en algin espacio de probabilidad (€2, .4,P) y que X toma valores en un conjunto cualquiera
X en el cual hay una o-élgebra que hace que X sea medible. Comencemos probando que la distribucién del par (X,Y)
queda determinada si se conoce la distribucién de las X, Px y m*(z) = P(Y = 1|X = x). Para eso observemos que
(X,Y) toma valores en X x {0,1}. Si C' C X x {0,1},

C = {Cm(?( X {0})} U{Cm()( X {1})} — Gy x {0y UCy x {1).
Como esta unién es disjunta
P((X,Y) € C) =P(X € Cp,Y =0)+P(X € C1,Y =1)

:/QI[{UJ:X(w)eco}Ho(Y)d]P’ﬂL/Q]I{w:X(w)ecl}h(Y)dP

/ Io(Y)dP + / L (Y)dP
{w: X (w)eCo} {w: X (w)eC1}

:/ (1 —m*(2))Px(dz) + [ m*(z)Px(dz)
Co C

donde hemos usado en la tltima igualdad (2.11)) para £ =1,(Y) y n = X.

3.3.2 Regla de Bayes
La regla de Bayes, g*(x) = L= (2)>1/2}, minimiza el error de clasificacién, més precisamente,

Teorema 3.2. Siguiendo la notacion antes introducida,

P(g*(X)#Y) = gzxrgi{r%)’l}lP’(g(X) #Y) (3.4)

donde el minimo se toma en el conjunto de todas las funciones medibles de X a {0,1}.
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Demostracién. Sea g : X — {0,1} medible

P(g(X) #Y|X =2) =1 - P(g(X) = Y|X = z)

=1 = [P(Y = 1,9(X) = 1|X =) +P(Y = 0,9(X) = 0|X = )]

Si usamos ahora (2.12)),

P(Y=1gX)=1X=2)=P(Y =1,g(z) = 1|X =) = Ly@m=nPY =1|X = z),
donde las igualdades anteriores valen para todo @ excepto en un conjunto de Px medida nula. Andlogamente

P(Y = 0,9(X) = 0|X = ) = Iy} P(Y = 0]X = ).
Por lo tanto,
P(g(X) # Y] X =) =1 = [Lig=iyP(Y = 1|X = 2) + Iym=pP(Y = 0|X = z)]
=1 = [Tg@y=1ym* (@) + Lgay=oy (1 = m* (@)] (3.5)

De forma totalmente idéntica,
P(g*(X) 7£ Y|X = :ZJ) =1- [H{g*(w)zl}m*(m) + ]I{g*(w):O} (1 - m*(x))} (36)

Si restamos (3.5) v (3.6]) obtenemos,

PlgX)#Y|X =2) -P(g"(X) #Y[X =z) =1- [H{g(m)zl}m*(a?) + Lg(z)=0y (1 — m*(x))} —
(1= Mg =1ym* (@) + Ty =0y (1 = m*(@))] )
=m’(z) (H{g*m:l} - H{g(w)zl}) +(L=m"(@)) (H{g*<w>:0} - H{g(w)zO})
Si usamos,
Ity (e)=0p = Tig(a)=0y = (1 gt @)=y — (1 = H{g(m)zl})) = lg@)=1y = Ijgr@)=1y = —(H{g*(x):l} - H{g(m):l})

obtenemos que

P(9(X) £ Y|X =) = P(g"(X) # YIX = ) = (2m"(@) = 1) (T =1y ~ Ifgiar=1) ). (3.7)
Por definicién de g*, 2m*(x) —1 > 0 siy solo si g*(z) = 1, por lo tanto Iy (z)—1} —I{g(x)=13 > 0, y el producto anterior

da mayor o igual que 0. Por otra parte 2m*(z) — 1 < 0 si y solo si g*(z) = 0, por lo tanto iy« (z)=13 — Lig@)=13 <0,
y el producto anterior da mayor o igual que 0. En resumen

P(g(X) £ Y|X =) > P(¢"(X) £ Y|X = z)
O

Definicién 3.3. El error de clasificacién de una regla cualquiera g, P(g(X) # Y), lo vamos a denotar L(g) y es,
tomando esperanza en (3.5)),

L(g) =1- E {H{g(x)zl}m* (X) aF H{g(x)zo} (1 — m* (X))] o (38)
En el caso particular de la regla de Bayes denotamos L* = L(g*), y obtenemos
L*=1-E {H{m*(x)>1/2}m*(X) + H{m*(X)§1/2} (1 — m*(X>)i| . (39)

Ejercicio 3.4. Las siguientes propiedades se dejan como ejercicio

1. De se sigue que
Lt = E[ml’n {m*(X),1 - m*(X)}]
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2. De la igualdad anterior, junto con ([2.17)) se sigue de forma inmediata que si X tiene densidad
£ = [win {(1 - p)fole). pfi(o) b,

donde p = P(Y = 1). Esto implica que L* < min{p, (1 —p)} < 1/2 E|

3. Como la regla de Bayes es equivalente a ¢g*(z) = L+ (2)>1-m*(a)}, i X tiene densidad esta regla es, usando

&)

0 en caso contrario
donde p =P(Y =1).
4. También de (3.9)) se sigue que L* = (1/2) — (1/2)E|2m*(X) — 1].

3.3.3 Reglas plug-in

Si tenemos m una funcién que aproxima m™*; que luego la construiremos en base a una muestra, es natural proponer
como regla de clasificacién la funcién g(x) = Ij,2)>1/2)- Ya vimos que la probabilidad de error de esta regla, es decir
L(g) =P(g(X) #Y), es mayor o igual que L*, la probabilidad de error de la regla de Bayes. Veamos una cota superior
para la diferencia L(g) — L*, en términos de m y m*.

Teorema 3.5.
P(g(X)#Y)—L* = 2/X |m*(x) — 1/2|I{g(x)20+ ()} Px (dz)
ademds
P(g(X)#Y) - L* < 2/X |m*(x) — m(z)| Px (dx) (3.11)

Demostracion. Vamos a usar (3.7)), observemos que

(2m* (@) = 1) (g =1y — Lgt=1} ) = [2m" @) = T @rtotan)

Esta iltima igualdad se prueba considerando todos los casos posibles, por ejemplo si I;4«(,)—1} = 1 entonces (2m* (x)—
1) > 0, si [gz)=1y = 1 entonces Iy« (s)24(z)} = 0y vale la igualdad, si I;4(;)—13 = 1 ambos lados de la igualdad son
0. Los otros casos se razonan de forma anéloga. Por lo tanto de (3.7

Plg(X)#Y[X =) -P(¢"(X) #Y|X =2) = /X 2[m*(2) = 1/2[I g+ (@) £9(x)}

Para probar basta probar que g(z) # g*(z) implica que |m*(z) — 1/2| < |m(x) — m*(x)|. Esto también se
prueba considerando los dos casos posibles:
= sig*(x) =1y g(z) =0, entonces m*(x) > 1/2 y m(z) < 1/2, por lo tanto
0<m*(z) —1/2 <m*(z) — m(x),
de donde |m*(z) — 1/2| < |m(z) — m*(z)|.
» Si g*(x) = 0 entonces m*(z) < 1/2, con lo cual si g(z) = 1, m(z) > 1/2 y por lo tanto

0<1/2—m"(x) <m(z) —m"(x).

Observar que

/ |m*(z) — m(z)| Px (dz) = 2E|m*(X) — m(X)| < 2\/]E}m*(X) — m(X)y2 (3.12)
X

De esto y (3.11)) se sigue que si m es proxima a m* en L%,X ={f: X > R: [ f*(z)Px(dr) < oo}, la regla plug-in
9(x) = Ipm(2)>1/2) Va a tener un error de clasificacién préximo al error de Bayes.

Ejercicio 3.6. 1. Sea T : X — X’ una funcién medible cualquiera, si L% denota el error de Bayes de (X,Y) y
L*T( X) el de (T'(X),Y), probar que L*T( x) 2 L% . Esto muestra que transformando las X se pierde informacién,
ya que el error de Bayes aumenta.

2. Si m y m/ son funciones medibles, a valores en [0,1] y definimos las reglas ¢'(z) = Iy (z)>1/2) v 9(2) =
L (z)>1/2}, pProbar que

[L(g) = L(g) < P(¢'(X) #9(X)) y |L(g9) = L(g')] < E[\Qm*(x) — 1Ly (x)90))
2aquf se usa, y se deja como ejercicio verificar, que [ min{f(z), g(z)}dz < min{[ f(z)dz, [ g(x)dz}.
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3.3.4 Criterios de minimizacion del error

Hay reglas de clasificacién que se construyen usando un determinado tipo de funciones, por ejemplo, los cla-
sificadores lineales buscan el subespacio que mejor separa los datos, es decir son reglas g : RY — {0,1} del tipo
9(x) = Lz a)+co>0 donde a € R? es un vector fijo, que determina, junto con ¢y el subespacio. Lo mismo sucede con
las redes neuronales. Si elegimos el subespacio que mejor clasifica, es claro que la probabilidad de error de esta regla
serd mayor que si optimizamos entre todas las posibles reglas de clasificacion.

Si tenemos una clase de funciones medibles, C = {¢ : X — {0, 1}}EL es decir, un subconjunto de todas las
posibles reglas de clasificacién, la probabilidad de equivocarse de la regla en esta clase que clasifica mejor, es decir
infyec P(¢(X) #Y), va a ser mayor que si elegimos la regla de Bayes. Es decir

inf L(6) > L*
Inf (¢) >

La diferencia
inf L(¢) — L*
i 1(9)
obviamente depende de C, y no es aleatoria. Cuanto mas funciones contenga C menor serd esta diferencia, pero una
vez fijada, no la podemos achicar tomando méas datos.
En general L(¢) = P(X # Y) no se conoce, una posibilidad es estimarlo por medio del error empirico, basado en
una muestra D, = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} iid de (X,Y),

1 n
Ly(¢) = - Z]Im(xi);eyi} (3.13)
=1

0, lo que es lo mismo, (1/n) Y"1 (¢(X;) — ¥;)?. Hasta aqui ¢ es una funcién que no depende de la muestra, por lo

tanto, por la ley fuerte de los grandes nimeros, ﬁn(gb) — L(¢), casi seguramente, cuando n — oco. Vamos a denotar
¢r la regla de clasificacién en C que minimiza el error empirico, es decir

Ln(¢7,) < La(9) Vo eC.

La probabilidad de error de esta regla (claramente ¢* depende de la muestra), condicionada a la muestra, es

Ligy) = P(6:(X) # Y|Da) ]
Es claro que
|Ln(¢3,) — L($3)] < sup |Ln(¢) — L(9))- (3.14)
pec

ya que ¢, € C. Esta desigualdad (que vale c.s.) nos dice que si se acota superiormente sup,¢c |ﬁn(¢) — L(¢)|, tenemos
una cota superior del poder de prediccién de la regla que elegimosEl, sobre un nuevo dato, esto es L(¢) (que con la
muestra no lo podemos calcular), con el error, f/n(¢:;), que si podemos calcular. Acé tenemos el efecto contrario al
que tenfamos con la diferencia infyec L(¢) — L*, ya que cuanto mds grande sea la clase de funciones, més grande va
a ser supyec |Ln(¢) — L(#)|. En el caso extremo de que la clase C contiene a todas las funciones medibles, podemos

tomar una que interpole los datos de la muestra de entrenamiento, y, por lo tanto ﬁn(QSZ) = 0, pero para la mayoria
de las distribuciones de pares (X,Y") esta regla va a tener una capacidad de prediccién muy baja, es decir L(¢%) va a
ser alto.

La teorfa de Vapnik-Chervonenkis permite acotar superiormente supcc |Ln(¢) — L(¢)], en funcién de que tan rica
es la clase C. O, mas precisamente, en funcién de su dimensién de Vapnik-Chervonenkis, un concepto que estudiaremos
mas adelante en profundidad.

La cota

L(9%) — fnf L(9) < 25up|£a(0) — L(9). (315)
peC

nos dice que si acotamos superiormente sup,cc ’ﬁn(¢) — L(¢)|, estamos acotando superiormente L(¢}) — infyec L(¢),
que cuantifica la diferencia entre el poder de prediccién de la regla que elegimos, ¢;,, vy el poder de prediccién de la
regla en la clase que tiene mayor poder predictivo infyec L(¢).

La cota es consecuencia de

L(67) — fnf L(6) =L(8}) — Ln(67) + La(07) — fuf L(9)

3Por ahora no vamos a considerar el caso en que construimos la regla a partir de una muestra. Es decir la clase de funciones C no
depende de la muestra

4esta probabilidad, que es condicionada a la muestra, mide la capacidad de prediccién de la regla que elegimos, en un nuevo dato

Ses decir el error que comete la regla que elegimos en un nuevo dato
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de que para toda regla ¢’ € C

Lu(¢7) = inf L(6) < Lu(6) = i0f L(9) = inf L(¢') ~ L(9) < inf |Ln(¢') — L(9)] <

Ln(¢') — L(¢)

)

y, finalmente,

L($}) = Ln(6}) < |L(¢7) = Ln(97)

< sup|L(¢) — Lu(9)].
pec

Observacion 3.7. La aplicacion mds importante de la estimacion del error es la seleccién de una funcion de clasi-
ficacion en una clase C de funciones. Dada una clase C, es tentador elegir la regla que minimice sobre la clase una
estimacion de la probabilidad de error de dicha regla. Un buen método deberia elegir un clasificador con una proba-
bilidad de error que esté cerca de la probabilidad de error minima en la clase. Aqui requerimos mucho mds que cotas
para la diferencia I:n(gb) — L(¢) que sean libres de distribucidon: no es suficiente poder estimar la probabilidad de error
de todos los clasificadores en la clase, ya que, dada una clase C de funciones de decision de la forma ¢ : R4 — {0,1}
(es decir, los datos de entrenamiento no juegan ningin papel en la decisién) tal que para cada € > 0

supP{ |La(6) — L(9)| > e} < 272"
pecC

para cada distribucion. Si F, es la clase de funciones ¢} que minimizan ﬁn(qb) sobre la clase C, existe una
distribucion de (X,Y) tal que

IF’{ sup L(¢) — inf L(¢) = 1} =1

HEFn pel
para todo n. La teoria de V.C acota P{sup e 1L () — L(¢)| > €}.

Cuando C tiene una cantidad finita, IV, de funciones, esto se puede hacer por medio de la desigualdad de Hoeffding
(ver Teorema en el Apéndice), como establece el siguiente Teorema.

Teorema 3.8. Denotemos #C = N, el cardinal de C. Para todo € > 0,

IP’(sup |ﬁn(¢) - L(¢)| > e> < 2Nexp ( — 2né®).

peC

La Teoria de Vapnik-Chervonenkis que veremos més adelante aborda el caso en que C no es finito, en particular el
de redes neuronales.

3.3.5 Reglas construidas a partir de una muestra

Si la regla ¢ que construimos depende de la muestra D, es decir ¢(x) = ¢, (z, D,,) la probabilidad de error de la
misma se denota

L(gn) =P(gn(X) # Y|Dy).

Vamos a definir ahora dos tipos de consistencia.

Definicién 3.9. Una regla de clasificacién ¢, (z, Dy,) es consistente para una distribucién (X,Y), si
E(L(gn)) = P(gn(X) #Y) — L*. (3.16)
Se dice que es fuertemente consistente si L,, — L* c.s.

Observemos que como L* < L(g,) < 1, (3.16) es equivalente a la convergencia en probabilidad de L(g,) a L* es
decir, para todo € > 0,
P(L(gn) — L* >¢) =0 cuando n — oo.

Definicién 3.10. Una regla de clasificacién es universalmente consistente si es consistente para todo par (X,Y).
Andlogamente se define universalmente fuertemente consistente.

Observacion 3.11. Si bien probaremos que existen reglas universalmente consistentes, el teorema que sigue establece
que para n fijo, para cualquier regla g, y cualquier € > 0, existe una distribucion de (X,Y) tal que L* = 0, pero
E(L,) es mayor que 1/2 — €. Es decir, no podemos encontrar una regla que se desemperie uniformemente bien en
cualquier conjunto de datos, no importa que tan grande sea. Dicho se otra forma, el Teorema[3.13 nos dice que para
n fijo, para cualquier regla gn, L(gn) como estimador de L* puede hacerse tan malo como se quiera, eligiendo la
distribucion adecuadamente.

Teorema 3.12. Sea € > 0. Para todo n y para toda regla de clasificacion g, existe una distribucion (X,Y) tal que
L*=0,y
E(L(gn)) > 1/2—.
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Observacion 3.13. El teorema que sigue complementa el teorema anterior en el sentido de que tampoco es posible
encontrar reglas universalmente consistentes que converjan a una determinada tasa (observar que la diferencia es que
aqui el tamanio muestral, n, no es fijo). Dicho de otra manera, el Teorema afirma que aun para el caso en que
L(g,) es consistente, su tasa de convergencia puede ser arbitrariamente lenta.

Teorema 3.14. Sea {an}, tal que 0 < a1 < 1/16 y a, | 0. Para toda sucesion de reglas de clasificacion, existe una
distribucidn de (X,Y) tal que L* = 0, pero
E(L(gn)) > a,,.

Teorema 3.15. Para todo n y para todo estimador L, del error de Bayes L*, se cumple que para todo € > 0 existe
una distribucion de (X,Y) tal que

- 1
E|Ln —L*| > - —e
4
Observacién 3.16. Otro resultado interesante es que, en términos de orden de convergencia, la clasificacion es mds
rapida que la regresion. Es decir, las reglas de clasificacion construidas a partir de estimadores m,, de m*, consistentes

en L?(X), son débilmente consistentes (por (3.11)) y (3.12))), pero el orden de convergencia ademds es mds rdpido,
como establece el siguiente teorema (ver Teorema 6.5 en [9])

Teorema 3.17. Sea m,, débilmente consistente, es decir E(m,(X) —m(X))? — 0. Si definimos la regla plug-in
0 simy(z)<2i
n(2) = @ =7
1 de lo contrario.

FEntonces

E(L(gn)) — L*
lim (L(g.)) —0,

o \/E{(mn<X> —m*(X))*}

es decir, E(L(gy)) — L* converge a cero mds rdpido que el error Ly de la estimacion de regresion.

Si nos restringimos a la clase C de funciones ¢, (x, D,) construidas en base a la muestra de entrenamiento D,

tenemos el andlogo de las ecuaciones (3.14)) y (3.15)) E|
L(QS:;) — Inf L(¢n) <2 sup |zn(¢n) - L(¢n)
PpneC pn€C

)

Estimacion del Error

Si queremos estimar el error L,, = P(g,(X) # Y|D,,) de un clasificador g,, construido en base a una muestra D,
fija, y tenemos una muestra de testeo Tp,, = {(Xn11, Ynt1),- -+, (Xntm, Ynt+m)}, vamos a denotar

Lym= Z H{gn(XnH)#YnH}'
j=1

Claramente E(L,, y,|Dy) = Ly,
El siguiente Teorema es consecuencia directa de la desigualdad de Hoeffding (ver Teorema en el Apéndice).

Teorema 3.18. Para todo € > 0, R
IP’(|Ln,m —L,| > e|Dn) < 2exp(—2me?)

3.4 Clasificacion por vecinos mas cercanos, i—NN

Consideremos el vector ordenado de acuerdo a sus distancias a z, || X1 —z| < ... < [|[X™ — 2|, y sean Y las
correspondientes etiquetas. Sea k € N, k > 1, la regla k:—NNIZ] esta dada por

. k k
1 lryar=1y <2 i Liyo=
gn(z) = {0 st s [yorzy <20 Iyo—oy

1 sino

en el que los empates se rompen al azar. El siguiente teorema prueba que esta regla de clasificacién es universalmente
consistente.

6pueden ser o bien todas, lo cual es una clase muy grande y de poca utilidad, o un subconjunto de ellas, como por ejemplo las construidas
con hiperplanos
7NN refiere a su sigla en inglés. Es abreviacién de nearest neighbor
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Teorema 3.19. Stone (1977).
Sik=k(n) = oo yk/n—0 cuando n — oo, para toda distribucién del par (X,Y), E(L,) — L*.

Demostracion. Por basta verificar que se cumplen las 3 condiciones del Teorema Denotemos C,(X) =
(XM .., X®1} el conjunto de los k vecinos mas préximos a X . Observemos que wy,;(X) = 1/ksi y solosi X; € C,,(X).
La condicién (iii) se sigue de que k — co.

Respecto a la condicién (ii) ,

n n 1
E(Z wm(X)H{lxixwa}) =E ( > kl{xiecnm}ﬂuxixwa})
=1 i=1

Observemos primero que esta sumatoria tiene inicamente k£ sumandos no nulos, por la primera indicatriz. Por otra
parte vale, para todo i,

Lix,ec, corlgx, - x)>ar < Iixo—x|>a}-

Por lo tanto

n
1 ,
E(Z kﬂ{xiecn<X>}H{|XiX||>a}> <P(IX® ~ X[ > a)

i=1

Basta probar entonces que P(||X®) — X|| > a) — 0. Denotemos ®,, = {X1, ..., X,,}, observemos que

PO X® — X| > a) = P(#(Nn N B(X,a)) < k) - E(]P’(#(Nn N B(X,a)) < k’X))

Condicionado a X, la variable aleatoria #(R, N B(X,a)) tiene distribucién Binomial de pardmetros n y p =
Px (B(X , a)). Observar que para todo X, p > 0. Vamos a acotar la probabilidad de adentro, asumiendo que condi-
cionamos a X

P(#(Nn N B(X,a)) < k‘X) - P(i#(mn N B(X,a)) < i’x) _ P(i#(m N B(X,a)) —p < % —p‘X)
Si multiplicamos por -1 y tomamos valor absoluto
1 k 1 k
P<#(Nn NB(X,a)) —p< ~ p‘X) < ]P’(‘#(Nn N B(X,a)) —p’ >p— 'X)
n n n n

Como p > 0y k/n — 0, para n suficientemente grande p — % > p/2. Luego se concluye usando la desigualdad de
Hoeffding.

Finalmente para verificar la condicién (i) hay que probar que para toda f medible, no negativa con E(f(X)) < oo
se cumple que

"1
E < %H{Xi esta entre los k-vecinos mas cercanos a X}f(Xi)> < dE(f(X))7

i=1

para alguna constante ¢ > 0. No lo probaremos. Ver Lema 5.3 en [9)]. O
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4 Clasificacion lineal y particiones

Veamos ahora una de las reglas mds simples de clasificacién binaria, para el caso en que z € R?, aunque puede
formularse de forma idéntica en cualquier espacio de Hilbert. Supongamos que tenemos pesos ag, - - ., aq; la regla de
clasificacién g(z) dada por

Y
1 st ), axi+ag>0
g(x) = 2z 03 F (4.1)
0 en caso contrario
donde z = (z1,...,x4), se conoce como regla de clasificacién lineal, y es la base para entender las redes neuronales que
veremos mas adelante. El vector a = (ay,...,aq) y la constante ay tendremos que elegirlos a partir de una muestra

iid de un par (X,Y).

Observacion 4.1. Volviendo a la discusion que hicimos en la introduccion, sobre la cultura de los modelos o de los
algoritmos, cabe destacar que, si no hacemos ninguna hipdtesis sobre la distribucion del par (X,Y) y buscamos a y ag
que minimicen el riesgo empirico ﬁn(g), entonces estamos ante el abordaje, basado en algoritmos, de Rosenblatt de
1962. En este caso el clasificador (4.1)) se conoce como perceptron. En este capitulo veremos una cota superior para
el error de clasificacion de la regla. En general vamos a estar lejos del error de Bayes L*, salvo un caso muy
particular: Fisher abordd en 1936 el problema asumiendo que las distribuciones de X|Y =1 y X|Y = 0 eran normales
con medias p11 y po respectivamente, y con matriz de varianzas y covarianzas X1 = %qg. Bajo estas hz’po’tesisﬂ la regla
de Bayes resulta de la forma , esto es facil de ver y quedard como ejercicio mds adelante. No es el unico caso,
un ejemplo trivial es cuando las distribuciones condicionales tienen soporte en conjuntos que son separables por un
hiperplano, en este caso L* = 0.

Es intuitivo que, salvo casos muy especiales, esta regla no es consistente universalmente. Una generalizacién natural
de la misma se obtiene al tomar una funcién f : R — R y clasificar como 1 a z si f(a'z + ag) supera un determinado
umbral, o 0 en caso contrario. Ejemplos cldsicos de estas funciones son f(z) = signo(z) o f(z) = max{0,z}. Esto lo
retomaremos en el capitulo

Vamos a denotar L(a,ag) =P(g(X) #Y) y

L= inf L . 4.2
aGRIdI,laOGR (a7a0) ( )

Para estudiar L vamos a ver primero el caso univariado.

4.1 Clasificacion Lineal Univariada

Supongamos que X toma valores en R, en este caso la regla de clasificacion lineal es

Y siz <z’
g(x) = ) ,
1—1%" en caso contrario
donde 3’ € {0,1}. Veremos cémo es el error de clasificacién de esta regla, como funcién de 2/, y’. Vamos a denotar

p=PY =1), Fi(z)=P(X <z|Y =1) y Fo(z) =P(X <z|Y =0).

Supongamos que ¥’ = 1, en este caso

1 siz<za

0 en caso contrario

Q
&
Il
—N—

P(g(X) #Y) =P(g(X) =1,Y = 0) + P(g(X) = 0,Y = 1)
= P(g(X) =1]Y = 0)(1 - p) + P(g(X) = 0]Y = 1)p
=PX<ZY=0)(1-p) +P(X >2|Y =1)p
= Fo(z)(1—p) + (1 = Fi(a")p (4.3)

Lobservar que estamos en el enfoque basado en modelo, ya que asumimos una distribucién para los datos

28



Por su parte si ' =0

1 en caso contrario

0 siz<za
g(w)Z{ -

Razonando como en (4.3)

P(g(X) #Y)=P(g(X)=1,Y =0) +P(g(X) =0,Y = 1)
=P(g(X) =1Y =0)(1 —p) + P(g(X) =0]Y = 1)p
:IP’(X>x|Y—0)(1 p)+P(X <Y =1)p
=(1 = Fo(2"))(1 = p) + Fa(2")p. (4.4)

Queremos encontrar el par (z*,y*) que verifica

(z*,y") = afgmi)nP(g(X) #Y).
l‘/,y/

Este par existe porque estamos permitiendo '’ = —oco o ' = oco. Vamos a denotar L* el error de la regla
correspondiente a (z*,y*). Se verifica que

Lema 4.2. 1
L =3 —sup|pFi(x) - (1= p)Fo(w) —p+ 5| (45)
en particular para p =1/2,
1 1
L= 5~ isgp ’Fl(:c) - Fo(:c)’
Demostracion. Como los casos (4.3) v (4.4) son excluyentes, tenemos que
L= il {Hy/:o (1= Fo(a)(1 = p) + Fa(a")p| + T2 [Fo(@)(1 = p) + (1 = Fi(a"))p)] }
x 7y
Si el infimo se da cuando ¢’ = 0 tenemos que
L= fgf{(l — Fo(x’))(l —p)+ Fl(x/)p}.
Si el {nfimo se da en ¢y =1,
L= nf {Fo(a:’)(l —p)+ (1 - Fl(x’))p}.
Por lo tanto
L= infmin{ (1= Fo@)(1 = p) + Fi@)p . Fol@)(1=p)+ (1= Fi@)p }.
a b

Si usamos min{a, b} = (a + b — |a — b])/2 y verificamos que en nuestro caso a +b =1,

, 1

L=inf - [1 == R = p) + Fi@)p = (Fo@)(1 = p) + (1= Fi(=')p) \].
Haciendo cuentas
1
5|1 = @) = p) + i@ )p - (R (1 =p) + (L= BE)p) | = [phi@) - 0= p)F) —p+ 5|
por lo tanto,
1
L= —sup ‘pFl(x) (1 - p)Fy(x) —p+ 5(.
x
O

Denotemos para i = 0,1, m; = E(X|Y =), 02 = V(X|Y = i). Tenemos la siguiente acotacién

Teorema 4.3. .

o fae]

oo+o1

L*<L<
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que mg < my. Sea 0 < Ag < m1 — mg, L es menor o igual
que la probabilidad de error de la regla g dada por

1 en caso contrario

0 siz<mg+Ag
g(x) =

Denotemos m1 — mg = Ag + A1, con A1, As > 0. El error de esta regla es
L=PyX)#Y)=P(X <mj —A1]lY = Dp+P(X >mg+ Ap|Y =0)(1 — p). (4.6)
Por la desigualdad de Chebyshev-Cantelli (ver Teorema [10.18[en el Apéndice), tenemos que
o? 1
P(X <my —A]Y =1) < L _ =
( = 1 1‘ ) — 0_% +A% 14 Aig
a7
y
P(X > mo + Aoy =0) < % 1
m = = .
B AT I
0
Tomemos
Ay = (m1 —mg)oo
oo+ 01
por lo tanto
Ay = (m1 —ma) — (ma — mo)o = o1~ mo) = a1(m = mo)Uoi = ﬁAo
oo+ 01 oo+ 01 (co+01) 00 00
Usando ahora la cota (4.6))
p I-p _p I—p
L= (Z-Ao)? A2 T Az T A2
B R R A
g7 0 0 0
Finalmente,
1
L< 5
mo—mq
L+ [ oo+o1 ]
O

4.2 Clasificacion Lineal Multivariada

Volviendo a la regresién multivariada, fijado a € RY, 2’9’ € R, tenemos una regla lineal g, : R — {0, 1}

1 -9 en caso contrario

ver Figura Por el Lema (4.2)), el infimo al variar 2’ e y/, del error de g, es L,, dado por
1

1
L, = 3~ sup ‘pFlya(x) —(1—=p)Foo(z)—p+ 3|

donde F} q es la distribucién de Zi:l a;X; condicionada a Y =1y Fj , es la distribucién de Zi:l a;X; condicionada

ayYy =0.
El infimo, que denotamos L en (4.2)), de la regla lineal (4.1)), al variar a, es inf, L,, o, lo que es lo mismo
1 1
L = -~ — sup sup ’pFLa(x) —(1—=p)Fou(z)—p+ =|.
2 acRd 2
Tenemos, ademds, la siguiente cota del error, que nos da una idea ademads, de como elegir a y ag.

Teorema 4.4. Sean Xy y X1 variables aleatorias distribuidas como X dadoY =0, e Y = 1 respectivamente. Sean

mo = E(Xo) y m1 = E(X4). Definamos las matrices de covarianzas
_ T _ T
T =E|(X1 —m1) (X1 —ma) } Yy E0—}E{(Xo—mo)(Xo—mo) ],

entonces 1
L* <L < inf 5
a€Rd 14 (aT(ml—mo))

((aTan)1/2+(aT21a)1/2)
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Figura 4.1: Fijado a € R? y = € R, el semiespacio que separa los datos es {z : {a, z) > x}. Es decir —z juega el rol de
la constante ag (4.1)), y de 2’ en el clasificador univariado. En la figura, la regla de clasificacién lineal para el a y z
que se muestran, clasifica mal 3 puntos azules y 4 rojos.

Demostracién. La prueba se sigue de (4.3)) aplicada a las variables a’ X, y a? X;. O

Observacion 4.5. Si conociéramos my,mg, X y 21 el teorema anterior nos dice que tenemos que elegir a de modo
de mazimizar ’ )
(a” (m1 —mp))
((aT0a)1/2 + (aT8ya)1/2)?

ya que con esto estariamos minimizando L. Lo que hace el cldsico discriminante lineal de Fisher, que veremos en
la seccion siguiente, es cambiar estos pardmetros por sus estimaciones “plug-in”.Esto no pasa con el perceptron de
Rosemblatt que veremos mds adelante, pero que bdsicamente lo que hace es buscar el hiperplano que hace que el error
de clasificacion en cada una de las clases que este hiperplano determina, sea lo mds pequeno posible. Este hiperplano

se puede hallar por algoritmos de tipo descenso por gradiente, y no requiere de hipdtesis sobre la distribucion del par
(X,Y).

4.2.1 Discriminante lineal de Fisher

Uno de los criterios mas famosos para elegir a y ag a partir de los datos fue propuesto por Fisher en 1936. Denotemos
para ¢ = 0,1, m; el promedio de las X si Y = i, es decir, por ejemplo

1 1
= Y Xy = e Y X
[P =00 g,

Si proyectamos los datos X7, ..., X,, ortogonalmente sobre el hiperplano a”2 = 0 obtenemos a” X1, ...,a” X,,. Defi-
nimos la dispersion de la proyeccién de X en la clase Y = 1 como

&8 = (aTXi — aTrhl)z =a"Sa
3:Y;=0
donde
S1 = Z (X — ) (X; — )"
:Y;=1
Y lo mismo para la clase Y = 0. El discriminante lineal de Fisher es la funcién lineal a”'z para la cual a se elije de
modo que maximice
N W N2
(aTrny —aTrmg)?  (a® (g — 1))

(o) = 62 + 632 - aT(S1 + Sp)a

Es decir a es la direccién en la cual las medias empiricas de cada clase, luego de proyectar, estan més separadas,
ponderando por la dispersiéon en cada clase.
La solucién del problema de maximizacién se da cuando

a = (Sl + So)il(ﬁll - ﬁ’Lo)
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La regla de clasificacién de Fisher, g,, clasifica un nuevo x como 1 si a’x + ap > 0 y como 0 en caso contrario
siendo a el valor antes obtenido, y ag una cierta contante. En general su error puede estar lejos del error 6ptimo
que se obtiene con la mejor regla lineal. De hecho dado ¢ > 0 se puede encontrar un par (X,Y) tal que X € R?,
E(||X]|?) < co y que sean linealmente separables, es decir el error L de la mejor regla lineal de clasificacién es 0, pero
info, E(ga,) > 1 —€.

Ejercicio 4.6. En general la regla de Bayes no tiene por qué ser lineal, un caso muy especial es cuando X|Y =1y
X|Y = 0 son normal multivariada con medias p1 v pio respectivamente, y matriz de varianzas y covarianzas 3, que
asumimos invertible, y P(Y = 1) = 1/2. Se deja como ejercicio probar que en este caso la regla de Bayes es lineal, y
tiene la forma

1 sif{a,z)+ap>0
g(x) = {

0 en caso contrario

donde a = X7 (uy — po) v ap = —(1/2)a” (u1 + o). Sugerencia, usar (3.10), con p = 1/2. Si p # 1/2 también queda
lineal pero la expresiéon no es tan limpia.

4.3 Reglas de clasificacion basadas en particiones

Un ejemplo de red neuronal de una capa consiste en particionar el espacio en regiones determinadas por hiperplanos,
y luego la etiqueta asignada a un punto z es el resultado de hacer voto mayoritario en el simplex de la particion
que contiene a x. Para probar su consistencia vamos a ver primero de forma general las reglas basas en particiones.

Supongamos que tenemos A, As, ... una particién de R?, para cada x € R? consideramos A(x) la celda de la particién
que contiene a z. Denotamos g, la regla
_ )0 st L L(Y)lix eaw@) < Xica To(Yo)lix.ea) e
gn(z) = . (4.7)
1 en caso contrario

Para que esta regla sea consistente vamos a pedir que las celdas se vayan achicando pero lo suficientemente lento
como para que la cantidad de puntos de la muestra en la celda se vaya a infinito. Es decir si definimos diam(A) =
sup, e ||z — y|| el didmetro de un conjunto, vamos a pedir que A(X) — 0 en probabilidad y ademéds

N(X) = nun(A(X)) = Z]I{XieA(X)} — 00 en probabilidad,

donde A(X) es la celda que contiene a X. Es decir tenemos el teorema:

Teorema 4.7. Supongamos que A es un elemento genérico de una particion, tal que A(X) — 0 en probabilidad, y
N(X) — oo en probabilidad, entonces E(L,) — L*.

Demostracion. Recordemos que m*(x) = P(Y = 1|X = x). Por la desigualdad (3.11]) es suficiente probar que

(X) —m*(X)| =0,

donde

)= Fy 2 W

Denotemos 7(z) = E(m*(X)|X € A(x))F]
Por la desigualdad triangular

(X) = m*(X)] < Ephn(X) = m(X)| + E[m(X) — m* (X))
Si condicionamos a las variables I x, cA(x)}, - -+ L{x, cA(z)} Hentonces N(x)m,(z) es una variable aleatoria con dis-
tribucién Binomial de pardmetros N(z), m(z). Como la variable |, (X) —m(X)| <1, y N(X) condicionado a

X, Lixieacoys - x,eax)y
es N(X) c.s,

E|

1 (X) — m(X)]’X, Iixeax)ys - 7H{XW,GA(X)}} <

E{ 7 (X)*W(X)|H{N(X)>o}‘X,]I{XleA(X)},~~,]I{XneA(X)} +Iinx)=0y  (4.8)

2en la definicién de m(z) estamos condicionando al suceso By = {w : X(w) € A(z)} por lo tanto m(z) = E(m*(X)Ip,)/P(Bs). La
vanable aleatoria m(X), dado un w, calcula z = X (w), y luego Bx ()
3es decir la cantidad de puntos en la celda A(x) deja de ser aleatoria y pasa a ser N(z) fijo, y lo aleatorio son las etiquetas de las X;
que cayeron en A(z). La probabilidad cualquiera de estas etiquetas sea 1 es m(z).

32



Denotemos A = o({X,I{x,cax)},-- -5 I{x,ea(x)}}), €l primer sumando es

‘B(N(X)vm(X))

E N(X) - m(X)‘]I{N(X)>O}

1 (X) = m(X) | Lin(x)>0}

Al

.

Condicionado a A, la variable
B(N(X),m(X))

N(X)
tiene esperanza 0 y segundo momento /m(X)(1 —m(X))
(2.10) con Y =1 n(x)>0y y X = Z obtenemos que

E[|2Y] |A] < VE[Z2|A]\/E[l{n (x) >0 | Al
Como /E[Z2| A] = E[\/E[Z2|A]|A] obtenemos

‘B(N(X)ﬁ(X))
N(X)

Como m(X)(1 —m(X)) < 1/4 obtenemos que

Z = [ - m(X)]

/N(X). Si aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwartz

E - m(X)‘H{N(X)>O}

.

:

— m(X) [N (x)>0}

1
Al <E| ———I
1— l2 N(X) {N(X)>0}

Si combinamos esto ultimo con (4.8]) y tomamos esperanza obtenemos que

[
Elmy,(X) —m(X)| <E|——I +P(N(X)=0
() =) < B| s lovoso | +FOVO0) =0
Para todo k,
E|—— 1 —E|— L 1 +E _ L g 1IED(N(X) <k)+i

Fijado € > 0 tomamos k suficientemente grande tal que 1/(2v/k) < €/3. Para ese k, como N(X) — oo en probabi-
lidad, se puede tomar n suficientemente grande tal que (1/2)P(N(X) < k) < ¢/3 y ademéds P(N(X) =0) < ¢/3.

Nos queda por acotar E[m(X) — m*(X)|. Dado € > 0 sea m. a valores en [0,1], uniformemente continua en un
conjunto C' C R acotado, que se anula en C¢, tal que E|m.(X)—m(X)| < e. Denotemos m,(z) = E[m.(X)|X € A(z)],
entonces

E[fi(X) — m*(X)| <E[f(X) — m1e(X)| + E[fie(X) — me(X)| + Elme(X) — m*(X)| := L+II+1II

Por la forma en que elegimos m., III< e. Ademas

I=Em(X)-m(X)|=E

E(m(X) _ me(X)‘X c A(X))‘

<E|E[jm(X) - me(X)”X € AX)]| =11,

Para acotar II, como m, es uniformemente continua existe 6

= 6(e) > 0 tal que si diam(A(X)) < 6 entonces
|me(z) — me(t )\ < esi|z—t| < 0. Por lo tanto II< € + P(diam(A(X) >

0). O

4.3.1 Histogramas
Como consecuencia del teorema anterior se prueba el caso particular en que la particiéon esta formada por cubos

de longitud h,,, es decir es de la forma

d
I =] [khn (s + 1)hn} ki €7
i=1
Denotamos esta particiéon como P, = {A,1, Apna, ... }. Si x € A,; denotamos A, (z) = A,;. La regla (4.7) para el caso

de la particién P se llama la regla de histograma. El siguiente teorema establece su consistencia, es decir E(L,,) — L*.
Para eso vamos a verificar que se cumplen las hipétesis del Teorema (4.7))
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Teorema 4.8. Si h,, — 0 tal que nh% — oo la regla de histograma es universalmente consistente

Demostracién. El didmetro de cada celda es vdhd — 0. Por lo tanto resta probar que para todo M > 0, P(N(X) <
M) — 0. Sea S una bola arbitraria centrada en el origen, de radio R > 0. El nimero de celdas A,,; de la particién P,
que cortan a S estd acotada superiormente por (2R)?/h.

P(N(X) < M) = ip(x €A, N(X)<M)< Y P(X€A,,NX)<M) +
j=1 §:An;NS#£D

> P(X € Ap;, N(X) < M).
j:An;NS=0

Por un lado acotamos

P(X € Apj, N(X) <M) < > P(X € Apy) <P(S°)
j:A,LjﬁS:O j:An]'ﬂS:O

por otro lado, si denotamos p a la distribucién de X, podemos separar la primer sumatoria en

Y P(X €Ay, NX)<M)= >  P(Xe€A,;NX)<M)
j:AnjﬁS7$® j:AnjﬂS;é@
p(Any)<2M/n
- Y P(X €A, NX)< M)
j:AnJF‘IS#w

w(An;)>2M/n
< ) PXedy)+ Y. P(N(X) < M)=T+II
JAn;NS#D JiAn;NS#D
#(An;)<2M/n #(An;)>2M/n
Acotamos superiormente 1< [(2R)¢/h%](2M)/n — 0 cuando n — oo porque nhd — 0. Para acotar superiormente 11

P(N(X) < M) =P(N(X) < M|X € Au)P(X € Anj) = P(npn(Anj) < M)p(Any),

donde pi,,(Ap;) es la cantidad de puntos de la muestra en la celda A,; dividido n, es decir, su medida empirica.
Escribimos

P(in(Anj) < M/n) = P(sin(Anj) = E(1tn(An)) < M/n—E(un(Any)) )

Observar que E(u,(Ar;)) = p(Ar;). Como estamos sumando en los j tal que M/n < p(A,;)/2 tenemos que M/n —
w(An;) < —p(Ap;)/2. Por la desigualdad de Markov podemos acotar

(A Y _ AV (10 (Ang)) _ 4p(Anj) (1 — p(Anj)) 1
P An)—E Ani)) < — < = <4
(ﬂn( n]) (.Un( nj)) N 2 > M(Anj)Q nQIU'(Anj)2 N nQIU'(Anj)
Observemos que si j es de los términos considerados en el segundo sumando
1 2
4m§%—>0 cuando n — oo.
Juntando las cotas de I y II obtuvimos que
(2R)42M 2
P(Xe€eA,;, N X)<M)< ——+—+ — .
.Z (X € Apj, N(X) < M) < =20+ 2= = 0
J:An;NS#D
Por lo tanto
limsup P(N(X) < M) < pu(S).
n—oo
Como S es arbitrario se tiene que P(N(X) < M) — 0, o, lo que es lo mismo N(X) — oo, en probabilidad. O

34



5 Modelos lineales

Un modelo lineal tiene la formal

P
Xi:Zaijﬂj—i—ei (i:1,2,...,n)
Jj=1

(5.1)

donde X1, X, ..., X, son observaciones experimentales de una cierta variable aleatoria con valores reales, a;;(i =
1,..,n;5 = 1,...,p) son ciertas constantes conocidas, f1,..., 8, son p pardmetros desconocidos y €1, €, ..., €, son los
“errores”, es decir, las fluctuaciones aleatorias de las observaciones X1, Xo, ..., X,, en torno a los valores dados por el

primer término del segundo miembro de (5.1)).

El estudio de un problema mediante un modelo de la forma (5.1), a los efectos de hacer inferencia sobre algin
fenémeno, debe ser acompanado de hipdtesis sobre la naturaleza estadistica de los errores. Diversas hipétesis apareceran
en lo que sigue, pero en todos los casos habremos de suponer que la esperanza matematica de los errores es cero:

E(e;)=0 (i=1,..

La notacién que usaremos es la siguiente:

X1 a11

Xo ao1
x=| "1, 4=

Xn an1

con lo que (5.1)) se escribe:

Ejemplo 1: magnitud desconocida

a2 e alp
a9 e a2p
ano e anp

X =A0+c¢

A
B2

X

€1
€2

€n

(5.2)

X1, X5, ..., X, son una muestra de observaciones de una cierta magnitud u desconocida, que se mide con error.

Entonces:

X; =

0 sea que, con la notacién anterior:

A:

En un ejemplo de este tipo pueden plantearse diversos problemas, a saber:

ut+e (t=1,...,n)

, p=1,

1

= Estimar el parametro p a partir de las n observaciones;

= Supongamos que las observaciones se realizan con un aparato de medida, cuya dispersion en torno al verdadero

valor p puede medirse de manera adecuada por la varianza o
observaciones. La estimacién de o2 dara una idea de la dispersién del aparato.

V(Q)

(¢ = 1,..,n), comin a todas las

= Otro problema natural es, a partir de la muestra, hacer una prueba de hipétesis sobre el valor de u, por ejemplo,
decidir si p < pg, donde pg es un valor dado con alguna significacion fisica. Del mismo modo, podemos estar
interesados en realizar una prueba de hipétesis sobre el valor de o2, por ejemplo, decidir si la dispersién del

aparato no supera un valor dado.

Inotas basadas en notas de Mario Wschebor
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Ejemplo 2. Ajuste de funciones

Supongamos que tenemos un fenémeno representado por una funcién {X(t) : t € I'}, I es un intervalo de la recta
real, y que X (t) es la superposicién de una ley deterministica y ciertas fluctuaciones aleatorias. Representamos la
parte deterministica por funciones de cierta clase, preferentemente sencillas, por ejemplo polinomios de grado k.

Suponemos que tenemos observaciones efectuadas en tiempos fijos y conocidos ¢;, (t;, X;)(i = 1,...,n). Entonces:

Xi:a0+a1ti+...+aktf+ei (z:l,,n)

donde los coeficientes son k + 1 parametros desconocidos. Con la notacién convenida es:

1ty 2 ... th ao
1ty 2 -tk a
1 t, t2 - tk ar

Nuevamente en este ejemplo, se pueden plantear diversos problemas:

= Estimar los coeficientes ag, ay, ..., a; mediante funciones de las observaciones (para esas estimaciones emplearemos
la notacién ag, ay, ..., ag);

= Tener una idea de la proximidad entre los estimadores y el verdadero valor de los pardmetros, para poder dar
intervalos de confianza y poder realizar pruebas de hipotesis sobre el valor de los mismos o sobre relaciones entre
ellos;

= Criterios para elegir el grado k de los polinomios, por ejemplo, probar la hipdtesis de que a; = 0.

En este tipo de ejemplo, observar que, en lugar de los monomios 1,¢,t2, ...,t* podemos utilizar funciones de cualquier
otra forma, que sean por alguna razoén adecuadas para representar la informacién contenida en los datos. Habra que
adecuar la matriz A, cuyas columnas seran ahora los valores de las nuevas funciones en los tiempos de observacién t;.
Lo que se debe tener en cuenta es que la parte deterministica de los segundos miembros sea lineal como funcién de
los pardmetros desconocidos.

Por otra parte, el mismo tipo de modelo lineal se puede utilizar para ajustar funciones de més de una variable
real, sin que haya ningiin cambio esencial en la formulacion.

Ejemplo 3. Modelo lineal a efectos fijos

Vamos a suponer que estamos en un modelo del tipo

P
j=1
donde asumimos que las z;; no son aleatorias. Esto se denomina modelo de efectos fijos. Los errores €y, ..., €, son
variables aleatorias que asumimos, por ahora, con esperanza 0 e independientes. En Bo, - - -, B; son pardmetros
que luego vamos a querer estimar. Lo que observamos son las x;; e Yj, el resto no es observable. No estamos ante un
problema de regresién cldsico ya que no tenemos una muestra (Xi,Y7),...,(X,,Y,) iid de un par (X,Y). Suponer

efectos fijos tiene que ver con el diseno del experimento y el tipo de datos con el que estamos trabajando. Muchas
veces es una hip6tesis poco razonable y hay que pensar las z;; como aleatorias con cierta distribucién (en esos casos
se asume generalmente que z;; y € son no correlacionadas). Los modelos de efectos fijos se suelen usar en lo que se
denominan datos de panel, es decir, se observan k caracteristicas, de N personas, a lo largo de T instantes de tiempo,
y se plantea

Yi=axhf+ai+e i=1,....,N t=1,...,T

donde x4, 3 € R*. Observar que «; depende del individuo pero no del tiempo, y no es observable, como tampoco lo
son los errores €;; ni el vector 3.

El problema en que las z;; son variables aleatorias se denomina de efectos aleatorios y no lo abordaremos en estas
notas.

La matriz A correspondiente al es

1 T11 ot Tip
A:

1 zpr o0

Un modelo de este tipo se suele utilizar para estudiar la influencia de las variables 1, z2, ..., z, en el resultado Y.
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Ejemplo 4. Clasificacion simple (analisis de varianza)

Tenemos ¢ tratamientos que influyen en una magnitud Y. Hacemos observaciones X;; (1 = 1,...,¢;7 = 1,...,n;),
de dicha magnitud, es decir, n; observaciones aplicando el i-ésimo tratamiento, cuyo efecto medio denotamos por p;.
El modelo lineal toma la forma:
Xij :/147;4-62']' (221,7617]: ].7...,TLZ')

y, en notacioén vectorial, se tiene:

X1 €11 10 --- 0

Xl-m 61;L1 1 (:) (:)

Xo1 €21 i o1 --- 0

- ; : oo
o=3me x= g b a5 Ao
X:ql 61;1 " () 0 1

Yo oo

Nuevamente se presenta el problema de estimacion de § a partir de las observaciones. Problemas corrientes para este
modelo son, a titulo de ejemplo:

= Realizar una prueba de hipdtesis de que p; = p2 = ... = g, es decir que los efectos de los ¢ tratamientos no
difieren significativamente a la luz de las observaciones realizadas;

s Idem de que p1 = (u2 + p3)/2, o cualquier otra relacién lineal entre las p’s.

= Idem, por ejemplo, de que p1 > 2us9, es decir, que el efecto esperado del primer tratamiento es mayor que el
doble del segundo.

Ejemplo 5. Clasificacion doble

En este caso, la magnitud Y depende de dos tratamientos y se desea estudiar su influencia conjunta. El modelo
asume la forma;:

Xijk=p+oa; +Bj+7mj+eg (i=1,...mji=1.,¢k=1.n4)

 es el efecto medio general de los tratamientos, «; mide la influencia del primer tratamiento, 8; la del segundo y 7;;
la interaccién entre ambos. Obsérvese que el modelo es aditivo con respecto a estos elementos. El niimero total de
observaciones esn =Y {n;; :i=1,..,m;j =1,...,q} y el nimero de pardmetros p = 1+ m + ¢ + mgq.

Queda a cargo del lector la descripcion de la matriz A.

Un ejemplo entre muchos de un problema natural en este modelo, es hacer una prueba de hipétesis de que
T;; = OV4, §, es decir, que no hay interaccién entre ambos tratamientos (con este modelo).

Es claro que del mismo modo es posible construir modelos de clasificacién multiple de orden mayor que 2.

5.1 Estimacion 1

Introducimos la siguiente notacién, en el entendido que estan bien definidos los valores esperados que aqui figuran.

Si
Z
7 = :
Zm
es un vector aleatorio en R™. Definimos:
E(Z1)
EZ)=| :
E(Zy)

Si en lugar de un vector, tenemos una matriz aleatoria, definimos la esperanza del mismo modo, como la matriz que
tiene por elementos las esperanzas, respectivamente. Su varianza se define por

v(2) =E((2 -E(2)) (2 - E(2))"),
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de modo que el elemento que ocupa el lugar (i,5) de la matriz V(Z) es
E((Zi —E(Z))(Z; - E(Zj))) = Cov(Zi, Z;).
El lector verificard facilmente que si ¢ es un vector fijo de m coordenadas, entonces:

E(c"Z) = "E(Z), V(c'Z)=c"V(2)e.

5.1.1 Estimacion lineal insesgada de minima varianza [ELIVM]
En lo que sigue, agregamos al modelo (5.1 las hipdtesis siguientes sobre los errores:
E(e) =0, V(e) = o*I,,

donde o2 es una constante positiva e I,, es la matriz identidad n x n. Esto significa que E(¢;) = 0 para todo i y que
Cov(ei, ;) = 0 para todo i # j.

Supondremos ademdas que p < n y que la matriz A tiene rango méximo, es decir p. Esto implica que la matriz
AT A, de p x p, es invertible.

Sea A € RP un vector fijo. Bajo esas hipdtesis nos proponemos estimar una combinacién lineal de los pardmetros:

p
A'B=>"\iB;.
j=1

mediante un estimador que es una combinacién lineal de las observaciones:

X = i ;i X;.
i=1
El problema consiste en hallar ¢ € R™ de modo que:
1. E(c"X) = AT para todo 3 € RP (estimacién insesgada);
2. V(c'X) sea minima.
La condicién de sesgo nulo se escribe:
E(c"X)=c"E(X)=c"AB = AT paratodo B €RP?,

es decir
TA=XT osea ATc= .

Por otro lado:
V(' X) =c"V(X)e=c"'V(e)e = T'o?I,c = o?||c|)?,

(donde ||.|| denota la norma euclideana).

En resumen, nuestro problema de ELIVM se reduce a hallar el punto ¢y € R™ del hiperplano S - cuya ecuacién
es ATc = )\ - que estd a minima distancia del origen de coordenadas. Este es un problema sencillo de &lgebra lineal,
con solucién tnica, ya que (teorema de Pitdgoras) se trata de hallar la proyeccién ortogonal del origen sobre S. La
solucién es:

Co = A(ATA)_I/\
En efecto, es inmediato que ¢y € S. Ademas, ¢y es perpendicular al hiperplano, o lo que es lo mismo, al subespacio
N(AT) = {z e R" : ATz = 0} paralelo a S. En efecto, si x € N(AT), entonces

cdx=AT(ATA) ATz =0,

es decir que ¢y L = para todo z € N(AT).
Por lo tanto, el estimador buscado es:

M =cl'x = T(ATA) AT X.
En particular, como se indicé mas arriba, esto permite estimar las coordenadas de 3 o el propio vector S mediante:
B=(ATA)TATX.

Para referencia futura, resumamos que

E(B) =8,  V(B)=o*(ATA)".
La primera igualdad es una condicién que hemos utilizado para el calculo de 3. La segunda resulta de:
V(B) =E|(3-8) (8- B)| =E[((ATA)1ATe) ((ATA) 7 ATe)" | = E[((AT4) 1 ATe) (7 A(AT4) )]
= (ATA) ATV () A(ATA) 7 = 02(ATA) L,

ya que V(e) = 021,.
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Figura 5.1: En azul el origen de coordenadas. La solucién B se encuentra proyectando X ortogonalmente en S = R(A).

5.1.2 Conexion con minimos cuadrados

Consideramos el modelo lineal (5.1]), con la hipétesis de que la matriz A es de rango maximo (igual a p). El llamado
método de los minimos cuadrados, consiste en estimar 3 por el valor 5 que hace minimo el valor de

n

2 2 : 2112 7 2
= d X—-A =m X — Ap|~.
el € es decir | AI" = min | All

79
=1

Veamos que la solucion a este problema estd dada por el mismo 5 que encontramos en el parrafo anterior. Ver

Figura

Se verifica sin dificultad que el subespacio
R(A)=ARP)={zx e R": 2 =Af paraalgin [ € R}

tiene dimensién p y que su complemento ortogonal es N(A”T) (ver mas arriba).
La solucién (Pitdgoras) tiene que verificar que X — AfS sea perpendicular al subespacio R(A). Por lo tanto,
X — AB € N(AT), lo que implica que

AT(X —AB)=0= (ATA)B =ATX

y volvemos a encontrar la solucién (5).

5.1.3 Descomposicion ortogonal del error. Estimacion insesgada de la varianza

Con la misma notacién e hipétesis de los dos péarrafos previos, tenemos:
e=X—AB = (X — AB) + (AB — AB)

y sabemos que X — AB € N(AT), AB — AB € R(A) siendo ambos sumandos ortogonales, ver Figura
Consideremos una base ortonormal de R™, {v1, ..., Vp, Ups1, ..., n} tal que v1,...,v, € R(A); Upi1, ..., v, € N(AT)
y escribimos el vector de errores € en esta nueva base:

p n
€= E E[UZ‘ + E givi
i=1 i=p+1

y como la descomposicién de un vector como suma de dos pertenecientes a subespacios ortogonales es tinica, se deduce
que:

n p
X—AB: Z €ivi, AB_AﬁzzgzUz
i=p+1 i=1

Por otra parte, el vector € de las coordenadas de € en la nueva base, se obtiene mediante la transformacién del
cambio de base:
e=Ue

donde la matriz U es ortogonal, es decir que UU”T = I,,. Por lo tanto:
E(é) = UE(e) =0, V(&) =UV(e)UT =U*L,UT = oc?UUT = ¢?I,.

Es decir, la matriz de varianza de € es la misma que la de e.

39



Ademss: )
n

X AR =] S | = 3 2,

i=p+1 i=p+1

y por lo tanto:
n

E(|IX - 48") = > E(@) = (n-po®
i=p+1
Esto implica que

1 A
sn = ——|| X — AB|I?
n—p

es un estimador insesgado de la varianza o2.

En las secciones que siguen veremos como quedan los estimadores en cada uno de los ejemplos de la introduccién.

Ejemplo 1: magnitud desconocida

Se tiene, en este caso:

R(A) ={A1,1,...,1)" : Xe R} (dimensién 1)

y por lo tanto, la condicién se reduce a:
n 1 n B
X -1, D7 L1, 0= Xs—np=0=>40=-) X;,=X.
A )" L( ) ; njl = ;

Ademas:
2 _ 1 N T2 _
S =~ 1||X —a(1,1,., )77 =

n—1 4

Ejemplo 2. Ajuste de funciones

Para no escribir férmulas complicadas aqui, nos limitamos al caso k = 1 (ajuste por una recta). De todos modos,
si se trata de ajustes por polinomios de grado mayor u otras funciones, el procedimiento es enteramente similar. Se
tiene:

1t
1ty
A= .
1 ¢,

Suponemos ademas que Z?Zl t; = 0. Si esta condicién no se verifica, el lector pensard cémo reducir el problema al
caso en que si se verifica. También suponemos que los ¢; no son todos nulos: si lo fueran, la matriz A no seria de rango
maximo (igual a 2).

Se tiene:

0
0 >t

y el lector verificara facilmente que:

n 2 n
_ ¢
nXM(ZZZ—n1 - ) § tf].

i=1% P

. 1
ao\ _ 2/ 4T s\—1_ 2(n 0
V(é1> =o@AT =g (O = t2>’

i=1"i

= — S =
n 2 n
D ti n—2

También se obtiene:

lo que implica que ag, G; son no correlacionadas.

Ejemplo 4. Clasificacion simple (analisis de varianza)

En el modelo de clasificacién simple, el lector verificard que:

ng 0 - 0
T n2 DR O
ATA = )

0 0 Ng
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fi=X; (i=1,..,9)

donde X es el promedio de las observaciones de la magnitud p;. Para la estimacién insesgada de la varianza obtenemos:

q ng
sy = - i . ZZ(XU - Xi)%

i=1 j=1

5.2 Modelos lineales con errores normales. Distribucion de los estimado-
res

En esta seccién consideramos el modelo lineal

X=AB+¢

con la hipétesis de que el vector de errores tiene coordenadas ¢; normales centradas independientes, V(e;) = o2.
Suponemos que A tiene rango p.
Aplicando el mismo método que la seccién previa, podemos estimar los pardmetros j3,02. Para 8 obtenemos

nuevamente el estimador de minimos cuadrados,
B=(ATA)TATX
y para o2:
62 = T||X — AB|”.
n

2

Nétese que 6° no es insesgado, ya que

A continuacién, calculamos la distribucién de los estimadores bésicos. Con ellas, estamos en condiciones de obte-
ner intervalos de confianza (en dimensién 1) o, en general, regiones de confianza (en cualquier dimensién) para los
estimadores y también realizar algunas pruebas de hipétesis. En este breve texto no habremos de detallar la manera
de hacer esto, que es comin en la literatura sobre modelos lineales y nos limitaremos - en la seccién siguiente - a
presentar la prueba F'.

Comenzamos eligiendo una base ortonormal de R"™, {vy, ..., v, }, de modo que

Vi, Up € R(A),  Vpy1,...,0n € N(A).

Se tiene:
p

ce=X—-AB=(AB—AB)+ (X —AB) =D éui+ > &

i=1 i=p+1
y como la descomposicién de un vector como suma de vectores en subespacios ortogonales es unica, se deduce que:
p n
1

1, 1. 1 - -
;(Aﬁ—AB):Z;eivi, —(X-4p) = > —&vi.

i=1 i=p+1

Como £ tiene distribucién normal estdndar en R", el vector de sus coordenadas en cualquier base ortonormal
también es normal estdandar. De modo que & /o, ..., ¢&,/o son independientes, normales estandar en R'. De esto y de
las igualdades anteriores se deduce que:

1.

Lag-p)

tiene distribucién normal estdndar de dimensién p.
Por lo tanto

~ 1 ~
b= g+ (AT AT (245 9))
también tiene distribucién normal con media 3 y varianza o?(AT A)~L.

2.
8721 1 5112 - g’L ?
(”*P)*QZEHX*I‘WH = Z o)

1=p+1

Q

Por lo tanto, (n — p)s3 /o? tiene distribucién x7 .
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Una observacién lateral es que s2 es un estimador consistente de o2 cuando n — oo, en virtud de la ley de los

grandes nimeros. En esto no interviene la normalidad de los errores, sino solamente su independencia.

3. B (o alternativamente A3 y s2) son variables aleatorias independientes, ya que la primera es funcién de éi, ..., €,
y la segunda de €,41, ..., €.

4. Sea A € R? y consideremos la combinacién lineal AT 3 de las coordenadas del vector de parametros 3. Entonces,

M- AT
sn [\T(AT A)—1\]*/2

C =
tiene distribucién t¢,,_, cualquiera sea A. En efecto, ( se escribe bajo la forma:

(XTB=AT8) /[0 NT(AT4) 1N

Sn/0o

El numerador es normal estandar, el denominador es

1 & &\
52 (7

=p+1

y ambos son independientes. Por lo tanto, la distribucién de ¢ es t,,—p.

5.3 LapruebaF

En esta seccién consideramos un modelo lineal de la forma
X=AB+¢

con las hipétesis previas, donde ademas el vector de errores € tiene distribuciéon normal en R™, centrada y con varianza

igual a 021I,,. Es decir que las coordenadas del error son centradas, independientes con varianza comin o2.

Sea Ry un subespacio propio del espacio de pardmetros RP. Exponemos una prueba para la hipétesis
Hy : ﬁ € Ry

versus la alternativa de que 8 ¢ Ry.
Algunos ejemplos:

s En el Ejemplo 1 de la Introduccién, la hipdtesis de que p = 0 (o de que u = po teniendo la precaucién de
reemplazar las observaciones por X; — p).

= En el Ejemplo 2, si se ajusta por un polinomio, probar la hipdtesis de que algunos de sus coeficientes son nulos.

» En el Ejemplo 4, probar la hipdtesis de que p; = p1o = - -+ = pq, s decir que no hay diferencia significativa entre
los tratamientos, que corresponde a tomar

Ry = {(Nlaﬂ%mvﬂq) e uq}
que es un subespacio de dimensién 1.
= También uno podria tener interés en probar otras hipétesis lineales, como por ejemplo, p1 + g = us.
Volvamos al problema inicial. Sea Sy = {Af : 8 € Ry} la imagen de Ry por A.
s p=dim(R(A)).
= Sy es un subespacio de R(A) C R™, pp = dim(Sp).
= Es obvio que Hy es equivalente a A5 € Sy v que el problema tiene interés si pg < p.

Vayamos ahora a la construccién de la regién critica de la prueba F.

Sea AS € R(A), donde S es el verdadero valor (desconocido) del pardmetro y sea ABy su proyeccién ortogonal
sobre Sy (ver figura).

Denotamos con c¢ el vector ¢ = Ay — AS. La norma de ¢ es la distancia de A5 a Sy. Que se cumpla la hipétesis
nula quiere decir que ¢ = 0.

Sea Afy la proyeccion ortogonal del vector de observaciones X sobre el subespacio Sy. Es decir, ABy se obtiene
del mismo modo que AB - minimos cuadrados - s6lo que en un modelo lineal en el que los pardametros verifican la
hipétesis nula.
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En el modelo original, tenemos la estimacién insesgada de la varianza:
2 1 A2
2= —— X~ 4|
n—p

y en el modelo bajo Hy:
1

n —Ppo

55 = 1X — ABol.

El lector vera que AB — ABO 1 Sy (Pitdgoras). Consideramos la siguiente descomposicién del error como suma de

3 términos: ~ . A R
e=X—AB= (X —AB) + (ABy — ABo) + (AB — ABy + ¢).

Sabemos que el primer término pertenece al subespacio N(AT) = {z € R" : ATz = 0} (recordar quién es j3). Ello
implica que es ortogonal a los otros dos sumandos. Pero ademas, éstos son ortogonales entre si, porque ABO —ABy € Sp
y AB — ABy L So, ¢ L Sp.

Tomamos ahora una base ortonormal de R™:

{Ula o3 Upgs Upg+15 -+ Ups Up+15 ---7Un}

de tal modo que
T
U1y ey Upg € S05Vpgt1s -5 Up € L0 Uptt, ooy Uy € N(AD),

en que hemos denotado con T} el complemento ortogonal de Sy en R(A).

Se tiene:
n
1 1.
—€ = E —€;V;.
o L g
i=1
Ahora, tenemos en cuenta que el vector aleatorio ée tiene distribucién normal estdndar. Entonces, dada la inva-
riancia de esta distribucion bajo transformaciones ortogonales, si lo expresamos como combinacién lineal de cualquier

base ortonormal, el vector de coeficientes tiene la misma distribucién. Es decir, que:
1 ~
1z
1
S€2

1.
=
o

€n

Q|

es normal estandar. Dado que la descomposiciéon de un vector como suma de sus proyecciones sobre tres subespacios
ortogonales dos a dos es tnica, se deduce que:

1, - . o1 1 . 1
;(Aﬁ —Afp+c) = 4 Z —éivi, ;(X —AB) = Z —éivi.
i=po+1 i=p+1

De aqui, obtenemos las siguientes conclusiones:

1.
1 o ~
;Hz‘lﬂ — Apol?
tiene distribucién X%*po,“i” (es decir, x* excéntrica con p — py grados de libertad y excentricidad || £[|).
2.
1 5112
X — a8
tiene distribucién xZ_ .
3.
1o 1 -
;HAﬁ—A»BOH y ;HX—ABH
son variables aleatorias independientes, ya que la primera es funcién de €p,+1, ..., €p y la segunda de €41, ..., €.
Denotamos 1 1
3 = —— |48 — ABoll* = —— [IX — ABo|l* — X — ABI] -
b —Do b —DPo

Si se cumple la hipétesis nula, c =0y #HAB — ABy|)? tiene distribucién Xa_p,- Entonces,
52

1 R .
P mnAﬁ — ABo|)?
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tiene distribucion X1277PO y

Py )

=
52/(n —p)

tiene distribucién Fp,_p, n—p-

Finalmente, la region critica para la prueba H( de significacion « esta dada por

F > Fypyn—p(a),

donde F,_p, n—p(x) es el valor de la tabla F-Fisher-Snedecor para p — po,n — p grados de libertad y una cola a.

5.4 Regresion Logistica

La regresién logistica es un modelo de aprendizaje supervisado utilizado para la clasificacién binaria (los datos
de que disponemos son pares (X;,Y;) con Y; € {0,1}. Se utiliza para predecir la probabilidad de que una observacién
pertenezca a una de dos clases posibles. Utiliza la funcién sigmoide, o : R — [0, 1],

_ 1
T l4e

a(z) (5.4)

Aqui, z es una combinacién lineal de las caracteristicas de entrada:

z = o+ Bix1 + Paxa + ... + Bazaq

La salida de la funcién sigmoide se interpreta como la probabilidad de que la observacién pertenezca a la clase
1. Si la probabilidad es mayor o igual a 0.5, clasificamos la observacién como 1; de lo contrario, como 0. Es decir, si
Xi = (X1,,...,X45), es un imput en R4, tomamos el vector X; = (1, X;) y w = (w1,...,waqr1)

~ 1 ewTXi
P(Y; = 1|1X;) = o(w? X;) = — = —
14+ e w X; 14 ew X,

por lo tanto

1 1
14 e w"Xi B 14 ev™ X
El vector de pardmetros w lo vamos a estimar por el método de maxima verosimilitud y una vez que tenemos el
estimador 1, clasificamos un nuevo dato X como 1 si o(w” X) > 1/2. Es inmediato verificar que esto pasa si y sélo
siP(Y =1|X) > P(Y = 0]X), si y solo si w"X > 0, por lo tanto es una regla de clasificacién lineal.
Se generaliza a k > 2 clases tomando la funcién softmax:

P(Y; =0|X;) =1-o(w'X;)=1-

exp(t;)
S5, exp(ty)

donde t; = f(wj, X) es una funcién de (1, X), y de pardmetros w; € R*! que hay que encontrar. En el caso de
la regresion logistica esta funcién es simplemente un producto interno.

P(Y = j|X) = j=1,....k (5.5)

Ejercicio 5.1. Verificar que
elz—m)/s

Jwsps) = s(14 e—(@=—n)/s)2

define una funcién de densidad cuya funcién de distribucién es

1

F(x;p,s) = m

y cuya funcién cuantil es
Q(p; p, s) = p+ slog(p(l —p))

En particular esto implica que (5.4) se puede escribir como Q(c(2);0,1) = Bo + B1x1 + Boxa + ... + Bnry, es decir
sigue un modelo lineal.
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5.4.1 Ajuste de w por maxima verosimilitud

Para un conjunto de datos con n la funciéon de verosimilitud es

n

L(w) = HP(Y = yi| Xi)
i=1

Dado que y; puede ser 0 o 1,

L(w) =[] [o(w"X)]" [1 - o(w ;)]

i=1
Y la log-verosimilitud:

n

log L(w) = Z {yz log (o(w" X3)) + (1 = y;) log (1 — J(wTXi))]
i=1
El objetivo es encontrar los pardmetros w que maximicen la log-verosimilitud. Sin embargo, en la practica, en lugar
de maximizar la log-verosimilitud, minimizamos la funcién de pérdida, que es el negativo de la log-verosimilitud. Esto
se debe a que las técnicas de optimizacion estdndar estan formuladas para la minimizacion de funciones.
Tomando el negativo de la log-verosimilitud, obtenemos la funcién de pérdida de entropia cruzada

n

J(w) = —log L(w) = = 3 [y:10g (o(w” X:)) + (1 - i) log (1 — o(w” Xy)) | (5.6)

i=1

exp(t;)

En el caso de tener k£ > 2 clases, si denotamos p; = S een ()
j=1 J

, la entropia cruzada del dato (X;,Y;) es

k

= Ty log(p:)

j=1
y por lo tanto la funcién que queremos minimizar es
n k
J(w) ==>"> Ty,—j log(pi),
i=1 j=1

Esto se sigue igual que antes de plantear la log-verosimilitud, se deja como ejercicio verificarlo.
Para encontrar w se procede por el método de descenso por gradiente que veremos mas adelante.
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6 Teoria de Vapnik-Chervonenkis

En este capitulo vamos a retomar lo que vimos en la subseccién[3.3.4] es decir, estudiar las reglas que se eligen en una
determinada familia de funciones. Recordemos la notacién que introdujimos, vamos a denotar C = {¢ : X — {0,1}},
L(¢) = P(¢(X) # Y) y se verifica que L(¢) > L* para todo ¢. Por lo tanto infycc L(¢) > L*. La diferencia
infyec L(¢) — L* va a ser més chica cuanto mds grande sea la clase de funciones, no obstante, una vez que elegimos
C, no se puede achicar este error.

Cuando tenemos una muestra D, = {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} un criterio para elegir una regla cuyo error sea
préximo a infgec es elegir una regla en C que minimice el error empirico

. 1 &
La(¢) = D Lisixaviy-
i=1

Vamos a denotar
* 7
¢y = argmin L, (¢).
¢ecC
Observacion 6.1. La regla ¢* no tiene por qué ser unica, pero denotaremos como ¢* cualquier regla que minimice
el riesgo empirico L,,. Como Ly (¢) toma una cantidad finita de valores, siempre vamos poder encontrar una.

Es claro que
L(67) = P(6,(X) # Y|D,) > fuf L(9)

En este caso, si la clase C es muy grande, puede pasar que la diferencia L(¢}) — infyec L(4) sea grande. No obs-
tante, la diferencia anterior se puede controlar, y hacer chica, si n es suficientemente grande. Usualmente el error de
aproximacioén infyee L(¢) — L* es mas grande que el error de estimacién L(¢}) — infyec L(¢).

Supongamos que C tiene una cantidad finita de funciones, que denotamos |C|. Si mingec L(¢) = 0 entonces con
probabilidad 1, ﬁn( *) = 0. Para este caso particular tenemos el siguiente resultado de Vapnik y Chervonenkis de
1974.

Teorema 6.2. Supongamos que |C| < co y mingec L(¢) = 0. Para todon >0 ye > 0,

P(L(¢},) > €) < |C|exp(—ne), (6.1)
! 1+1log|C
B(L(e;) < el (62)

Demostracion. Como lALn(¢;§) = 0 con probabilidad 1, tenemos que

P(L(¢}) >€) < IP’( méx  L(¢) > e) = IE(

I, )
$EC: Ly (¢)=0 {méx,ce.z, (-0 L(0)>e

De

I =méx I; I = mix [; :
{maxycer, oo L@)>et ~ hee Ln(@)=0yH{L@)>e} = | 18 Hin(¢)=0}

se sigue, tomando esperanza,

E(qsecl?%»eﬂ{in(@:m)g Y. Bl =)= D Pa(9)=0)
PeC:L(p)>e€ PeC:L(¢p)>e

De L(¢) > €, y usando la independencia de los (X;,Y;)

P(Ln(9) = 0) = P(¥i = 1,...,n: 6(X;) = V) = [P(4(X) = Y)]" =1- L(¢)]n <(1-e)m.
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Finalmente, de (1 — ) < exp(—=x) se sigue (6.1)). Para probar (6.2)), para todo u > 0,
B(L6) = [ P(L}) > e
0
u (oo}
g/ ldt +/ P(L(¢}) > t)dt
0 u
:u+/ P(L(¢}) > t)dt

<u + |C\/ exp(—nt)dt
=u + |C|exp(—nu)/n

Como u es arbitrario podemos elegir el que minimiza u + |C| exp(—nu)/n. Derivando esto se da en u = log(|C|)/n de
donde se obtiene (|6.2)).

La hipétesis mingec L(¢) = 0 es muy restrictiva. Recordemos la cota (3.15))

L(r) — fnf L(6) < 2sup | L (6) ~ L(9)] (6:3)

Acotar sup,cc |ﬁn(¢) — L(¢)| conduce a acotar uniformemente en una familia de conjuntos, la diferencia entre la
medida empirica y la teérica de estos conjuntos. Esto se sigue de que, si v es la medida de probabilidad en R x {0,1}
del par (X,Y), es decir v(A) = P((X,Y) € A) con A C R x{0,1}, y v, es la medida empirica basada en una muestra
D,, de pares iid de (X,Y), es decir

vn(A) = % ZH{(Xi,Yi)eA}-
Entonces
1(8) = v({(w,v) : 6(x) # 4}).

Es decir, L(¢) es la v-medida del conjunto

{{z:o(@) =1} x {03} J {{z : o(2) = 0} x {1}}.

De forma andloga

£n(0) = va({(z.9)  0(0) £ u}).

Por lo tanto

sup [Ln(¢) — L(9)| = sup |vn(A) — v(4)],
peC AcA

donde A es la familia de conjuntos

{{o:o(e) =1} x {0} {{e: 6l) = 0} x {1}}, geC.

Es decir a cada ¢ € C le asociamos A € A, dado por

A={{z: o) = 1} x {0}} (U {{z: d(x) = 0} x {1}}.
Por la desigualdad de Hoeffding,
P(|vn(A) — v(A)| > €) < 2exp(—2ne?).
Por lo tanto si |A| < oo,

]P’( sup |v,(A) — v(A)] > e) < 2| Al exp(—2ne?).
AeA

La Teéria de Vapnik-Chervonenkis permite acotar la probabilidad anterior para el caso en que |.4| no necesariamente
es finito. Para eso vamos a empezar mostrando las ideas fundamentales en la prueba del Teorema de Glivenko-Cantelli,
en la préxima seccién.
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6.1 Glivenko-Cantelli

Teorema 6.3. Sean Zy,Zs,...,Z, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas, a valores reales,
con funcion de distribucion F(z) = P(Zy < z). Denotemos la distribucion empirica como:

1 n
i=1

entonces

P {Sup |F(2) = Fu(2)]| > s} < 8(n+1)e /32,
z€R

en particular, por el lema de Borel-Cantelli

lim sup |F(z) — Fu(2)| =0 con probabilidad 1.

n—+oo 2€R

Demostracion. Vamos a introducir algo de notaciéon que usaremos a lo largo de esta seccion.
1 n
v(A) =P{Z, € A} y vn(4) = - Z [{z,cay para todo conjunto medible A C R.
j=1

Denotemos A la clase de los conjuntos de la forma (—oo, z] con z € R. Con esta notacién

sup | F(2) — Fn(z)| = sup |v,,(A) — v(A4)|.
z€R AcA

Vamos a demostrar el teorema en varias etapas, siguiendo las ideas de simetrizacién de Dudley (1978) y Pollard (1984).
Asumiremos que ne? > 2 en caso contrario la cota es trivial.

PASO 1. Simetrizacién respecto de un remuestreo de Z. Definimos las variables Z7,..., Z!, € Rtal que Z1,..., Z,,
Z4,...,Z! son independientes e idénticamente distribuidas. Denotemos como v}, la medida empirica correspondiente
a la nueva muestra:

1 n
vn(A) = —~ > Tizieay-
i=1
Vamos a probar primero que para ne? > 2,

P{igyunm) —v(4)| > 5} < 2[@{323]””(,4) - v, (A)| > ;}

Para ver esto, sea A* € A para el cual |v, (A*) —v(A4%)
A* € A fijo. Entonces

> ¢ si tal conjunto existe. En caso contrario tomamos cualquier

]P’{itela}un(A) — v, (A)] > ;} > P{|Vn(A*) — U (A")] > %}

Vamos a acotar por abajo esta probabilidad, para eso observemos que
| (A7) = v(A)] < [ (A7) = v, (A9)] + [v, (A7) = v(47)].
Por lo tanto

3

{{\yn(A*) —v(A")| > 5} N {|u;(A*) —v(A%)] < ;}} c {|1/n(A*) — U, (A%)] < 5}.

De esto se sigue que

P{[vn(47) = v}, (47)] > g} > P{|vn(4") = (4%)] > &, v (A4") - v(a")| < 5}

2
=B {H{unm*)—u(m)x}[@ {‘”;L(A*) —v(AY)

&
<7Z,...,Zn} .
2‘ ! }

Donde en la ultima igualdad se usé

L vnany-vianyse
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depende tnicamente de Z1,...,Z,. E| Condicionado a Zi,...,Z,, la variable v/ (A*) tiene distribucién Binomial de
pardmetros n y v(A*) La probabilidad dentro de la esperanza puede ser acotada usando la desigualdad de Chebyshev:

v(A")(1 - v(AY))

P{ | (4%) - v(4")| < %‘Zl,...,Zn} >1-

ne?/4
>1 ! > — !
ne2 = 2’

ya que hemos supuesto que ne? > 2, donde las desigualdades anteriores son c.s. Obtuvimos entonces

8
AcA

3

) = 4[> £}

\ V

1IP>{yyn(A*) — (A7) > 5}

_ 2P{Sup [vn(4) = w(4)] > s}.

AcA

PASO 2. Simetrizacién por signos aleatorios. Sean o071, ..., 0, variables aleatorias independientes idénticamente dis-
tribuidas, con P(o7 = —1) = P(0; = 1) = 1/2, independientes de Z1,...,Z,,21,...,Z},. Como las Z1,Z},...,Zy, Z,
son independientes idénticamente distribuidas, la distribucién de

AeA

sup Z (Ia(Z;) — HA(ZI{))| ;

es la misma que la dd’]

sup |y 0i(1a(Zi) — HA(ZZ{))‘ .

A€A T

Usando el Paso 1,

" €
P sup |v,(A) —v(A >€}<2[F’ sup — )=1a(Z))| > =
{AeA| (4) - v(4)] {AeAn g a(Z) 2
" €
sup — —T4(Z)))| > =
{AeA LS 1) - 1a(20) 2}
Si acotamos
> oi(la(Zi) —1a(Z Ia4(Z 1a(Z!
i=1
obtenemos
€ 1 | €
P sup’z/n )—1/(A)|>5 < 2P supf Ta(Z:)| > = + 2P supraz]IA D> =
AcA AcA N 4 A€A M 4
€
= 4P < sup — olla(Z)] > = .
{AEA n Z 2 4 }
PASO 3. Condicionar a 71, ..., Z,. Para acotar la probabilidad anterior vamos a condicionar a Z1, ..., Z,. Fijemos
Zy,...,Zy € R, al variar z en R el nimero de vectores diferentes (11{219}7 . ,]I{anz}) es a lo sumo n + 1. Para
ver esto, supongamos que z < min(Zi,...,Z,) entonces (]I{Zlgz}a e ,]I{anz}) es el vector nulo. Por su parte si
z > max(Zy,...,Zy,) es el vector donde todas las coordenadas son 1. En general si z € [Z(), Z(0F1) siendo Z(*) el
i-ésimo estadistico de orden, entonces el vector (]I{ Zi<z}r- -5l anz}) tiene por lo menos ¢ unos (podrian ser maés).
Condicionando a Zy, ..., Z, podemos escribir

1a(Z

>Z‘Z1,...,Zn} (n+1) sup IP’{

AcA

g
- La( >f‘Z7...,Zn .
{i‘éﬁn Z" 4 17 }

PASO 4. Desigualdad de Hoeffding. Con z1, ..., 2, fijos, > i, 0;14(2;) es la suma de n variables aleatorias indepen-
dientes con media 0, a valores entre —1 y 1, por lo tanto si aplicamos la desigualdad de Hoeffding obtenemos

1 n
p{
n

=1

lobservar que A* depende de Z1,...,Zn
2para ver esto basta considerar los tres valores, -1,0,1 que toman X; = o; (]IA(Zi) - ]IA(Z;)) vy Y =14(Z;) —1a(Z]), y ver que estas
dos variables tienen la misma distribucién

14(Z;)

> Z‘Zl,...,Zn} < 2¢~7<%/32,
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Entonces

Hk\m

sup — ola(Z,
{AGA n Z '

Si tomamos valor esperado de ambos lados

Zyyeen, Zn} <2(n+ 1)6_"52/32.

ZUlHA >

=] ™M

{sup — } <2(n+ 1)677162/32.
AeA T

O

Observacién 6.4. La cota que se obtiene en el teorema anterior es peor que la famosa cota DKW (Dvoretzky-Kiefer-
Wolfowitz 1956) que establece que

P {sup |F(z) — Fo(z)] > 6} < 2e7 2
z€R

6.2 Coeficiente de Fragmentacion

Veamos ahora como generalizar el resultado anterior para el caso en que las variables Z; toman valores en R?, para
eso veamos primero algunas definiciones.

Definicién 6.5. Sea A una familia de subconjuntos medibles. Para (z1,...,2,) € (R?)", sea N4g(z1,..., 2,) el niimero
de conjuntos distintofl7 de la forma

{{zl,...,zn}ﬁA:AGA}ﬂ

definimos el nimero

s(A,n) = max Na(z1,---,2n)-

(21,52 ) ERE)™
Esto se denomina el n-ésimo coeficiente de fragmentacién de la familia.
Observacién 6.6.

1. Como funcién de (RH)™ — R, Na(z1,...,2,) toma una cantidad finita de valores posibles: 0,1,...,2", por lo tanto
se puede definir s(A,n) como un mdzimo y no como un supremo.

2. Si A C A es una subfamilia de conjuntos de la familia A, es inmediato que s(A’,n) < s(A,n) y, por lo tanto,
VAI S VA

Ejemplo 6.7. Para entender qué es el coeficiente de fragmentacion veamos un ejemplo simple. Supongamos que A es
la familia de todos los intervalos (—oo,t) con t € R, si tenemos X, = {X1,..., X, } un conjunto de n nimeros reales
que suponemos ordenados X; < Xy < ... < X, es claro que N4(Xy,...,X,) =n+ 1. Es decir a lo sumo podemos
elegir n+ 1 subconjuntos de X, usando A. Un resultado importante que veremos més adelante dice que la cantidad de
subconjuntos que podemos elegir con A (es decir conjuntos de la forma ANAX,, con A € A), es la misma que la cantidad
de subconjuntos de pares (X;,Y;) con Y; € {0,1} que podemos elegir con la familia de la forma A x {0} U A x {1}.

En R2, si la familia A es el conjunto de todos los semisespacios, es claro que si n > 2 no vamos a poder obtener
todos los subconjuntos de un conjunto de n puntos. Claramente s(A,n) < 2" y si s(A, k) < 2F para algiin entero k
entonces s(A,n) < 2" para todo n > k.

Definicién 6.8. Sea A una familia de conjuntos tal que |A| > 2. El mayor entero k > 1 para el cual s(A, k) = 2¥ se
denotard V4 y se denomina dimensién de Vapnik-Chernonenkis de A. E| Si s(A,n) = 2" para todo n entonces
V4 = 00. En el caso en que S(A, k) = 2¥ decimos que A fragmenta completamente a {z1,...,2,}.

Si, por ejemplo, tomamos A como los subconjuntos de la forma (—oo,x] con x € R entonces s(A,2) = 3 < 22 y
Vai=1.

Teorema 6.9. (Vapnik-Chernonenkis (1971)). Sea v una probabilidad, y A una familia de conjuntos, entonces, para
todo n y para todo € > 0 tenemos que

P { sup |v,(A) — I/(A)‘ > 6} < 8s(A, n)67"€2/32.
AcA

3contando el conjunto vacio
4podria ser {z1,...,2p}NA =10
Sobservar que como estamos pidiendo que |A| > 2, s(A,1) = 2 y por lo tanto V4 > 1
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Demostracion. La demostracion sigue las ideas de la prueba del teorema anterior. De forma andloga asumimos que
ne? > 2, en los primeros 2 pasos demostramos que
€
Z Uz]IA ) > 4} .

Esto puede hacerse de manera totalmente andloga a lo hecho en el teorema anterior. Veamos el paso 3.
PASO 3. Condicionar. Para acotar la probabilidad

AeA AeA T

]P’{sup |vn(A) = v(A)| >5} <4]P{sup

sup — oila(

{AEA n Z ' }

nuevamente condicionamos a Zi, ..., Z,. Fijemos z1,...,2, € R% y observemos que al variar A € A el ntimero de
vectores distintos (]IA(zl), .. ,]IA(zn)) es justamente el nimero de subconjuntos distintos, de {z1,...,2,}, que se

producen al intersectar con elementos de A. Por definicién este niimero no excede s(A,n).

g
- La( >7’Z,...,Zn .
{:zanZ“ 1% }

Por lo tanto es suficiente acotar la probabilidad condicional

1 n
p{
n

=1

Ja(Z

>§’Z1,...,Z < s(A,n)sup P
4 AeA

g
DV P/
>4’ 1 ’ }

Esto se hace igual que en el Teorema anterior, aplicamos la desigualdad de Hoeffding y obtenemos

> aila(Z:)

P { sup |vn(A) — v(A)] > 5} < 8s(A, n)e_"az/sz.
AeA

O

La cota anterior sirve si s(A,n) no crece muy répido con n. Si la clase A contiene, por ejemplo, a todos los
borelianos s(.A,n) = 2", y, por lo tanto, no es de utilidad.
En general una cota mejor que la que se obtiene en el Teorema es E|

P { sup |vn(4) — v(A)| > e} < es(A, n2)6_2”€2, (6.4)
AeA

La prueba de esta cota se puede ver como ejercicio guiado en [9].

6.2.1 Condicion necesaria y suficiente

De la demostracién anterior se puede probar que

P { sup [v, (4) — v(A)] > a} <8E(NA(Z1, ..., Zp))e "= /32,
AeA

De esto se sigue que se puede obtener la ley fuerte de los grandes nimeros, uniforme:

sup |v,(A) —v(A)] = 0  en probabilidad
AcA

i E(log (NA(Zl,...,Zn))>

n

— 0.

Ya que

E(NA(Z1,. ., Z0))e /32 = exp ( _ n(f , Jog(B[NA(Z,..., Zn)])))

32 n

Y, por la desigualdad de Jensen, log (E [NA(Zl, ceey Zn)]) > E(log (NA(Zl, ceey Zn))>

Vapnik y Chervonenkis probaron luego que esta condicién es necesaria para obtener una ley fuerte uniforme.

6observar que s(A,n) < s(A, nz), la mejora estd en el exponente de la exponencial, cuyo impacto es mayor ya que, en los casos donde
estas desigualdades son usadas, el coeficiente de fragmentacién es a lo sumo polinomial en n.
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6.2.2 Eleccion de clasificadores

Definicién 6.10. Si C es una familia de clasificadores ¢ : R? — {0, 1}, definimos .4 como la familia de subconjuntos
de R? x {0,1} de la forma

{{z: o) =1} x {03} {{z : ¢(x) = 0} x {1}}, ¢ecC.
El n-ésimo coeficiente de fragmentacion, s(C,n), de la familia de clasificadores C se define como
s(C,n) = s(A,n).
Anélogamente se define su dimensién de Vapnik-Chervonenkis como
Ve = Va.
Como consecuencia del Teorema de , y de la definicién anterior, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 6.11. Sea C una familia de clasificadores ¢ : R4 — {0,1}. Si denotamos L, (¢) = IS Laxiy: ¥
L(¢) =P(o(X) #Y).

]P’{ sup |f1n(¢>) — L(¢)| > z—:} < 85(C,n) exp(—ne?/32),
pel

P{L(¢Z) — <;15161£L(¢) > 5} < 85(C,n) exp(—ne?/128), (6.5)

donde ¢} denota cualquier clasificador en la clase C que minimice f/n(qﬁ)

El error del clasificador ¢}, que es éptimo empirico en la familia de funciones C, va a estar cerca del error tedrico
del mejor en C, por (6.5)). Muchas veces elegir ¢ es computacionalmente muy costoso y lo que se hace es elegir un
clasificador g,, tal que

]P’{En ) < inf L, n}>1—6n,
(9n) < fnf Ln(¢) +eny =
para algun par de sucesiones €,,d, — 0. En este caso se prueba lo siguiente
Ejercicio 6.12.
P{L(gn) — nf L(9) > e} < 60+ P{25up | L0 (0) — L(9)| > £ — = }.
bec pec

El siguiente corolario (que no demostraremos, puede verse como ejercicio guiado en [9]), muestra que minimizando
el error empirico en una cierta clase C (es decir tomando ¢,), la regla que se obtiene tiene un error que estd a menos
de C+/log(s(C,n))/n del error del mejor en la clase. Mas adelante veremos que podemos acotar s(C,n) < C'n'e si
Ve > 2 con lo cual si Ve < 0o, vemos que se puede obtener una cota del tipo C'y/log(n)/n donde C depende de V¢.

Corolario 6.13. Usando la notacion del Teorema [6.11]

E(L(¢Z)) — inf L(¢) < 16\/1Og(€ -8-5(C, n))

¢peC 2n

Una pregunta que surge naturalmente es si la eleccién que estamos haciendo del clasificador (minimizando L,, en
la clase C) es la mejor que se puede hacer, es decir, si no es posible encontrar una regla g,, basada en la muestra, que
mejore la cota del corolario anterior. Se puede probar que la cota del corolario anterior son 6ptimas, ver Teoremas
14.1 y 14.5 de [9).

6.3 Aspectos combinatorios de la teoria de Vapnik-Chervonenkis

Una propiedad importante para calcular coeficientes de fragmentacion establece que la cantidad de formas de
fragmentar n puntos Xi,..., X, de R? (elegir subconjuntos), con una familia A de subconjuntos de R? is igual a la
cantidad de formas de fragmentar pares de puntos (X1,Y1),...,(X,,Ys) (con Y; € {0,1}) tomando conjuntos de la

familia z:{AX{O}LJACX{1};146,4}.

Como mencionamos antes, A va a ser la familia de conjuntos de la forma {x : ¢(x) = 1}, y, por lo tanto, Aesla
familia de los pares (x,y) tal que ¢(z) # y. Como vimos, nos interesa s(.A,n).

Teorema 6.14. Para todo n, s(A,n) = s(A,n).
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Demostracion. Denotemos X,, = {X1,..., X, } vy D, = {(X1,Y1),...,(Xn, Ys)}. Vamos a probar primero que s(A,n) <
s(A,n). Sea A € A tal que ANAX, ={X;,,...,X;,}. Consideremos A € A definido como A = A x {0} U A¢ x {1}.
Entonces D,, N A corresponde a los pares (X;,Y;) donde los X; estan en {X;,,..., X, }, y su etiqueta Y; = 0. Es
decir para cualquier particién de X,, hecha con un A € A tenemos una de los pares (X;,Y;) formada por un elemento
A € A. Ver Figura

Veamos que si Ay, Ay € A dan particiones distintas de X,,, los correspondientes A;, A, € A dan particiones
distintas de D,,. Para ver esto supongamos que existe X;, € A1 N X, pero X;, ¢ Ay N A, el caso en que Xy, ¢ ANk,
pero X;, € Ay N A&, es andlogo. Recordemos que

212A1X{0}UA(12X{1} y ZQZAQX{O}UAEX{l}

= Si )/ij = 0, como Xij € Al, (Xz O) € A1 X {O} S Zl pero (Xij,O) ¢ ZQ, ya que )(1J ¢ AQ.

= SiY;, =1, (X;,,1) ¢ Ay yaque (X;;,1) ¢ Ay x {0} y (X;,,1) & A x {1} porque X;; € A;. Pero (X;;,1) € Az ya
que (X;.,1) € AS x {1}.

37?

Esto concluye la prueba de que s(A,n) < s(A, n). Para probar s(A,n) < s(A,n) consideremos n pares
(X1,0),..., (Xm,0), Xmt1,1), ..., (X, 1).

Supongamos que un conjunto A € A es tal que el correspondiente A = A x {0} U A¢ x {1} € A separa los pares
Nt = {(Xi,0), ..., (Xiy, 0), (X5, 1), -+, (X;,, 1)}, es decir por definicién AN D,, = Nj;. Esto significa que A elige
del conjunto X,, k puntos X;,,...,X;, entre Xq,...,X,,,. Ademds A° x {1} elige los pares (Xj,,1),...,(X},,1) por
lo tanto A tuvo que haber elegido los puntos {X,,11,..., Xn} \ {Xj,,..., X, }. Esto define una particién de los X,.

Al igual que antes si A;, Ay € A eligen pares distintos, entonces A;, Ay € A eligen puntos distintos. Esto prueba
que s(A,n) < s(A,n).

Figura 6.1: En la figura se muestra: con circulos y cuadrados rojos los puntos (XZL 0). Con circulos y cuadrados azules
se representan los pares (X;, 1).7 Los cuadrados rojos son los pares (X;,0) que A no logra agarrar, y los cuadrados
azules son los pares (X;,1) que A no logra agarrar.

O

Veamos ahora un teorema que nos permitird acotar superiormente s(.A,n) en términos de la dimensién de Vapnik-
Chervonenkis de la familia A.

Teorema 6.15. Si A es una familia de conjuntos con dimension de Vapnik-Chervonenkis V4 entonces para todo n

s(A,n) < min{znjVA} (’;) (6.6)

=0

Demostracion. Observemos que si V4 = oo entonces, por definicién, s(A,n) = 2" para todo n, y min{n,V4} = n.
Por lo tanto la desigualdad es, para todo n, una igualdad, por el teorema binomial. Supongamos que V4 < oco.
Vamos a probarlo por inducciéon en n y V4. Ademas, por definicion de V4, la desigualdad vale si sumamos hasta V 4,
sin explicitar que estamos sumando hasta min{n, V4 }, ya que si n < Vy, s(A,n) = 2",

Caso base: es la igualdad 2 = 2 para n = 1 para cualquier familia A con |A| > 1, ya que V4 > 1,y
s(A, 1) = 2. Es inmediato verificar que se cumple paran =2y V4 =1. En la Figura representamos como puntos
verde los pares (n,V4) donde vale la desigualdad en el caso base.

Paso inductivo Primero vamos a hacer algunas observaciones importantes: como V4 < oo , por definicién de Vg,
s(A, Va4 +1) < 2¥4 | esto implica que la desigualdad es una igualdad, para todo n < V4. Tomemos n = V4 + 1,
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Figura 6.2: En verde se representan los puntos cuyas coordenadas cumplen la desigualdad para el caso base. En
azul se representan los puntos para los cuales se asume que vale la cota en el paso inductivo, y, finalmente, el punto
rojo es el punto cuyas coordenadas queremos probar que verifican (6.6).

es decir no podemos fragmentar completamente un cierto conjunto X,, = {x1,...,z,} pero si uno con n — 1 puntos. A
los efectos de contar cantidad de fragmentaciones de X, con elementos de A podemos asumir que estamos contando
subconjuntos de X,,. Es decir, A lo podemos tomar como una familiar de subconjuntos de un cierto &,, tal que
s(A,n) = | Al

La hipoétesis de induccién es que es cierto para todo k < n, para toda familia de subconjuntos de {z1,...,z,}
de dimensién menor o igual que Vy, y para n y toda familia de dimensién menor que Vy4. En la Figura [6.2 estos
puntos se representan en azul. Queremos probarlo para el punto en rojo.

Definimos las siguientes clases de subconjuntos de {z, ..., x,}.

A ={A—{z,}: Ae A},

Y . . I

A={AcA:x, ¢ A, AU{z,} € A}.
Observemos que tanto A’ como A estén formados por subconjuntos de {z1,...,2,_1}. Veamos que |A| = |A'| + | A,
escribimos

A={A-{z,} 2, €A Ac AAU{A—{2,}: 2, ¢ A, A€ A}.

Bl B2

Es decir By son todos los subconjuntos que se obtienen quitando x;, de subconjuntos de A que lo contenian. Mientras
que Bs son los subconjuntos de A que no tenian a x,,. Por lo tanto B; N Bs = A. Entonces

\A'| = |Bi| + |Bs| = [Bi N By
_ ‘{A_{xn};xneA,AeA}‘Jr‘{A—{xn}?f”n¢A’A€A}‘_‘A‘
[t caaca)]+ [(aso g aaca)|- |4
= [A| - |4].

Como |A’'| < |A| y A’ es una familia de subconjuntos de {z1,...,Z,—1} podemos aplicar la hip6tesis de induccién y

obtenemos que
A -1
li — !/ _1 < .
|A'| = s(A',n );_1< ; >

Veremos que V; < V4 — 1, lo cual implica que

Al=sthn-1< S (")

i=1

Taqui estamos usando que nuestra hipétesis de induccién establece que vale para cualquier familia de conjuntos (en particular para
A"), y que Vi < Vy, ver Observacién
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por hipétesis de induccién. Para ver ésto consideremos un conjunto cualquiera S C {z1,...,z,_1} tal que A lo divide
completamente. Si probamos que S U {z,} es divido completamente por A entonces |S U {z,}| < V4 por definicién
de V4. Ademds, como S no contiene a x,, |SU{z,}| =S|+ 1.

Veamos que S U {z,} es divido completamente por A. Observemos que si S’ C SU{z,} y S’ no contiene a x,,
entonces S’ C S es dividido completamente por A, ya que S era dividido completamente por A C A.

Consideremos S C S cualquiera y veamos que S"U {z,,} es la interseccién de SU {z,,} y un elemento de .A. Como
S es dividido completamente por .A si S’ C S entonces existe un A € A tal que S’ =S5nN A. Pero como por definicién
ZTn & A, tenemos que

S = (Su{z,)NA y, por lo tanto S'U{zn} = (SU{zn}) N (AU {z,}).

Por definicién de A, A y Au{xn} estdn en A y por lo tanto SU{x,, } es dividido completamente por A. Pero como S era
un elemento arbitrario, dividido completamente por A obtenemos que V; < V4 — 1. Por lo tanto hemos demostrado

que
A p -1 [
— — / i - -
stam ==l <Y (T X (M)
=0 =0
Ny . . . n n—1 n—1
finalmente la conclusion se sigue de la identidad )= ; + 1) O

El siguiente teorema facilita el calculo del coeficiente de fragmentacién de varias clases de conjuntos.
Teorema 6.16.
1. Si A= A3 UAy, entonces s(A,n) < s(A1,n) + s(Az,n).
2. Dada una clase A definimos A° = {A°: A € A}. Entonces s(A°,n) = s(A,n).

>

3. SiA= {/1 NA:AcAAe fl}, entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).

4. St A= {/1 UA:Ac A Ae fl}, entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).

5 St A= {fl xA:Ae A Ae fl}, entonces s(A,n) < s(A,n)s(A,n).

Demostracion. Los puntos 1,2 y 5 quedan como ejercicio. Para probar 3 fijamos n puntos X1, ..., X,. Supongamos
que con conjuntos C1,...,Cy € A elegimos N < s(/l, n) subconjuntos distintos de X7, ..., X,,. Con subconjuntos de
A podemos elegir a lo sumo s(A, |C;|) subconjuntos. Por lo tanto, la cantidad de subconjuntos distintos, de X1, ..., X,
que podemos agarrar, con elementos de AN A estd acotada superiormente por

N N
Z s(A,|Ci]) < Z s(A,n) = Ns(A,n) < s(A,n)s(A,n)

donde hemos usado que en general s(A,n) < s(A,n + m). Esto prueba 3. Para probar el punto 4 observemos que
A={Advd:de A de Ay ={(AnA) :AecAde A}

Si usamos el punto 2,

Si ahora aplicamos el punto 3,
s({flc NA°:Ae A Ac fl},n) < s(A° n)s(A° n).
Y ahora volvemos a aplicar el punto 2. O
El siguiente teorema se sigue de forma inmediata a partir de la definicién del coeficiente de fragmentacién.
Teorema 6.17. Si A contiene finitos subconjuntos, s(A,n) < |A| para todo n, y por lo tanto V4 < log, |A| y
Veamos ahora dos ejemplos que muestran que la cota del Teorema [6.15]| es 6ptima.
Teorema 6.18.

1. 8i A= {(—o0,z]: & € R}, entonces Va =1y

s(A,n) =n+1= (g) n (T;)
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2. Si A es la clase de todos los intervalos de R, entonces Vi =2y

== () () )

Demostracion. El punto 1 es trivial. Para ver el punto 2, observemos primero que si tenemos 3 puntos, X1 < Xs < X3,
por conexidad, no se pueden elegir X; y X3 sin elegir Xs. Por lo tanto V4 = 2, ya que 2 puntos se pueden fragmentar
completamente con intervalos. Para calcular s(A4,n) observemos que hay n — k 4+ 1 subconjuntos de k puntos de
X1,..., Xy dela forma [a, b)) N{X1,..., Xpn} (que son {X7,..., Xp}, {Xa, ..o, Xir1}s oo o, {Xn—kt1,- - - » Xnn }- Ademds
hay que sumar el conjunto vacio. Por lo tanto tenemos

A =143 (ka1 = "Dy
, k=1 2
O
En R? tenemos el siguiente resultado.
Teorema 6.19.
1. 8i A= {(—00,21] X -+ x (—00,z4]}, entonces V4 = d.
2. Si A es la clase de todos los rectangulos V4 = 2d.
Demostracion. Para probar el punto 1 basta observar que {ey, ..., eq} los vectores de la base candnica, unién el origen
(0,...,0) no se pueden fragmentar completamente, pero si se puede fragmentar completamente ey, ..., eq.

Para probar el punto 2 vamos a ver primero que V4 < 2d. Esto se sigue de que los 2d puntos
(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1),(-1,0,...,0),(0,—-1,0,...,0),...,(0,...,0,—1)

se pueden fragmentar completamente con rectangulos. Para ver que no se pueden fragmentar 2d + 1 puntos. Dados
2d + 1 puntos cualesquiera, consideremos el conjunto X de puntos formado por: el punto con primera coordenada mas
chica, el punto con primera coordenada primera més grande, el punto con segunda coordenada mas chica, el punto
con segunda coordenada mas grande, y asi sucesivamente. Este conjunto tiene a lo sumo 2d puntos, es claro que el
punto de los 2d + 1 que resta, no se puede separar por rectangulos de X. O]

Teorema 6.20. Sea ¥ un espacio vectorial de dimension r < oo, de funciones de R? a valores reales. La familia de
conjuntos

A= {{xg(x) >0} :ge%},
tiene dimension V4 < r.

Demostracion. Tenemos que probar que un conjunto de m = r + 1 no se puede fragmentar con conjuntos de la forma
{z : g(z) < 0}. Fijemos m puntos X, ..., X, supongamos que podemos fragmentarlo completamente. Consideremos
el mapa lineal T : ¢ — R™

T(g) = (9(X1), - 9(Xm) ).

Como ¥ es un espacio vectorial de dimensién r < oo tenemos que dim(7(¢)) < r = m — 1. Por lo tanto existe
v=(V1,---,7m) € R™, ortogonal a T(¥), es decir para todo g € ¥,

19(X1) + -+ vmg(Xm) = 0.

Podemos suponer que alguno de los 7; es negativo, ya que si todos son positivos se toma —~. Podria pasar que todos
los i sean negativos. Escribimos la ecuacién anterior como

> wg(X) = D —wig(Xi).
3y >0 1:7y; <0

Donde si todos los g; son negativos a la izquierda la suma da 0. Si suponemos que el conjunto X7, ..., X, se puede
fragmentar completamente, entonces existe g € 4 que elige exactamente los X; con i : 7; > 0. Por lo tanto el lado
derecho de la ecuacién es estrictamente negativo, y el izquierdo > 0. Esto es una contradiccién por lo tanto no se
pueden fragmentar m puntos.

O

Como corolarios de este teorema se obtiene una cota para la dimensiéon de Vapnik-Chervonenkis de dos clases
importantes de conjuntos.

Corolario 6.21.
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1. Sea.,él:{:zc:axzb7 a € R?, bGR}. Entonces V4 =d+ 1.

2. Sea A la familia de todas las bolas cerradas de R%. Entonces V4 = d + 2.
Demostracion.

1. Se aplica el Teorema al espacio d + 1 dimensional generado por las funciones ¢;(z) = z; parai=1,...,d y
Pat1(z) = 1.

2. Se aplica el Teorema al espacio d + 2 dimensional generado por las funciones

d
= =il ¢a(x) = a1, baga(z) = T4, dara(r) =1,
i=1

ya que

d
Z\xz—al|—b—¢1 —2Z¢1+1 Jai + _aj —b.
i=1
O

En el caso de A sea la clase de todos los poligonos convexos, V4 = 0o, y esto vale en cualquier dimensién. Esto se
sigue de que cualquier subconjunto de un conjunto de n puntos en el circulo, se pueden elegir con poligonos.

Teorema 6.22. Para todosn >1yVy <n/2,

)

s(A,n) < enH( nJ,
donde H(x) = —zlogz — (1 — z)log(l — z) para z € (0,1), y H(0) = H(1) = 0.
La prueba del Teorema se sigue de forma inmediata de (6.6]) y del siguiente Lema:
Lema 6.23. Para k <n/2,

5 (1) et

=0

Demostracion. Introducimos A = k/n < 1/2. Por el teorema binomial,

= (A+ (1= >Z() A)”izi(j)(l_x)mu—w (va que A/(1 - ) < 1)

k
= ean(A) § (n)7
7
=0

O
Una consecuencia del Teorema es el siguiente Teorema
Teorema 6.24. Para todo n > 2V 4,
Va
s(A,n) < .
<% ()= (%)
Observar que si V> 2 (e/V4) < 1 y por lo tanto
s(A,n) < n¥a.
Demostracion. Usando el Teorema para V4 < n/2,
Va V. Vv vV,
) <o (] = Vi (1) - (1Y) (1 22)
n n n
n\ " Va V4
=| exp —n(l——)log(l——)
Va n n
<eVa
O
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6.4 Error de resustitucion

En la seccién vimos que si tenemos una muestra de testeo T}, y una de entrenamiento D,, podemos estimar
la probabilidad de error, L,,, que comete una regla g, basada en D,,. En algunos casos se puede estimar dicho error
en la propia muestra, por medio del error de resustitucién que definimos como

1 n
R
LYY = - D g x)#vi)

i=1

Donde g, es una regla basada en D,, = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)}. Es decir usamos la muestra D,, para entrenar el
clasificador, y para estimar su error. Es claro, en general

LY < L(gn) = P(ga(X) # Y|Dy,)

porque usamos la misma muestra para entrenar y calcular su error. En un caso extremo, si g, es la regla del 1 vecino
mas cercano es claro que L%R) = 0 ya que el 1 vecino mas cercano de cada X;, en D,, es X;. Se puede demostrar que
si k es suficientemente grande L%R) estima bien L(g, ). Este es el caso de las reglas que se construyen por medio de la
optimizacién en una clase con dimensién VC finita, pero deja afuera a los clasificadores por vecinos mas cercanos, y
a los clasificadores basados en histogramas, cuya dimensiéon VC es infinita.

Veremos primero un teorema que nos dice que si partimos R? en k celdas fijas, y usamos una regla de clasificador
gn que es constante en cada celda, el error de resustitucion L%R) estard préximo al error L(g,) del clasificador.

Teorema 6.25. Sea g,, una regla de clasificacion constante en las celdas de una particion de R? en k celdas. Entonces
]P’(|L£LR) — L(gn)| > €) <8-2"exp (— ne?/32)
Demostracién. Definamos A,, C R? x {0,1} como el conjunto (z,y) donde g, se equivoca, es decir

Ay = {(2,y) : gn(x) # v}
Por lo tanto L(g,) = P((X,Y) € A,|Dy,) y

1 n
Ly = = L(xivoean)
=1

Si denotamos v la medida asociada a (X,Y) y v, la empirica, L(g,) = v(4,) vy Ly = vn(Ay). Observar que aquf
primero sorteamos A,, y luego le calculamos su medida v y v, respectivamente. Como A,, depende de la muestra, por
ejemplo E(v,(4,)) # E(v(A,)). Si llamamos C a la clase de todos los conjuntos de la forma {(z,y) : ¢(z) # y} donde
#:R? — {0,1} es cualquier regla de clasificacién constante en las k celdas. Entonces

’L(gn) - L’I(’IR)’ < sup ‘V(C) - Vn(c)|
cecC
Tenemos que calcular el coeficiente de fragmentacion de la clase C. Por el Teorema[6.14] hay que calcular el coeficiente
de fragmentacién de la clase C’ de todos los subconjuntos de R%, que se obtienen como unién de celdas de una particién
fija. Como son k celdas, tenemos 2* elementos en C’. Por el Teorema tenemos entonces que s(C’,n) < 2. O

Observacién 6.26.

1. FEs importante tener en cuenta que en el teorema anterior la particion es fija. Si permitimos variar la particion el
coeficiente 2% aumenta. Para entender esto supongamos que d = 1. Una particion de R en k celdas es un conjunto de
k intervalos disjuntos. Por cada particion fija tenemos 2% fragmentaciones del conjunto de puntos, ya que podemos
elegir o no cada intervalo. Por otra parte la cantidad de fragmentaciones de n puntos de la recta que podemos hacer
con k intervalos disjuntos es
n+k
(")

Es decir la cantidad de fragmentaciones de n pares (X;,Y;) tal que X; € R yY; € {0,1}, para i = 1,...,n, con
subconjuntos de la forma

{{w: on@) =0} x (U} U {{o: om(0) = 1} x {0}}

donde ¢p, es cualquier regla de clasificacion constante en celdas de una particion Py, estd acotada superiormente
2k n+k
por ( i )

2. Si en RY tenemos un hiperplano, podemos fragmentar n puntos X1,...,X, de a lo sumo n*t! formas como se
sigue de aplicar el punto 1 del Corolario[6.2]], y el Teorema[6.24 Por lo tanto la cantidad de formas de fragmentar
n pares (X;,Y;) con reglas de clasificacion constantes en las celdas de una particién de R? por 1 hiperplano estd
acotada superiormente por 4pd+t,
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3. Si tenemos a lo sumo k hiperplanos, podemos fragmentar n puntos X1, ..., X, de a lo sumo n*tV* formas como
se sigue de aplicar el punto 3 del Teorema y la cota n®™' que vimos antes. Por lo tanto la cantidad de formas
de fragmentar n pares (X;,Y;) con reglas de clasificacion constantes en las celdas de una particion de R? por a lo
sumo k hiperplanos estd acotada superiormente por 2¥n(d+Dk,

Una consecuencia importante de la observacién anterior es que elegir la regla que minimiza L%R) es en algunos
casos cercano a lo 6ptimo, para ciertas reglas basadas en particiones, posiblemente dependientes de la muestra. Para
eso denotamos C, a la clase de todas las reglas de clasificacién construidas en base a particiones de R? dependientes
eventualmente de la muestra, usando a lo sumo k hiperplanos, como en el punto 3 de la observacién anterior. Denotemos
¢r ala regla en C,, que minimiza L%R) en C, es decir

L (65) < LI (¢n)  ¢n € Ca (6.7)
De la cota (3.15)) sabemos que

L(¢t) — inf L(¢) <2 sup |LIP(¢,) — L(¢)|-
bn€Cn én€Cn

Por lo tanto procediendo igual que en el Teorema [6.25] si usamos el punto 3 de la observacién anterior obtenemos
el siguiente resultado

Corolario 6.27. Sea C, la clase de todas reglas de clasificacion binaria basadas en particiones de R? en a lo sumo
k celdas, que son constantes en las celdas. Sea ¢}, como en .

—ne

]P><L(¢;;) — inf L(¢n) > e) < 8-2F(n 4 1)+ Dk exp ( 12;). (6.8)

¢n€Ch

En particular si k = o(n/log(n)), L(¢}) — infy, cc, L(¢n) — 0 en probabilidad.

8]a particién puede depender de la muestra
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7 Regresion por minimos cuadrados

En este capitulo vamos a mostrar algunos resultados que son el equivalente de la teoria V.C. que vimos en el
capitulo anterior, pero para el caso de regresién en lugar de clasificacién. No vamos a ver demostraciones, las mismas
pueden encontrarse en [I5] En el problema de estimacién de minimos cuadrados, minimizamos el riesgo empirico La:

%Z F(X0) - il (7.1)

sobre un conjunto de funciones F,, que depende del tamano de la muestra n.

Si Xi,..., X, son todos distintos (lo que ocurre con probabilidad 1 si X tiene densidad), entonces minimizar ([7.1))
lleva a una estimacién que interpola los datos (X1,Y7),...,(X,,Y,) y tiene riesgo empirico L igual a 0. Obviamente,
no serd consistente en general.

Por lo tanto, primero se elige una clase “adecuada”’de funciones JF,, (quizds dependiendo de los datos, pero al
menos dependiendo del tamano de la muestra n) y luego se selecciona una funcién de esta clase que minimiza el riesgo
empirico Lo, es decir, se define la estimacién m,, por

1 n
() = m — Y |F(X) - Y%
Mo (+) arg}?ﬁ%nj:l'f( i) = Yl

lo que significa, por definicién,

RIS
My € Fn  y —Z|mn —Y|2:mnEZ|f(Xj)—Yj|2. (7.2)

Aqui asumimos la existencia de funciones minimizantes, aunque no necesariamente su unicidad. En casos donde
los minimos no existen, el mismo analisis puede llevarse a cabo con funciones cuyo error es arbitrariamente cercano
al infimo, pero, por simplicidad, mantenemos la suposicién de existencia. Se puede ver que en la mayoria de las
aplicaciones los minimos de hecho existen.

La clase de funciones candidatas crece a medida que el tamafio de la muestra n crece. La eleccién de F,, tiene dos
efectos sobre el error de la estimacion. Por un lado, si F,, no es demasiado grande, entonces el riesgo empirico Lo esta
préximo al riesgo Lo tedrico, uniformemente sobre F,,. Es decir, el error introducido al minimizar el riesgo empirico
L5 en lugar del riesgo Ly sera pequeno. Por otro lado, debido al requisito de que nuestra estimacion esté contenida en
Fn, no puede ser mejor (con respecto al error Lo) que la mejor funcién en F,,. Esto se formula en el siguiente lema:

Lema 7.1. Sea F,, = F,,(D,,) una clase de funciones f : R — R dependiendo de los datos D,, = {(X1,Y1),..., (Xn, Yn)}.
Si my, satisface (7.2)) entonces

1
feEF, | T j

/ ) = m(a) () <2 s | D15(6) < G - B0 - YPY |+ g / (@) — m(z) Pudz). (7.3)

El lema anterior establece, al igual que en la teoria de V.C, que para demostrar la consistencia de un estimador
que minimice (7.1), hay que probar dos cosas

1. el riesgo empirico Ly es uniformemente (sobre F,,) cercano al riesgo Lo. Es decir, el primer término de la ecuacién

(7.3) converge a 0.

2. el segundo término se va a 0, es decir, la familia F,, se hace densa en L?(u).

Para ver el primer objetivo sea Z = (X,Y), Z; = (X;,Y:) 1= 1, ..., n), g¢(z,y) = |f(x) —y|* para f € F,, ¥y
Gn = {9y : f € F,}. Entonces, la convergencia del primer término en ([7.3) es equivalente a probar

gbeugp Zg —E{9(Z2)}| =0 (n—o0) cs. (7.4)
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Sea Z, 7y, Zs, ... una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con valores en R?,
y para n € N, sea G, una clase de funciones g : R — R. Veremos condiciones suficientes para (7.4).
Si g : RY — [0, B], entonces por la desigualdad de Hoeffding

2

PO D0(2) ~Blg(2)}| > e p < 27

por lo tanto, si |G,| < oo,

n

1 _ 2ne2
B3 sup |- g(7) ~ Blg(2)}| > e < 2GaleE (7.5)
9€Gn -
Jj=1

Para clases finitas G,, que satisfacen

e2

> [Gule™ BT < o0 (7.6)
n=1

para todo € > 0, (|7.4]) se sigue de (7.5 y el lema de Borel-Cantelli. En las aplicaciones, (|7.6)) no se cumple porque
G,, tiene cardinal infinito. Pero a veces es posible elegir conjuntos finitos G,, . que satisfacen (7.6]) y

sup %Z ~E{g(Z)} > e p C{ swp %Z ~E{g(2)}] > ¢

9€Gn
para algin ¢ dependiente de € pero no de n. De la inclusién anterior se sigue que si la clase G,  verifica (7.6) se sigue
(7.4). Para construir clases G, . adecuadas, vamos a introducir las siguientes definiciones

Definicién 7.2. Sea € > 0 y sea G un conjunto de funciones de R% a R. Un conjunto finito de funciones g,...,gn :
R? — R con la propiedad de que para cada g € G existe un j = j(g) € {1,..., N} tal que

l9 = gilloo := suplg(z) — g;(2)] <€
z
se llama un e-cubrimiento de G con respecto a || - ||oo-

Definicién 7.3. Sea ¢ > 0y sea G un conjunto de funciones de R? a R. Definimos N (¢, G, || || ) la menor cantidad de
funciones de un e-cubrimiento de G con respecto a || - || . Si no existe tal cubrimiento definimos N (e, G, || - ||s) = 00.
ElN(6,G,| - |l~) se denomina niimero de e-cubrimiento de G con respecto a || - ||« y se abrevia como N (€, G).

Observaciéon 7.4. Es claro que una definicion andloga se podria haber hecho si en lugar de tomar la norma infinito
se toma la norma LP(v), donde v es una medida de probabilidad en R?. En este caso el e-cubrimiento se denota

N(€7ga H ! ||LP(V))'
Se puede probar el siguiente resultado (ver Lema 9.1 en [15])

Lema 7.5. Paran € N, sea G,, un conjunto de funciones g : R — [0, B] y sea € > 0. Entonces

sup Z —E{9(2)}| > € p <2N(€¢/3,Gn)e”

1
geGn |1V 2

Dado que en la probabilidad anterior el supremo se toma sobre un conjunto posiblemente no numerable, puede
haber algunos problemas de medibilidad. En el libro de van der Vaart y Wellner (1996) [34], este problema aborda
usando la nocién de probabilidad exterior. En la mayoria de nuestras aplicaciones, bastara con considerar conjuntos
numerables de funciones; por lo tanto, aqui y en lo sucesivo, ignoraremos completamente este problema.

Observacion 7.6. Si la clase de funciones del Lema anterior verifica
oo ome?
Z./\/’OO(€/3,Q7L)6_9T§7 < 00
n=1

obtenemos ([7.4)).

El siguiente teorema relaciona la posibilidad de obtener una ley de los grandes niimeros uniforme para toda funcién
de una familia G de funciones, como en ([7.4)), con la dimensién V.C. de los conjuntos de nivel determinados por las
funciones de G. Si G es una clase de funciones g : R — R vamos a denotar estos conjuntos como

g+:{{(z,t)eRde:tég(z)}ig€g}~

Del Teorema [6.20] se sigue que si G es un espacio vectorial de funciones de dimensién r, Vg+ =17+ 1.
El coeficiente de fragmentacién de los conjuntos de nivel de una familia de funciones estd relacionado con el
e-cubrimiento respecto de la norma LP, como establece el siguiente Teorema
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Teorema 7.7. Sea G una clase de funciones g : RY — [0, B] con Vg, > 2, seap > 1, sea v una medida de probabilidad
enRY, 4y sea 0 < e < %. Entonces

(24

Vi
2eBP . 3eBP\ 9t
N (&G lp, ) < 3( > log > '

Teorema 7.8. Sea G una clase de funciones g : R = R y sea G : R — R con G(z) := sup,¢ g(x)| . Supongamos
que EG(Z) < 00 y Vgy < 00. Entonces

sup

=0 (n—o00) as.
geyg

L3 g(7:) ~Eg(2)
i=1
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8 Redes Neuronales

8.1 El perceptron de Rosenblatt

Vamos a empezar recordando la regla de clasificacién binaria, ¢, basada en un hiperplano, que vimos en el capitulo

@7 .
¢(x):{0 si(z) <1/2 (8.1)

1 en caso contrario

donde .
Y(z) =co + Zcﬂi =co+c'z,
i=1
x=(x1,...,24),y ¢ = (c1,...,cq). Este clasificador (denominado perceptrén) es un ejemplo de red neuronal sin capas

ocultas. Como mencionamos en el capitulo [4} si no hacemos hipétesis adicionales sobre la distribucién de (X,Y) y
hallamos los parametros cg y ¢ por medio de la minimizacién de L, = > i g, (x:)#y, estamos siguiendo lo que en la
introduccién llamamos la cultura de los algoritmos.
Como vimos antes, no es universalmente consistente, como sera el caso de las redes neuronales de una capa.
Antes de definir las redes con una capa oculta, vamos a llamar sigmoide a una funcién, que usualmente denotamos
como o : R — R, y en general se toma no decreciente. Algunos ejemplos clasicos de sigmoides son

J(gc):{_l siz <0

1. El sigmoide umbral

1 sixz >0

2. El sigmoide logistico
1 —exp(—=x)

ol@) = 1+ exp(—x)

3. La funcién ReLu (rectified linear unit), og(x) = méx{0,z}.

Definicién 8.1. Una red neuronal con una capa oculta y k neuronas es el clasificador ¢ que se obtiene tomando

en la funcion
k
Y(x) =co+ Z Ci0(¢i($)). (8.2)

i=1

Aqui las funciones 1; son combinaciones lineales que escribimos como
d
’L/)Z'(.]J):bi-i- E QT i=1,...,k
Jj=1

La matriz que contiene los pesos a;; (que usualmente se denotan a%j para indicar que corresponden a los pesos de
la primera capa), la denotamos como W1. Tiene, por lo tanto, dimensiones k x d.

(Va(e).- (@) =0t 4 Wa
donde b' = (by,...,bg). Las funciones o (¢;(z)) se llaman neuronas. Ver Figura

Ejemplo 8.2. Supongamos que tomamos en dimensién 2, k = 3, como en la figura El plano queda dividido en,
a lo sumo, 7 regiones. Si usamos el sigmoide umbral cada una de esas regiones se corresponde con una terna de 1y
—1, a la cual se le puede asociar un vértice en el cubo [~1,1]* . No necesariamente todo vértice tiene asociado una
regién, como se ve en la figura el punto en negro tiene coordenadas (1, —1,1) y no tiene una regién asociada. Si
tomamos en co=1/2, c1 = ca = c3 = 1, la regla ¢(x) = Ly(5)>0 asignard la etiqueta 1 a las 3 regiones del plano
cuyas ternas tienen 2 o mas unos (es decir 2 o mas clasificadores lineales 1); lo clasifican como 1). Si hay 2 o mas —1
lo clasifica como 0. Esto corresponde a separar en el hipercubo, con el hiperplano ortogonal al vector (1,1,1). Otros
valores de cg, ¢y, co ¥ c3 corresponden a particiones de puntos en el hiperplano con otro plano.
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Figura 8.1: Red neuronal con una capa oculta, ver Definicién

Figura 8.2: Los puntos en rojo serdn etiquetados como 0 con la regla ¢ si tomamos ¢g = 1/2,¢1 = co = ¢c3 = 1. El
punto en negro corresponde al (1, —1,1) y no tiene una regién del plano asociada.
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8.2 Redes con L capas

El procedimiento anterior se puede iterar, veamos como quedan las férmulas para el caso de 2 capas. Para la regla

¥ en (8.2) usamos

!
U((21,...,21)) :coJchizi. (8.3)

donde

k
2 :U<di0 +Zdijuj>7 1<i <,
i=1

d
uja<bj+2ajixi>, 1§]§]€
i=1

Aqui decimos que tenemos k neuronas en la primera capa oculta, y | neuronas en la segunda capa oculta. Vamos
a escribir esto como composicién de funciones.

Supongamos que x € R?, consideremos ¥; : R? — R* tal que para j = 1,...,k, (¥1(z)); = bj—|—zgl:1 ajiz; = ;(x).
Entonces u = o(¥1(x)), donde aplicar o al vector ¥; significa que la aplicamos por coordenadas. La funcién o(¥)
es la primera capa oculta.

Definimos ¥y : R* — R! tal que para todo i = 1,...,1 (¥9(z)); = dso + (d;, z) donde d; = (d;1,. .., d;;). Entonces

2= o—(\yz (U(\Pl(x)))>

La funcién o(¥s) es la segunda capa oculta. Finalmente, aplicamos la funcién linea ¢ : R — R dada en (8.3) y la
regla de clasificacién (8.1]). Ver Figura

o(¢r(z))

Co

A

/

1 N\

k

\H l/

<l

k
o+ dijo(0;(2))
Jj=1

o (i (@) :
— -

dio

Figura 8.3: Red neuronal con dos capas ocultas, z; resulta de aplicar la sigmoide o a d;g + Z§:1 dijo(y;(x)) de la
capa anterior

Las redes asf construidas se llaman en inglés “feed-fordward” (propagacién hacia adelante), més adelante veremos
el caso general de este tipo de redes. El nombre proviene del hecho de que el “output” y = ¢(x) se obtiene como
composicion sucesiva de funciones, por lo tanto en el paso siguiente se usa el valor anterior. Podemos escribirlas como

ole) = 1* (f"”“l (72 fl(x))>

Donde las f*,..., f' son k funciones que dependen de pardmetros. La funcién f! es la primera capa oculta, f? la
segunda, etc.

Es claro que la cantidad de pardmetros a determinar es (d+ 1) x k para la primera capa, (k+1) x [ para la segunda
capa, y finalmente, k + 1 para la ¢ dada en . En general la cantidad de pardmetros va a ser mucho mas grande
que la cantidad de datos. Més adelante veremos como estimar los parametros y un resultado que establece que las
redes neuronales con una sola capa oculta son consistentes, cuando k£ crece de manera adecuada.
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8.3 Lafuncion XOR y el sigmoide ReLu

Los sigmoides acotados tienen el problema de que valores grandes de x los transforman en valores muy proximos de
o(x). Esto se conoce como fendmeno de saturacién, y conlleva a problemas a la hora de estimar los pardmetros. Intui-
tivamente, lo que sucede es que, como usualmente los pardmetros se estiman por el método del gradiente estocastico,
el cual computa VL, , entonces, si los valores de o estd muy préximos entre si el gradiente de L, va a ser préximo
a 0 en estos casos. Para evitar esto se usa el sigmoide ReLu, que denotaremos como og, y es or(x) = max{z,0}.
Veamos a modo de ejemplo como queda una red neuronal de una capa, para aproximar la funcién XOR. Denotemos
X = {(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)}, recordemos que la funcién XOR : X — {0,1} y vale XOR((z,y)) =1siz #y, y 0 en
otro caso. Quisieramos minimizar en 6, .

1> (XOR(@) — f(x,0))"

zeX

Es facil ver que no se puede aproximar XOR con error 0 usando en (8.1) una funcién 1 lineal. Vamos a tomar una
como en (8.2)) con o la funcién ReLu y k& = 2. Tomamos 91 ((z1,x2)) = 21 + x2, ¥Y2((x1,22)) = 21 + 22 — 1, o = 0,
c1 =1y co =—2. Por lo tanto nos queda

w((xl,xg)) = méx{O,:cl + :EQ} — 2méx {O,xl + 29 — 1}.

8.3.1 Otras redes que no veremos

Existen muchas variantes de las redes neuronales que veremos aqui (que son las que se denominan “feed forward”).
Las redes feewforward (ver [16]) son la forma mds simple de red neuronal. Su nombre se debe a que la informacién
se mueve en una sola direccién, desde la entrada hasta la salida, sin ciclos ni retroalimentacién. Son adecuadas para
tareas de clasificacion y regresion. Vamos a mencionar brevemente otras.

Redes Neuronales Recurrentes (RNN)

Estan disenadas para trabajar con datos secuenciales. Tienen conexiones hacia atras, lo que permite que la infor-
macidén persista y se use en futuras etapas. Cominmente usadas en el procesamiento de lenguaje natural (NLP), series
temporales y reconocimiento de voz. Variantes incluyen LSTM (Long Short-Term Memory) y GRU (Gated Recurrent
Unit), que mejoran la capacidad de las RNN para manejar dependencias a largo plazo. Ver, por ejemplo, [10].
Redes Neuronales de Retroalimentacion (Feedback Neural Networks)

Incluyen una red completamente conectada donde las salidas pueden circular de nuevo como entradas. Utilizadas
en aplicaciones como redes autoasociativas y modelos de memoria. Ver, por ejemplo, [I7]

Redes de Crecimiento y Competicion (GNG)
Son redes adaptativas que crecen dindmicamente para ajustar su estructura a los datos de entrada. Utilizadas en

clustering y andlisis de datos no supervisados. Ver, por ejemplo, [12].

Redes de Kohonen (Mapas Autoorganizados, SOM)

Redes neuronales no supervisadas que proyectan datos de alta dimensién en un mapa de menor dimensién. Utiles
para la visualizacién de datos y reduccién de dimensionalidad. Ver, por ejemplo, [20]
Redes de Boltzmann (Boltzmann Machines)

Redes estocasticas que pueden aprender una distribucién de probabilidad sobre sus entradas. Incluyen variantes
como las Restricted Boltzmann Machines (RBM) y las Deep Belief Networks (DBN). Ver, por ejemplo, [I]
Redes Neuronales de Funcion de Base Radial (RBF)

Utilizan funciones de base radial como funciones de activacion. Adecuadas para problemas de clasificacién, regresién
y control. Ver, por ejemplo, [7]
Redes Neuronales de Memoria Asociativa

Disenadas para almacenar y recuperar patrones basados en su similitud con patrones de entrada. Ejemplos incluyen
redes de Hopfield y redes de contenido direccional. Ver, por ejemplo, [18]
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Redes Generativas Adversariales (GAN)

Compuestas por dos redes (generador y discriminador) que compiten entre si. Utilizadas para la generacién de
datos sintéticos, incluyendo imdgenes y audio. Ver, por ejemplo, [14].

Redes Neuronales Modulares

Consisten en varios médulos que pueden ser entrenados de manera independiente y luego combinados. Utiles para
problemas complejos que pueden ser descompuestos en subproblemas mds simples. Ver, por ejemplo, [19].

8.4 Particiones aleatorias con hiperplanos y redes neuronales

La regla de clasificacién de la Figura le asigna a un x en la particién la etiqueta 0 si més de la mitad de
los clasificadores %; lo clasifican como 0, y asigna la etiqueta 1 en caso contrario. Otra posibilidad que vimos en el
capitulo anterior, si tenemos una muestra D,, = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)}, es hacer voto mayoritario en la celda que
contiene a z. Después veremos como escribir esta regla como una red neuronal de dos capas. Veamos que esta regla
es consistente.

8.4.1 Consistencia

Consideremos C,, el conjunto de todas las reglas de clasificacién definidas en R? que se obtienen al variar k
hiperplanos y que son constantes en cada particién que queda determinada. El Corolario muestra que si tomamos
k = o(n/log(n)), L(¢}) — infy, cc, L(¢n) — 0 en probabilidad, siendo ¢} la regla que se obtiene al minimizar en C,
el error de resustitucién, que recordemos que es

1 n
R
LYY = - D g (x)2vi)-
1=1

Como la clase C, contiene en particular la regla de histogramas ciubicos de la subseccién " que se obtiene
si hacemos una grilla con los k hiperplanos paralelos a los ejes E], y por el Teorema esta regla es universalmente
consistente, es decir E(L,(¢f)) = L(¢f) — L*, tenemos que infy, ec, L(¢n) — L*. Con lo cual L(¢}) — L*
en probabilidad. Observar que las redes neuronales con el sigmoide umbra son constantes en cada elemento de la

particién (ver (8.2)).

8.4.2 De particiones a redes neuronales de 2 capas

Veamos que la regla de clasificacién que, dada una particién de R? en k hiperplanos, constante en cada elemento
de la particiéon que determinan estos hiperplanos, y cuya constante se elije por voto mayoritario de las etiquetas Y; de
los puntos de la muestra que cayeron en ese elemento de la particién, se puede escribir como una red neuronal con 2
capas.

Si tenemos k hiperplanos que definen k funciones lineales v¥; como antes, podemos tomar

b(z) = Ly, (2)>0 - - -» L () >0) € {0, 1},

A cada regién i le podemos asignar el vector b = b(x). Vamos a denotar r al nimero de regiones. Observar que r es
menor o igual que 2F. Para cada b’ vamos a definir vectores ¢* que cumplan

d=(c,...,ck) talque (c",b")+ch >0 y (b)) +ch <0 textparatodo j # i. (8.4)
Sea i fijo, si todas las coordenadas de b’ son nulas, tomamos ¢} = 1/2 y definimos ¢ = —(1,...,1), es inmediato
que se cumple va que (¢, b") + ch = cbh = 1/2 y (¢!, b)) + ¢ < —1/2. Si alguna coordenada de b’ es no nula,
definimos ¢ = —k +1/2 y ¢' como el vector que vale k en una de las coordenadas no nulas de b%, 0 en el resto de las
coordenadas no nulas, y —k en las coordenadas nulas. Por lo tanto (c?,b) = k mientras que (c?, ') < 0.
Tomemos o la funcién sigmoide umbral. Definimos para cada regién i, el vector z € R”,

2 = cr((ci,bi) Jrcé) y oz= cr((ci,bj> Jrcf)) sij#i

Es decir, por cada regién i tenemos un vector de r coordenadas Z' = (z1,...,2,) donde z; =1y z; = —1 en las otras
coordenadas.
El objetivo ahora es definir un vector de pesos w = (wy,...,w,) € {—1,1}" y wo € {—1, 1}, tal que para todos los

r vectores z que definimos antes, se verifique

a((z, @) + wo) _ {1 si la etiqueta de la regién ¢ fue 1 (8.5)

—1 sila etiqueta de la regién i fue 0

Ipodemos tomar por ejemplo k = n/log(n)? y partir [—log(n), log(n)]¢ en k hiperplanos
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Es decir, si tenemos x en la primera capa de la red calculamos b(z) y luego 2* = z%(x) como antes. En la segunda
capa asignamos una etiqueta aplicando la funcién o({z, w) + wy).

Supongamos que en la particién hay s regiones que votaron 1 y t regiones que votaron 0. Definimos wy = 1+ s —t.
Si en la regién [ el voto fue 1 definimos w; = 1, si en la region [ el voto fue 0, definimos w; = —1. Sea ahora z, z; =1
y #j = —1 para todo % # j con lo cual

(z,w>+w0:wiwaj+1+sft
i

Considerando los casos en que w; =1 o w; = —1 se llega a .

Esto prueba que regla de clasificacién basada en una particién se puede ver como una red neuronal de dos capas
con sigmoides de tipo umbral. Observar que esta regla tiene en total k + 2* neuronas, ya que son k en la primera capa
para determinar la posicién del punto en la particién y 2F para la etiqueta final que se obtiene con .

8.4.3 Consistencia de las redes con 1 capa

Llamemos C} a las reglas de clasificacién que se obtienen usando con y en total k neuronas. Si tenemos
m hiperplanos, vimos que hacer voto mayoritario en las celdas da como resultado una regla en C§ si k = m + 2™ (ya
que en la primera capa de la red aplicamos la funcién b). Esta regla es consistente si m — oo adecuadamente como
vimos en la subseccién Estas reglas estan basadas en redes neuronales con dos capas ocultas. Veremos que lo
mismo vale si tenemos k neuronas con una sola capa oculta.

Denotemos CF las reglas de clasificacién (8.1)), es decir ¢(z) = [{y(z)>1/2y ¥ usando (8.2), es decir k neuronas y 1
capa oculta. Por (3.11)) tenemos que

)

L(¢) — L* < 2E[¢(X) — m*(X)

donde m*(z) = P(Y = 1|X = z). Por lo tanto infyccr L(¢) — L* cuando k — oo si existe {¢x}x con ¢p(z) =
Ly (z)>1/2 € CF tal que

E|¢y(X) —m*(X)| = 0.

Es decir tenemos que probar que la familia de funciones (8.2)), al variar k, es densa en L;(u) para toda . El siguiente
lema prueba que una condicién més fuerte es aproximar 7 uniformemente en cubos [a,b]¢ C R? para todo a,b € R.

Lema 8.3. Supongamos que §y es una familia de funciones tal que para toda g continua, para todo a,b € RE

lim inf - =0.
2, s M) = et)

Entonces, para toda distribucion de (X,Y),

klggo ¢1é1cfk Lie) - 17 =0,

donde C* es la clase de reglas de clasificacion de la forma Ty (e)>1/2) con ¥ € i

Demostracion. Sea e > 0 fijo, tomemos a, b suficientemente grandes tal que j([a, b]?) > 1—¢/6 siendo p la distribucién
de X. Sea 7 continua tal que 7 (z) = 0 si z ¢ [a,b], y

Em*(X) —m(X)| <e/6
Sea ky f € 5 tal que
sup |f(z) — ()| < /6.

z€[a,b]?d

Por lo tanto si ¢(x) = Ij¢(z)>1/2}, por (3.11)

L(¢)—L" < 2 / |m* () — ()| Px (dx)

Rd

< 2/[a’b]d ‘m*(x) _ f(a:)|PX(dx) + 2/([a7b]d)c m:(lai) Px (dx)
< 2E||F(X) = (X)) Lxclae] + 2E[m(X) = m*(X)| + /3
< 2 swp |f@)—r@)|+2/3 < <

z€la,b]d

2en lo que sigue asumimos que f € . es 0 fuera de [a, b]?.
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Teorema 8.4. Para toda f : [a,b]? — R y para todo € > 0, existe una red neuronal con una capa oculta, y 1 como

en tal que
sup |f(a:) - w(x)‘ <e. (8.6)

z€la,bld
Demostracion. Vamos a probar el resultado para el sigmoide umbral,
-1 siz <0
o(x) = { -

1 sixz >0

La extension a cualquier sigmoide queda como ejercicio. La idea es primero aproximar f por una combinacién finita

de sin y cos. Usando la aproximacion de Fourier existen un entero M, nimeros reales no nulos ay, ..., oz, B1,-- -, B,
y vectores de R%, mq, ..., m tal que
M T m €
sup g {041- cos (fmlTx> + f3; sin (fmZTw)} —fl@)] < =. (8.7)
z€la,b]d | ;2 a a 2
La idea ahora es aproximar con redes neuronales de una capa, es decir con funciones de la forma
k
E cio(a;x+b;)+cg xz€R (8.8)

i=1

los M funciones cos y M funciones sin en . Observemos que, para = € R,
1
I (z) = 5(0(:10 —b) +o(—z+¢)).

Por lo tanto, cualquier combinacién lineal finita > a;l¢, para C; intervalos de R se puede escribir en la forma (8.8]).
Cualquier funcién continua se puede aproximar uniformemente en un intervalo acotado por una combinacion lineal de

indicatrices, con lo cual existen u; y v; para todo i = 1,..., M, funciones de R? a R tal que
T €
sup |ui(x) — cos (fm- m)‘ <
2€la,b]d (@) a " 4M ey
Y 0 €
: T
sup |vi(x) —sin (fm» a:)‘ < .
z€[a,b]d l( ) a " 4M‘62|
Por lo tanto de la desigualdad triangular,
M T T M €
sup Z {ai Ccos <fmiTm> + f3; sin (fszx)} - Z ajui(z) + Bivi(x)| < =. (8.9)
z€la,b]d | a a i=1 2

Definimos

M
U(@) = aui(e) + Bivi(x).
i=1
De (8.7) y y de la desigualdad triangular se sigue O

Como corolario inmediato del lema y teorema anterior tenemos que las reglas ¢(z) = Iyz)>0 con 9 una red
neuronal con una capa, como en (8.2)), son universalmente consistentes si k — oo.

Corolario 8.5. Denotemos C* las reglas de clasificacion (8.1)) con 1 una red neuronal con una capa oculta, y k nodos,
como (8.2)). Entonces, para toda distribucién (X,Y),

lim inf L(¢) — L* =0.
$, I8, 1)

8.4.4 Dimension de VC de las redes neuronales
Denotemos C* las reglas de clasificacion (8.1)) con ¢ una red neuronal con una capa oculta, y k nodos, como ({8.2)).
Por el Corolario [6.13] y usando la cota de s(A,n) del Teorema sabemos que

E(6%) — inf L(g) < 1/ Yer1osm) +4
peCk n

para n > 2Ver, donde acotamos log(8e¢) < 4.
Vamos a ver algunos cotas de Vex.
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Teorema 8.6. Sea C* como antes

Vor > 2 \‘];J d.

Demostracion. Vamos a probarlo para el caso del sigmoide umbral, el caso general queda como ejercicio. Tenemos
que probar que podemos fragmentar completamente n = 2| k/2]d puntos con conjuntos de la forma {z : ¥(x) > 1/2}.
Observar que como las redes con una capa y k nodos incluyen como caso particular las de una capa y k — 1 nodo
tenemos que Vpr > Ver-1 para todo k. Veamos que de esto se sigue que podemos suponer que k es par. Si k es impar,
k — 1 es par, con lo cual el resultado nos queda

k
Vck Z Vck—l Z (k' - 1)d = 2 \‘2J d

Por lo tanto lo tendriamos probado para k impar. Supondremos entonces que k es par, en cuyo caso n = kd. Veremos
que podemos fragmentar completamente cualquier conjunto N,, = {z1,...,2,} con n = kd puntos, que tengan la
propiedad de que no hay d 4+ 1 puntos en el mismo hiperplano de dimensiéon d — 1E| Para esto basta encontrar para
cada subconjunto S C X,,, una funcién ¥, que dependera de S, tal que ¥ (x;) > 1/2 siy solo si z; € S. Supongamos que
el cardinal de S es a lo sumo n/2 (en caso contrario podemos usar 1/2 — ¢ donde 1 elije los puntos del complemento).
Partimos los puntos de S en subconjuntos de a lo sumo d puntos (en total tenemos a lo sumo k/2 grupos ya que
n/(2d) = k/2). Para cada uno de estos grupos de a lo sumo d puntos podemos tomar un hiperplano de la forma
a’x + b = 0 que los contenga, ver Figura Ademis existe h tal que a’z; +b € [—h, h] si y solo si z; estd en ese
subgrupo (ya que estamos suponiendo que no hay d + 1 puntos en el mismo hiperplano). Es decir la red

oz +b4+h) +o(—aTz —b+h)

es mayor que 0 Unicamente en los x; del subgrupo.

Figura 8.4: Los puntos del subconjunto se representan en azul, y la distancia h que permite separar esos puntos del
resto.

Para cada uno de estos (a lo sumo) k/2 subgrupos denotemos ay, . . . s Aky25 b1, b2y b, by o los pardmetros
asociados y h = min;<y, /o h;. La funcién

k/2

w(l')—z<G(a?x+bj+h)+a(—afx_bj+h)> +

j=1

N —

es mayor que 1/2 en exactamente los x; del subconjunto S. Esta red tiene a lo sumo k neuronas y una capa oculta. [
El siguiente resultado da una cota superior para Vgx.

Teorema 8.7. Sea o el sigmoide umbral y C* las reglas de clasificacion (8.1) con 1 una red neuronal con una capa
oculta, y k neuronas, como (8.2)). Entonces

en=(50) (50)

k(d+1) k+1
ne ne kd+2k+1
< < . 8.10
_<d+1> <k:+1> < (ne) (8.10)
Demostracion. La segunda desigualdad se sigue de la segunda desigualdad en el Teorema Veamos la primera,
fijemos x1, . ..,z, € R% tenemos que acotar el niimero de diferentes d-uplas (¢(z1), . .., ¢(x,)) cuando ¢ € C*. Usando

3basta con hacer 0 los coeficientes de uno de los nodos
4si elegimos n puntos al azar que vengan de una distribucién con densidad, esto ocurre con probabilidad 1
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el Corolario la dimensién de V.C. de 1 hiperplano en R% es d + 1 ﬂ Por el Teorema tenemos entonces que
la cantidad de formas en que podemos fragmentar n puntos con un hiperplano esta acotada por

> ()

Como tenemos k hiperplanos, usando el punto 3 del Teorema [6.16] podemos fragmentar esos n puntos de

d+1 k

; i

1=1
formas. A lo sumo podemos fragmentar los n puntos. Finalmente nos queda la combinacién lineal ¢ +Z§:1 cio(i(x))
para fragmentarlos, nuevamente usando el Teorema [6.15] se pueden fragmentar de a lo sumo.

> (1)

=0

E0)(EQ)

formas de fragmentar los n puntos. O

formas. En total obtenemos a lo sumo

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del teorema anterior, en particular prueba que a menos de un
factor logaritmico, (log(kd)) la cota inferior que obtuvimos en el Teorema [8.6|es éptima.

Corolario 8.8. FEn las hipdtesis del Teorema anterior
Ver < 2(kd + 2k + 1) log (e(kd + 2k + 1))

Demostracion. Se sigue de que Ver < nsi s(C*,n) < 2" sustituyendo n por 2(kd+ 2k +1) log(e(kd+ 2k +1)) y usando
s(Ck n) < (ne)kd+2h+l, O

Teorema 8.9. Sea o el sigmoide umbral y C* las reglas de clasificacion (8.1) con v una red neuronal con una capa
oculta, y k neuronas, como (8.2)). Sea g, € C* que minimiza

L,(¢) = Z Lg(x,)y,
=1

sobre ¢ € C*. Sik — oo tal que klog(n)/n — 0 cuando n — oo, entonces g,, es fuertemente universalmente consistente,
es decir
lim L(g,) =L,

n—oo

con probabilidad 1, para toda distribucion de (X,Y).

Demostracion. Descomponemos el error como antes,
L n) — L =L n) — inf L ¢ + inf L ¢ - L.
(g ) < (g ) d)IGCk ( )> ( ¢1€Ck ( ) >

El segundo sumando tiende a 0 por el Corolario Por (6.5) v la cota obtenida en ([8.10)

P{L(4}) — inf L(9) >} < 85(C.n) exp 17 ) < Syt g (21 (8.11)
n) — = , 128 | = 128 /)’ '
esta serie es convergente porque k = o(n/log(n)). O

5es decir considerar las fragmentaciones posibles con conjuntos de la forma {z:{(a,z) +b>0,a € R4 b e R}
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8.5 Sobre la cantidad de neuronas y de capas

Incrementar la cantidad de neuronas en una capa, o de capas en el total, no tiene el mismo efecto. Veamos un par
de resultados en este sentido, para el primero (cuya prueba es sencilla y se puede encontrar en [31]) sea R(og;m,!) el
conjunto de todas las redes neuronales con [ capas, y a lo sumo m neuronas en cada capa, donde en cada capa usamos

el sigmoide ReLu, Ly (f) = (1/n) 31 oz, ¥ F(X0) = Tix )12

Teorema 8.10 (Telgarski 2015). Sea k un entero positivo, 1 el nimero de capas, y m el nimero de nodos por capa,

tal que m < 2(=3)/1=1" Entonces, existe una coleccion de n = 2F puntos ((z,y:)7—, con z; € [0,1] y y € {0,1} tal
que
i La(f)=0 m L) >
min = min =,
feR(on2.2k) Y gER(omml) 9= 6

Esto nos dice que, por ejemplo, para obtener el mismo error L, de una red con 2k capas pero usando 2 capas, se
requiere al menos 2*=3)/2=1 neuronas, y con vk — 3 capas necesita al menos 2V*3-1 neuronas.

Otro resultado en esta direccién, mds dificil de enunciar con precisién, también de Telgarsky (ver [32]), establece
que, para todo entero k existe una red neuronal con sigmoide ReLu, con 2k3 + 8 capas, con 3k + 12 neuronas en
total, y con 4 + d pardmetros, que no se puede aproximar arbitrariamente (en sentido L?) por redes que no tengan
una cantidad exponencial de capas (en k) de neuronas, si tienen < k capas. Este resultado vale ain si permitimos
que los sigmoides se cambien por funciones mucho mas generales, que se denominan compuertas semi-algebraicas. Ver
Definicién 2.1 en [32].
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9 Meétodos de descenso por gradiente y gradiente
estocastico

De forma muy general, entrenar un algoritmo paramétrico de aprendizaje automaético consiste en elegir a partir
de la muestra el o los parametros que minimizan una funcién de costo, por ejemplo el error cuadratico medio, o la
entropia cruzada. Esto se escribe como el problema de minimizacion:

argmm ZL én(X;30),Y;), (9.1)

i=1

donde n es el tamanio de la muestra donde se va minimizar, que no necesariamente es el tamano total de los datos.
En el caso de redes neuronales con muchas capas en general no es, ya que es computacionalmente imposible si n es
grande. En estos casos se toman subconjuntos de la muestra (que se denominan “batch”) y luego se promedian las
estimaciones en estos subconjuntos. Idealmente, si pudieramos calcular de forma exacta el gradiente de L(qﬁn(XZ-; 0), Yi)
el problema anterior, fijada la muestra, se vuelve un problema de minimizacién de una funcién real, que usualmente
se ataca por medio del método (o métodos ya que existen variantes) cldsico de descenso por gradiente. Estos métodos
tienen hipdtesis de convergencia que para el caso de redes neuronales o bien no se pueden verificar o directamente no
se cumplen (por ejemplo, convexidad). Ademads, suelen encontrar minimos locales y no globales.

Es claro que esto es una aproximacién basada en la muestra (o un subconjunto de la misma), del error que
quisiéramos poder minimizar para tener mayor generalizacién (es decir que funcione bien no sélo con la muestra con
la que entrenamos sino con cualquier muestra que entrenemos), es decir encontrar el pardmetro que minimiza

argemin E(L(%(X;H),Y)). (9.2)

Nuevamente, si pudiéramos calcular esta esperanza (cosa que en la practica no se puede o no tiene sentido porque
no imponemos hipétesis sobre la distribucién del par (X,Y)), estamos ante un problema que se puede atacar con
métodos clésicos (cuyas hipdtesis no se cumplen o no se pueden verificar). Para pasar de a (es decir, que
minimizando en vamos a estar cerca de un minimo en ) existe una variante estocastica del método clasico de
descenso por gradiente, que se llama algoritmo de Robbins-Monro (ver [24]), que veremos, y un muchas variantes
de este método, para atacar problemas inherentes a este algoritmo cuando se aplican a redes neuronales con muchas
capas (el hecho de que los gradientes se van haciendo cada vez més pequenos, etc).

Vimos que, para el caso en que los clasificadores se obtiene de una familia C con dimensién de Vapnik-Chervonenkis
finita, un criterio asintéticamente consistente (es decir, cuando n — o0) de eleccién, es elegir el clasificador ¢ € C

que minimizar,
. 1 <
L,=— E I
n= . $(X:)#Y,

No obstante, para n fijo el error esperado EL(¢,(X;6),Y"), como funcién de 6, suele tener un comportamiento tipo
U, entorno al minimo, en el sentido de que crece al alejarnos de el, cosa que no sucede con la versién empirica, es
decir, podriamos seguir achicando el error empirico pero que el esperado aumenta. Estos fenémenos se conocen como
sobreajuste y se observan en particular en redes neuronales. Esto es atin mas pronunciado si permitimos ir aumentando
la cantidad de pardmetros (agregando, por ejemplo, més capas o mds neuronas).

Cuando la familia C depende de ciertos pardmetros 6 (vamos a asumir § € RP para algtin p > 0) podemos escribir
de forma general el error cuadratico medio como

S\H

L2 (¢, D) = = > (Vi — ¢u(X50))”.
1=1

En el caso de regresién tiene sentido tomar también el error L',

n

L (60, D 6) = = 3 |Yi = 60(X50)].

i=1
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Otra opcién es minimizar el error L? o L' pero agregar ademds un término con restricciones sobre los pardmetros,
como se hace en la regresiéon Lasso. Cada una de ellas da lugar en general a métodos de eleccion de 6 distintos. Una
ventaja de usar L? es que la funcién 22 es derivable.

Fijada la muestra, L? (c;Sn, D,, 9) y L (d)n, D,, 0) son funciones deterministicas, que se minimizan usando descenso
por gradiente. A grandes rasgos, se parte de un punto #y inicial, y se itera para k =1,2,...,

Op = k1 — VL (6, Dy, Os—1)  i=1,2,

para cierta sucesién de ntimeros reales «. Es decir nos movemos en la direccién opuesta del gradiente. Bajo ciertas
hipétesis (por ejemplo convexidad de L? como funcién de 6) y eligiendo aj adecuadamente, se obtiene una sucesién
05, que converge al minimo de L2.

Naturalmente, calcular VL? conlleva dificultades que luego estudiaremos, para esto se usa el algoritmo de propa-
gacién hacia atrds “backpropagation”. Vamos a empezar con el método (deterministico) de descenso por gradiente.

9.1 Descenso por gradiente, SGD

Vamos a presentar muy brevemente las ideas fundamentales del método de descenso por gradiente, para una lectura
mas profunda, ver, por ejemplo, [2]. Es inmediato que si f : R? — R, V f apunta en la direccién mayor crecimiento de

f.

Si escribimos, para o > 0,

00 =0 —aVf(6),
haciendo un desarrollo de Taylor de primer orden en 6,
F(0a) = f(0) + V()" (0o — 0) + ([0 — 0ll) = £(8) — allVF(O)* + o(alVF(O)]])

por lo tanto si « es suficientemente chico f(6,) < f(#). También se verifica si 8, = 6 —af, donde ¢ es una direccién tal
que Vf(0)1¢ <0, siendo ¢ = Vf(6) la de mayor decrecimiento, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz. No obstante
no siempre es la mejor direccién para moverse. En general se plantea

Ok+1 = Ok — . D,V f(0)
donde Dy, es una matriz simétrica definida positiva. La condicién de descenso es
V£(6r)" DV f(0k) > 0,

la cual se cumple porque Dy, es definida positiva. En el caso del método de Newton se toma Dy = (V2f(6;))~! donde
V2£(0;) denota la matriz Hessiana. Existen diferentes métodos para elegir el tamafio a del paso. Vamos a enunciar
una proposicién que garantiza que si ay — 0 tal que Y ap — 00, el método converge a un punto estacionario, es decir
un 0 tal que Vf(0) = 0.

Proposicién 9.1. Sea f: RP — R diferenciable, y {0i} tal que 011 = O + arli.. Supongamos que Vf es Lipschitz
en todo RP y existen c1,co constantes positivas tal que

alVIORIP < =VFO) by 1] < 2l VF(0r)]7.
Supongamos que
i
Entonces f(0) — —o0 o f(0k) = L < o0, y Vf(0r) — 0. En particular si 0, — 6%, Vf(6*) = 0.

La condicién de Lipschitz sobre V se cumple si f es C2 y V2f es acotada en todo R,

9.1.1 Algoritmo de Robbins-Monro

En el paper de Robbins-Monro se tiene como objetivo encontrar la raiz 6*, que se asume tnica, de la funcién
(desconocida) h(0) utilizando observaciones de H (6, X) tal que E(H (0, X)) = h(6). En el caso del SGD se aplica a

h(0) = VoE(L(¢n(X;6), V)N y
1 n
H(0,D,) =V [ﬁ 3 L(9n(Xi:0), Yi)} . (9.3)
i=1
En general no se toma toda la muestra sino un subconjunto mucho més pequefio (batch). El algoritmo, propuesto por

Robinson-Monroe en [24], asume ademds que H es acotada y que h(z) < 0sixz < 0* y h(z) > 0 si o > 0. Se define
iterativamente como:

laqui denotamos Vg para indicar que estamos calculando el gradiente en 6.
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Or+1 = O — . H(Ok, Dy,) (9.4)

Las condiciones sobre la secuencia de tasas de aprendizaje «,, son:

oo o0
Z QU = 00 y Z o < oo,
n=1 n=1
Muchas veces como el caclulo de es computacionalmente costoso, se toma:

Ort1 = 0 — Vo, L(dn(X;,;01),Ys,) (9.5)
donde (X;,,Y;,) es un punto de la muestra de entrenamiento, elegido al azar. Claramente tiene mas varianza que
(19.3). Por otra parte, el cdlculo de los gradientes en (9.3)) es paralelizable.

9.1.2 SGD con Momento

La condicién de unicidad del algoritmo de Robbins-Monro no se cumple en general en el caso de redes neuronales
sino que se tienen minimos y maximos locales. Ademas, como dijimos, es imposible calcular los gradientes en toda
la muestra cuando la cantidad de datos y pardmetros es muy grande (redes con muchas capas y muchas neuronas),
por lo cual se calculan sobre subconjuntos de la muestra. Otro problema que surge es que como las redes neuronales
son una composiciéon de funciones, calcular su gradiente requiere de aplicar la regla de la cadena, esto tiene varios
inconvenientes:

1. los gradientes se van haciendo cero si tomamos redes mas profundas (mas capas). Esto sucede, por ejemplo, si
la funcién de activacion es el sigmoide logistico (que en las capas intermedias se puede reemplazar por la ReLu
que 1o tiene este problema), o directamente son 0 (si la funcién de activacién es la sigmoide umbral).

2. Son computacionalmente costosos de calcular, para esto veremos el algoritmo de propagacion hacia atrés.

Para atacar el punto 1 veamos el SGD con momento. Este introduce un nuevo término, el “momento”, que acumula
el historial de gradientes anteriores para suavizar la trayectoria de los pardmetros. Mdas concretamente, se define

1 n
Or+1 = O — aH Ok, Dy) + p- (O — O—1) = O — 'V - ZL(%(XU@)JQ) +p- (Ok — Or—1),
=1

donde p € R™ es el factor de momento, tipicamente entre 0 y 1, que determina la contribucién del momento pasado.
El método de momento permite escapar de zonas donde el gradiente es muy pequeno.
Existen muchas variantes del SGD, para los lectores interesados en profundizar, se puede ver, por ejemplo: [5][4].

9.2 Calculo de gradiente por propagacion hacia atras

El algoritmo de propagacion hacia atrds (backpropagation), es una técnica utilizada para entrenar redes neuronales.
Su objetivo es minimizar una funcién de costo ajustando los pesos de las conexiones de la red neuronal. Este ajuste
se realiza mediante el cdlculo del gradiente de la funcién de costo con respecto a los pesos, utilizando el método del
descenso de gradiente.

9.2.1 Definiciones y Notaciones

Consideremos una red neuronal con:
= M capas, donde [ denota la [-ésima capa.

. nll

neuronas en la capa .

. ay] la salida de la neurona 7 en la capa I.

» WU la matriz de pesos que conecta la capa [ — 1 con la capa .
» bl el vector de sesgos (bias) para la capa I.

» o la funcién de activacién (sigmoide, ReLU, etc.).

= ¢ la salida de la red.

= y la etiqueta real.

La funcién de costo, L, tipicamente utilizada, es la entropia cruzada para problemas de clasificacion, o el error
cuadratico medio, para regresién.

El algoritmo backpropagation ajusta los pesos de la red para minimizar L. Se realiza en dos fases: la propagacion
hacia adelante (forward propagation), y la propagacién hacia atrds (backward propagation).
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9.2.2 Propagacion hacia adelante

El proceso de forward propagation implica calcular las activaciones de cada capa de la red, empezando desde la
capa de entrada hasta la capa de salida:

1. Inicializacién:
al =z (entrada)

2. Calculo para cada capa I:
LU — pyldgli=1] 4 pll]
alll = a(z[”)

3. Salida final:
[(M]

<
Il
=)

9.2.3 Propagacion hacia atras

Por simplicidad la funcién de costo L es la entropia cruzada:

L(y,9) = —|ylog(y) + (1 — y)log(1 — 9)
Donde:
= y es la etiqueta verdadera.

= 4 es la salida de la red (prediccién).

Capa de salida

Queremos calcular el gradiente de la funcién de costo con respecto a las activaciones de la capa de salida. La
derivada parcial de L con respecto a g es:
oL (y 1— y)
oy g 1-yg

. < ., . . . . acion si .

Para simplificar esta expresion, consideremos que ¢ es el resultado de aplicar la funcién de activacién sigmoide a
M].
2[M]

§=o(z")
La derivada de la funcién de activacién sigmoide es:
o' (M) = (1 - 9)
Por lo tanto, el gradiente en la capa de salida 6! se calcula como:

oL

sMI — 5 o' (z1M)
Propagacion del error hacia atras:
Definimos, para la capa I:
oL
M _ 2=
o= 5

Esto es: el gradiente de la funcién de costo, respecto de los pesos de la capa [. Para calcular esto aplicamos la regla
de la cadena:

oL  OL 0Qal!
0210 — 9all ~ 9210

Pero al!l depende de 2l a través de la funcién de activacién o:

Hall
0z

Para encontrar %, usamos la regla de la cadena. Sabemos que L depende de al'*1l, que a su vez depende de

=0 zm)

21y 2] depende de o). Entonces:
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oL 0L  9zlt1
2all — 920+ " " 9gll

Por definicion:

OL

_ sl41]
oz1+1] g
Y que:
P v rd U PH U AL
Entonces:
oA ey
Oalll
Combinando estos resultados, obtenemos:
% _ Sl
a

Para que las dimensiones sean correctas, recordemos que 6!+ es un vector columna y WU+ es una matriz. Por
lo tanto, necesitamos transponer Wt para que la multiplicacién sea vélida:

oL

5 o _ (W[l+1])T5[l+1]
a

Calculo de los gradientes de los pesos y sesgos

Una vez que tenemos los gradientes § para cada capa, podemos calcular los gradientes de la funcién de costo con
respecto a los pesos y sesgos.
Para los pesos W:

oL 1 I—1\T
ST = st (a[ ])
Para los sesgos bl!:
OL _ su
vl

9.2.4 Ejemplo Concreto

Supongamos una red neuronal con dos capas, una de entrada y una de salida, y la funcién de activacién sigmoide:

1. Forward Propagation:

2 = Wity 4 pll]

alll = CT(Z[I])

212 = 2l gt 4 pl2]
j=o(=P)

2. Backward Propagation (output layer):

Pl=g—y porque o' (2 = (1 - p) y

3. Backward Propagation (hidden layer):

s = (w51 5/ (1)

SE = 52! (a[l])T
oL 9
55 = 521
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9.2.5 Actualizacion de Pesos y Sesgos

Finalmente, los pesos y sesgos se actualizan utilizando el método del descenso de gradiente:

oL
Wil = i —
. “ow
dL
0. plll _ (2
b :=b ol

Donde « es la tasa de aprendizaje.
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10 Algunos conceptos basicos de teoria de la me-
dida

En este capitulo vamos a dar algunos conceptos basicos de teoria de la medida necesarios para leer, fundamen-
talmente, el capitulo de esperanza condicional de estas notas. Dado que tinicamente trabajaremos con medidas de
probabilidad, vamos a asumir que tenemos siempre una terna (€2, A, P) donde € es un conjunto (que pueden ser los
reales o R?), A es una o-algebra en , y P es una probabilidad definida en \A. Una funcién medible X es una variable
aleatoria, es decir estd definida entre dos espacios de probabilidad (2, 4,P) y (€', A", ), y cumple que X 1(A’) € A
para todo A’ € A'.

Definicién 10.1. Funcién Simple. Dados FE1, ..., Ey subconjuntos de 2, pertenecientes a A, una funcién X, a
valores reales, se dice que es una funcién simple si existe aq,...,ay numeros reales tal que
N
X(w) =Y arlg, (w) (10.1)
k=1

donde Ig, (w) denota la funcién indicatriz o funcién caracteristica de Ej, que vale 1 si w € Ej y 0 en otro caso.
Observar que si imponemos la restricciéon de que los ai,...,ay sean distintos y no nulos y los Eq,..., ENx disjuntos
2 a 2, es facil ver que hay una unica descomposiciéon de la forma . Ademas, cualquier funcién simple se puede
llevar a una que cumpla esas dos propiedades.

Definicién 10.2. Si —00 < X < o0, diremos que X es medible si ademds de ser medible en el sentido que dimos
antes se cumple que X ~!(—o0) y X 1(00) son medibles.

Un teorema importante que usaremos es el siguiente

Teorema 10.3. Sea X medible definida en (Q, A,P) a valores reales, entonces existe una sucesion de funciones
simples {pr}72, tal que para todo k > 0, |or(w)| < |@rt1(w)| ¥

lim pp(w) = X(w) VYw e N
k—o0

Consideremos una funcién simple ¢(w) = > _, axlg, (w), donde los Ej € A. Definimos

Be)= [ o) =Y alB) v E@)= [ o@)dw) = [ pls@de, (102
k=1
observar que p(w)Ig(w) es también una funcién simple. El siguiente lema prueba que la integral de una funcién simple
estd bien definida, es decir ((10.2)) no depende de la descomposicién de .

Definicién 10.4. El soporte de X : @ — R medible es el conjunto sop(X) = {w: X(w) # 0}. Observar que sop(X)
es medible ya que es igual a (X ~1(0))c.

Definicién 10.5. Sea X acotada con soporte E, definimos

E(X) E/QX(w)dIP(w) = lim [ p,(w)dP(w)

n—oo O
donde ¢,, es cualquier sucesion de funciones simples uniformemente acotadas con soporte E.

Vamos a extender la integral a X : E C Q@ — R U {co} medible tal que X > 0. Recordar que esto quiere decir que
para todo a € R, {X < a} es medible, y ademés X ~!(00) es medible. Definimos

E(X) E/QX(w)d]P’(w) = sup /g(w)dIP’(w)

9€Gx

donde
Gx = {g :0< g < X, g es medible, acotada }
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Se dice que X tiene esperanza si E(X) = [, X (w)dP(w) < co. Definimos, para E € A,

[ X@arw) = [ X(@)ls(e)ape).

Si X toma valores negativos se descompone como X = X+ — X~ suma de su parte positiva y negativa (que
son funciones positivas) y se define su esperanza para cada una de las funciones positivas X+ y X~ siempre que
min{E(X"),E(X )} < co. Finalmente E(X) = E(XT) —E(X ).

Teorema 10.6. Teorema de convergencia dominada . Sea {X,}, una sucesidn de variables aleatorias tal que

X, &% X. Supongamos que existe Z integrable tal que para todo n, | X, (w)| < Z(w) c.s x. Entonces

lim | X (w) — X (w)|dP(w) = 0.

n—oo Q

10.1 Teorema de cambio de variable

El siguiente Teorema va a jugar un rol importante en el capitulo sobre la esperanza condicional, una prueba de el
puede encontrarse en la pagina 196 de [29], o en cualquier libro de medida, por ejemplo [II] o [41].

Teorema 10.7. Sea (2, F) y (E,E) espacios medibles y X = X (w) una funcion medible F/E con valores en E. Sea
P una medida de probabilidad en (2, F) y Px la medida de probabilidad en (E,E) inducida por X = X (w):

Px(A)=P{w: X(w) € A}, AE€&.

Entonces

/g(x)PX(dx) :/ g(X(w))P(dw), A€E,
A

X=1(A)

para toda funcién €-medible g = g(x), © € E (en el sentido de que si una integral existe, la otra estd bien definida,
y las dos son iguales).

10.2 Integrales iteradas en R“.

Consideremos la particién R? = R4 x R%, tal que dy +dy = d, dy,dy > 1. Si f : R? — R es medible definimos las
funciones f¥ : R - Ry f, : R® — R como

fra)y=[flzy) v foly) = flzy)
Més adelante veremos algunos ejemplos de que f medible no implica f¥ o f, medible. Definimos para E C R¢,
EY={zeR" : (z,y) € E} Yy E,={yeR®: (z,y) € E}.

Nuevamente que E sea medible no implica que lo sea EY o E,, basta definir en R?, el conjunto que es en y = 0 un
conjunto no medible. Este conjunto en R? tiene medida 0 y por lo tanto es medible, pero EY no es medible para y = 0
(luego veremos que si E' es medible entonces para casi todo EY es medible).

Teorema 10.8. Teorema de Fubini. Sea f : RY — R medible e integrable, para casi todo y € R%
1. fY es integrable en R%

2. La funcion
[ 1a)da = F)

es integrable en R% y

/]Rd2 ( - fy(l")dl“)dy = /Rd f(z,y)dzdy. (10.3)
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10.3 Clases monotonas y Teorema de Radon-Nikodym.

Definicién 10.9. Un dlgebra de conjuntos en X es una familia A C 2% de conjuntos cerrada por complementos
y por uniones finitas.

Definicién 10.10. Clase mondtona. Una clase monétona en un conjunto X es un subcojunto C de las partes de
X cerrado por uniones numerables crecientes y por intersecciones numerables decrecientes y contiene al vacio. Es
inmediato que una o-algebra en X es una clase mondtona. Ademads, la interseccién de cualquier familia de clases
mondétonas es una clase mondtona, esto permite definir para cualquier £ C 2%, la clase monétona generada por &,
como la interseccion de todas las clases monétonas que contienen a &£.

Lema 10.11. Si A es un dlgebra de conjuntos, la clase mondtona C generada por A coincide con la o-dlgebra M
generada por A.

Definicién 10.12. Dadas dos probabilidades v y u definidos en el mismo espacio de probabilidad (£2,.4,P), v es
absolutamente continua respecto de p, y se denota v < p si v(E) = 0 para todo E € A tal que u(E) = 0.

Ejercicio 10.13. Se deja como ejercicio verificar que v(E) = [, Y (w)dP(w) es absolutamente continua respecto de
P. Aqui no se precisa que Y (w) < oo en E ya que asumimos Ooco = 0.

Teorema 10.14. Teorema de Radon-Nikodym. Sean v y u medidas de probabilidad tal que v < u entonces existe
X medible, integrable respecto de p tal que, para todo A € A,

v(A) = /AX(w)dIE”(w) =E(XI,4)

Observacién 10.15. Si § C A es una o-dlgebra y v se define en § como v(E) = [, YdP(w), obtenemos que la X
del teorema anterior (tomando p como la restriccion de P a §) es X = E(Y|F)
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Desigualdades de concentracion

Veremos varias desigualdades de concentracién de variables aleatorias alrededor de su mediaE]

10.4 Desigualdad de Hoeffding

Dada una v.a. X y s > 0, por la desigualdad de Markov tenemos que
P(X >t) = P(e*X > et) <E(e*X)e ™, (10.4)
que puede no ser finita.

El método de Chernov consiste en hallar s > 0 que minimize la cota superior. Para el caso de suma de variables
independientes nos queda

P(Sy, — E(Sy) > 1) < e *E(e® Ll (KimBX0)) — o=t TTR(es X)), (10.5)
i=1

por la independencia.
Luego el problema se reduce a hallar buenas cotas para la funciéon generadora de momentos de las variables
Xl—E(XZ),Z: 1,...,7’7,.

Lema 10.16. Hoeffding (1983)
Sea X una variable aleatoria con E(X) =0, a < X <b. Entonces para todo s > 0,

E(esX) < 632(177(1)2/8.

Demostracion. Sketch. Por la convexidad de la funcién exponencial tenemos que para a < x < b,

5T < x_aesb_'_ b—= sa
“b—a b—a
Como E(X) = 0, si p = 3=% se tiene que
E(esX) < —a esb+ b 5 — (17p+pes(b7a)) efps(bfa)
“b—a b—a '

Sea u = s(b — a). Entonces
(1 _p+pes(b—a)) e—ps(b—a) — eh(u)7

con h(u) = —pu + In(1 — p + pe*). Se verifica que h(0) = h'(0) = 0 y h”(u) < %. Finalmente desarrollando Taylor
tenemos que
h(u) = h(0) + 1/ (0)u + A" (0)u?/2 < u?/8 = s%(b — a)?/8,

lo que demuestra el lema. O

Ahora podemos reemplazar esta cota en la ecuacién ((10.5) y obtenemos que

P(Sn _ E(Sn) > 6) < eS¢ HE(eS(Xi_]E(Xi))) < e~ 5€ HeSQ(bi_ai)Q/S _ e—seeSQ Z;L:l(b,i—a,iy/s
i=1 i=1
= 6—252/21;1(1:1—@1)2’
o . . 46
eligiendo s = ST e
En resumen, tenemos que

1 Apuntes tomados de las notas de Ricardo Fraiman
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Teorema 10.17. Sean X1, ..., X, v.a. independientes, acotadas a; < X; < b; con probabilidad uno parai=1,...,n.
Sea S, =Y. | X;. Entonces para todo € > 0 tenemos que

P(Sn —E(S,) > 6) < 6_262/2121(171‘—117:)2’

]P(Sn _ E(Sn) < —6) < 6—262/21;1(171'—04')2.

Y por lo tanto

_9¢2

=1

En particular, si consideramos la Binomial, donde X; son Bernoulli(p) obtenemos que

P (Sn —p Z E) S €_2n62.
n

Teorema 10.18. Chebyshev-Cantelli. Sea t > 0,

P(X —E(X)>t) <
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