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Estas notas estdn muy fuertemente basadas en [4]. Tienen como requisitos probabilidad y medida.
Una referencia clésica para los conceptos de probabilidad es [3]. Para teoria de la medida, véase [2];
para procesos en espacios generales, véase [1].

La secciéon denominada o-algebra generada por bolas es complementaria, y se puede omitir en
una primera lectura, no es requisito para la lectura de lo que sigue. Lo mismo sucede con la seccion
Uniformidad y metrizacion.

Todas las erratas y errores que puedan contener estas notas son de mi responsabilidad. Quedo
agradecido al lector que, amablemente, me las haga saber a cholaquidisalejandro@gmail.com



Capitulo 1

Fundamentos: integral exterior y
convergencia débil

1.1. Introducciéon y motivacion

Sea X7,..., X, una muestra i.i.d. con ley comin P sobre un espacio medible (X, .A). Para una
funcién medible f : X — R, escribimos

Pf=[far, P =3 f(X),

donde P, =n~' 3", dx, es la medida empirica. Para una funcién fija f, la ley fuerte de los grandes
numeros y el teorema central del limite dan, bajo las hipodtesis usuales,

P.f = Pf cs., Vn(P, — P)f = N(0,P(f — Pf)%).

Estos resultados son puntuales en f. Sin embargo, en muchas aplicaciones estadisticas no se estudia
un tnico promedio P, f, sino toda una familia de promedios (P, f) fer. Por eso aparecen naturalmente
las cantidades

||Pn_P||f:§2£|Pnf_Pf|a an:\/ﬁ(Pn_P)f7 fEf

El objeto G,, se llama proceso empirico indexado por F.

El caso clasico: la funcién de distribucién empirica

Si X =Ry F es la funciéon de distribucion de X, la funciéon de distribucion empirica es
1 n
Fn(t> - ﬁ Z ]l(—oo,t] (Xz) - Pn]l(_ooﬂ, t S R
i=1

Por lo tanto, estudiar F,, — I’ equivale a estudiar P, — P sobre la clase Fy = {]1(_00,t] : t € R}. Para
cada t fijo, la ley fuerte da F,,(t) — F(t) c.s. El teorema de Glivenko—Cantelli refuerza esta afirmacién

puntual y establece
|Ey — Flloo =sup |F(t) — F(t)| = 0 c.s.
teR

Esta es la primera apariciéon natural de una ley uniforme de grandes nimeros.
La utilidad estadistica de esta convergencia es inmediata. Si T" es un funcional definido sobre una
clase de distribuciones y T es continuo en F' respecto de la norma uniforme, entonces

|Fn — Flloo = 0 implica T(F,) = T(F).

Asi, el teorema de Glivenko—Cantelli justifica la consistencia de estimadores plug-in. Esta idea es
simple pero fundamental: muchos estimadores se obtienen reemplazando la distribucién desconocida
F por su version empirica F,.



Fluctuaciones: el teorema de Donsker

La segunda pregunta natural no es sélo si F), converge a F', sino como fluctia alrededor de F'.

Definimos
Gn(t) = Vn(F,(t) — F(t)), t eR.

Para cada t fijo, el teorema central del limite da G,(t) = N(0, F(t)(1 — F(t))). Pero muchos
estadisticos dependen del camino completo ¢ — G, (t), no de un tnico valor. El teorema de Donsker
afirma que, bajo la topologia adecuada, /n(F, — F) = U o F, donde = indica convergencia en
distribucién (que definiremos més adelante), U es un puente browniano estandar, es decir, un proceso
gaussiano centrado con covarianza Cov(U(s),U(t)) = s At — st.

Por ejemplo, bajo Hy : F' = F{, con F{ continua, el estadistico de Kolmogorov—Smirnov satisface

Vil Fy = Folleo = sup [U(u)].
0<u<1
De modo similar, el estadistico de Cramér—von Mises tiene limite

n / (F, — Fo)2dFy = /0 " U(w)2du.

Estos ejemplos muestran por qué no alcanza el TCL para F,(t) con t fijo: las pruebas globales de
bondad de ajuste son funcionales del proceso entero.

Del caso clasico al proceso empirico general

La formulacién anterior se extiende reemplazando la clase de semirrectas Jy por una clase general
F de funciones A-medibles tales que P|f| < oo, f € F, de modo que Pf esté definido como ntiimero
real. El proceso empirico general es

Gof = V(P = P)f = =Y Hf(X) = Pf}.  [EF.

Si fi,..., fx € F satisfacen ademas P fj2 < oo para todo 7, el TCL multivariado da
(Gnfis-- o Gufi) = Ni(0,5), 3y = P(fi = Pfi)(f; — Pfj)-

Pero esta convergencia finito-dimensional no controla el proceso completo. Cuando la trayectoria
f+— G, f es acotada, identificamos G,, con un elemento de ¢>°(F). Esta acotacién no se deduce de la
medibilidad e integrabilidad de cada coordenada y debe verificarse en cada aplicacion concreta.

La teoria de procesos empiricos busca condiciones sobre F que garanticen dos propiedades
uniformes. La primera es una ley uniforme de grandes nimeros: || P, — P||z — 0. Cuando esto ocurre,
se dice que F es una clase P-Glivenko—Cantelli. La segunda es un teorema central del limite uniforme:
G, = Gp en £*(F), donde Gp es un proceso gaussiano centrado con covarianza

Cov(Grf,Gpg) = P(fg) — (Pf)(Pg).

Cuando esto ocurre, y G,, se considera como aplicacién con valores en (> (F), se dice que F es una
clase P-Donsker. Al discutir clases P-Donsker supondremos, como minimo, que F C L?(P), de modo
que esta covarianza esté bien definida para todo par f,g € F.

Estas definiciones no son meramente abstractas. Si

A

0, € argmax P,my, Oy € argmax Pmy,
6c6 )

la consistencia de 6, suele requerir

sup | P,mg — Pmy| — 0.

C)
Es decir, se necesita que la clase {my : 0 € ©} sea Glivenko-Cantelli. Para estudiar la distribucién
limite de én, en cambio, aparecen procesos empiricos locales. Esta es una de las razones por las que los
procesos empiricos son centrales en M-estimacion, estimacion semiparamétrica, bootstrap y método
delta funcional.



Por qué la convergencia puntual no alcanza

Es importante distinguir entre convergencia puntual y convergencia uniforme. Sea P una distribu-
cién continua en R, y sea C la clase de todos los subconjuntos finitos de R. Para cada C € C fijo,
PC =0, y por lo tanto P,,C' — 0 c.s. Sin embargo,

sup |P,C — PC| =1 c.s. para todo n.
cec

En efecto, si C, = {X3,..., X, }, entonces C, € C, P,C,, = 1y, como P es continua —es decir, sin
atomos: P{z} = 0 para todo z—, PC,(w) = 0 para todo w.

Este ejemplo muestra que la dificultad no esta en probar leyes fuertes para cada funcién individual,
sino en controlar la complejidad de la clase completa. Por eso aparecen condiciones de entropia,
bracketing y dimensiéon Vapnik-Chervonenkis.

Un primer problema topolégico: el espacio de Skorokhod

En el caso clasico, F, y v/n(F, — F) son funciones cadlag sobre la recta; para trabajar sobre
un dominio compacto puede reducirse al caso uniforme mediante la transformacién cuantil (si F' es
continua), o identificarse [—o0, o0] con [0, 1] mediante el homeomorfismo ¢ (t) = § + X arctant, con
h(—00) = 0y ¥(400) = 1, estudiando el proceso reparametrizado u — G, (¢ "' (u)), u € [0, 1]. Por
eso es natural considerar D[0,1] = {z : [0,1] — R : z es cadlag}. Aqui, cadlag significa continua por
la derecha y con limites por la izquierda. Una primera tentacion seria trabajar en (D[0, 1], || - ||o). El
problema es que este espacio no es separable. Esa falta de separabilidad puede generar problemas de
medibilidad: procesos definidos de manera natural punto a punto pueden no ser variables aleatorias
borelianas con valores en ese espacio.

La solucién clasica es reemplazar la topologia uniforme por la topologia de Skorokhod. Sea A la
clase de biyecciones A : [0, 1] — [0, 1] estrictamente crecientes y continuas, con A(0) =0y A(1) = 1.
Una forma de la métrica J; es

A(,y) = ol A~ 1 [l + 7 = y o Ao}

Esta métrica permite que dos funciones estén cerca aunque sus saltos no ocurran exactamente en el
mismo instante, siempre que los tiempos de salto puedan alinearse mediante una pequena deformacion
A. Cabe aclarar que esta métrica genera la topologia J; pero no es completa; existe una métrica
equivalente y completa que exhibe a DJ0, 1] con la topologia J; como espacio polaco, y que se usa
cuando se necesitan propiedades de completitud. Con esta topologia, D|0, 1] tiene mejores propiedades
de separabilidad y se obtiene un marco adecuado para la convergencia débil de muchos procesos con
trayectorias cadlag.

Asi, Skorokhod resuelve de manera elegante un problema concreto: cémo formular limites débiles
para procesos en tiempo real cuyos caminos pueden tener saltos. Pero los procesos empiricos generales
no suelen estar indexados por ¢t € [0, 1], sino por una clase arbitraria de funciones F. El espacio
natural pasa a ser

>°(F)={z:F = R: z acotada}, 2]l 7 = sup|z(f)]
feF

Cuando F es grande, este espacio también es tipicamente no separable. En general no hay una
topologia de Skorokhod que arregle el problema, porque ya no hay un orden temporal de saltos que
podamos deformar.

El problema de medibilidad

El problema de medibilidad aparece de forma muy concreta. Consideremos el espacio de proba-
bilidad ([0, 1], B([0, 1]), A), sea X (x) = = y definamos Zx(t) = 1x1(t), t € [0,1]. Para cada ¢ fijo,
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Zx(t) = 1{x<¢ es una variable aleatoria medible. Sin embargo, la aplicacion
x> Zy =14 con valores en (£*°[0, 1], - ||o0)

no es Borel-medible.
En efecto, si x # y, entonces ||1;1) — Ljy1/leo = 1. Sea A C [0, 1] un conjunto no boreliano’ y
pongamos
UA = U Bgoo(Zz, 1/2)
€A
El conjunto Uy es abierto en ¢°°[0, 1], y la separacién anterior implica que {z € [0,1] : Z, € Uy} = A.?
Por consiguiente, la preimagen de un abierto puede no ser boreliana, y la aplicacion x — Z, no es
Borel-medible.

Este ejemplo es importante porque muestra que no basta con que todas las coordenadas Zx(t)
sean medibles. La medibilidad coordenada no implica la medibilidad del proceso como variable
aleatoria con valores en ¢°°(T'). En procesos empiricos generales ocurre exactamente este fenémeno:
para cada f € F, G, f es una variable aleatoria real, pero la aplicaciéon w — G, (w) € ¢°°(F) puede
no ser Borel-medible.

1.2. Probabilidad exterior e integral exterior

Para no excluir estos procesos naturales, la teoria moderna trabaja con probabilidades e integrales
exteriores. Estas nociones permiten escribir afirmaciones como ||P, — P|| — 0 en probabilidad
exterior.

También permiten formular convergencia débil para procesos no necesariamente medibles. En
resumen, los procesos empiricos aparecen porque muchos procedimientos estadisticos dependen de
P, — P simultdneamente sobre una clase de funciones: supremos, argmaximos, cuantiles, pruebas
globales, bootstrap y estimadores plug-in. La teoria no s6lo debe probar convergencias uniformes;
también debe formularlas rigurosamente en espacios donde los procesos naturales pueden no ser
medibles. Esta es la razén conceptual por la cual entran la probabilidad exterior y la integral exterior.

1.2.1. Integral exterior

Definicién 1.1. Sea (2, 4,P) y T : Q — R (no necesariamente medible). Definimos la esperanza
exterior de 7" por

E*(T) = inf {EU U Q — R medible, U(w) > T(w) VYw, EU existe},
donde “EU existe” significa que
min{E(U"),E(U7)} < oo (y entonces EU = E(U") —E(U™) € [—o00, 0]).

El conjunto del infimo es no vacio porque U = +oo es medible.
Para B C (), la probabilidad exterior y la probabilidad interior se definen como

P'(B) = inf{P(A): BC A, Ac A},  P.(B)=1-P(Q\B).

De modo andlogo, la esperanza interior es E,(T') := —E*(-T).

lun conjunto de Vitali no es medible Lebesgue y, por tanto, no es boreliano

2La inclusién D vale porque cada Z,, x € A, es el centro de una de las bolas que forman Uy,. Para C: si
Zy € Byso(Zy,1/2) con ' € A, entonces || Z, — Zyr||oo < 1/2, y la separacion || Z, — Z,/||c = 1 para x # o’ fuerza
x =1 € A.



Advertencia 1.2

La condiciéon de medibilidad que se pide sobre U en la definicién de E*(7") implica que E*(T)

depende de la o édlgebra subyacente A. Andlogamente, la conidcién de existencia de E(U) depende
de P (y de A).

Es facil ver que®

E.(T) = sup {IEU : U : Q — R medible , U(w) < T(w) Yw, EU existe},

y que P,(B) = sup {]P’(A) :ACB,Ae A}.

“Para la primera identidad: U es un minorante medible de T' con esperanza existente si y sélo si —U es un
mayorante medible de —T" con esperanza existente, y E(—U) = —EU asi, el supremo sobre minorantes es — inf
sobre los mayorantes de —T'. Para la segunda: A € A cumple A C B siy sélo si A° D B¢, y P(A) =1—P(A°), de
modo que el supremo se corresponde con 1 — P*(B°).

El siguiente lema prueba la existencia de un mayorante medible minimo de una funcién arbitraria
T : Q — R. Més precisamente, construye una variable medible T* que domina a 7' punto a punto y
que es menor o igual, salvo conjuntos nulos, que cualquier otro mayorante medible de 7'. En particular,
este mayorante es inico P-c.s. La prueba trabaja con arctan T’ porque arctan es creciente, acotada y
biyectiva de R en [—7/2,7/2]; asf se preserva el orden, se puede volver a la escala original mediante
la tangente extendida y, al estar todo acotado, se puede aplicar convergencia dominada.

Lema 1.4. Para todo T : Q — R existe T* : Q — R medible tal que:
(i) T* > T punto a punto,
(ii) si U es medible y U > T P-c.s.%, entonces T* < U P-c.s.;

(iii) si E(T*) existe, entonces B*(T) = E(T*). Mas ain, si E*(T) € R, entonces E(T*) existe y coincide
con E*(T).

Demostracion. Extendamos la funcién arcotangente a R definiendo ¢(d00) = +7/2, donde ¢(x) =
arctan(z) para z € R, y sea ¢ : [—7/2,7/2] — R su inversa. Ambas funciones son medibles y
estrictamente crecientes.

Pongamos a := E*(¢(7')). Como ¢(T") toma valores en [—m/2,7/2], en la definicién de a basta
considerar mayorantes medibles con valores en ese intervalo. En efecto, si W > ¢(T") es medible,
entonces W > —7/2, y W A (m/2) sigue siendo un mayorante de ¢(7") cuya esperanza no es mayor
que la de W.

Por la definicién de a, para cada m > 1 existe una funcién medible V,, : Q — [—7/2,7/2] tal
que V,, > o(T) y EV,, < a+ 1/m.* Definimos V,, := minlgkgmf/k. Entonces (V,,,) es decreciente,
cada Vj, es un mayorante medible de ¢(T"), y a < EV,, < EV,, <a+1 /m. Por lo tanto, V,,, converge
puntualmente a una funcién medible V' : Q — [—7/2, 7/2], que satisface V' > ¢(T).° Como la sucesién

3Cuando escribimos A < B c.s. 0 A = B c.s., queremos decir que la relacién vale fuera de un conjunto nulo medible.
Es decir, existe N € A, con P(N) =0, tal que A(w) < B(w), respectivamente A(w) = B(w), para todo w ¢ N. En
particular, si alguna de las funciones involucradas no es medible, la afirmacién se entiende en este sentido: la posible
falla de la desigualdad o igualdad queda contenida en un conjunto medible de probabilidad cero.

4Nétese que a es finito: como puede restringirse a mayorantes con valores en [—7/2,7/2], cuyas esperanzas estan en
ese intervalo, el infimo satisface a € [—7/2,7/2]. Por eso tiene sentido pedir EV,, <a+1 /m: es la caracterizacién del
infimo finito.

®Una sucesién decreciente y acotada inferiormente (aqui por —/2) converge en todo punto, y el limite puntual de
funciones medibles es medible.



es uniformemente acotada, el teorema de convergencia acotada da

EV = lim EV,, = a = E*(¢(T)). (1.1)

m—o0

Definimos ahora 7™ := (V). La funcién T* es medible y, como V' > ¢(T') y ¢ es creciente,
T =y(V) >9(p(T)) =T punto a punto.

Esto prueba (7).

Sea U medible y tal que U > T', P-c.s. Modificando U sobre el conjunto nulo excepcional, podemos
suponer que U > T punto a punto. Entonces U A T* es un mayorante medible de 7T, de modo que
é(U A'T*) es un mayorante medible de ¢(7"). Por la definicién de la esperanza exterior y por (1.1),

E"(¢(T)) < E[¢(U AT")| <E[p(T")] = EV = E*(¢(T)).

Todas las desigualdades son, por tanto, igualdades. Como ¢(T*) — ¢(U AT*) es una variable aleatoria
no negativa y acotada, se concluye que ¢(7*) = ¢(U AT™), P-c.s. La estricta monotonia de ¢ implica
que T* = U AT*, P-c.s., y por consiguiente 7% < U, P-c.s. Esto prueba (7).

Supongamos que ET™ existe. Como 7™ es un mayorante medible de T, la definicién de la esperanza
exterior da E*T" < ET™.

Reciprocamente, sea U un mayorante medible de 1" cuya esperanza exista. Por (i), T* < U, P-c.s.,
y la monotonia de la esperanza extendida implica ET* < EU. Tomando infimo sobre todos esos
mayorantes U, obtenemos ET™* < E*T'. En consecuencia, ET* = E*T". Finalmente, supongamos que
E*T € R. Por la definicién del infimo, existe un mayorante medible U > T tal que EU < E*T + 1.
Necesariamente EU € R: no puede ser +oo por la desigualdad anterior, ni puede ser —oo, pues
entonces E*T < EU = —o0.

Por (i), T* < U, P-c.s., y por tanto (T*)" < U™, P-c.s. Como EU € R, se tiene EUT < oo, y en
consecuencia E(T*)* < co. Por lo tanto, ET™ existe como valor extendido. Aplicando la identidad
anterior, obtenemos ET* = E*T € R, lo que prueba (7). ]

Definicién 1.5. T se llama el mayorante medible minimo de T'. Por el punto i del Lema
anterior, es unico salvo en conjuntos de probabilidad P nula).

Advertencia 1.6

Es claro que, como E*(T") depende de A y de P, T* también depende de A y de P.

Definicién 1.7. Sean S, T : () — R funciones arbitrarias, no necesariamente medibles, y sean S*, T
sus mayorantes medibles minimos. Escribimos T, := —(—T)*. Todas las igualdades siguientes se
entienden P-c.s.; ademas, cuando aparezcan operaciones con valores extendidos, se supone que las
expresiones involucradas estan bien definidas.

Lema 1.8. Para todo B C §2 se cumple:
(i) B*(B) = E*(Lp) y P.(B) = E((1p).).

(ii) Eviste B* € A tal que B C B* y P(B*) = P*(B). Mds aiin, si B € A, B C B yP(B) = P*(B),
entonces 15 = (1g)* P-c.s. En particular, (15)* = (1p)* P-c.s.

La primera desigualdad es la definicién de E*(¢(T')) como infimo, aplicada al mayorante ¢(U A T*), cuya esperanza
existe por ser acotado; la segunda usa U A T* < T, la monotonia de ¢ y la de la esperanza.




Demostracion. Sea M := (1)*. Probamos primero simultdneamente la primera identidad de (7) y la
existencia afirmada en (7).
SiAe Ay B C A, entonces 14 > 15, de modo que E*(15) < P(A). Tomando infimo sobre tales
A, obtenemos
E*(1p) < P*(B). (1)

Por otra parte, M > 1 > 0 punto a punto y, como la constante 1 es un mayorante medible de 1z,
la minimalidad de M implica M < 1, P-c.s. Por tanto, EM existe y, por el Lema 1.4, EM = E*(1p).
Definamos B* := {M > 1}. Entonces B* € Ay B C B*." Ademéas, M > 1p- punto a punto, por

lo que
P*(B) <P(B*) =Elg. <EM =E*(1p). (2)

De (1) y (2) se sigue que P*(B) = E*(1p) y P(B*) = P*(B). Asimismo, M > 1« y ambas variables
tienen la misma esperanza,® de modo que

(1) =M = 1p- P-c.s. (3)

Sea ahora B € A tal que B ¢ B y P(B) = P*(B). Como 15 es un mayorante medible de 1,

la minimalidad de M da M < 13, P-c.s. Ademds, EM = E*(15) = P*(B) = P(B) = Elj. Por
consiguiente, 15 = (15)* P-c.s. Como 15 es medible, su mayorante medible minimo coincide con ella,
P-c.s.;” por tanto, (13)* = (1p)* P-c.s. Esto prueba (ii).

Probemos ahora (7). De (15)* > 15 se deduce 1 — (1g)* <1—1p =1g.. Asi, 1 — (1p)* es un

minorante medible de 1gc, y por la maximalidad del minorante medible,
1—(1p)" < (1ge). P-c.s. (4)

Reciprocamente, si h es medible y h < 1 g, P-c.s., entonces 1 —h > 1, P-c.s. Por la minimalidad
de (1g)*, (1g)* <1— h, P-c.s., es decir, h < 1 — (1p)*, P-c.s. Aplicando esto a h = (1 gc), y usando
(4), obtenemos (15)* + (1), = 1 P-c.s. Esto prueba (iii).

Finalmente, aplicando (%) a B¢, (1g)* + (1p). = 1 P-c.s. Por la definiciéon de probabilidad
interior, la primera identidad de (i) y el Lema 1.4,

P.(B) =1-P"(B) =1-E (Ip) = 1 - E(1p)" = E((1p).).

Queda probado (7). O

En el lema que sigue cada desigualdad e igualdad es P-c.s. y bajo la hipotesis de que las expresiones
que aparecen en el item correspondiente estdn bien definidas punto a punto (sin formas co — co ni
productos 0 - co no convenidos),'”

Lema 1.9. Sean S,T : Q — R arbitrarias (no necesariamente medibles), y sean S*, T* sus mayorantes
medibles minimos. Entonces,

(i) (S+T) < S*+T*. Ademds, si S es medible, entonces (S +T)* =S +T*; andlogamente, si T es
medible, (S +T)* =S*+T.

"B C B* porque M > 15 punto a punto: si w € B, entonces M (w) > 1. Ademds M > 1 > 0 en todo punto; por
tanto, en B* se tiene M > 1 =1y~ y, fuera de B*, M >0 =1p5-.

8Se usa que una variable no negativa con esperanza nula es nula c.s., aplicada a M — 1 - > 0; ambas esperanzas
coinciden por la cadena (1)—(2).

9Si h es medible, h es un mayorante medible de s misma y la parte (ii) del Lema 1.4 da h* < h c.s.; junto con
h* > h punto a punto, resulta h* = h c.s. Ademaés, dos funciones iguales c.s. tienen mayorantes medibles minimos
iguales c.s.

10Cuando S y T son finitas, S* > S > —co y T* > T > —oo punto a punto, de modo que las sumas de envolventes
que aparecen en (i) y (ii) estdn automdaticamente definidas. En (iii) todavia puede ocurrir S* = T™* = +o0; por eso la
desigualdad se afirma tnicamente en el conjunto donde S* — T™ esta definida. El caso de S y T finitas es el que se usa
en el resto del capitulo.



(ii) S* < (S —T)"+T*; en particular, en el conjunto {T* < +oo} vale (S —T)* > S* —T*.
(iii)
(iv) Si S es medible y finita, entonces, definiendo ST =0 en {S = 0},

S*—T* < |S=T|" en el conjunto donde S* —T* estd definida.

(ST)" = ST 1ys50y + ST (5<0y

(v) Sin hipdtesis de medibilidad sobre S ni T,
(ST)* < S*T"1is+>0.1+>01 + S Tl s com>01 + ST U5, s0r<0y + STl s, <01, <0}-
donde cada sumando se entiende igual a O fuera del conjunto que lo acompana.
(vi) Para todo ¢ € R, (Lyrse)* = Lipesey, y por tanto P*(T' > ¢) = P(T* > ¢).
(vii) |T|* =TV (=T) =T*V (=T.) = |T*| V |T.|; en particular |T*| < |T|*.
(viii) (SVT)* =S5*VT*.
(ixr) (SANT)* < S* NT*, con igualdad si S (o T) es medible.

Demostracion. Todas las relaciones se entienden P-c.s. y en los conjuntos donde las operaciones
involucradas estan bien definidas. Recordemos que S, < S < S* y T, <T < T* punto a punto.

Usaremos repetidamente el siguiente principio de localizacion: si A € A, v: A — R es medible
para la o-élgebra traza A|4, y W < v punto a punto en A, entonces W* < v, P-c.s. en A. En efecto,
la funcién que coincide con v en A y con W* en A€ es medible y domina a W punto a punto. Por la
minimalidad de W*, este es menor o igual que dicha funcién P-c.s.; restringiendo a A, obtenemos
W* < w. Aplicando el mismo argumento a —W se obtiene la versién dual: si v < W punto a punto
en A, entonces v < W,, P-c.s. en A.

(i). Sea A el conjunto medible donde S* + T™* estd definida. Como S < S* y T' < T*, en A se tiene
S+T < S*+T*. Puesto que S*+T* es medible en A, el principio de localizacién da (S+T)* < S*+T*.

Supongamos ahora que S es medible y sea B := {|S| < co}. En B, la funcién S + T™* es medible
para la o-algebra traza y, como T' < T satisface S+7T < S+ T*. Por localizacién, (S+7T)* < S+ T,
P-c.s. en B.

Para probar la desigualdad opuesta, pongamos U := (S+7T)*. Por definicién de mayorante medible
minimo, U > S+ T punto a punto. Como S es finita en B, podemos restarla y obtener U — S > T en
B. Ademés, U — S es medible para la g-algebra traza sobre B. Por localizacion, T* < U — S, P-c.s.
en B. Sumando S, que es finita en B, resulta S +7* < U = (S + T)*, P-c.s. en B. Por consiguiente,
(S+T) =8+1T1* P-cs. en B.

En {S = +o0}, la buena definicién de S+ T y de S + T implica, respectivamente, T' > —oco y
T* > —o0. Por tanto, S +T7 = S+ T* = +o00. Como (S +T)* > S+ T punto a punto, también
(S +T)* = 400 en ese conjunto.

En {S = —o0}, la buena definicién de S+ T* implica T* < +o00. Como T' < T*, también T' < +00,
y por tanto S +T = S + T* = —oo. Aplicando el principio de localizacién a S 4+ T, con v = —o0,
obtenemos (S 4+ T')* = —oo, P-c.s. en ese conjunto.

Como Q2 = BU{S = +o0} U{S = —o0}, concluimos que (S + T)* =S + T*, P-c.s. El caso en
que 71" es medible es simétrico.

(ii). Sea A el conjunto medible donde (S—T)*+T* esté definida. Debemos probar que S < (S—T)*+T"*
punto a punto en A. No podemos limitarnos a escribir S = (S — T') + T, pues, cuando T es infinita,
la suma del miembro derecho puede adoptar una forma indeterminada.

Si S = —o0, la desigualdad es inmediata. Si S,T € R, entonces S = (S —T)+T < (S—=T)"+T".
Si § = +o0, la buena definicion de S — T implica T < +o00, de modo que S — T = 400 y, como
(S—=T)>S-T,(S—T)" =400. 51 S €RyT =400, entonces T* = +oo. Finalmente, si S € R
y T = —o0, entonces S — T = +oo y (S —T)* = +00. En estos tres tltimos casos, el hecho de que
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(S —T)" 4+ T esté definida fuerza a que su valor sea +00. Asi, en todos los casos, S < (S —T)* +T*
en A.

Como el miembro derecho es medible en A, el principio de localizacion da S* < (S —T')* + T™*.

En {T* € R} podemos restar 7%, sin producir formas indeterminadas, y obtenemos (S — T')* >
S* — T*. Resta considerar {T* = —oo}. Alli, 7' < T* = —oo implica T' = —oo. Como S — T
estd definida, necesariamente S > —oo, de modo que S — T = +ooy (S —T)* = +00. Ademés,
S* > 8 > —o0, por lo que S* —T* = +o00. En consecuencia, (S —7)* > S* —T* en todo {T™ < 4o00}.
(7). Supongamos primero que S*,7* € R. Aplicando (ii) a (S,7T) y luego a (7, 5), obtenemos
ST <(S-T)yyT*—5*<(T—-S5).Como S—T<|S=T|yT—-S<|S—T], la monotonia
de la envolvente da (S —T)* < |S—=T|*y (T'— S)* <|S —T|*. Por tanto, S* —T* < |S —-T|*y
T —5* <|S—T]|*, de donde |S* —T*| < |S —T*.

Supongamos ahora que T* = 400 y S* € R. Aplicando (ii) con los papeles de Sy T' intercambiados,
obtenemos 7% < (T'— S)* + S*. Como S* es real, esta desigualdad fuerza (T"— S)* = +oo. Por
monotonia, |S —T|* > (T — S)* = +oo, y la desigualdad buscada es inmediata. El caso S* = 400 y
T* € R es simétrico.

Si S* = —o0, entonces S = —oo punto a punto en ese conjunto. Como S — T esta definida,
necesariamente T' > —oo, y por tanto |S — T'| = +o00. De aqui, |S — T|* = +o0. El caso T* = —o0
es simétrico. Estos casos incluyen aquellos en que una de las envolventes vale 400 y la otra —oo, y
cubren todo el conjunto donde S* — T™ estd definida.

(iv). Supongamos que S es medible y finita, y definamos R := ST*1(g>0; + ST 1{5<0}. La funcion R es
medible. Como T, < T < T, se tiene ST < R punto a punto. En efecto, en {S > 0}, la desigualdad
T <T*da ST < ST*; en {S < 0}, la desigualdad T, < T, multiplicada por S < 0, da ST < ST.; y
en {S = 0}, ambos miembros valen 0. Por la minimalidad de (S7)*, concluimos que (ST)* < R.

Para probar la desigualdad opuesta, pongamos U := (ST)*. En {S > 0}, de U > ST se deduce
U/S >T. Como S es finita y estrictamente positiva en ese conjunto, U/S es medible para la o-dlgebra
traza. Por localizacion, T* < U/S, y multiplicando por S > 0 obtenemos ST* < U.

En {S < 0}, al dividir U > ST por S < 0, la desigualdad se invierte y obtenemos U/S < T. La
versién dual del principio de localizacién da U/S < T,. Multiplicando nuevamente por S < 0, la
desigualdad vuelve a invertirse y resulta ST, < U.

Finalmente, en {S = 0}, se tiene R = 0 = ST < U. Por tanto, R < U = (ST)* en todo Q. Junto
con la desigualdad anterior, esto prueba (ST)* = R.

(v). Denotemos por R el miembro derecho de (v). Los cuatro conjuntos que aparecen en su definicién
son medibles. Ademas, sus soportes son disjuntos salvo, posiblemente, los del primero y el cuarto. Por
ejemplo, los soportes del segundo y del tercero no pueden intersectarse, pues ello exigiria S* < 0 < S,
en contradicciéon con S, < §%; las deméds incompatibilidades se comprueban del mismo modo usando
también T, < T™. En la posible interseccion de los soportes primero y cuarto, ambos sumandos son
no negativos. Por otra parte, los factores tienen signo estricto en sus respectivos soportes, por lo que
no aparece ningin producto de la forma 0 - co. En consecuencia, R estd bien definida y es medible.

Probaremos que ST < R punto a punto. Como S, < § < S* y T, < T < T*, distinguimos los
posibles signos de S 'y T

Si S, T > 0, entonces S*,T* > 0, por lo que el primer sumando esta presente. Ademas, ST <
S*T* < R.Si S, T <0, entonces S, T, < 0, por lo que el cuarto sumando esta presente. En este caso,
S, T, > ST, y por tanto ST < S5, T, < R.

Supongamos que S > 0 > T. El segundo sumando no puede aparecer porque S* > S > 0, y
el tnico sumando negativo que podria aparecer es el tercero. Si no aparece, todos los sumandos
presentes son no negativos, de modo que R > 0 > ST'. Si aparece, entonces S, > 0y T* < 0. Estas
condiciones hacen que los otros tres sumandos se anulen. Como S, < S y T < 0, se tiene ST < S, T
como T <T*y S, >0, resulta 5,7 < S, T*. Por tanto, ST < S, T* = R.

El caso S < 0 < T es simétrico, pero lo detallamos para evitar ambigiiedades. El tercer sumando
no puede aparecer porque 7% > T > 0, y el inico sumando negativo que podria aparecer es el segundo.
Si no aparece, R > 0 > ST. Si aparece, entonces S* < 0y T, > 0, y los otros tres sumandos se
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anulan. Como S < §* y T' > 0, se tiene ST < S*T'; como T, < T y §* <0, resulta S*T" < S*T,. Por
tanto, ST < S*T, = R.

Finalmente, si ST = 0, los sumandos segundo y tercero no pueden aparecer. En efecto, si S = 0,
no pueden cumplirse S* < 0 ni .S, > 0, mientras que, si 7' = 0, no pueden cumplirse 7, > 0 ni 7™ < 0.
Asi, R> 0= S5T.

Hemos probado que ST' < R punto a punto en todos los casos. Como R es medible, la minimalidad
de (ST)* da (ST)* < R.

(vi). Fijemos ¢ € Ry sean C :={T > ¢} y C¥ :={T* > c}. Como T < T*, se tiene C' C C%. Ademas,
Cr € A, pues T* es medible.

Sea A € A cualquier recubrimiento medible de C'. En A¢ se tiene T' < ¢ punto a punto. Aplicando
el principio de localizacién a T', con la funcién constante v = ¢, obtenemos T < ¢, P-c.s. en A¢. Por
tanto, C¥ N A° es nulo, es decir, C¥ C A salvo un conjunto nulo. En consecuencia, P(C}) < P(A).

Como esta desigualdad vale para todo recubrimiento medible A de C| se tiene P(C}) < P*(C). La
desigualdad opuesta se sigue de que C? es un recubrimiento medible de C'. Por tanto, P(C) = P*(C),
de modo que C} es un recubrimiento medible éptimo de C.

Por el Lema 1.8(ii), aplicado a este recubrimiento 6ptimo, (1¢)* = 1¢s, es decir, (Iirsq)* =
L{7+>cy. Finalmente, por el Lema 1.8(i), P*(T > ¢) = P(T* > ¢).

(viii). Probamos (viii) antes de (vii), pues lo usaremos en su demostracién. Como S* V T™ es medible
y domina punto a punto a SV 7', la minimalidad de (SV T)* da (SVT)* < S*Vv T,

Reciprocamente, (S V T')* domina a SV T y, por tanto, domina separadamente a S y a T.
Por la minimalidad de S* y T*, obtenemos S* < (SVT)* y T* < (S Vv T)*. En consecuencia,
S*VvT* < (SVvT)*". Combinando ambas desigualdades, (SV T)* = S* Vv T*.

(vii). Como |T'| = TV (=T), el apartado (viii), aplicado a T'y =T, da |T'|* = (T'V(=T))* = T*V(-T)*.
Por definicién de Ty, se tiene (—=7)* = =T, y por tanto |T|* =T* Vv (=T.).

Por otra parte, como T, < T*, también —T* < —T,. En consecuencia, |T*| V |T,| = T*V (=T*) V
T.V (=T, =TV (-T.), pues T, < T* y =T* < —T,. Por tanto, |T|* = |T*| V |T.|. En particular,
| < [T
(iz). Como SAT < Sy SAT < T, la monotonia de la envolvente implica (SAT)* < S*y (SAT)* < T*.
Por tanto, (S AT)* < S* ANT™.

Supongamos ahora que S es medible y pongamos U := (S A T)*. El conjunto A := {U < S}
pertenece a A, pues U y S son medibles. En A se tiene necesariamente U > T'. En efecto, si en algin
punto de A también se tuviera U < T', entonces U < S AT, contradiciendo que U > S AT punto a
punto.

Como U es medible para la o-dlgebra traza sobre A, el principio de localizacion aplicado a T < U
da T* < U, P-c.s. en A. Por tanto, SAT* < U en A. En A¢, por definiciéon de A, se tiene S < U, y
en consecuencia también SAT* < U. Asi, SAT* <U = (SAT)*, P-cs. en €.

Como S es medible, S* = S, P-c.s. La desigualdad general ya probada implica U < S*AT* = SAT™.
Combinando ambas desigualdades, obtenemos (S AT)* = S AT* = S* AT*, P-c.s. El caso en que T
es medible es simétrico. O

Corolario 1.10 (Desigualdad de Markov exterior). Sea T': Q — [0, 00] arbitraria y ¢ > 0. Entonces

E*T
< .

P(T >

T2 ™
Demostracion. Como T* > T > 0 punto a punto, ET™ existe y, por el Lema 1.4(iii), vale E*T. Para
0 <e <c, el Lema 1.9(vi) y la desigualdad de Markov clasica dan P*(T' > ¢ —¢) = P(T* > ¢ — ¢);
como {T > ¢} C {T > ¢ — ¢}, la monotonia de P* y ¢ | 0 dan P*(T' > ¢) < P(T* > ¢) < ET*/c =
ET/c.! O

HE] paso al limite usa la continuidad desde arriba de P: {T* > ¢ — 1/k} | {T* > ¢} cuando k — oco. La tltima
desigualdad es Markov clésica para la variable no negativa T*.
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Advertencia 1.11

» La probabilidad exterior puede no ser aditiva. En ([0, 1], £, A), sea V' C [0, 1] tal que \.(V) =0
yAN(V)=1.SiA=VyB=][0,1\V, entonces AN B =2, AU B = [0, 1], pero

P*(A)+P*(B)=2>1=P*(AUB).
Asi, la aditividad puede fallar aun para conjuntos disjuntos.®

= La esperanza exterior e interior tampoco son, en general, aditivas. Mas precisamente, para
variables no necesariamente medibles se tiene (se deja como ejercicio verificarlo)

E*Y +Z) <E'Y +E*Z, E.(Y+Z2)>EY+E.Z,

siempre que los lados derechos estén bien definidos. La igualdad no tiene por qué valer si las
variables no son medibles. Lo que si se cumple es la homogeneidad positiva: E*(cY) = cE*Y y
E.(cY) = cE,Y para ¢ > 0; para ¢ = 0 la identidad vale con la convencién 0 - (£o0) = 0 (en
cuyo caso ambos lados son nulos).

?Tal V existe (usando el axioma de eleccién): por ejemplo, un conjunto de Bernstein, que interseca a todo
cerrado no numerable de [0, 1] sin contener ninguno; todo medible contenido en V' o en V¢ resulta de medida nula.
Y P*(B) = 1 sale de la dualidad: A*([0,1]\ V) =1—-X.(V) =1.

N J

Observacion 1.12

El mayorante medible minimo depende de la o-dlgebra. Por ejemplo, si Q@ = {0,1}, T' = 14,

entonces respecto de la o-algebra discreta 2 (todas las partes de Q) se tiene T* = T', mientras
que respecto de la o-dlgebra trivial {&,Q} se tiene T* = 1.

1.2.2. Fubini exterior

Sean (21, A1, P1) v (Qa, Ay, IPy) espacios de probabilidad. Sea T : Q; x €5 — R arbitrario, definido
sobre (21 x Qy, A1 ® Ay, P; ® Py). Escribimos E para la esperanza respecto de Py ® PPy,

Definicién 1.13. Para w; € € escribimos T, (we) = T'(wy, ws). Definimos

E;T(wy) := inf{ UdP, : U : Q5 — R medible,U > T, (), . UdP, existe}.
2

Qo
Asi, EST : 1 — R es una funcion no necesariamente medible. Analogamente, para wy € g, escribimos

T, (w1) = T'(w1,ws) v definimos

BT (ws) = inf{ UdP, : U+ Q) = B medible, U > T.,(), [ UdP, existe}.
1951

1951

Observacion 1.14

» Para cada w; € , E3T(w1) = Eg, (T, ), ¥, para cada wy € Qo, E1T (ws) = Ep, (T, ).

= Con la definicién anterior,

E'ET = inf{ VAP,V Q) - Rmedible, V > BT, [ VaP, existe}.
Ql Q1

J
Lema 1.15. Sea T : Q; x Qy — R arbitrario, definido sobre (Q1 X Qp, Ay @ A, P; @ Py). Entonces,

E.T < EE..T < EELT < E*T.

Andlogamente, intercambiando 1 y 2, E\T < Ey,E, T < ESETT < E*T.
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Demostracion. Probemos primero que EJE;T < E*T'. Si E*T" = +00, la afirmacién es inmediata.
Supongamos entonces que E*T" < 400, y sea U > T un mayorante medible cuya esperanza exista y
satisfaga!? EU < +oo. En particular, EUT < oo.

Para w; € 1, definamos a(w;) := EoU T (wy,) v b(wy) := EoU ™ (w1, ). Por Tonelli, a y b son
medibles y Eja = EUT < oco. Por tanto, N := {a = +0o0} es medible y P;(N) = 0. Pongamos

o) = a(wy) —b(wy), wy & N,
Y 400, wy; € N.

La funcién ¢ es medible.’® Si w; ¢ N, la secciéon U(wi, ) es un mayorante medible de T'(wy, -) cuya

esperanza existe, pues su parte positiva es integrable. En consecuencia, E5T(w;) < ¢(wy); en N, la

misma desigualdad es trivial. Asi, ¢ es un mayorante medible de E3T. Ademads, ¢ < a, por lo que

E 9T < 0oy, en consecuencia, E;¢ estd bien definida. Como ¢ = a — b, P1-c.s., y Eja < oo, Tonelli
da14

Ei¢p =FEa—Eb=EUt —EU~ =EU.

Ahora bien, ¢ es un mayorante medible de E5T. Por la definicién de esperanza exterior,
EIEST <E.;¢p = EU.

Tomando infimo sobre todos los mayorantes medibles U > T cuya esperanza existe y es menor que
+00, restriccién que no altera el infimo cuando E*T" < +o00, obtenemos EJE;T < E*T.
Para la desigualdad central, usamos E,, 7" < E37', la monotonia de E] y la desigualdad genera
Finalmente, aplicando la desigualdad ya probada a —T, E{E;(—T) < E*(—T). Al multiplicar por
—1 y usar las definiciones de esperanza interior,'® obtenemos E, T < —E}(—Ey,T) = E.E..T. En
consecuencia,

115

E.T <E.E, T <EET <E*T.
Intercambiando los papeles de 1 y 2 se obtiene la segunda cadena. O]

Advertencia 1.16

En general no hay un teorema de Fubini completo para E*: la igualdad E*(T") = E{E;T puede
fallar si T' no es suficientemente regular.

Hay, sin embargo, una clase importante de funciones para las cuales el intercambio es exacto:
las que dependen de una sola coordenada.!” Este fenémeno se formula mejor mediante una nocién
general, que reaparecera en el teorema de representacion casi segura y, sobre todo, en la simetrizacién
del Capitulo 2.

12Tal U existe por la definicién del infimo, pues E*T < +00. Y de EU < +o0o se sigue EUT < oo: si fuera EUT = oo,
la existencia de EU exigiria EU~ < oo, y entonces EU = 400, contradiccién.

13Sobre N, la resta a — b seria la forma indeterminada oo — co; el valor 400 la esquiva sin costo alguno, pues
P (V) = 0 y agrandar el candidato en un conjunto nulo no cambia su esperanza ni estropea la condicién de mayorante.

1La resta de esperanzas es licita porque Eja < 0o. Si E1b = 400 (equivalentemente, EU ™~ = oo, es decir EU = —o0),
ambos miembros valen —oo y la identidad subsiste.

5Monotonia de Ej: si X <Y punto a punto, todo mayorante medible de Y lo es de X, y el infimo sélo puede bajar.
Y Eo. T < E3T vale secciéon a seccion: si V < T, < U con V,U medibles y esperanzas existentes, la monotonia de la
esperanza extendida da f V< f U; tomando supremo e infimo, Eq, < [E3.

16Seccion a seccion, Ei(—T)(w1) = —E2.T(w1), por la definicién Eo, = —E3(—); y en Qq, —Ei(=V) = E.V,
aplicado a V = E,,T.

17En efecto: si T = g oy, cada seccién T(wy,-) es constante e igual a g(w;), y la esperanza exterior de una constante
es esa constante; luego E5T = g y EJEST = Ej¢g: las esperanzas iteradas colapsan a la marginal. La pregunta de Fubini
se reduce entonces a si E*(g om) = Eig, es decir, a si la esperanza exterior calculada en el producto —donde hay
mas mayorantes disponibles, que pueden depender de wo— coincide con la calculada en €2;. Eso es exactamente la
perfeccion de 7 del lema siguiente.
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Definicién 1.17. Sea ¢ : (Q, A, P) — (Q, A,P) medible y tal que P = P o ¢~!. Diremos que ¢ es
perfecta si, para todo B C (),

P'(B)=P*(¢"'(B)) vy P.B)=P.(¢7'(B)),
donde P*, P, (resp. P*,P,) son la probabilidad exterior e interior asociadas a P (resp. P).
Lema 1.18. Sea ¢ : (Q, A, P) — (Q, A, P) medible y tal que P =P o ¢, Entonces son equivalentes:
(i) Para todo B C Q, P*(B) = P*(¢~Y(B)) y P.(B) = P.(¢~(B)).
(ii) Para toda funcién acotada g - Q — R, E*g = E*(g o ¢).

Demostracion. Sea g : Q — R con |g| < M. Como g* > g > —M punto a punto y la constante M es
un mayorante medible de ¢, la minimalidad da —M < ¢g* < M, P-c.s.; en particular Eg* existe y, por
el Lema 1.4(iii), vale E*g. Por la formula de capas aplicada a g* + M > 0 y por el Lema 1.9(vi),

M M
E'g=Eg* =-M —|—/ P(g* > t)dt = —M +/ P*(g > t) dt. (1.2)
M -M

Es decir, la esperanza exterior de una funcién acotada queda determinada por las probabilidades
exteriores de sus conjuntos de nivel.

(i)=(ii). Sea |g| < M; entonces |go ¢| < M. Como {go ¢ >t} = ¢~ '({g > t}), la hipétesis da
P*(go ¢ > t) =P*(g > t) para todo t. Aplicando (1.2) en ambos espacios, E*(g o ¢) = E*g.
(7i)=(i). Con g = lp y 1po ¢ = L41(p), el Lema 1.8(i) en ambos espacios da P*(B) = E*(1p) =
E*(14-1(3)) = P*(¢~'(B)). Para las interiores, P,(B) = 1 — P*(B°) y ¢~ (B°) = ¢~ '(B)". O

Lema 1.19 (Las proyecciones coordenadas son perfectas). Sea m : Q1 x Qo — €y la proyeccion,
definida sobre el espacio producto (21 X Qg, A1 @ Ag, Py ® Py). Entonces:

(i) para toda T : Q; — R,
(T o 71'1)* =T"o 1 (Pl (%9 PQ)-C.S.,

donde el mayorante medible minimo de la izquierda se calcula en el producto y el de la derecha en

(le A17 Pl);

(ii) para toda g : 3 — R acotada, E*(gom ) =Ejg; en consecuencia (Lema 1.18), m es perfecta en
el sentido de la Definicion 1.17: para todo B C €y,

(P ® P2)*(7Tf1(3)) =Pi(B), ([P® Pz)*(”fl(B)) = P.(B).

Lo mismo wvale, intercambiando los indices, para la proyeccion .

Demostracion. (i) La funcién T o m; es medible en el producto y domina a 7" o m; punto a punto;
por minimalidad, (T o m)* < T* o c.s.

Reciprocamente, sea V := (T o m1)*. Como V' > T o punto a punto y (7' o m)(wy,ws2) = T'(w1),
al fijar wy € Qy la seccion V (-, wsy) es Aj-medible y domina punto a punto a 7' (la misma funcién T
para todo wy) '®; por la minimalidad de T™* en 4, se tiene T* < V/(-, ws), P;-c.s. El conjunto

N = {(w1,ws) : T*(wy) > V(wy,w2)}

es medible y, por lo anterior, todas sus ws-secciones son Pj-nulas; por Tonelli aplicado a 1y, (P; ®
Py)(N) = 0. Es decir, T* om; <V c.s., y queda probada la igualdad.

18 Aquf es donde se usa que 7 es la proyecciéon: como (o7 )(wi,ws) = T(wy) no depende de ws, todas las wo-secciones
de T o son la misma funcién T, y la minimalidad en €25 se aplica siempre contra el mismo T*. Si T" dependiera
de ambas coordenadas, el mayorante minimo de la seccién cambiaria con wy, no habria una funcién fija en 1 que
comparar con V' y el argumento colapsaria: esa es exactamente la obstrucciéon por la que no hay Fubini exterior en
general (Advertencia previa).
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(ii) Sea g acotada, digamos |g| < M. Entonces g* > g > —M punto a punto y, por minimalidad
contra la constante M, ¢g* < M c.s.; en particular, E;¢* existe y es finita, y el Lema 1.4(iii) da
E,¢* = Ejg. El mismo argumento en el producto da E{(g o 7r1)*] = [E*(g o ). Usando la parte (i) y
que la ley de m; bajo P; ® Py es Py,

E*(gom) = E[(g o Wl)*} = ]E[g* o Wl} =E,9" = Ejg.

Como la ley de m; bajo P; ® Py es Py, la implicacion (ii)=-(i) del Lema 1.18 traduce esta identidad
de esperanzas en la igualdad de las probabilidades exteriores e interiores. O

En otras palabras: para funciones del producto que dependen de una sola coordenada, la esperanza
exterior conjunta y la marginal coinciden, sin ninguna hipétesis de regularidad. Esta es la propiedad
que permitira, en el Capitulo 2, agrandar el espacio muestral —con una muestra fantasma y signos
de Rademacher— sin alterar las esperanzas exteriores de los funcionales de la muestra original: el
paso clave de la simetrizacién.'”

1.3. Convergencia débil

Sea (D, d) un espacio métrico, denotamos
Cy(D) ={f: D — R continua y acotada},

donde por acotada entendemos sup,.p | f(x)| < oo.

Lema 1.20. La o-dlgebra de Borel B(D) es la menor o-dlgebra que hace medibles (hacia B(R)) a
todas las funciones de Cy(D). Equivalente: B(D) es la menor o-dlgebra que contiene a los abiertos.

Demostracion. Cada f € Cy(D) es continua y, por lo tanto, Borel-medible; luego o(Cy(D)) C B(D).
Reciprocamente, si F' C D es cerrado y no vacio, la funcién f(z) = d(z, F') A 1 pertenece a Cy(D) y
F = f"1{0}) € o(Cy(D));* el caso F = & es trivial, pues & pertenece a toda o-algebra. Como los
cerrados generan B(D), se concluye B(D) C o(Cy(D)). O

Definicién 1.21. Sea L una probabilidad de Borel sobre (D, B(D)). Decimos que L es tensa si
Ve >0 3K C D compacto tal que L(K) > 1 —e.

Si X : (Q, A,P) = D es Borel-medible, diremos que X es tenso cuando su ley Ly := Po X! es tensa.

Toda probabilidad de Borel en un espacio métrico separable y completo® es tensa, ya que es
interiormente regular por compactos (es de Radén).”

?Un espacio metrizable se llama polaco si es separable y admite una métrica completa compatible con su
topologia; en particular, un espacio provisto de una métrica completa y separable es polaco.

bEste es el teorema de Ulam. Véase, p.ej., R. M. Dudley, Real Analysis and Probability, Teorema 7.1.4, o
P. Billingsley, Convergence of Probability Measures, Teorema 1.3.

190bsérvese que la desigualdad dificil, Efg < E*(go ), es un caso particular del Lema 1.15: con T' = g o 7y se tiene
E5T = g, y la cadena da Ejg = EfE5T < E*T. La opuesta es elemental: todo mayorante medible U > ¢ en {2y induce
el mayorante U o7 en el producto, con la misma esperanza. El contenido genuinamente nuevo del lema es la identidad
c.s. del item (i) entre los mayorantes medibles minimos, més fuerte que la igualdad de esperanzas, y ésa es la forma en
que la perfeccién se usa en la practica.

20d(z,F) =0siysolosi x € F=F, por ser F cerrado; el Al no afecta el conjunto de ceros.
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L es tensa si y sdlo si existen compactos K; C Ky C -+ con L(K,,) T 1. En particular, la unién
Uns>1 K»n (que es o—compacta) tiene probabilidad 1.

Definicién 1.24. Diremos que una probabilidad de Borel L es separable si existe un conjunto

numerable M C D tal que L(M) = 1.

Advertencia 1.25

Una medida puede ser separable sin que el espacio métrico lo sea. Basta considerar en R la
distancia d(z,y) = 0 si x = y, 1 en otro caso. Dicho espacio no es separable pero la masa de
Dirac en cualquier punto es separable. Otro ejemplo menos trivial se obtiene si consideramos
X =0 ={x = (,)n>1: |7l := sup, |2,| < 00} con la distancia inducida por || - [|~. X no
es separable. Sea ¢y = {x : z,, — 0}, que si es separable (por ejemplo, las sucesiones de soporte
finito con coordenadas racionales son densas en cp).
Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad y sea Z : 2 — R una variable aleatoria real. Definimos
€:Q— X, {(w) = (Z(w)/n)p>1. La aplicacién z — (z/n),>1 de R en ¢*° es continua; por tanto,
¢ es Borel-medible. Ademds, £(w) € ¢y para todo w. De este modo, la ley p:=Po ¢! es una
probabilidad de Borel en (X, B(X)) tal que u(co) = 1. Concluimos que p es separable (esta
L concentrada en ¢y) mientras que el espacio métrico total (X, | - ||oo) no es separable.
J
Definicién 1.26. En un espacio métrico (D, d), una probabilidad L es pretensa si, para todo € > 0,
existe C' C D totalmente acotado?' y medible tal que L(C') > 1 —¢.

Lema 1.27. Sea L una probabilidad de Borel en un espacio métrico (D, d). Entonces
L es pretensa <= L es separable.
Si ademds (D, d) es completo, son equivalentes
L es pretensa <= L estensa <= L es separable.

Demostracion. Supongamos L pretensa. Para n > 1 sea C,, C D totalmente acotado con L(C,,) >
1—27". Cada C, es separabbile;22 por tanto C' := |J,, C,, es separable y L(C') = 1. Sea M C C numerable
y denso en C; entonces L(M) = 1, es decir, L es separable.

Sea M = {x1,25,...} C D numerable con L(M) = 1. Fijado € > 0, para cada j > 1 los conjuntos
B(Zm,1/7), m > 1, cubren M; por tanto

L( U B(mm,l/j)> = 1.

m>1

Luego existe N; tal que G; := UN B(zy, 1/4) satisface L(G;) > 1 —£279.23 Sea C' := Nj>1 G-
Entonces C' € B(D) y
LC)>1-) 277 =1—c¢.
Jj=1
Ademas, C' es totalmente acotado: dado n > 0, sea j con 1/j < n; como C' C G}, C queda cubierto
por finitas bolas de radio 7. Asi, L es pretensa.

21 A C D es totalmente acotado si para todo € > 0 existen zy,...,zy € D tales que A C UY, B(z;,¢). Nétese que
depende de la métrica elegida. Recordemos que todo compacto es totalmente acotado, y todo totalmente acotado es
separable. Si D es completo, la clausura de todo conjunto totalmente acotado es compacta; en particular, en espacios
completos, pretension y tensién son equivalentes.

22Todo conjunto totalmente acotado C' es separable: para cada k, C' se cubre con finitas bolas de radio 1/k; eligiendo
un punto de C' en cada bola que lo corte y uniendo sobre k, se obtiene un subconjunto numerable y denso en C.

ZPor continuidad desde abajo de L a lo largo de la unién creciente |J,, <y B(@m:1/5) T U,psy B(@m.1/j), cuya
probabilidad es 1.

17



Si D es completo, el cierre de un conjunto totalmente acotado es compacto; asi, pretensa = tensa.
La implicacién tensa = pretensa es trivial (“compacto = totalmente acotado”). Junto con lo ya
probado, queda la equivalencia de las tres propiedades. O

Definiciéon 1.28. Un par (A, <) es un orden parcial si, para todo z,y,2z € A,

r<z, (r<ydky<z)=r=y,  (z<yky<z)=x<z

1.3.1. Redes

En algunos problemas es necesario indexar las variables por conjuntos mas generales que N, como
R, Z* o familias ordenadas por inclusién. Para tratar todos estos casos con una tnica notacion,
introducimos los conjuntos dirigidos y las redes. Las pruebas siguen, en gran medida, el mismo patron
que para sucesiones, pero las redes son necesarias para formular correctamente los argumentos de
compacidad en espacios no secuencialmente compactos.

Definicién 1.29. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es dirigido si para cualesquiera z,y € A
existe z € A tal que x < zy y < z (sucesor comin).

Definicién 1.30. Sea {(24,Au, Py)}aca una familia de espacios de probabilidad indexada por un
conjunto dirigido (A, <), y sea D un espacio métrico. Una red en D es una familia { X, : Qo = D}aca
(no exigimos medibilidad). En general denotaremos simplemente X, sin hacer explicita la mencién de A.
Anélogamente, una red de probabilidades de Borel sobre D es una familia {L,},c4 de probabilidades
de Borel en (D, B(D)): los espacios de probabilidad de partida pueden variar con «, pero todas las
aplicaciones toman valores en un mismo espacio métrico D, y es sobre ese espacio comun donde se
formula la convergencia débil.

Definicién 1.31. Dadas una red X, y una probabilidad de Borel L en D, decimos que X, converge
débilmente a L, y denotamos X, = L, si

E(f(Xa)) — [ fdL  vf € Cy(D),
donde E? denota la esperanza exterior respecto de P,.

Definicién 1.32. Sea (D, d) un espacio métrico, {L,}aca una red de probabilidades de Borel en D, y
L una probabilidad de Borel en D. Diremos que L, converge débilmente a L,y denotamos L, = L
si

/dea —>/de Yf € Cy(D).

Cuando escribimos X, = X damos por sobreentendido que X es Borel medible, y lo entendemos
como X, = L, donde L =P o X! es laley de X (una probabilidad de Borel).

Teorema 1.34 (Portmanteau). Sea (D,d) métrico y X, : Qo — D una red, no necesariamente
medible. Fijada una probabilidad de Borel L en D, son equivalentes:

(i) X, = L.
(it) im inf Py . (Xo € G) = L(G), para todo abierto G C D.
(iii) limsup P’ (X, € F') < L(F), para todo cerrado F C D.
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(iv) limainf Eoxf(Xa) > /de, para toda f: D — R lLs.c. ** y acotada por abajo.

(v) limsup E! f(X,) < /de, para toda f: D — R w.s.c. y acotada por arriba.
(vi) Para todo boreliano B con L(0B) = 0,

lim P, (X, € B) = limP}(X, € B) = L(B).

(vii) Si f >0 es acotada y Lipschitz, entonces liminf, E, .f(X,) > [ fdL.

Demostracion. (i) < (iii). Si F es cerradoy G = F¢, entonces PX (X, € F) =1—-P, (X, € G), ¥y
L(F) =1—L(G), y las desigualdades con lim inf y lim sup son equivalentes.*

(iv) & (v). Seusa fus.c. < —f Ls.c.y E,.(—Y) = -E5(Y).

(iv) = (7). Si G C D es abierto, entonces 1 es semicontinua inferiormente y acotada por abajo.”®
Aplicando (iv) a f = 1g,

lim inf Po,.(X, € G) = lm inf Bq . 16(X,) > / Ledl = L(G).

(1) = (vit). Si f > 0 es acotada y Lipschitz, entonces f, —f € Cy(D). Por (i),

Eof(Xa) > [fdl,  Ei(~f(Xa) = — [ faL.
Luego
Eaf(Xa) = —Ei(=f(Xa) = [ fdL,
y en particular vale (vii).
(vii) = (ii). Sea G abierto. Si G = D, es trivial. Si no, sea f,,(z) := (md(x,GC)) A 1. Entonces
fm >0, es acotada y Lipschitz (la distancia a un conjunto es 1-Lipschitz), f,, < lg vy fm T 1g*". Por
monotonia de E,?® y (vii),

limainf P, . (X, € G) = limainf Eq1g(Xa) > sup limainf Eafm(Xa) > sup/fmdL.

Por convergencia monétona, sup,, [ fmdL = L(G).

(it) = (iv). Restando una constante, suponga f > 0.2 Para m > 1, definimos

fo= 3 Mg, o= o f(2) > i/m).
m;3

24Una funcién f : D — R es semicontinua inferiormente (1.s.c.) si {f > a} es abierto para todo a € R, y semicontinua
superiormente (u.s.c.) si {f < a} es abierto para todo a € R; equivalentemente, si —f es l.s.c. En espacios métricos
esto equivale a la formulacién puntual liminf, . f(y) > f(z) para todo = (resp. limsup,_,, f(y) < f(z)), y también a
la secuencial: x,, — & = liminf,, f(z,) > f(z). Notemos que f es continua si y s6lo si es l.s.c. y u.s.c. a la vez, y que
toda f ls.c. o u.s.c. es Borel-medible, pues los conjuntos {f > a} (resp. {f < a}) generan B(R); en particular | fdL
estd bien definida en (iv) y (v), con valor en (—o0, +00] y [—00, +00) respectivamente, por estar f acotada por abajo o
por arriba.

ZEn detalle: {X, € F} = {X, € G}°y, por definicién de probabilidad interior, P, .(E) = 1 — P% (E°) para todo
E C Q,; ademds, limsup(l — z,) = 1 — liminf z,.

2615 es s.c.i. porque {1g > a} es D, G o @ segiin a < 0,0 < a < 1 0 a > 1: siempre abierto.

27Si fo(x) > 0, entonces d(z,G¢) > 0y, al ser G¢ cerrado, = € G; esto da 0 < f,,, < 1g. Y para z € G, la apertura
de G da d(z,G) > 0, de modo que md(z, G) > 1 para m grande: f,(z) T 1.

28Gi Y < Z punto a punto, todo minorante medible de Y lo es de Z; luego E,Y < E,Z.

29Gi f > —¢, se aplica lo que sigue a f + c: tanto Eq,« como f -dL se trasladan por constantes.
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Cada G, es abierto porque f es s.c.i. Ademas,
0<fu<f (fAm)—m™ < fu< fAm,

y por tanto f,,(z) — f(x) para todo x.>° Por superaditividad y homogeneidad positiva de E, (véase
la Advertencia 1.11),3!

1™
Eq s« fin(X E; Poi(Xo € Gim).
Asi, usando (i), ]
lim inf E. fn (X ;iL Cim) :/fmdL.
Como f,, < f,
hmlanEa S(X /fmdL Vm.

Finalmente, f,, = f y 0 < f,, < f; por Fatou aplicado a f,,,
/ fdL < lim inf / FndL < sup / FndL,

y queda (iv).

(i1), (171) = (vi). SiL(0B) =0, entonces L(B°) = L(B) = L(B). Como B° C B C B,

L(B) <liminfP, .(X, € B) <limsupP; (X, € B) < L(B),
donde se us6 (it) para B° y (iit) para B. Por tanto ambas probabilidades, interior y exterior, convergen
a L(B).

(vi) = (iii). Sea F cerrado; si F' = &, la desigualdad es trivial, asi que supongamos F' # & y
pongamos F? := {x : d(z,F) < 6}. Como OF° C {x : d(z, F) = §}, salvo a lo sumo numerables § > 0
se tiene L(OF?) = 0.2 Tome 4,, J 0 con esa propiedad. Por (vi),

limsup P, (Xo € F) < HmP;(X, € F) = L(F™).

Como F | F33 se obtiene limsup, P* (X, € F) < L(F).
(17) = (i). Por (i1) = (iv) y (iv) < (v), para f € Cy(D),

hmmfIEa*f /de hmsupE f(X </de

Como E,.f(X,) < E! f(X,), se sigue E! f(X,) — [ fdL, que es X, = L. Con esto, todas las
flechas del diagrama estan probadas y el grafo es conexo en ambos sentidos: las siete condiciones son
equivalentes. O

Sean (D,d) y (FE,e) espacios métricos. Para g : D — FE definimos el conjunto de puntos de
discontinuidad
Dy = {x € D : g no es continua en x}

30Escribiendo r = mf(z): mf(x) = #{1 <i <m? :i <r}. Sir < m?, ese niimero estd entre r — 1 y r; si r > m?,
est4 entre m? — 1y m? (cuando r = m?, el tltimo indice no cuenta, por ser estricta la desigualdad). En ambos casos,
(f Am)(@) =m 1 < () < (f Am) (@) < f(2).

La superaditividad de E,, enunciada alli para dos sumandos, se itera a sumas finitas; la homogeneidad positiva
saca el factor 1/m.

32Los conjuntos {x : d(x, F) = §}, 6 > 0, son disjuntos dos a dos, y una probabilidad puede dar masa positiva a lo
sumo a numerables conjuntos disjuntos (para cada k, a lo sumo k de ellos tienen masa > 1/k). En la cadena siguiente,
la primera desigualdad usa F' C F°* y la monotonia de P%.

BN, F on = {x:d(x,F) =0} = F porque F es cerrado; se concluye por continuidad de la probabilidad desde arriba.
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Lema 1.35. Sea g : D — E. Entonces Dy es boreliano. Mds precisamente,

Dy = U ﬂ Gl(g’m)’

m>1k>1

donde G,(gm) = {a: : 3y, z € Bz, 1/k), e(g(y),g(z)) > 1/m}. y cada G,(cm) es abierto.

Demostracion. Six € Gg’”), tome y, z € B(x,1/k) con e(g(y), g(z)) > 1/m. Para
p:=min{l/k —d(z,y),1/k — d(x,z)} >0,

todo 2’ con d(a’, z) < p satisface y, z € B(a’,1/k), luego 2’ € Gfgm). Asi G,im) es abierto. La identidad
para D, es la caracterizacion usual de continuidad por oscilacién local: g es continua en x si y sélo si,
para todo m, existe k tal que e(g(y),g(z)) < 1/m para todos y, z € B(z,1/k). O

Teorema 1.36 (Aplicacién continua). Sean D, E espacios métricos, Dy C D y g : D — FE
continua en cada punto de Dy. Sea X, : Qo — D una red no necesariamente medible y sea X : Q0 — D
Borel-medible que toma valores en Dy. St X, = X, entonces g(X) es Borel-medible y g(X,) = g(X).

Demostracion. La continuidad de g en cada punto de Dy implica que la restriccion g|p, : Do — E
es continua para la topologia inducida y, por lo tanto, medible respecto de la o-algebra traza
B(D)N Dy. Como X es Borel-medible y toma valores en Dy, la composicién Y := ¢g(X) = (g|p,)(X)
es Borel-medible.*

Sea ahora F' C E cerrado y escribamos A := ¢g7!(F). Para cada «, {g(X,) € F} = {X, € A} C
{X, € A}. Como A es cerrado en D, por Portmanteau para X, = X,

limsup P* (g(X,) € F) < limsupP% (X, € A) <P(X € A).

Veamos que el tiltimo término coincide con P(Y € F). En efecto, Dy N A = Dy N A. La inclusién
O es obvia. Para la otra, si « € Dy N A, existe x, € A con z,, — x; como ¢ es continua en x,
g(xn) — g(z). Pero g(x,) € F'y F es cerrado, luego g(x) € F, es decir x € A. Como X toma valores
en Dy, los eventos {X € A}, {X € DynN A}, {X € DynN A}y {X € A} = {Y € F} coinciden como
subconjuntos de 2. Asi, para todo cerrado F' C E, limsup, P! (g(X,) € F) <P(Y € F), y el teorema
de Portmanteau da g(X,) = ¢g(X). O

Corolario 1.37 (Continuidad casi segura). Sean D, E espacios métricos, g : D — E arbitraria y D,
su conjunto de discontinuidades. Sea X : Q@ — D Borel-medible con P(X € D,) =0. Si X, = X,
entonces g(X,) = g(X), donde g(X) se entiende mediante una version Borel.

Demostracion. Sea Dy := D \ Dy, que es boreliano por el Lema 1.35. Como P(X € D) =1y
P(X € D,) = 0, necesariamente Dy # &; fijemos xo € Dy y definamos
~ X X D
X(w) — (w)v ((/J) € Do,
Zo, X(W) ¢ Do.
Como {X € Dy} € A, X es Borel-medible, toma valores en Dy y coincide con X salvo en el evento

nulo {X € D,}; en particular tiene la misma ley que X, de modo que X, = X. Por el Teorema 1.36,
9(Xa) = g(X), y g(X) es una versién Borel de g(X), pues coincide con g(X) en {X € Dy}. O

34En detalle: si V C F es abierto, la continuidad de g|p, da (g|p,) (V) = G'N Dy para algtin abierto G C D; como
X toma valores en Dy, {Y e V} ={X e GNDy} ={X € G} € A
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Ni en el Teorema 1.36 ni en el Corolario 1.37 se requiere que g sea medible (ni que g7 (F) lo sea).
La prueba so6lo usa que g1 (F') es cerrado (Borel) y la continuidad de g en los puntos visitados
por X. Si g es continua en todo D, puede tomarse Dy = D y las condiciones sobre X se cumplen
trivialmente.

Definicién 1.39. Sea (D, d) un espacio métrico y { X, }aea una red de aplicaciones (no necesariamente
medibles) con valores en D. Decimos que {X,} es asintéticamente medible si

E;(f(Xa)) = Ean(f(Xa)) — 0 Vf € Cy(D),
donde E y E, . son la esperanza exterior e interior respectivamente.

Definicién 1.40. Para K C Dy § > 0, escribimos K° := {x € D : d(z, K) < 6}. Diremos que {X,}
es asint6éticamente tensa si para todo € > 0 existe un compacto K C D tal que

liminfP, . (Xo € K°) >1—¢, V> 0.

Equivalentemente, lim sup,, P% (X, ¢ K°) <&, Vd > 0.
Lema 1.41. Si X, = X en D, con X Borel-medible, entonces:

(a) {X.} es asintéticamente medible.

(b) {Xa} es asintéticamente tensa si y solo si X es tenso.

Demostracion. Sea f € Cy(D). Por X, = X, E? f(X,) = Ef(X). Aplicando lo mismo a —f,

Eowf(Xa) = —E(=f(Xa)) = Ef(X).

Luego Ef f(Xo) — Eqsf(Xa) — 0,y {X,} es asintéticamente medible.

Suponga primero que {X,} es asintéticamente tensa. Dado € > 0, tome compacto K C D tal que
liminf, P, «(X, € K7) > 1—¢,¥n > 0. Para § > 0, sea K5 :={zx € D :d(z, K) <{¢}. Entonces Kj
es cerrado y K%? C K;5.%° Por tanto, 1 — ¢ < liminf,, P, (X, € K%/?) < limsup, P! (X, € K;). Por
Portmanteau aplicado al cerrado Ky, limsup, P (X, € Ks5) <P(X € K;). Asi, P(X € K5) > 1—¢
para todo § > 0. Como Kjs | K al tomar § | 0,°° se obtiene P(X € K) > 1 —e. Luego X es tenso.

Reciprocamente, si X es tenso, dado € > 0 tome compacto K C D con P(X € K) > 1 —¢. Para
todo 6 > 0, K° es abierto y contiene a K por Portmanteau,

liminf P (X0 € K°) > P(X € K°) > P(X € K) > 1 —e.

Esto es la tension asintética de { X, }. O

El teorema de Prokhorov usa el siguiente resultado, que generaliza la representacion de Riesz—
Markov y que tomaremos como conocido.?”

Teorema 1.42 (Daniell-Stone). Sea (D, d) un espacio métrico y sea I : Cy(D) — R un funcional tal
que:

(i) I es lineal;

35K es la preimagen del cerrado [0,d] por la funcién continua z +— d(x, K). En la cadena siguiente se usa ademés
P, « <P}, y la monotonia en el evento.

BNsaoKs = {z : d(z,K) = 0} = K = K, por ser K compacto (cerrado); se concluye por continuidad de la
probabilidad desde arriba a lo largo de § = 1/k.

37Para el teorema de Daniell-Stone, véase R. M. Dudley, Real Analysis and Probability, Cambridge University Press,
2002, §4.5.
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(i) I(f) >0 si f>0;
(iii) I(1) =
(v) si fn, € Co(D) y fu 1 0 puntualmente, entonces I1(f,) | 0.

Entonces existe una unica probabilidad de Borel L sobre D tal que

:/jmﬂ f ey (D).
D

Teorema 1.43 (Prokhorov). Sea (D, d) métrico y X, : Qo — D una red no necesariamente medible.

(1) Si{Xa} es asintoticamente tensa y asintoticamente medible, entonces existe una subred Xog) y
una probabilidad de Borel tensa L en D tales que X = L.

(ii) Si{X,} es una sucesion asintéticamente tensa y asintéticamente medible, entonces existe una
subsucesion X, = L, para alguna probabilidad de Borel tensa L.

Demostracion. Para f € Cy(D), pongamos I := [—|| floo, || flloc] Definimos
Vo= (8005 € TT 1
fECH(D)

Por Tychonoff,” existe una subred a(8) tal que, para todo f € Cy(D), Ef 4 f(Xa(s) — L(f).
Como la red es asint6ticamente medible,* también Eyg) . f(Xas)) — L(f), f € Cy(D). Probemos
que L es lineal y positivo. Para f, g € Cy(D), usando subaditividad de E* y superaditividad de E,,

E. f(X) + E.g(X) < E.(f 4+ 9)(X) <E*(f 4+ 9)(X) <E"f(X) + Eg(X),
donde X = X,(3) y las esperanzas son respecto de F,g). Pasando al limite,
L(f)+ L(g) < L(f +g) < L(f) + L(g),

luego L(f + g) = L(f) + L(g). La homogeneidad para a > 0 viene de E*(af(X)) = aE*f(X);
por aditividad, L(—f) = —L(f), y entonces L(af) = aL(f) para todo a € R. Si f > 0, entonces
E, f(Xap) > 0, luego L(f) > 0. Ademas L(1) = 1.

Resta veriﬁcar la continuidad monétona. Sea f,, € Cy(D) con f,, | 0; en particular 0 < f,, < fi.
Fijado ¢ > 0, por tensién asintética de la subred* existe compacto K C D tal que, para todo § > 0,

lim inf Po(s),(Xags) € K% >1-e.

Por Dini*!, f,,, | 0 uniformemente en K; tome m tal que supg f,, < €. Por continuidad y compacidad,
existe § > 0 tal que supgs frn < 2. Con B = {Xop) € K} y M = | filloos f(Xags) <
2e + M]IBE,43 y por tanto

E! B)fm( ) < 2+ MP} g )(Bg).

38El producto [] f Iy de intervalos compactos es compacto por el teorema de Tychonoff; en un espacio topolégico
compacto, toda red tiene una subred convergente, y la convergencia en la topologia producto es exactamente la
convergencia coordenada a coordenada, es decir, para cada f por separado.

39La diferencia EY, — E, . tiende a 0 a lo largo de toda la red y, por lo tanto, a lo largo de cualquier subred.

40Las subredes heredan la tensién asintética: para toda red numérica, lim inf 8 Za(g) = liminf, 2z, de modo que la
cota inferior sélo puede mejorar.

41 Teorema de Dini: si K es compacto y f,, € C(K) converge monétonamente punto a punto a una funcién continua
f, entonces f,, — f uniformemente en K.

42Si no, habria puntos z,, con d(z,,, K) = 0y fm(x,) > 2¢; tomando y,, € K con d(x,,y,) — 0 y una subsucesién
yn — y € K (compacidad), resulta x,, — y y, por continuidad de f,,, fi(y) > 2¢ > & > supy fm, contradiccién.

#3La cota puntual: en Bg, Xo 5 € K° y alli fn, < 2¢; fuera, f,, < fi < M. Luego se usan la monotonfa y la
subaditividad de E*, que las constantes salen de la esperanza exterior, y EZ(B)]IBE; = IP’Z(B)(BE), del Lema 1.8(i).
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Como limsupg P4 (Bg) < €, se obtiene 0 < L(f,,) < (2 + M)e para algin m. Como f,, L 0y L es
positivo, la sucesién L( f,,) es decreciente y no negativa. Por tanto L(f,,) | ¢ para algin ¢ > 0. La
cota anterior y la arbitrariedad de e implican ¢ = 0. Asi, L(f,,) { 0.

Por Daniell-Stone, existe una probabilidad de Borel L sobre D tal que

:/de, feCyD).

Luego
Exo/ (Xa@) = [ fdL, € CyD),

es decir, X, = L. Como la subred sigue siendo asintéticamente tensa, el lema anterior implica que
L es tensa.!

Para cada m > 1, sea K,, C D compacto tal que, para todo § > 0, liminf, P, .(X, € K?) >
1 — 5-. Como K, es compacto métrico, la bola unidad de C'(K,,) es separable.’® Por Tietze, ‘® toda
h € C( m)y ||P]le < 1, se extiende a una funcién de C,(D) con la misma cota. Por tanto, para cada
m, existe una familia numerable F,, C Cy(D), ||h|loo < 1, cuyas restricciones a K, son densas en
la bola unidad de C'(K,,). Sea F := U,,>1 Fm, que es numerable; enumerémosla F = {hy, ho, ... }.
Como |E}hi(X,)| < 1 para todo n, k, la sucesion (Efhi(X,,)), tiene una subsucesién convergente,
indexada por n™ C N; de ella extraemos n® C n® a lo largo de la cual también converge E*hy(X.),

) es, salvo finitos términos, una subsucesion de

y asi sucesivamente. La subsucesion diagonal n; := n;
cada n™; por lo tanto By, h(Xn,;) converge para todo h e F.

Mostremos que entonces Ej, f(X,,) converge para todo f € Cy(D). Basta tomar [|f|le < 1.7
Fijados m y n > 0, sea h € F,, tal que sup,cg |f(z) — h(x)| < n. Por continuidad y compacidad,
existe § > 0 tal que sup,cs |f(z) — h(z)| < 27.*° Con B, = {X,, € K%},

B, f(Xn) = Enh(Xo)| S E[f = BI(Xa) < 204 2P7(B;).

Luego
1
limsup |E; f(X,.) —E; h(X,.)| <2n+ —.
. J J J J m

J
Si j, k son grandes,

* * 2 * *
[En, f(Xny) = L (X )] < A+ — A B A(Xy) — B (X, )

El dltimo término tiende a 0, porque h € F. Haciendo luego n | 0 y m — oo, se concluye que
Ey,, f(Xn;) es de Cauchy. Definimos

L(f) =WmE; f(X,), [ €CyD)

Como la subsucesion sigue siendo asintéticamente medible, E, .f(X,,) — L(f), f € Cy(D).
Repitiendo el argumento de la parte (i), L es lineal, positivo, L(1) = 1 y satisface la continuidad
mondétona. Por Daniell-Stone existe una probabilidad de Borel L tal que

:/de, f e Cy(D).

Por tanto X,,; = L. Como la subsucesion es asintoticamente tensa, L es tensa. O

4“Lema 1.41(b), aplicado a la subred y a la variable canénica X = id sobre (D, B(D),L), cuya ley es L.

45Para K métrico compacto, C(K) con la norma uniforme es separable: por Stone-Weierstrass, el algebra generada
con coeficientes racionales por las constantes y las funciones x — d(z, q), con ¢ en un denso numerable de K, es densa
en C(K). Todo subconjunto de un métrico separable es separable; en particular, la bola unidad.

46Teorema de extensién de Tietze: si A es cerrado en un espacio métrico D y h: A — R es continua y acotada,
entonces existe h € Cyp(D) tal que hla =h y ||Allco.p = ||h]loo.A-

4TPara f # 0, se aplica lo que sigue a f/||f|loc ¥ se recupera la convergencia multiplicando por ||f|«, gracias a la
homogeneidad positiva de E*; f = 0 es trivial.

48Mismo argumento de compacidad de la parte (i): puntos x,, con d(z,, K,n) — 0y |f — h|(z,) > 217 acumularian en
un punto de K, donde |f — h| > 21 > n. La cadena que sigue usa ademas ||f — hllo < 2.

24



Definicién 1.44. Sea F C Cy(D).

= F es un reticulo vectorial si es un subespacio vectorial cerrado bajo partes positivas: si f € F,
entonces ft = fV 0 € F (en particular, f Vg, f ANg € F para f,g € F).

= Decimos que F separa puntos de D si para todo par z # y en D existe f € F tal que

f@) # fy).

» Una subdlgebra F C Cy(D) es un subespacio cerrado bajo productos puntuales: si f,g € F,
entonces fg € F.

Lema 1.45. Sean L, y Ly medidas de Borel finitas en D.
(1) Si /de1 = /fdl_g para toda f € Cy(D), entonces Ly = Ly.

(11) Si Ly y Ly son probabilidades de Borel tensas en D y

/de1 = /de2 para toda f € F,

donde F C Cy(D) es un reticulo vectorial que contiene las funciones constantes y separa puntos
de D, entonces L1 = Ls.

Demostracion. Sea F' C D cerrado y no vacio (el caso F' = & es trivial) y, para m > 1, f.(z) :=
(1 —md(x, F))". Entonces f,, € Cy(D), 0 < f, <1y fm | 1p puntualmente, pues F es cerrado.”’
Por convergencia dominada,

Ly(F) = lim [ fndls =1im [ fdLs = La(F).

Por el teorema de Dynking (ver [1, Teorema 1.1])) L; = Ls.

Sea g € Cp(D) y G = ||g]|eo- Fijado € > 0, por tensién existen compactos K, Ko C D con
L;(K;) > 1 —¢; el compacto K := K; U K satisface L;(K) > 1 — ¢ para i = 1,2. La clase de
restricciones {f|x : f € F} es un reticulo vectorial de C'(K) que contiene las constantes y separa
puntos de K; por el teorema de Stone-Weierstrass™, es densa en C'(K). Existe entonces fy € F con
supg | fo — g| < e. Definiendo f := (fo V (=G — 1)) A (G + 1) € F, se conserva supy |f — g| < e (el
truncamiento acerca fy al rango de ¢)°' y ademas || f||ooc < G + 1. Por lo tanto, para i = 1,2,

[ gL~ [ s,

Como [ fdL, = [ fdLs, se concluye ‘fgdLl — fgdLg‘ < 2(2G + 2)e. Haciendo € | 0, [ gdL; = [ gdL,
para toda g € Cy(D), y la parte (i) da Ly = L. O

S/Klg—fldLﬂr/K lg — fldL; < e+ (2G + 1)e.

Exigir sélo medibilidad asintdética de una red {X,} (en lugar de medibilidad Borel de cada
X,) amplia notablemente la aplicabilidad de la convergencia débil. No obstante, la medibilidad
asintotica suele ser dificil de verificar directamente. Para redes tensas el cuadro es favorable: la
tension asintotica mas un poco de medibilidad proporciona medibilidad asintotica. El siguiente
lema da una version abstracta de este principio.

YPara x € F, f,,(z) = 1 para todo m. Para x ¢ F, d(z, F) > 0 precisamente por ser F cerrado, y fm(z) =0 en
cuanto md(z, F') > 1. La monotonia en m es inmediata de la férmula.

50acé se usa que es un reticulo vectorial que separa punos y contiene a las constantes

51Dos verificaciones: la pertenencia f € F usa que un reticulo vectorial con constantes es cerrado bajo truncamientos,
pues foVe=c+(fo—c)t y hAc=—((—h)V(—c)). Y supg |f —g| < € se conserva porque 7(t) := (tV(-=G—1))A(G+1)
es 1-Lipschitz y deja fijo a g (va aue |g| < G): |f — g| = |7(fo) = 7(9)] < |fo — gl en K.
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Lema 1.47. Sea X, : Qo — D una red con valores en un espacio métrico (D, d), y supongamos que
X, es asintoticamente tensa. Sea F C Cy(D) una subdlgebra que separa puntos de D. Si

Elf(Xa) —Eauf(Xa) =0 para toda [ € F,
entonces X, es asintoticamente medible, es decir,
E;g9(Xa) = Eaxg9(Xa) =0 para toda g € Cy(D).
Demostracion. Para h € Cy(D) escribimos
Ay (h) :=Eh(X,) — By h(Xs) >0,

de modo que la hipdtesis es A,(f) — 0 para toda f € F, y la conclusiéon, A,(g) — 0 para toda
g c Cb(D)

Podemos suponer que F contiene las constantes: sea F := {f+c: feF, ceR}. Esunsubespacio
vectorial de Cy(D), contiene las constantes y es cerrado bajo productos, pues (f + ¢)(f' + ) =
ff +cf +cf +c y F es un algebra; separa puntos porque ya lo hacia F C F: vy satisface la
hipétesis, ya que Ay (f +¢) = An(f) — 0.52 Como la conclusién no involucra a la clase, basta probar
el lema para F. Renombrando, suponemos de aqui en adelante que F contiene las constantes.

Fijemos g € Cy(D) y n € (0,1], y pongamos G := |||l ¥ C := 2G + 2. Por tensién asintética
existe un compacto K C D tal que

limsup P* (X, ¢ K°) < % para todo & > 0,
«
donde K° := {x : d(z, K) < §}. Nétese que K # &, pues n/C < 1.

Las restricciones {f|x : f € F} forman una subdlgebra de C'(K') que contiene las constantes y
separa puntos de K —si  # y en K, alguna f € F los separa en D, y su restricciéon los separa
en K—; por el teorema de Stone—Weierstrass es densa en C'(K), de modo que existe fy € F con
supg | fo — gl <.

El problema es que f; puede ser grande fuera de K, y necesitamos controlar || f — g||« globalmente.
Truncamos: sea 7(t) := (tV (=G — 1)) A (G + 1), y sea p un polinomio con |[p — 7| < n en
(=1 folloos || follso)s que existe por el teorema de Weierstrass. Como F es un dlgebra que contiene las
constantes, f := p(fy) € F, y valen

I/l <G +2, sup|f(z) - g(a)] < 2.

La primera, porque |p| < |7|+7 < (G +1)+n < G+ 2, usando < 1. La segunda, porque en K se
tiene |fo| < |gl+ 1 < G+ 1, luego 7(fo) = fo v

If =gl <Ip(fo) = 7(fo)l + |fo— gl <n+n=2n.

Del compacto a un entorno suyo. Como f — g es continua y |f —g| < 2n en el compacto K, existe § > 0
tal que |f — g| < 3n en K°. Si no, habrfa puntos z,, con d(z,, K) = 0y |f — g|(z,) > 3n; tomando
Yn € K con d(x,,y,) — 0 y una subsucesién vy, — y € K, resultaria x,, — y y, por continuidad,
|f — gl(y) > 3n > 2n, contradiccion.

Ademss [|f — g|lo < (G +2)+ G = C. Por lo tanto, punto a punto,

|f = 9l(Xa) <30+ Clix, ¢k,

y por monotonia y subaditividad de la esperanza exterior,

limsupEl|f — g|/(Xa) <3n+C- % = 4n.

S2E*(Y + ¢) = E*Y + ¢ para toda constante real ¢, pues U es mayorante medible de Y si y sélo si U + ¢ lo es de
Y + ¢, con esperanzas trasladadas en ¢; lo mismo vale para E,, y en la diferencia A, las constantes se cancelan.
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Cierre. De g=f+(g—f)y —g = (—f) + (f — g9), la subaditividad de E* da
ELg(Xa) SELf(Xo) + EGlf —gl(Xa),  Eo(—9)(Xa) < EL(=f)(Xa) + Eglf — gl(Xa).
Sumando, y usando que A, (h) = ELh(X,) + EL(—h)(X,) —pues Eq.h = —E%(—h)—,
Aulg) < Aalf) +2ELf — gl(Xa).

Como f € F, se tiene A,(f) — O y por lo tanto lim sup, A,(g) < 8. Siendo 7 € (0, 1] arbitrario y
A,(g) > 0, concluimos A, (g) — O

1.4. Espacios producto

1.4.1. Topologia y o-algebras en productos finitos

Definicion 1.48: Métricas de producto

Sean (D,d) y (E,e) espacios métricos. En D x E| las métricas coo((x,y), (2/,y)) = d(x,2") V

ey, a((@,9), (@, y)) = d(w,a) + ey, ), ¥ eal(@,9), (@, y)) 1= (dl,a')? +ey,y/)?) " son
equivalentes y generan la topologia producto.®

%Se tiene coo < 2 < 1 < 2¢o0, de modo que las tres métricas generan la misma topologia; y las bolas de ¢y
son productos de bolas, base de la topologia producto.

- J

Advertencia 1.49

En D x E estan la o-algebra producto B(D)® B(FE) y la Borel de la topologia producto B(D x E).
Siempre B(D) @ B(E) C B(D x E), pero en general pueden diferir. Si D y E son separables,
coinciden.

o
Lema 1.50. Si D y E son espacios métricos separables, entonces B(D) @ B(E) = B(D x E).

Demostracion. Sean Gp,Gp bases numerables de D y E.°* Entonces
= {GD X Gg:Gp € Gp,Gg € QE}

es una base numerable de D x E. Por tanto, todo abierto de D x E es unién numerable de rectangulos
abiertos, y asi B(D x E) C 0{Gp x Gg: Gp C D,Gg C E abiertos} C B(D) ® B(E).

Para la inclusién opuesta, las proyecciones 7p : D X . — D y 7 : D X E — E son continuas.
Luego, si A€ B(D)y Be B(E), Ax B=xp'(A)Naz'(B) € B(D x E). Como B(D) ® B(E) esta
generada por tales rectangulos, B(D) ® B(E) C B(D x E). O

Lema 1.51. Sea L una probabilidad de Borel separable en X x Y. Entonces L queda univocamente
determinada por los valores

[ 1@z, y).

cuando f,qg recorren las funciones Lipschitz acotadas y no negativas en X y ), respectivamente.

53Existen por separabilidad: en un espacio métrico separable, las bolas B (xj,q), con x; en un denso numerable y
g € QF, forman una base numerable.
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1.4.2. Tensién y medibilidad en productos finitos

Lema 1.52. Para una red (o sucesion) (X, Y,) con valores en X x Y:
X, eY, son asintdticamente tensas <= (X,,Y,) es asintdticamente tenso.

Lema 1.53. Si X, y Y, son asintoticamente tensas, entonces

X, €Y, son asintoticamente medibles <= (X,, Ys) es asintoticamente medible.

Corolario 1.54. Sea L una probabilidad de Borel separable en X x ). Si, para toda f,qg Lipschitz
acotadas y no negativas,

EZ[f<Xa oz — /f dl— l’ y)
entonces (Xq,Ya) = L en X x ).

Ejemplo 1.55 (Slutsky). Si X, = X (con X separable) y Y,, = ¢ (constante), entonces (X, Y,) =
(X, ¢).”* Del teorema de aplicacion continua se deducen entonces las conclusiones clésicas, con el
cuidado de que cada operacion involucrada esté definida y sea continua en el espacio en cuestion:

» si X, e Y, toman valores en un espacio vectorial topolégico metrizable D, la suma (z,y) — z+vy
es continuay X, + Y, = X +¢;

» si Y, toma valores escalares (en R) y X, valores en D, el producto por escalares (a,z) — ax es
continuo y Y, X, = cX;

» si X, e Y, toman valores en R (o, mas generalmente, en un dlgebra topolégica), el producto es
continuo y X,Y, = ¢X; y si ademds ¢ # 0, como la inversién y — 1/y es continua fuera del
origen, X, /Y, = X/c.

Noétese que en un espacio vectorial topoldgico general no estan definidos ni el producto de dos vectores
ni el cociente, de modo que las dos tltimas conclusiones no tienen sentido en ese nivel de generalidad.

1.4.3. Productos numerables

Definicion 1.56

Sea {(&Xj,d;)}i>1 una familia de espacios métricos. En [];>; &;, definimos
doo((T4), (23) ) := 27 (di(ws, z) A 1),
(<x><z>) sup 2t ) A1)

dl( ) Y 2- ( i, % /\1).

i>1

Estas métricas son topolégicamente equivalentes y generan la topologia producto.
. J

En productos numerables, la tension de cada coordenada equivale a la tension conjunta; por otra
parte si la red es tensa, la medibilidad asintética de cada coordenada equivale a la conjunta.

Teorema 1.58. Sea X, : Q, — [[;>1 & una red arbitraria y sea X una aplicacion Borel-medible,
con valores en el producto, cuya ley es separable. Entonces

Xa=X <= Xa1, -, Xam) = (X1,..., X)) para todo m € N.

54Esbozo via el Corolario 1.54: para f, g Lipschitz acotadas no negativas, |EX[f(Xa)g(Ya)] — g(0)ELf(Xa)| <

Il EX19(Ya) — g(c)| — 0, usando subaditividad, que Y, = ¢ equivale a Y, LAy (véase el lema de la seccién de
Convergencias) y la continuidad de ¢ en ¢. La ley limite, producto de la ley de X y J., es separable por serlo la de X.
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1.5. Espacios de funciones acotadas

Definicién 1.59. Sea T un conjunto arbitrario. Definimos

((T):={z: T > R:sup|a(t)] < oo},  ||z]lr:=sup|a(t)].
teT teT
Con la distancia uniforme d(z1, 22) = ||z1 — 22|z, €>°(T") es un espacio métrico.

Observacién 1.60. Se deja como ejercicio verificar que ¢>°(7") es separable si y solo si T es finito.

Definicién 1.61. Un proceso estocastico indexado por 7" es una familia { X (¢) : ¢t € T'} de variables
aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad, es decir, cada X (¢) : © — R es medible.

Para w € ), la trayectoria muestral es el mapa t — X(f,w). Si toda trayectoria muestral es
acotada, el proceso induce un mapa

X :Q — 0(T), w»—><tv—>X(t,w)>.

A veces las trayectorias poseen propiedades adicionales, como continuidad o medibilidad, y resulta
conveniente considerar X como una aplicacién con valores en un subespacio D C ¢>°(T), provisto de
la métrica inducida por la norma uniforme. Esta eleccién no altera la nociéon de medibilidad, pues
B(D)={DNB:BeB{(T))}. Por tanto, una aplicacién X : Q — D es medible como aplicacién
con valores en D siy solo si lo es como aplicacién con valores en ¢>°(T).

Si, ademas, D es cerrado, tampoco cambia la nocién de convergencia débil: cuando X,, y X toman
valores en D, se tiene X, ~ X en D siy solo si X,, ~ X en (>(T).%

La ventaja de trabajar en D es que su estructura adicional puede simplificar considerablemente
las verificaciones. El ejemplo siguiente muestra cémo la continuidad de las trayectorias reduce la
medibilidad del proceso a la medibilidad de sus coordenadas. En la préxima seccion apareceran otros
ejemplos.

Ejemplo 1.62

Sea (T, p) un espacio semimétrico compacto. Por ejemplo, T" puede ser un intervalo compacto de la
recta real o la recta real extendida [—oo, oo], provista de la métrica p(s,t) = | arctan s — arctan |,
donde arctan(f+oo) = +m/2. Denotemos por C(7T) el conjunto de las funciones p-continuas
z: T — R, equipado con la norma uniforme ||z||7 := sup,c; |2(t)|. Como T es compacto, toda
funcién continua sobre 7' es acotada, de modo que C(T') C ¢>°(T).

El espacio C(T') es un subespacio cerrado y separable de ¢>°(T"); en particular, es completo.”
La o-dlgebra de Borel de C(T') coincide con la o-dlgebra cilindrica, es decir,

BC(T)=o(m:teT), mz):=2)
En efecto, para cada t € T, la proyecciéon coordenada 7; es continua, pues
|m(2) — m(w)| = |2(t) — w(t)| < ||z — wllr.

Por tanto, o(m; : t € T) C B(C(T)).

Para probar la inclusion opuesta, observemos primero que, por la compacidad semimétrica de T,
existe un subconjunto numerable y denso Ty, C T'. Si z, zg € C(T'), la funcién t — |z(t) — 2o(1)]
es continua y, en consecuencia,

|2 — zollr = sup |2(t) — z0(t)| = sup [2(t) — 2o (?)!.
teT teTy

5Una de las implicaciones es inmediata: toda funcién continua y acotada sobre /*°(T) se restringe a una funcién
continua y acotada sobre D. Para la reciproca, como D es cerrado y ¢>°(T) es un espacio métrico, el teorema de
extensién de Tietze asegura que toda funcién continua y acotada sobre D admite una extensiéon continua y acotada a
£(T). Por tanto, ambas convergencias se caracterizan mediante la misma clase de funciones de prueba.
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Por tanto, para todo r > 0, la bola cerrada de centro zy y radio r puede escribirse como

B(z,m) = ({2 € C(T) : |2(t) — z0(t) < 7}

teTo

Cada conjunto de esta interseccion depende de una sola coordenada y es, por tanto, un conjunto
cilindrico. Como Tj es numerable, la bola cerrada B(zy,r) pertenece a o(m; : t € T).°
Las bolas abiertas también pertenecen a la g-algebra cilindrica, pues, para r > 0,

B(zo0,7) = |J Bl(20,9).
q€Q
0<g<r
Finalmente, como C(T') es separable, posee una base numerable formada por bolas abiertas.
Todo conjunto abierto es, por tanto, una unién numerable de bolas abiertas y pertenece a la
o-algebra cilindrica. Esto prueba que B(C(T')) C o(m; : t € T), y concluye la igualdad.
En particular, para toda aplicacién X : Q — C(T),

X es medible respecto de B(C(T)) <= X (t):=moX : Q — R es medible para todo t € T

En efecto, la implicacién directa se sigue de la continuidad de cada 7;. Reciprocamente, si todas
las coordenadas X (t) = m o X son medibles, entonces X es medible respecto de la o-dlgebra
generada por las proyecciones, que acabamos de probar que coincide con B(C(T)).

“Para ver que es cerrado, sea (z,) C C(T) una sucesién que converge uniformemente a z € £°°(7T"). Como el
limite uniforme de funciones continuas es continuo, z € C(T'). Por tanto, C(T') es cerrado en el espacio completo
¢>=(T), y en consecuencia también es completo. Para probar la separabilidad, considérese la relacién s ~ ¢ si
p(s,t) = 0. El cociente T:=T /~, provisto de la métrica inducida por p, es un espacio métrico compacto. Toda
funcién p-continua sobre T' es constante en las clases de equivalencia y, por tanto, factoriza de manera tnica a
través de T'. Esto identifica isométricamente C(T) con C(T'). Como T es un espacio métrico compacto, C(T') es
separable.

YEn general, la bola cerrada no es ella misma un conjunto cilindrico, pues no depende de una cantidad finita
de coordenadas. Lo correcto es que pertenece a la o-dlgebra generada por los conjuntos cilindricos, ya que es una
interseccién numerable de ellos.

N J
Lema 1.63. Sea X, : Q, — (>°(T') una red asintdticamente tensa. Entonces X, es asintéticamente

medible si y sdlo si, para todo t € T, la marginal real X,(t) es asintéticamente medible.

Demostracion. Parat € T, sea m; : {>°(T) — R la evaluacién my(z) = z(t). Esta aplicacién es continua,
de hecho |my(z1) — mi(22)] < [|z1 — 22]|7-

Supongamos que X,, es asintéticamente medible como aplicacién con valores en ¢°(T'). Si ¢ €
Cy(R), entonces ¢ o € Cyp(€>°(T')). Por lo tanto

ELp(Xa(t)) = Eaup(Xa(t)) = Eg (0 0 m)(Xa) = Ea (0 0 m)(Xo) = 0.

Asi, para todo t € T, la coordenada X, (t) es asintéticamente medible.

Supongamos ahora que X, (t) es asintéticamente medible para todo t € T. Como X,, es asintéti-
camente tensa en (*°(T') y cada 7; es continua, cada coordenada X, () es asintéticamente tensa.’®
Fijados ty,...,tx € T, consideremos

Yot = (Xa(ty), ., Xal(te)).

«

Por el Lema 1.53 (productos finitos),”” Y, (1) es asintéticamente medible. En consecuencia, para
toda g € Cy(R¥),

Erg(Xa(th), . Xa(tr)) = Ba.g(Xa(tr), ., Xa(ts)) = 0.

568i K C ¢°°(T) es compacto, m;(K) C R es compacto y, al ser m; 1-Lipschitz, {X, € K°} C {X,(t) € (m:K)’}; la
monotonia de PP, . transfiere la cota de tension.

5TEnunciado para dos factores, el caso de k factores sale por induccién, tratando (X (t1),. .., Xo(tx—1)) como una
sola coordenada y usando el Lema 1.52 para la tensién asintética del vector.
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Sea C la clase de funciones cilindro
f(Z):g<Z(t1)7,Z(tk)), gECb(Rk)ﬂ tl,.--,tkeT.

Entonces C C Cp(€>°(T")). Ademaés, C es una subdlgebra y un reticulo vectorial, contiene las constantes
y separa puntos. En efecto, las constantes se obtienen tomando g = ¢. Si f1, fo € C, reuniendo en una
sola lista finita las coordenadas que aparecen en ambas funciones, se ve que af, + bfs, fifs, f1V fa 'y
fi A\ fa vuelven a ser funciones cilindro, porque suma, producto, maximo y minimo son operaciones
continuas en dimensién finita. Finalmente, si z; # 25 en £°(T)), existe t € T tal que z1(t) # z(t);
tomando h(x) = arctan z,’® la funcién f(z) = h(z(t)) pertenece a C y separa z; de zs.

Por lo probado para vectores finito-dimensionales,

Elf(Xa) —Eqnf(Xa) =0 para toda f € C.

Como X, es asintéticamente tensa en ¢>°(T"), el Lema 1.47, aplicado con D = (>°(T') y F = C, implica
que
Elf(Xa) —Eqnf(Xa) =0 para toda f € C,(£>(T)).

Por definicién, X, es asintéticamente medible. O

Si T' fuese numerable, la Observacion en “Productos numerables” implicaria directamente que,
bajo tension conjunta, la medibilidad asintética por coordenadas equivale a la conjunta en el
producto RT; el argumento anterior muestra cémo obtener el mismo resultado en ¢>°(T) para T
arbitrario pasando por funciones cilindro.

Lema 1.65. Sean Ly y Ly probabilidades de Borel tensas en (>°(T'). Entonces son equivalentes:
1. |_1 = I_2 en B(EOO(T)),
2. para todok € N ytodoty,...,t, €T, Llo’/Tt_hlm’tk = Lgowa}_“’tk, donde my, . 4, (2) = (2(t1), ..., 2(ty)).

En particular, sean X eY aplicaciones Borel-medibles con valores en (>°(T'), definidas en espacios de
probabilidad posiblemente distintos y con leyes tensas. Tienen la misma ley si y solo si

(X(t), - X () = (Y(t), -, Y (t))
para toda eleccion finita ty, ...ty € T.
Demostracion. Claramente (1) implica (2), porque las proyecciones
Tyt 2 £°(T) — RE, Tyotn(2) = (2(t1), - ., 2(tk)),

son continuas y, en particular, Borel-medibles.
Veamos que (2) implica (1). Consideremos la clase de funciones

F = {goﬂ-tl,...,tk ke N7 tlv cee 7tk’ € T7 g e Cb(Rk)}

Como m, 4, es continua, toda f € F pertenece a Cy,(£>(T)).
Por la hipdtesis de igualdad de todas las marginales finito-dimensionales, para todo k£ € N, todo
t1,...,t, € T y toda g € Cy(R¥),

Jodtion! )= [gdtzom! ).

58Se compone con arctan s6lo para que la funcién sea acotada (la proyeccién z — z(t) no lo es); la inyectividad de
arctan garantiza que siga separando.
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Por lo tanto, para toda f € F,

/ Fdly = / L.

La clase F es una subdlgebra y un reticulo vectorial de C,(¢>°(T")), y contiene las funciones
constantes. Ademads, separa puntos: si z; # 29, existe t € T' tal que z;(t) # 22(t); entonces f(z) =
arctan(z(t)) pertenece a F y satisface f(z1) # f(z2).

Como L; y Ly son probabilidades de Borel tensas, el punto (ii) del Lema 1.45 aplicado en D = ¢>°(T)
implica que Ly = Ly en B(¢>(T)).

Finalmente, la afirmacién sobre X e Y es la equivalencia (1) < (2) aplicada a sus leyes L; := PoX !
y Ly := P o Y !: la condicién (2) para las leyes es exactamente la igualdad en distribucién de los
vectores finito-dimensionales, y nétese que no se requiere que X e Y estén definidas en un mismo
espacio de probabilidad. O

Teorema 1.66. Sea X, : Q, — (°(T) una red arbitraria. Entonces X, converge débilmente hacia
una probabilidad de Borel tensa L en (°(T) si y sdlo si:

1. X, es asintoticamente tensa;

2. para toda eleccion finita ty,. .. t, € T, existe una ley Ly, 4, en R¥ tal que

k

(Xa(t1), -, Xalte)) = Liy s,

En tal caso, Ly, 1, es la marginal finito-dimensional de L correspondiente a ty,...,t;; es decir,

k

Ltl,...,tk = L O (Tftl, Ce ,Ttk)il,

donde m(z) = z(t).

Mads aiin, supongamos que se cumplen (i) y (i7) y que las leyes limite Ly, .+, son las distribuciones

k — —~—
finito-dimensionales de un proceso X = {X(t) : t € T'}. Entonces eziste un proceso X = {X(t) :
t € T}, posiblemente definido en otro espacio de probabilidad, con trayectorias en ¢>°(T'), cuyas

distribuciones finito-dimensionales coinciden con las de X, y tal que X, = X en (°(T).

Demostracion. Para t € T, denotemos por m; : £°(T) — R, m(2) = z(t), la proyeccién de evaluacion.
Mas generalmente, para tq,...,t; € T, escribimos

T (2) = (2(00), . 2(t)).

Estas aplicaciones son continuas.

Supongamos que X, = X en (*°(T) y que la ley de X es tensa. Entonces X, es asintéticamente
medible y asintéticamente tensa.”® Ademds, como Tt,....t, €5 continua, el teorema de la aplicacion
continua da

Ly

(Xaltr), s Xalte)) =m0 (Xa) = Ty g, (X).
Por lo tanto, todas las marginales finito-dimensionales convergen.

Supongamos ahora que valen (i) y (i7). Para cada t € T, la convergencia débil X, (t) = L; en
R implica que X,(t) es asintéticamente medible.®” Como X, es asintGticamente tensa en ¢>°(T'), el
Lema 1.63 implica que X, es asintéticamente medible como mapa con valores en £>(T)).

Por el teorema de Prokhorov,®! toda subred de X, contiene una sub-subred que converge débilmente
hacia alguna probabilidad de Borel tensa en £>°(7T'). Sea X3 = L una de esas subredes convergentes.

59Por el Lema 1.41: la parte (a) da la medibilidad asintética, y la parte (b), junto con la tensién de la ley de X, la
tensién asintotica.

60Lema 1.41(a), aplicado en R con la variable canénica de ley L; (el caso k = 1 de la hipétesis (ii)) como limite.

61Toda subred hereda la tensién y la medibilidad asintéticas: los lim sup y 1im inf involucrados sélo mejoran al pasar
a subredes. Por eso Prokhorov (i) puede aplicarse a cada subred.
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Fijemos t1,...,t, € T. Por el teorema de la aplicacién continua,
~1
Ty, th (Xa(ﬁ)) = Lo Ty otse

Pero, por la hipétesis (i7), la misma subred satisface

Tyt (Xas) = (Xa(ﬁ)(tl)a - aXa(B)(tk)) = Liy,th
Por unicidad del limite débil en R¥, L o 7, ltk = Ly, . ¢,. Asi, las marginales finito-dimensionales de
cualquier punto limite tenso estdn determinadas por las medidas Ly, 4, .
Veamos ahora que hay un tnico punto limite. Sean L’ y L” dos puntos limite tensos de la red. Por
el argumento anterior, para toda eleccion finita tq,...,tx € T,

1

/ - o _an —1
L © ﬂ—tl,...,tk - Ltlw-,tk - L © 7Tt1

yeeesll

Por el Lema 1.65 (en su forma para medidas, aplicado a las probabilidades tensas L” y L"), obtenemos
L' =L" en B({>~(T)). Por lo tanto todos los puntos limite son iguales. Como, por Prokhorov, toda
subred tiene una sub-subred convergente, se concluye que la red completa converge débilmente hacia

esa tinica probabilidad de Borel tensa L.% Esto prueba la equivalencia, y muestra que las Ls, ..t SOD
las marginales finito-dimensionales de L.
Para la ultima afirmacion, supongamos que valen (i) y (i7) y que las medidas limite L;, _; son

las distribuciones finito-dimensionales de un proceso X = {X(¢) : t € T'}. Por la equivalencia ya
demostrada, la hipétesis (i)—(ii) garantiza que X, converge débilmente hacia una probabilidad de
Borel tensa L en ¢*°(T), cuyas marginales finito-dimensionales son precisamente

Lom,! o = Lo u = L(X(t),..., X(t)).

[ARRS]

(En particular, la existencia de la L tensa proviene de (i)—(i7) y no meramente de disponer de un
proceso X con esas marginales.) - -

Tomemos el espacio canénico (¢°(T),B(¢>°(T)),L) y definamos X (z) = z. Entonces X toma
valores en ¢*°(T'), luego tiene trayectorias uniformemente acotadas. Ademas, para toda eleccion finita
t,...,tx €T,

(Xt . X(t0) £ (X(0),.... X (8)),

= L(X(t1),..., X(t)). Es decir, X es una version de X en el
sentido de tener las mismas distribuciones finito-dimensionales. Como la ley de X es Ly X, = L,
concluimos X, = X en (7). O

ya que la ley de X es Ly Lom;,!,

La convergencia de las marginales puede establecerse mediante cualquiera de los métodos bien
conocidos para probar convergencia débil en espacios euclideos. La tensiéon puede darse en forma
mas concreta, ya sea mediante aproximacion finita o (esencialmente) con ayuda del teorema de
Arzela—Ascoli. La aproximacion finita conduce a la mas simple de las dos caracterizaciones, mientras
que la segunda es tal vez de mayor interés porque conecta la tensién con la (asintética, uniforme,
equi-) continuidad de las trayectorias t — X, ().

La idea de la aproximacion finita supone que para todo £,7 > 0 existe una particién finita

62Se usa aqui el siguiente hecho general: una red en un espacio topolégico converge a un punto z si y sélo si toda
subred posee una subred ulterior que converge a z. Se aplica, para cada f € Cp(£>°(T)), a la red numérica EZ f(X,):
toda subred de X,, tiene, por Prokhorov, una sub-subred débilmente convergente, cuyo limite es necesariamente L por
la unicidad recién probada; luego toda subred de Ef, f(X,) tiene una subred ulterior que converge a [ fdL, y por lo
tanto EY, f(X,) — [ fdL.
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tal que
lim sup P, < sup sup ‘Xa(s) - Xa(t)‘ > 5) <, (1.3)

1<i<k s,teT;
donde P’ denota probabilidad exterior.

Bajo esta condicion, el comportamiento asintotico del proceso puede describirse, con error a lo
sumo &, 7, por el comportamiento de las marginales finito—dimensionales (Xa(tl), e ,Xa(tk)> para
puntos fijos t; € T;. Si, de este modo, el proceso puede reducirse a un nimero finito de coordenadas
para cualquier par €,n7 > 0, y las redes de distribuciones marginales son tensas, entonces la red X, es
asintoticamente tensa.

Teorema 1.67. Una red X, : Q, — (>°(T') es asintéticamente tensa si y sélo si

1. X,(t) es asintdticamente tensa en R para todot € T, y
2. para todo €,m > 0 existe una particion finita T = U¥_, T; tal que se verifica (1.3).

Este resultado es el Teorema 1.5.6 de [vdV-W]|. En el libro, la necesidad se deduce del criterio de
equicontinuidad (Teorema 1.70, més adelante), tomando la particién que se obtiene al disjuntar bolas
de una semimétrica que hace a T" totalmente acotado, y sélo la suficiencia se demuestra directamente;
aqui incluimos, ademas, una demostracion directa de la necesidad.

Demostracion. Supongamos que X, es asintéticamente tensa en ¢*°(7"). Como m; : (>°(T) — R,
m(2) = z(t), es continua, la tensién asintética se preserva por m% y, por tanto, X, (t) es asintética-
mente tensa para todo t € T.

Probemos la condicién de particiones. Sean ¢, > 0. Por tension asintotica, aplicada con nivel
n/2, existe un compacto K C ¢*°(T) tal que

lim sup P* (X, ¢ K/°) < g <.

Como K es totalmente acotado, existen z,..., 2y € K tales que K C ijzl B(z;,¢/6). Para cada j,
cubrimos el rango acotado z;(1") por finitos intervalos I;1, ..., I; 1, de longitud < e/3, y tomamos la
particion comun de 1" dada por las intersecciones no vacias

N
Nz (L), 124 L,

renumeradas como T, ..., Ty (los intervalos pueden tomarse disjuntos dos a dos para cada j, de
modo que las intersecciones formen efectivamente una particién). Asi obtenemos una particién finita
T = U?Zl T; tal que
A ; — Z; < =1,...,k.

DA sup 2j(s) — 2z (D) <€/3,  i=1,....k
Si X, € K/6 existen z € K y j tales que | Xo— 2|7 < /6y ||2— 2|7 < £/6, luego || X, — 2|7 < /3.
Por tanto, para s,t € Tj,

[ Xa(s) = Xa(B)] < 2[[Xa = zjllr +12(s) — (1) <e.

Luego
{sup sup [Xo(s) — Xa(t)] > } C (X, ¢ K7,

) S,tETi

y tomando lim sup, P} se obtiene (1.3).

63Por el mismo argumento usado en la prueba del Lema 1.63 para las proyecciones coordenadas (7 es 1-Lipschitz).
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Supongamos ahora que valen 1 y 2. Primero vemos que || X, | es asintéticamente tensa. Sea
¢ >0.Por 2, cone=1yn=(/2, existe una particién finita 7' = U¥_, T} tal que

i s,teTy

lim sup P, (sup sup |Xa(s) — Xa(t)] > 1) < (/2.
Eligiendo t; € T; y escribiendo Y, = méaxi<;<x | Xa(t;)|, la tensién asintdtica de las coordenadas y la
finitud de k implican que Y, es asintéticamente tensa.%* Aplicando la tensién asintética de Y, con

nivel (/4, tomamos M tal que

<

Sy
DN |y

limsup P} (Y, > M —1) <

En el evento de oscilaciéon < 1 se cumple || X, |7 < Y, + 1, y por tanto

lim sup P’ (|| Xo ||z > M) < C.

Fijemos ahora v > 0. Aplicando la tensién asintética de || X, |7, ya establecida, con nivel 7/4,
tomamos M tal que

2

limsup P, (|| Xo ||z > M) < % <J

Sea Ty 4 0y 7 = v2~™1. Para cada m, por 2 existe una particién finita 7 = UK 7™ tal que

limsup P, (sup sup | Xa(s) — Xa(t)| > rm/3> < M-

¢ s,tGTi(m)

Definimos
Gm = {drm/3: |j| < [3M/ry1}

y sea Z,, el conjunto finito de funciones constantes en cada bloque Tl-(m) y con valores en G,,,. Ponemos

Kn= |J B(z,mm), K= () Kn.

2€EZm m>1

Cada K,, es cerrado, luego K es cerrado. Ademas, K es totalmente acotado: si 6 > 0, elegimos m
con r,, < 9; como K C K, y K,, es union finita de bolas de radio r,,, K se cubre por finitas bolas
de radio d. Como ¢*°(T) es completo, K es compacto.’

Veamos ahora la inclusion clave. Para todo § > 0 existe m(d) tal que ﬂﬁ(f VK, ¢ K? (con la
lectura K° = @ si K = @, de modo que la expresién no requiere dar sentido a la distancia al conjunto
vacio). Si no, existirian 6 > 0y

m

xm€<ﬂKi>\K‘s, m > 1.
i=1
Fijado ¢, para todo m > / se tiene z,, € K;, y K, es unién finita de bolas de radio r,; pasando
sucesivamente a subsucesiones y diagonalizando, obtenemos una subsucesién (z,,,) tal que, para
cada ¢, sus términos eventualmente pertenecen a una misma bola de radio r,. Por tanto, para ¢, ¢’
grandes, ||z, — T, |l < 2rg; como ry | 0, la subsucesién es de Cauchy. Sea z su limite. Para cada /,

64Para cada i, la tensién asintética de X, (t;) da un compacto K; C R al nivel (/(4k); elijase después M; >
1+ sup,cg, |#|. Como K} C [—M;, M;], se tiene {|X,(t;)| > M;} C {Xa(t;) ¢ K}'} y, por la formulacién dual de
la tension, limsup,, P* (| X, (t;)| > M;) < ¢/(4k). Con M’ = méx; M; y la subaditividad de P* sobre los k eventos,
lim sup,, P% (Y, > M) < (/4.

65Para s € T, | Xa(s)| < | Xal(s) = Xa(ti)|+]Xa(ti)] < 1+Y,. Ast, {||Xallr > M} C {Ya > M —1}U{oscilacién > 1},
y se concluye por subaditividad de P*.

66¢°°(T) es completo: una sucesién uniformemente de Cauchy converge puntualmente, el limite es acotado y la
convergencia es uniforme. Y en un espacio métrico completo, un conjunto cerrado y totalmente acotado es compacto.
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eventualmente ,,, € K, y K, es cerrado, luego « € K. Asi € K (en particular, K # @ en este
escenario). Pero entonces, como Tm, = T € K, se tiene z,,, € K J para ¢ suficientemente grande,
contradiciendo la eleccion de z,,, .

Finalmente, para m fijo,

{x. ¢ m}cuxtr>an

U U sup sup |Xa(s) — Xa(t)| >7i/3

i=1 J stGT(Z)

En efecto, supongamos que || X,|[7 < M y que todas esas oscilaciones son < r;/3. Fijado i, elijamos

(0) () . () . ,
t;” € T;” en cada bloque y sea z € Z; la funcion que en el bloque T} vale el punto de la grilla G; més

préximo a Xa(tg-i)). Como |Xa(t§~i))] < M, la grilla tiene paso r;/3 y alcanza hasta [3M/r;|r;/3 > M,
el error de redondeo es < r;/6. Entonces, para s € Tj(i),
i i) T
[Xa(s) = 2()] < |Xa(s) = Xalt)] + 1Xa(t) = 2(s)| < 5+ 5 = 5 <1,
es decir, || Xy — z||r < r; y X4 € K. Por subaditividad de la probabilidad exterior,

3
—1—2277z<fy—1-z l<7.

limsup P}, (X, ¢ NI K;) < 427 4

4

Dado & > 0, elegimos m = m(d). Como NIV K; c K9, se sigue que limsup, P* (X, ¢ K°) < 7.
Como 7 > 0 era arbitrario, X, es asintéticamente tensa en (7). [

El segundo tipo de caracterizacion de la tension asintética es mas profundo: relaciona la tension
en (>°(T') con una forma asintdtica de continuidad uniforme de las trayectorias. Recordemos primero
la nociéon determinista correspondiente.

Definicion 1.68

Sean (D,d) y (E,e) espacios métricos, y sea F C {f : D — E}. Decimos que F es equicontinua

en z, € D si, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que d(x,x¢) < 0 implica e(f(x), f(xg)) < € para
toda f € F. Decimos que F es equicontinua en A C D si lo es en cada punto de A.

Definicién 1.69. Sea p una semimétrica en 7. Una red X, : Q, — (°(T) es asintéticamente
uniformemente p-equicontinua en probabilidad si, para todo €, > 0, existe 6 > 0 tal que

lim sup P, ( sup | Xa(s) — Xo(t)| > 5) <.
o p(s,t)<d
Equivalentemente,
lim lim sup P, ( sup | Xa(s) — Xao(t)| > 5) =0, e > 0.
640 @ p(s,t)<o
Teorema 1.70. Una red X, : Q, — (>°(T') es asintdticamente tensa si y solo si:
1. para todo t € T, X,(t) es asintéticamente tensa en R;
2. existe una semimétrica p en T tal que (T,p) es totalmente acotado y X, es asintdticamente
uniformemente p-equicontinua en probabilidad.

Teorema 1.71. Supongamos que X, = X en (>(T). Si X, es asintdticamente tensa, entonces existe
una semimétrica p en T tal que (T, p) es totalmente acotado y casi todas las trayectorias t — X (t,w)
son uniformemente p-continuas.

Mas ain, si para alguna semimétrica p se tiene que (T, p) es totalmente acotado y casi todas las
trayectorias de X son uniformemente p-continuas, entonces X, es asintoticamente uniformemente
p-equicontinua en probabilidad.
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Equicontinuidad uniforme p-asintética. La equicontinuidad uniforme p-asintética es una con-
dicion delicada, pero es precisamente la que permite pasar de la convergencia de marginales finito-
dimensionales a la convergencia débil en ¢>°(T"), una vez controlada la tensién. En aplicaciones
concretas suele verificarse mediante propiedades de Markov, desigualdades maximales o argumentos
de encadenamiento; en la Parte 2 desarrollaremos estas herramientas para procesos empiricos.

A nivel general, la eleccién de la semimétrica no es parte de los datos del problema. El conjunto
de indices T" puede no venir provisto de una semimétrica natural y, aun si la tiene, esa semimétrica
puede no ser la adecuada para capturar las oscilaciones del proceso. El criterio anterior muestra que
lo relevante es encontrar alguna semimétrica p que haga (T, p) totalmente acotado y para la cual los
incrementos de X, sean asintéticamente pequenos en probabilidad.

Si X es un posible limite de X, sus marginales finito-dimensionales sugieren la ley limite candidata,
pero la convergencia débil en ¢*°(T") exige ademéas una condiciéon de tensién. Por el Teorema 1.71,
esa condicion puede formularse buscando una semimétrica p que haga totalmente acotado a T' y
uniformemente continuas las trayectorias de X. De hecho, si existe alguna semimétrica con estas
propiedades, la semimétrica intrinseca

po(s,t) = Earctan | X (s) — X (t)|

también las tiene, en el siguiente sentido: (T, py) es totalmente acotado y X admite una version cuyas
trayectorias son uniformemente pg-continuas casi seguramente.

Que po es una semimétrica se comprueba asi: la simetria y po(t,t) = 0 son inmediatas, y la
desigualdad triangular se sigue de que arctan es creciente y subaditiva en [0,00) —por ser céncava y
nula en el origen, arctan(a+b) < arctan a+arctan b—: aplicando ambas propiedades a | X (s) — X (¢)| <
| X (s) — X(u)| + | X (u) — X(¢)| y tomando esperanzas se obtiene pg(s,t) < po(s,u) + po(u,t).

La total acotacién de (T, pg) puede verificarse directamente. Sea w(§) := sup ;5 <5 | X (s) — X (t)]-
La funcién z +— sup, <5 |2(s) — 2(t)| es 2-Lipschitz en (*°(T) —cada incremento |z(s) — z(t)|
cambia a lo sumo en 2||z — 2/||r al pasar de z a z’~—, de modo que w(d), composicién de esa funciéon
continua con la version Borel-medible de X, es una variable aleatoria, y la continuidad uniforme de
las trayectorias da w(d) | 0 c.s. cuando d | 0. Como arctan es creciente y acotada, la convergencia
dominada da 7(d) := Earctanw(d) — 0. Si p(s,t) < 0, entonces po(s,t) < n(d); por lo tanto, toda
d-red finita para p es una 7(0)-red finita para pg, y la total acotacion de (T, p) se transfiere a (T, po).

La existencia de una versién con trayectorias uniformemente py-continuas requiere mas trabajo; la
sutileza estd en los pares con py(s,t) = 0, para los cuales X (s) = X(¢) s6lo casi seguramente, con un
conjunto nulo que depende del par. De todos modos, pg no siempre es la semimétrica mas comoda
para las estimaciones.

Otra familia natural de candidatas es

pols.1) = (BIX(5) - X(O)YPD . 0<p<oc.

Cuando estas cantidades son finitas, p, es una semimétrica: para p > 1 esto es Minkowski, y para
0<p<lseusa|a+bP <|al?+ |b|P. Estas semimétricas son especialmente ttiles cuando el proceso
es continuo en media-p. Mas precisamente, si para alguna semimétrica p que hace totalmente acotado

a T se tiene

lim sup E|X(s) — X(¢)|” =0,

40 p(s,t)<6
entonces los incrementos son uniformemente pequeios en media-p a escala p. En particular, para usar
directamente p, como semimétrica de equicontinuidad no basta con la continuidad de trayectorias:
también hay que verificar que p, sea finita, que (7', p,) sea totalmente acotado y que las trayectorias
de X sean uniformemente p,-continuas. En el caso gaussiano, la eleccién usual es la semimétrica
canénica po(s,t), la raiz del segundo momento de los incrementos (que coincide con su desviacién
estandar cuando el proceso estd centrado), y es la herramienta natural para aplicar métodos de
entropia y encadenamiento.
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Definicién 1.72. Un proceso estocastico X = {X(t) : t € T'} se llama gaussiano si, para todo
k € Ny todo ty,...,t, € T, el vector (X(t1),...,X(tx)) tiene distribucién normal multivariante,
posiblemente degenerada, en R”.

Proposicion 1.73. Sea X = {X(¢t) : t € T} un proceso gaussiano y, para 0 < p < 0o, definamos

plot) = (BIX () - x0p)

Sea Xy 1 Qo — £°(T') una red de elementos aleatorios. Entonces son equivalentes:

1. existe una version X de X que es Borel medible como mapa en (*°(T), cuya ley es tensa, y tal que
Xo = X en (°(T);

2. para algin p € (0,00), y entonces para todo p € (0,00), se cumplen:

» para todo k € N y todo ty,... .t €T, (Xo(t1),..., Xal(te)) = (X(t1), ..., X(t));
» X, es asintoticamente uniformemente p,-equicontinuo en probabilidad;

» (T, p,) es totalmente acotado.

La proposicién anterior no reemplaza al criterio general de convergencia en ¢>°(T'), sino que lo
especializa al caso en que el posible limite es gaussiano. En el criterio general, ademas de la
convergencia de las marginales finito-dimensionales, hay que encontrar alguna semimétrica p que
haga a T totalmente acotado y respecto de la cual la red sea asintéticamente uniformemente
equicontinua.
La hipoétesis de gaussianidad permite elegir una semimétrica canénica, determinada por el propio
limite:
1/(pVv1)
polst) = (EIX(9) - XOF) .

En particular, suele tomarse

1/2

pa(s,t) = (BIX(s) = X(0)]°) ",

la semimétrica cuadrdtica media de los incrementos; cuando el proceso esta centrado (o, mas
generalmente, es de media constante), ps coincide con la desviacién estandar de los incrementos.
La clausula “para algtin p, y entonces para todo p” de la proposicion se deduce de la equivalencia
uniforme de las normas LP sobre la familia de las distribuciones gaussianas reales: para cada
p > 0 existen constantes 0 < a, < b, < 00, que dependen sélo de p, tales que, para toda variable
gaussiana real Z, no necesariamente centrada,

1/2

ap(E2?)"” < (El2P)"" < b,(E2?)",

La verificacién es elemental. Con Z = p+0N, N ~ N(0,1) y m, := E|N|% para la cota superior,
por Lyapunov y la desigualdad triangular, (E|Z|P)Y/? < (E|Z|PY)YEVD < |u| + mzl,c(lpw)a;
para la inferior, si |u| > o entonces P(|Z| > |u|/2) > P(|N| < 1/2), y si 0 > |u| entonces
P(|Z| > o/2) > P(|N| > 3/2); en ambos casos E|Z|P > ¢27P(|u| V ¢)? con ¢ > 0 universal, y
(Jjul v o)? > LEZ2. Aplicado a Z = X (s) — X(t), esto da

appr < pp <bpp (p>1),  dbph <p, <bhph (0<p<1):
todas las p, quedan atrapadas entre transformaciones monétonas fijas de ps, de modo que la total

acotacion de (T, p,) v la equicontinuidad asintética respecto de p, valen para algin p si y sélo si
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valen para todo p. Si el proceso esta centrado, las comparaciones se convierten en identidades
exactas: con m, := E|N(0, 1),

Pp = mzl)/pPQ (p=>1), Pp = 7”13:0;27 (O<p<1).

Estas identidades mo valen para procesos gaussianos con media no constante, y por eso el
argumento general debe pasar por la equivalencia uniforme: por ejemplo, el proceso determinista
X(s) =0, X(t) = 1sobre T'= {s,t} es gaussiano (degenerado) segin la definicién, su incremento
tiene desviacién estdndar nula, y sin embargo p,(s,t) = 1 para todo p > 0. Asi, en el caso
gaussiano, una vez verificada la convergencia de las marginales finito—dimensionales hacia las de
X, basta elegir un mismo p € (0,00) y probar la total acotacién de (T, p,) y la equicontinuidad
asintotica respecto de p,. La eleccion usual es p = 2.

1.6. o-algebra generada por las bolas

Sea (D, d) un espacio métrico. La o-algebra de bolas en D es la menor o-dlgebra que contiene todas
las bolas abiertas o, equivalentemente, todas las bolas cerradas. En general puede ser estrictamente
mas pequena que la o-algebra de Borel: aunque todo abierto es uniéon de bolas abiertas, esa union
puede ser no numerable, y una o-algebra soélo es estable por uniones numerables. Si D es separable,
en cambio, todo abierto es uniéon numerable de bolas con centros en un subconjunto denso numerable,
y por eso ambas o-algebras coinciden.

En espacios no separables puede ocurrir que una aplicacion X : €2 — D no sea Borel-medible, pero
si sea medible respecto de la o-algebra de bolas. Esto motiva preguntarse si puede formularse una
teoria de convergencia débil usando esa o-dlgebra mas pequena. La respuesta es afirmativa, pero no da
lugar a una teoria esencialmente distinta: la clase de funciones f € Cy(D) que son medibles respecto
de bolas es suficientemente rica para detectar convergencia, porque contiene funciones continuas
acotadas como = +— d(z, s) A 1, que separan puntos; y, al mismo tiempo, esa riqueza permite verla
como un caso particular de la teoria general de convergencia débil ya desarrollada mediante funciones
test continuas y acotadas.

Mas concretamente, las aplicaciones x +— d(x, s), s € D, generan la o-algebra de bolas. Por tanto,
una aplicaciéon X : Q — D es medible respecto de bolas si y sélo si, para todo s € D, la aplicaciéon real
w— d(X(w), s) es medible. En la practica, a veces solo se puede verificar esta propiedad para s en
un subconjunto Dy C D. Si ese subconjunto es suficientemente grande para el problema considerado

—por ejemplo, si es denso en una parte separable donde se concentra el limite o donde se localizan los
compactos relevantes—, esa informacion puede alcanzar para controlar las funciones test necesarias y,
por ende, para estudiar convergencia débil sin exigir plena Borel-medibilidad de X.

Lema 1.75. Sea X, : Q, — D una red asintéticamente tensa. Entonces X, es asintdticamente
medible si y solo si f(X,) es asintéticamente medible para toda f € Cy(D) medible respecto de la
o-algebra de bolas.

Demostracion. Si X, es asintéticamente medible en D, entonces, para toda f € Cy(D) medible
respecto de bolas y toda ¢ € Cy(R), se tiene p o f € Cy(D). Por lo tanto

E% (¢ o f)(Xa) —Eaulpo f)(Xa) = 0.

Esto significa que f(X,) es asintéticamente medible.
Supongamos que f(X,) es asintéticamente medible para toda f € Cy(D) medible respecto de
bolas. Consideremos la clase

A= {a? — g(d(:z:7 $1)y - ,d(:v,sk)> keN,s;,e D, g€ C’b(Rk)}.

Entonces A C Cy(D), y todos sus elementos son medibles respecto de la o-dlgebra de bolas.
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Ademas, A es un dlgebra y un reticulo vectorial, contiene las constantes y separa puntos. En
efecto, si x # y, tomando p > 1/d(z,y), la funcién z — (1 — pd(z,z))" pertenece a A y separa = de y.

Por hipétesis, para toda f € A, la variable real f(X,) es asintéticamente medible. Como f es
acotada, podemos elegir ¢ € Cy(R) tal que p(u) = u para |u| < || f|~-" Entonces

EZf(XOé> - Ea,*f(Xa) = EZSO(f(Xa)) - Ea,*@(f(‘xva)) — 0.

Como X, es asintoticamente tensa, el Lema 1.47 implica que la misma convergencia vale para toda
f € Cy(D). Por lo tanto X, es asintéticamente medible. O

Teorema 1.76. Sea X, : ), — D una red arbitraria y sea X : Q0 — D Borel-medible y separable.
Entonces:

(1) Xo = X siy solo si

E: f(Xo) — Ef(X) para toda f € Cy(D) medible respecto de bolas. (1.4)

(17) Xo = X siy solo si existe una sucesion (s;)ien en D tal que
(d(Xa, s1),d(Xa, S2), - ) = (d(X, s1),d(X, s2), .. ) en RY, (1.5)

y ademas se cumple ]P’(X € {s1, s2, .. }) =1

Demostracion. Las implicaciones “sélo si” son inmediatas.

Si X, = X, entonces, por definicién, E* f(X,) — Ef(X) para toda f € Cy(D); en particular,
para toda f € Cy(D) medible respecto de bolas. Esto prueba la parte necesaria de (i).

Para la parte necesaria de (ii), como X es separable, existe un conjunto separable, cerrado (y
por tanto boreliano) Dy C D tal que P(X € Dy) = 1: basta tomar Dy = M para el numerable M
de la definiciéon de separabilidad. Tomamos una sucesion S = {sy, S9,... } densa en D,. Entonces
P(X € S) = 1. Ademés, la aplicacién z +— (d(x,s1),d(z,82),...) de D en RY es continua. Por el
teorema de la aplicacion continua,

(d(Xq, 51),d(Xa, 52),...) = (d(X,51),d(X, 82),...) en R

Veamos ahora que la condicién de (i7) implica X, = X. Sea S = {s1, sq, ...} la sucesién dada
por la hipétesis, con P(X € S) = 1.
Sea G C D abierto. Consideremos la familia numerable

F = {fpila) = (1 = pd(a, )" 1 p € Qi €N}

Cada f,; pertenece a Cy(D) y es medible respecto de bolas.

Afirmamos que, para todo x € S, 1g(z) = sup{f(z) : 0 < f <1g,f € F}. Six ¢ G, esto es
claro. Si x € G, tomamos r > 0 tal que B(z,r) C G. Dado v > 0, elegimos s; € S suficientemente
cercano a x como para que exista p € Q" con

e A
r—d(z,s;) p d(x,s;)

(interpretando v/0 = +oco si z € S'y s; = ). Tal eleccién es posible: la condicién d(z, s;) < yr/(1+7)
equivale a 1/(r — d(z, s;)) < v/d(z,s;), de modo que el intervalo es abierto y no vacio, y contiene
un racional positivo; y existen puntos de S asi de cercanos a x porque x € S. Entonces f,; < lgy
fpi(z) =1—pd(x,s;) >1—~. Como v > 0 es arbitrario, el supremo vale 1. Esto prueba la afirmacién.

67Por ejemplo, ¢(u) = (uV (=||flloc)) A || flloo- Como |f(Xa)| < ||f]loc en todo punto, ¢(f(Xs)) = f(Xa) idén-
ticamente, y la medibilidad asintética de la variable real f(X,) (aplicada con esta ¢ € Cy(R)) da exactamente la
convergencia mostrada.
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Enumeremos las funciones de F que satisfacen 0 < f < 14, incluyendo también la funcién cero,
como (g;)j>1, vy definamos f,, = max{gs,...,gmn}. Entonces 0 < f,, < 1g, cada f,, es continua y
fm(z) T 1g(z) para todo x € S. Como P(X € S) =1, f,(X) 1 1¢(X) c.s. Por monotonia de la
esperanza interior,

limainf P,.( X, € G) = lirr}linf Eo.la(Xa) > lirrginf Eo o fi(Xa)-

Fijado m, la funciéon f,, depende s6lo de un nuimero finito de distancias: existe una funcién
continua acotada 1, tal que

@) = b (d,51), ., d(z, 53,)).
Por la hipétesis de (ii),
(d<Xou Sil)v <o ’d(Xon S'Lk)) = (d(Xv Si1>’ s 7d(X7 SZk))
Aplicando la definiciéon de convergencia débil a 1, v a —,,,

Eo e fn(Xa) = —BL[ = (d(Xa, 51,), - -, d(Xas 5i,))]
— —E(=fn(X)) = Efn(X).

Luego
lfm inf Po«(Xo € G) > Efn(X) para todo m.

Haciendo m — oo y usando convergencia monétona, Ef,,(X) T P(X € G). Asi,

minf Py . (X, € G) 2 P(X € G) para todo abierto G.

Por el teorema de Portmanteau en la versién con probabilidades interiores, concluimos que X, = X.
Finalmente veamos que (i) implica la convergencia débil. Por separabilidad de X, elegimos una
sucesion S = {sy, s, ...} tal que P(X € S) = 1. Para todo k y toda ¢ € Cy(R¥), la funmon

x = Y(d(z,s1),...,d(z,sg))

pertenece a Cy(D) y es medible respecto de bolas. Por la hipdtesis de (i),
EZ¢(d(Xa7 Sl)a s 7d<Xou Sk)) - Ew(d(Xa 31)7 s ad(Xu Sk))

Por lo tanto, los vectores finito-dimensionales de distancias convergen débilmente. La aplicacién
de distancias del limite tiene ley separable: si M C D es numerable y P(X € M) = 1, su imagen
continua queda concentrada en la clausura de la imagen numerable de M.%® Aplicando entonces el
criterio de convergencia en productos numerables (Teorema 1.58), obtenemos

(d(Xq, 51),d(Xa, 52),...) = (d(X,51),d(X, 82),...) en R

Ya probamos que esta condiciéon implica X, = X. Esto cierra la prueba de (7). ]

1.7. Convergencias

Para redes de aplicaciones definidas sobre un unico espacio de probabilidad fijo (€2, .4,P), la
convergencia casi sequra y en probabilidad son modos de convergencia estocastica usados con frecuencia,
mas fuertes que la convergencia débil. En esta seccién consideramos sus extensiones a mapas no
medibles, junto con el concepto de convergencia casi uniforme, el cual es equivalente a la convergencia
casi sequramente exterior para sucesiones, pero es mas fuerte (y mas ttil) para redes generales. En lo
que sigue (D, d) es un espacio métrico.

68Con ®(x) = (d(z,s1),d(x,s3),...), continua: {X € M} C {®(X) € ®(M)} = {®(X) € ®(M)}, pues por
continuidad ®(M) C ®(M); y ®(M) es numerable.
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Definicién 1.77. Sean X,, X : 0 — D aplicaciones arbitrarias.

(i) Decimos que X, converge en probabilidad exterior a X, y escribimos X, 5 X si d( Xy, X)* LN
0. Equivalentemente,®” para todo € > 0,

P(d(Xa, X)" > ) = P*(d(Xa, X) > €) — 0,

(ii) X, converge casi uniformemente a X si, para todo € > 0, existe un conjunto medible A con
P(A) > 1 — ¢ tal que d(X,, X) — 0 uniformemente en A. Se denota X, —> X.

(1ii) X, converge casi seguramente exterior a X si d(X,, X)* — 0 casi seguramente, para alguna
eleccién de versiones de d(X,, X)* (cada versién es un mayorante medible minimo; en particular,

domina a d(X,, X) en todo punto). Se denota X, AN ¢

(iv) X, converge casi seguramente a X si
P, (limd(Xa, X) = 0) =1,

y se denota X, <% X.

REDES ARBITRARIAS SUCESIONES
N\ (
Coma ) (nmn ) (Cmn Jo_wsx )
J g
Y Y Y Y
* \ %
[ X, &5 X ][ x, 5 x ] [ X, & X [ x, 5 x ]
J

Figura 1.1: Relaciones bésicas entre nociones de convergencia para mapas posiblemente no medibles.
Sélo se dibujan implicancias validas. En redes arbitrarias se muestran c.s.* = c.s. y c.u. = P*. En
sucesiones, ¢.s.* y c.u. son equivalentes, ademas c.s.* = c.s. y c.u. = P*. Las flechas ausentes no
deben interpretarse automaticamente como no-implicancias; algunas relaciones adicionales pueden
deducirse por transitividad.

Los tres primeros conceptos de la lista son los mas importantes. El cuarto es delicado: en general
no se comporta como uno esperaria. De hecho, para sucesiones no medibles, incluso la convergencia en
todas partes (que es méas fuerte que (iv)) no implica ninguna de las otras tres formas de convergencia.
Este es uno de esos fenémenos que recuerdan que la medibilidad, aunque a veces pase desapercibida,
no debe tomarse a la ligera.

Ejemplo 1.78

Sea 2 = N x [0, 1], provisto de la o-algebra trivial A = {@,Q} y de su tnica probabilidad. Para
n >1,sea A, = {n} x[0,1] y definamos X,, = 14,. Entonces X,,(w) — 0 para todo w, pues cada
punto pertenece a un tnico A,,. Sin embargo, A, # & y la tnica envolvente medible de A,, es
;% por tanto,

P*(|X,| > 1/2) =P*(A,) =1 para todo n.

Asi, X, no converge a 0 en probabilidad exterior; tampoco converge casi uniformemente ni casi
seguramente exterior.

La igualdad P(d(X,, X)* > ¢) = P*(d(Xa, X) > €) es el Lema 1.9(vi); nétese que, como el evento de la izquierda

es medible, la convergencia d(X,, X)* L 0 es 1a usual.
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“Con A = {@,Q}, el Gnico medible que contiene a A,, # & es Q. Por la misma razén fallan las otras dos
convergencias: las funciones medibles son las constantes, asi que (14,)* = 1 (el minimo mayorante constante),
lo que impide la convergencia c.s.*; y el inico conjunto medible con probabilidad > 1 —¢, € < 1, es €2, donde
sup,, | X, (w)| = 1 para todo n, lo que impide la convergencia c.u.

Para sucesiones (it) y (iit) son equivalentes, pero para redes generales el (iii) pierde buena parte
de su valor. Primero, estd la molestia de que, para redes generales, la convergencia casi seguramente
exterior depende de las versiones medibles minimas que se usen. Segundo, incluso para redes medibles
X, la convergencia casi seguramente exterior es mas bien débil: por ejemplo, no implica convergencia
en probabilidad.™ Por estas razones consideramos (iii) y (iv) s6lo para sucesiones. En lo que sigue,
usaremos la notacién X, para una red general y X,, para una sucesion, sin menciéon adicional.

Para sucesiones, las cosas salen en parte como deberian: la convergencia casi seguramente exterior
(7i1) es mas fuerte que la convergencia en probabilidad exterior. La equivalencia entre convergencia
casi uniforme y convergencia casi seguramente exterior —la parte (iii) del lema siguiente— es el
conocido teorema de Egorov.

Lema 1.79. Sea (D,d) un espacio métrico, sea X : Q — D Borel-medible y sean X,, : Q@ — D
aplicaciones arbitrarias. Entonces:

o ar 5. p*
(i) Si X, === X, entonces X,, — X.
. P* L iy . iy .

(ii) X, — X siy sélo si toda subsucesion admite una subsucesion ulterior que converge a X c.s.*.
c.s.* . ) . c.u.

(iii) X, —— X siy solo si X,, —> X.

Lema 1.80. Sea (D, d) un espacio métrico, sea X : Q — D Borel-medible y sea (X,) una red de
aplicaciones arbitrarias 0 — D. Entonces:

(i) Definamos Rq := supgs,, d(Xg, X), el supremo puntual de la cola, que para redes no numerables

puede no ser medible. Entonces X, <= X si y sélo si R, EiN 0, es decir, si y solo si R, 5o,
(ii) Si Xo <% X, entonces Xo 2 X

Lema 1.81 (Aplicacién continua para c.s.*). Sean (D,d) y (E,e) espacios métricos, g : D — E
continua, X : Q0 — D Borel-medible y separable, y X,, : 2 — D aplicaciones arbitrarias. Si X, o8ty X,

entonces g(X,) o8ty g(X). Noétese que este resultado es distinto del teorema de aplicacién continua
para convergencia débil, Teorema 1.36.)

Se puede ver que la convergencia casi segura no implica convergencia casi segura exterior ni
convergencia en probabilidad exterior. El problema es una posible falta de medibilidad. Como la
convergencia casi segura es muy comoda de manejar, interesa saber cuanta medibilidad es suficiente
para eliminar la diferencia. Un resultado trivial pero ttil es que X,, =< X junto con la medibilidad
de d(X,, X) implica X, ©s X, El siguiente teorema da una respuesta exacta al problema, aunque,
admitidamente, a menudo no es mas ttil que la condicion suficiente trivial recién mencionada.

Lo que se necesita es una cierta forma de medibilidad asintética de X,,. La medibilidad asintotica
introducida antes es ligeramente demasiado débil.

Definicion 1.82

Diremos que X,, es fuertemente asintéticamente medible si

FX)" = f(X0) =0, para toda f € Cy(D).

0Un ejemplo estdndar: en [0, 1] con la medida de Lebesgue, sea Xz = 1, donde F recorre los subconjuntos finitos
de [0, 1], ordenados por inclusién. Para cada w fijo se tiene eventualmente w € F', de modo que X — 1 en todo punto
y, al ser cada X medible, también c.s.*; sin embargo, P(Xp > 1/2) = 0 para todo F', asi que Xz — 0 en probabilidad.
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Esto es méas fuerte que la (ordinaria) medibilidad asintética, pues esta tltima equivale a la
convergencia en probabilidad de las mismas diferencias, en lugar de casi segura:

Lema 1.83. La sucesion X,, es asintoticamente medible si y solo si
F(Xn)" — f(Xn)« 2o, para toda f € Cy(D).

Demostracion. La medibilidad asintética fue definida por la condicién numérica E* f(X,,)—E. f(X,,) —
0 para toda f € C,(D). Fijada f, escribase Y, := f(X,) con ||f|lcc < M. Como Y, es acotada,
E*Y, =EY y E.Y,, = EY,., de modo que E*Y,, — E.Y, = E(Y," — Y,..). Ademés, 0 < Y* -V, <2M
c.s.: la primera desigualdad porque Y,. <Y, < Y* punto a punto, y la segunda por minimalidad
contra las constantes +£M. Para una sucesién de variables no negativas y uniformemente acotadas, la
convergencia a cero en L' equivale a la convergencia a cero en probabilidad, lo que da la equivalencia
para cada f vy, por tanto, la del enunciado. O

Por supuesto, ambas propiedades estan implicadas por la medibilidad para cada n. Se puede
mostrar que X,, = X junto con medibilidad asintética implica X, Py X. Para la conclusién més
fuerte X, LEONS ' , es necesaria la medibilidad asintética fuerte. Quiza la mejor parte del siguiente
teorema es (iv), que implica que la convergencia casi segura mas medibilidad por bolas conlleva
convergencia casi uniforme.

Teorema 1.84. Sea X Borel-medible y separable. Entonces son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes:

(’L) X,n c.8.* X;
(ii) X, Z5 Xy d( X, X)* —d(Xpn, X)s =5 0;
(iii) X, == X y X,, es fuertemente asintéticamente medible;

(iv) X, <= X y existe un conjunto S C D con P(X € S) =1 tal que, para todo s € S, la funcién
d(X,,s) es fuertemente asintdticamente medible.

En particular, si X, <% X y cada X,, y X son medibles por bolas, entonces X, LLANS'¢

Demostracion. Escribamos Z,, = d(X,,, X). La equivalencia (i) < (ii) es inmediata: si Z — 0 c.s.,
entonces 7, < Z*da X,, > X cs.y0< 2% — Z,, < Z* — 0 c.s. Reciprocamente, si X,, = X cs. y
Z% — Zys — 0 c.s., entonces, en un conjunto medible de probabilidad uno, 0 < Z,,, < Z,, — 0, y por
tanto Z* = Z,. + (25 — Z,.) — 0.

Probemos (i) = (éi7). Por (i) = (i), X,, = X c.s. Ademads, por el Lema 1.81 (aplicacién continua
para c.s.*; X es Borel-medible y separable por hipdtesis), para toda f € Cy(D), f(X,) = f(X) c.s.*.
Como f(X) es medible y finita, la regla (i) del Lema 1.9 da

F(Xn)" = [(Xn)e = (f(Xn) = f(X))" = (f(Xn) = f(X))s
<f(X) — (X)) — 0 cs.

Asi, X,, es fuertemente asintéticamente medible.™

La implicacion (iii) = (iv) es directa: si g € Cp(R) y s € D, entonces x — g(d(z, s)) pertenece a
Cy(D). Luego g(d(X,,s))* — g(d(X,, s))« — 0 c.s. para todo s € D; tomando S = D, que satisface
P(X € D) =P(X € D) = 1, se obtiene (iv).

"'En el célculo anterior, la regla (i) del Lema 1.9 se us6 con la funcién medible y finita S := —f(X): da (f(X,,) —
FX)*=f(Xn)" — f(X) y, con =S, (f(Xn) — f(X)« = f(Xn)« — f(X), de modo que f(X) se cancela en la resta.
La cota final usa h* — h, < 2|h|*, pues h < |h| y —h < |h| dan h* < |h|* y —h. = (=h)* < |h|*.
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Resta demostrar (iv) = (7). Podemos hacer las siguientes reducciones.” Reemplazar d por d A 1
no cambia las nociones de convergencia consideradas. También podemos pasar a la completacion
de D, pues las distancias entre los puntos originales no cambian y X,,, X siguen tomando valores
en D. Finalmente, la hipétesis de (iv) es exactamente la concentracion P(X € S) = 1; como X es
separable, podemos reemplazar S por un subconjunto numerable Sy C S tal que P(X € Sp) = 1. Esta
reduccién merece justificacion, pues S es arbitrario y la separabilidad de la ley de X no implica la de
S. Como X es separable, existe M C D numerable con P(X € M) = 1. Sea A := S N M; entonces
A es boreliano, P(X € A) = 1 y A es separable, por ser subespacio del espacio separable M. Sea
Q = {q1, ¢, ...} numerable y denso en A. Como ¢; € S, para cada j,k > 1 puede elegirse s;; € S
con d(sjx,q;) < 1/k. El conjunto Sy := {s; : j,k > 1} es numerable, estd contenido en S y satisface
Q C Sp,dedonde A C Q C SyyP(X €S5) >P(X € A) = 1. En lo que sigue escribimos nuevamente
S para ese subconjunto numerable. Asi podemos suponer que S es numerable, que d < 1y que D es
completo.

Enumeramos

{x— (1—md(z,s)t :meNseS}={f,fo,---},

y definamos e(z, y) = sup;>, 57| f;(z) — f;(y)]. Como supremo de seudométricas, e es una semimétrica
en D (en general no separa todos los puntos de D, pero eso no hara falta).
Afirmamos que, para x € Sy una sucesién (x,) C D,

d(zp,z) -0 <= e(z,,x)—0.

(=) Cada f; es continua y |f;| < 1; dado v > 0, tomando J con 2/(J + 1) < ~/2 se tiene
e(zn,x) <méxj<yj tfi(z,) — fi(x)] +2/(J + 1), y la convergencia de las primeras J coordenadas
da e(x,,x) < v para n grande. (<) Supongamos e(z,,z) — 0 pero d(x,,x) > € a lo largo de
una subsucesion. Fijemos m > 2/e y elijamos s € S con d(z,s) < 1/(2m) (posible pues z € S).
La funcién f(y) = (1 — md(y,s))" es algin f;, de la enumeracién, y f(z) =1 — md(z,s) > 1/2,
mientras que d(x,,s) > € —d(z,s) > e —1/(2m) > ¢/2 > 1/m, de modo que f(z,/) = 0. Luego
e(zn, ) > jo /2 > 0 alo largo de la subsucesién, contradiccion.
En consecuencia, para todo compacto K C S y todo € > 0 existe § > 0 tal que

reK, e(y,r) <d = dy,z)<e.

En efecto, si no, habria z;, € K e yp € D con e(yg, xr) < 1/k y d(yg, xx) > €; pasando a una
subsucesion, xy — x € K en d, luego e(xy, ) — 0 por la equivalencia recién probada, y e(yg, z) <
e(yg, x1) + e(xg, x) — 0; de nuevo por la equivalencia, d(yx,z) — 0, y entonces d(yg,zr) — 0,
contradiccion.

Fijado j, de X,, — X c.s. se obtiene f;(X,,) = f;(X) c.s. Ademas, por (iv), f;(X,) es fuertemente
asintoticamente medible; como f;(X) es medible y finita, la regla (i) del Lema 1.9 da

(fi(Xn) = [;(X))" = (fi(Xn) = f5(X))s = [5(Xn)" = fi(Xn)s = 0 cs.
Escribamos W, := f;(X,,) — f;(X). En un conjunto medible de probabilidad uno se tiene W,, — 0
puntualmente (pues f; es Lipschitz y d(X,,, X) — 0 alli) y W} — W,, = 0. De W,,. <W,, < W} =
Wi + (W) — W) se deduce W) — 0y W, — 0; por la regla (vii) del Lema 1.9,
(Wol" =Wrv (=W,) =WV (=W,.) =0 cs.,

es decir, |fj(X,) — f;(X)|* = 0 c.s. Sea n > 0. Por Egorov,” para cada j existe A; € A tal que
P(AS) <1277 y | f;(Xn) — f5(X)[* — 0 uniformemente en A;. Con A = N;A;, P(A°) <7,y en A se

"Sobre las dos primeras: para ¢ < 1, {d > e} = {d A1 > ¢}, y todas las nociones de convergencia sélo miran valores
pequetios de d; ademds (d A 1)(X,,, s) es imagen de d(X,,, s) por u — u A 1, continua y acotada en los rangos relevantes,
asi que la hipétesis (iv) se conserva. Al pasar a la completacién, las distancias entre los puntos originales no cambian,
X, v X siguen tomando valores en D, y la separabilidad de X se conserva.

"Teorema de Egorov: si Z, — Z c.s. para variables medibles en un espacio de probabilidad, entonces, para todo
n > 0, existe A medible con P(4A°) < n y Z, — Z uniformemente en A. Aqui se aplica a las variables medibles
|f;(X5n) — f;(X)I*, que convergen a 0 c.s. por lo recién probado.
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tiene e(X,,, X) — 0 uniformemente: dado v > 0, tome J con 2/(J + 1) < /2 y use la convergencia
uniforme de las primeras J coordenadas.

Como X es separable y P(X € S) = 1, existe un compacto K C S con P(X € K) >1—n.™

En B=AN{X € K} se tiene P(B¢) < 2n y e(X,, X) — 0 uniformemente; por la propiedad del
compacto K probada maés arriba, d(X,, X) — 0 uniformemente en B. Como 7 > 0 es arbitrario,
X, — X c.u.; para sucesiones, c.u. equivale a c.s.*. ]

El enunciado anterior sigue al Teorema 1.9.6 de [vdV-W], con la hip6tesis de concentracién de
(iv) formulada directamente sobre la clausura, que es la tnica forma en que interviene en la
demostracién; nétese que {X € S} es un evento medible por ser S cerrado. Condiciones mas
fuertes, como P,(X € S) =1 (“X € S casi seguramente”), la implican.

Consideraremos la relacion entre los conceptos de convergencia introducidos en la seccién anterior
y la convergencia débil. Primero seremos un poco formales: la convergencia en probabilidad exterior
hacia una constante también puede definirse para aplicaciones con dominios diferentes (24, 4q, Pa),
de modo que no esta cubierta por la definicion anterior.

Definicion 1.86

Sea X, : 2, — D una red arbitraria de aplicaciones y sea ¢ € D. Decimos que X, converge

en probabilidad exterior a c si, para todo € > 0, P, (d(Xa, c) > 5) — 0. Lo denotamos por

]P)*
X, —ec.

En general, la convergencia en probabilidad exterior es mas fuerte que la convergencia débil,
aunque ambas son equivalentes cuando el limite es constante.

Lema 1.87. Sean X,,Y, : Qo — D aplicaciones arbitrarias y sea X : € — D Borel-medible.
(i) Si Xo = X yd(Xa, Ya) 250, entonces Y, = X.

(ii) Si, ademds, X, y X estan definidos en un mismo espacio de probabilidad y X, LN X, entonces
X, = X.

(#ii) Para toda constante ¢ € D, X, By ¢ siy sdlo si X = c.

Demostracion. Sea F' C D cerrado. Si F' = @, la desigualdad de Portmanteau que buscamos es

trivial; supongamos entonces F' # @ y, para € > 0, sea F© :={x € D :d(z, F) < ¢}. Entonces F* es

cerrado. Definimos B, . := {d(X,, Ya)" < e}. Como d(X,,Ya)* — 0 en probabilidad, se tiene
Po(BS.) = Po(d(Xa, Ya)* > ) — 0. Ademés,

(Yo € F} C ({Ya € F}N Ba:) UBS..
Por subaditividad de la probabilidad exterior y porque B, . es medible,
P, (Y € F) <P, ({Ya € F} N Bac) + Pa(BS).

Siw e {Y, € F} N B,., entonces d(X,(w),Ya(w)) < d(Xq,Ya)*(w) < e, y como Y, (w) € F, resulta
Xo(w) € Fe. Por tanto {Y,, € F} N B, C {X, € F°}. Luego

Pi(Ya € F) < Pi(X, € FF) + Po(BS).

" Aqui se usa que D es completo. En efecto, S es cerrado en D, luego completo con la métrica inducida, y es separable
por ser S numerable; la restriccion de la ley de X a S es una probabilidad de Borel sobre ese espacio, de modo que la
Observacion 1.22 la da tensa. La compacidad es intrinseca a la topologia, asi que un compacto de S lo es también de D.
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Tomando lim sup, y usando X, = X, por Portmanteau,

limsup P} (Y, € F) <limsupP} (X, € F°) < P(X € F*).

Como F es cerrado, F¢ | F cuando € | 0, y por continuidad de la probabilidad desde arriba,
P(X € F?) | P(X € F). Concluimos que

limsup P} (Y, € F') <P(X € F)

para todo cerrado F' C D. Por Portmanteau, Y, = X.
Sea Z, := X. Entonces Z, = X, pues Z, tiene la misma ley que X para todo «. Ademas,

d(Za, Xo) = d(X, Xa) 25 0.

Aplicando (i) con Z, en el papel de X, y X, en el papel de Y,, obtenemos X, = X.

Supongamos primero que X, P ¢ Sea Zo = c. Entonces Z, = ¢y d(Zy, Xo) = d(c, Xa) o,
Por (i), X, = c¢. Reciprocamente, supongamos que X, = c. Fijemos € > 0 y tomemos el cerrado
F.:={x € D:d(xz,c) >¢e}. Como c ¢ F_, se tiene P(c € F.) = 0. Por Portmanteau,

lim sup P}, (d(X,, ¢) > €) = limsup P (X, € F;) <0.

Por tanto P! (d(X,,c) > ) — 0. Como {d(X,,c) > €} C {d(Xa,c) > €}, también P (d(X,, c) >
g) — 0. Luego X, e O

La implicacion “convergencia en probabilidad = convergencia débil” no se invierte en un espacio
de probabilidad dado: una red débilmente convergente puede incluso estar definida en espacios
distintos. Los teoremas de representacion muestran, sin embargo, que es posible construir copias en
un espacio comun que converjan casi uniformemente. Comenzamos con la version medible. Para cada
a, sea D, C B(D) una o-algebra. Escribimos el limite como X, y los enunciados vélidos para todo
a incluyen o = oo.

Teorema 1.88. Sean X, : Q, — D aplicqcionfs D,-medibles. ST X, = X y X es separable,
entonces existen aplicaciones D,-medibles X, : 0 — D, definidas en algin espacio de probabilidad

(Q, A, P), tales que:
(i) Xo =5 Xoo;
(i7) X, y X, tienen la misma ley sobre D, para todo c.

Advertencia 1.89

Usualmente, este teorema se aplicara con cada D, igual a la o-dlgebra de Borel o a la o-algebra
de bolas. La afirmacién “X, y X, tienen la misma ley sobre D,” significa que sus probabilidades
coinciden solo en los conjuntos de D,,. Por eso, cuanto més pequena sea D,, menos informacién
conserva el teorema sobre la ley original. En el caso extremo D, = {@, D}, cualquier par de
aplicaciones con valores en D tiene la misma ley sobre D,, pues sélo se comparan las probabilidades
de @ y de D. En ese sentido, el teorema sigue siendo verdadero pero la representacion puede no
reflejar la distribucion original de X,,. Por ello vale la pena buscar una formulacién mas fuerte
para aplicaciones no medibles.

En la versién no medible se conserva mas informacion: se exige
E*f(ya) =E! f(Xa.) para toda f : D — R acotada.

En particular, coinciden las probabilidades exteriores e interiores de {X, € B} y {Xva € B} para
todo B C D. Esta igualdad de expectativas exteriores es, en general, mas fuerte que la igualdad de
las leyes sobre una o-algebra prefijada.
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El siguiente teorema de representacion no medible vale para sucesiones y, mas generalmente, para
redes indexadas por conjuntos dirigidos no triviales; no vale, en general, para conjuntos dirigidos
arbitrarios. Llamaremos no trivial a un conjunto dirigido que permite una red de nimeros estrictamente
positivos d, con 6, — 0. En particular, N, con el orden usual, es no trivial.”™

Teorema 1.90. Sea X, : Q, — D una red arbitraria indexada por un conjunto dirigido no trivial,
y sea Xoo Borel-medible y separable. Si X, = Xo, entonces existen un espacio de probabilidad
(Q, A, P) y aplicaciones X, : Q2 — D tales que:

(i) Xo =5 Xoo;
(ii) B*f(X,) = EX f(X.), para toda f : D — R acotada y todo a.

Recordemos (Definicién 1.17) que una aplicacién medible ¢ : (Q, A, P) — (Q, A,P) con P = Pog~!
es perfecta si conserva las probabilidades exteriores e interiores de todos los subconjuntos de €;
equivalentemente, por el Lema 1.18, si E*g = E*(g o ¢) para toda ¢ : Q@ — R acotada.

Ademés de (i) y (ii) del Teorema 1.90, puede elegirse X, de acuerdo con el siguiente diagrama,
con aplicaciones ¢, medibles y perfectas, y P, = Po ¢ !

D

QO‘ Xa:Xaoqﬁa
4
O

La perfeccién de ¢, afirmada por la observacién anterior mejora la parte (ii) del teorema. Sin
embargo, el interés principal de la observacién es la implicacién de que cada X, puede forzarse a no
tomar otros valores que los originales X,. Asi, X, y Xa también comparten otras propiedades que
quiza no se puedan expresar directamente en términos de sus “leyes”. El ejemplo siguiente explica por
qué esta propiedad adicional es ttil.

Sea (X, B) un espacio medible, P una probabilidad en él y X, X5, ... i.i.d. con ley P. Recordemos

1 n

que la medida empirica es P, := -3 ; dx,. Sea H una clase de funciones B-medibles i : X — R
tales que P|h| < oo; el proceso empirico es

G, (h) = \/H(Pnh - Ph), heH.

Cuando las trayectorias h — G, (h) son uniformemente acotadas sobre H, consideramos G,, como
una aplicacién con valores en £*°(#H); nétese que esto no se deduce de las hip6étesis anteriores y debe
verificarse (o forzarse mediante una modificaciéon admisible) en cada aplicacién concreta. Con estas
hipétesis, la representacién mediante la medida finita con signo p, ., que aparece mas abajo esta bien
definida.

"5La restriccién al conjunto dirigido no trivial es esencial: existen conjuntos dirigidos triviales y, para cada uno de
ellos, una red X, para la cual el teorema falla; véase [vdV-W, §1.10].
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Qué da el Teorema 1.90. Si G,, = G en (*°(H), el Teorema 1.90 permite construir, en un espacio
de probabilidad comuin (Q, A, }3), procesos G,,G : Q — (>*(H) tales que G, =% G vy, para toda
funcién acotada f: (*°(H) — R, o

E*f(Gn) = E*f<Gn)

Es decir, la representacion conserva la ley exterior de G,, como elemento de ¢*°(H) y ademads realiza
la convergencia en un unico espacio de probabilidad. Pero esta informacion es todavia puramente
distribucional: no dice, por sf sola, cémo se obtiene cada trayectoria G,, (@) a partir de una muestra
original. En particular, no fuerza una identidad punto a punto del tipo G, (&) = G,(w) para algtin w
elegido de manera compatible con el espacio original.

Qué anade la observacion. La observacién posterior al teorema permite elegir la representacion
de forma maés rigida:

Gn = Gn o ¢n7
donde ¢, : Q — Q es medible y perfecta, y P o ¢, = P. Por lo tanto, para todo @,

Gn(@) = Gy (dn(@)) € Im(Gy).

Esta es la ganancia esencial: cada trayectoria representada es literalmente una trayectoria original,
evaluada en otro punto del espacio de probabilidad. Asi, si

Gwmm:/mmw, heH,

entonces

Gu@)(h) = Gulbn(@)() = [ hdjin g, e

En consecuencia, la representacién no sélo conserva la distribucién exterior en ¢>°(#H), sino también
la estructura trayectoria por trayectoria: las trayectorias siguen viniendo de medidas finitas con signo
del tipo

Hnw = \/E(Pn<w) - P)'

La medida subyacente siempre tiene masa total cero; si 1 € H, esto ademas se ve en la trayectoria
mediante G, (1) = 0.

1.8. Uniformidad y metrizaciéon

En principio, la convergencia débil es la convergencia puntual de los “operadores” X, o L,
sobre Cy(D), esto es, de las aplicaciones f — E f(X,) o f — L,f. Sin embargo, hay convergencia
uniforme automaética sobre ciertos subconjuntos. Estos subconjuntos pueden ser bastante grandes:
basta que sean acotados y equicontinuos. Por otro lado, existen también subconjuntos pequenos,
incluso numerables, tales que la convergencia puntual en uno de ellos es automaticamente uniforme y
equivale a la convergencia débil. Para D separable, incluso es posible elegir un tinico subconjunto
numerable que funcione para todos los X, a la vez.

Teorema 1.93. Sea (D, d) un espacio métrico y sea Dy C D. Sea F C Cy(D) una clase uniformemente
acotada y equicontinua en cada punto de Dy. Si X, = X, donde X es separable y toma valores en
Dy, entonces

sup|Ex f(Xa) — Ef(X)] = 0.
feFr

Demostracion. Probaremos el teorema bajo la hipdtesis mas débil P*(X ¢ Dy) = 0, que se cumple
trivialmente cuando X toma valores en Dy; véase la Observacion posterior a la demostracion.
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Agrandamos F agregando todas las funciones 1-Lipschitz para d y acotadas por 1.7° Esto no
afecta la conclusion, pues basta probarla para la clase agrandada. La nueva clase sigue siendo acotada
y equicontinua en cada x € Dy, y separa puntos. Definimos

e(z,y) :=sup|f(z) - f(y)|, z,yeD.
feF

Entonces e es una métrica (separa puntos porque, para x # y, la funcién d(-,y) A 1 estd en la
clase agrandada) y toda f € F es 1-Lipschitz respecto de e. Ademés, si z,, = x en d y x € Dy,
la equicontinuidad de F en z da e(x,,x) — 0. Por tanto, toda funcién acotada y continua para e
es continua para d en cada punto de Dy. Para cada tal g, su conjunto de d-discontinuidad D, es
boreliano (Lema 1.35) y esta contenido en D \ Dy; de P*(X ¢ Dy) = 0 se sigue P(X € D,) = 0,
y el Corolario 1.37 (aplicaciéon continua) implica E* g(X,) — Eg(X) para toda g € Cy(D,e). En
consecuencia, X, = X también cuando D se equipa con la métrica e (aqui, y en lo que sigue, X
denota la versién Borel dada por el teorema de aplicacién continua).

Sea (D,e) la completacién. Identificamos D C D. Toda f € F, al ser 1-Lipschitz para e, se
extiende de modo tinico a una funcién 1-Lipschitz y acotada en D. Vistos como mapas en D, todavia
X, = X7

Veamos que la ley de X es tensa en (D, e). Como X es separable para d, existe M C D numerable
con P(X € M") = 1, donde M" denota la d-clausura (que es boreliana). Si z € Dy N M, existe una
sucesiéon x,, € M con d(x,,,x) — 0, y la equicontinuidad de F en z da e(z,,, x) — 0; por lo tanto
Dy N M M°, la e-clausura de M en D. Fuera de un evento medible de probabilidad nula se tiene
X € Dy (pues P*(X ¢ D) = 0); intersecando con el evento medible {X € Md}, de probabilidad uno,
se obtiene X € M° c.s. El evento {X € Me} es medible, porque, desde el comienzo de la prueba,
X denota la versiéon Borel dada por el Corolario 1.37, con valores en (D, e),y M° es cerrado; luego
P(X € M) = 1: la ley de X es separable para e. Por el Lema 1.27, al ser (D, e) completo, la ley de
X en D es tensa. Por el Lema 1.41(b), la red X,, es asintéticamente tensa en D. Por tanto, dado
£ > 0, existe compacto K C D tal que, para todo § > 0,

limsupP% (X, ¢ K°) <, K :={z:e(x, K) < 6}.

En particular, para todo a suficientemente grande, P* (X, ¢ K°) < 2¢. Ademés, la ley de X en (D, e)
es tensa, asf que existe un compacto K’ C D con P(X € K') > 1 — . Reemplazamos K por K U K':
la unién sigue siendo compacta; como K° C (K U K')?, la cota del lim sup anterior no empeora; y
como K' C (KU K'), se tiene IP’(X ¢ (KU K’)5> < e. Renombrando K U K’ como K, podemos

suponer entonces P(X ¢ K°) < ¢ para todo § > 0.

Consideremos Fy := {f|x : f € F}. Como F es uniformemente acotada y 1-Lipschitz para e, la
clase Fi es acotada y equicontinua en el compacto K. Por Arzela—Ascoli, es totalmente acotada en
la norma uniforme. Por tanto, dado n > 0, existen fi,..., f,, € F tales que, para todo f € F, existe
i con

sup | f(x) — fi(x)] < n/3.

zeK

Tomamos § = 1/3. Si z € K°, existe y € K con e(z,y) < §; por la elecciéon de f;,

|f(x) = filz)] < |f(z) = f)] + | fy) = filw)| + | fily) = filz)] <0 4+n/34+6=n.

Luego
sup |f(z) — fi(z)| <n.

zeK9S

"La clase agrandada sigue siendo uniformemente acotada (por max{1, sup rer lIfllc}) v equicontinua en cada punto
de Dy, pues las funciones 1-Lipschitz son equicontinuas en todo punto; y ahora separa puntos: para x # y, d(-,y) A 1
las distingue.

"TUna funcién 1-Lipschitz sobre un subespacio denso de un métrico se extiende de manera tinica y 1-Lipschitz a la
completacién, con la misma cota uniforme. Y la convergencia débil se conserva porque toda g € Cy(D) se restringe a
una funcién de Cy(D, €) sin cambiar E? g(X,,) ni Eg(X).
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Sea M := sup;cr || fllc < 00. Para f € F y su f; asociado,

E.f(Xa) - Ef(X)| <

B f(Xa) — ELfi(Xa)|
+ B £i(Xa) — BA(X)| + [EA(X) — EF(X)].

Por subaditividad de la esperanza exterior, para todo « suficientemente grande,

B f(Xa) — B3 fi( X))
S E2|f(Xa> - fz(Xoc)|
<n+2MPH(X, ¢ K°) <n+4Me.

Analogamente, |Ef;(X) —Ef(X)| < n+2Me.™ Como fi,..., fm € Cy(D,e) y son finitas en niimero,

max |E fi(X.) — Efi(X)] — 0.

1<i<m

Por lo tanto, para « suficientemente grande,

sup

sup|E;f(Xa) = Ef(X)| < 201+ (6M + 1)e.

Como 7, e > 0 son arbitrarios, se concluye la convergencia uniforme. O]

La demostracién usé tnicamente P*(X ¢ Dy) = 0 (equivalentemente, P,.(X € Dy) = 1; si Dy
es boreliano, esto es P(X € Dy) = 1), condicién implicada por la hipétesis del enunciado. La
formulacién mediante probabilidad exterior es ttil cuando Dy no es necesariamente boreliano.

Teorema 1.95. Sea (D, d) un espacio métrico. Para todo subconjunto separable Dy C D), existe
una coleccion F C Cy(D) numerable, uniformemente equicontinua y acotada tal que para toda red
arbitraria X, : Qo — D y toda variable aleatoria Borel-medible X : Q@ — D con P*(X ¢ Dy) =0 (si
Dy es boreliano, esto es P(X € Dy) = 1), son equivalentes:

(1) Xo = X;
(ii) B f(X,) — Ef(X) para todo f € F;
(iii) B f(Xa) = Ef(X) uniformemente en f € F.

Teorema 1.96 (Adenda). La coleccion F del teorema anterior puede tomarse igual al conjunto de
funciones

£@) = a((1 = prd(e,50))" V-V (1= (. 50)°)

donde k € N, s1,..., s recorren un subconjunto numerable y denso de Dy, g € Q, p1,...,pr € QT,
lgl <1 ylgl(pr V- V) <1. Aqui aV b = méx{a,b} y t* = max{t,0}.

Con la cota puntual |f — f;| < nlgs + 2M1 (gsye y P(X ¢ K?%) < ¢, garantizada por el reemplazo K — K U K’
hecho antes.
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Capitulo 2

Proceso empirico

2.1. Medidas empiricas y clases de Donsker

Esta parte se ocupa de la convergencia de un tipo particular de aplicacién aleatoria: el proceso
empirico. En todo el capitulo, X;, X5, ... es una sucesion de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos, definidos sobre un mismo espacio de probabilidad, con valores en un
espacio medible (X, A) y ley comin P. La medida empirica P, de la muestra Xy, ..., X, es la medida
aleatoria discreta dada por P,(C) =n"'#{1 <i<n: X; € C}, C € A. Alternativamente (si
los puntos son medibles), puede describirse como la medida aleatoria que pone masa 1/n en cada
observacién, P, =n~ '3 0x,.

Dada una coleccién F de funciones medibles f : X — R, la medida empirica induce una aplicacion
F — R dada por f — P, f. Usaremos la notacién Q f = [ fd(@Q para una funcién medible f y una
medida signada (). La version centrada y reescalada de la aplicacion anterior es el F-proceso empirico
G, dado por f — G, f =+/n(P, — P)f = ﬁ 2 (f(Xi) — Pf). Frecuentemente identificaremos

la medida signada G,, = n~Y/23 ", (5 X, — P) con el proceso empirico.

Para una funcién fija f, por la ley de los grandes ntimeros y el teorema central del limite se tiene
P.f n:—sog Pf, Gnf = N(O, P(f - Pf)%, siempre que Pf exista y Pf? < oo, respectivamente.
Veremos como hacer estas afirmaciones uniformes en f, al variar sobre una clase F.

La teoria clasica de procesos empiricos considera, como casos especiales, cuando el espacio muestral
X es el intervalo unitario [0, 1], la recta R o RY, y la coleccién de indices F es el conjunto de indicadores
de semirrectas izquierdas en R o de ortantes inferior-izquierdos en R?. Trataremos medidas y procesos
empiricos indexados por estas F y por muchas otras, incluyendo indicadores de semiespacios, bolas,
elipsoides y otros subconjuntos de R%, clases de funciones suaves R? — R y funciones monétonas.

Con la notacion ||Q|lx = sup{|Qf| : f € F}, la version uniforme de la ley de los grandes
nameros queda || P, — P|| — 0, donde la convergencia es casi sequra exterior: ||P, — P|/% — 0 casi
seguramente. Una clase F para la cual esto es cierto se denomina clase de Glivenko—Cantelli (o clase
P-Glivenko—Cantelli para resaltar la dependencia en P). Cuando sélo se tiene ||P, — P||z — 0 en
probabilidad exterior, diremos que la clase es Glivenko—Cantelli débil; bajo envolvente integrable, el
argumento de submartingala inversa de la Seccion 2.4 promueve la versién débil a la casi segura.

Para ver al proceso empirico como una aplicacion a £*°(F), necesitamos que sus trayectorias sean
acotadas en F. Una condicion suficiente es sup;cz | f(z) — Pf| < oo, x € X. Bajo esta condicién,
el proceso empirico {G,,f : f € F} puede verse como una aplicacién a £>°(F).!

En consecuencia, tiene sentido investigar condiciones bajo las cuales

G, =+vn(P,— P) =G, en (> (F), (2.1.1)

donde el limite G es un elemento medible de Borel y tenso de £>°(F). Una clase F para la cual esto
es cierto se denomina clase de Donsker (o P-Donsker).

'En efecto, |G, f| < n~ V230 |f(Xi) — Pf| < /nméx;<nsupser |f(X;) — Pf|, y cada factor es finito por la
condicién, evaluada en z = X;(w); lo mismo vale para P, — P.
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La naturaleza del proceso limite G se deduce de sus marginales. Si f € Ly(P), el teorema central
del limite da G, f = N (0, P(f—-P f)2>; reciprocamente, la convergencia en distribuciéon de G, f
obliga a que f € Ly(P), por el reciproco clasico del teorema central del limite.? En particular, si F es
P-Donsker, cada f € F pertenece a Ly(P) y los marginales del proceso limite son gaussianos, con

la covarianza que se indica a continuacién. El TCL multivariado da que, para cualquier conjunto
finito f,...,fi € F, (Gufr,...,Gufi) = Ni(0,%), donde la matriz k x k X tiene (i, j)-ésimo

elemento X;; = P ( fi— P fi) ( fi—P fj). Como la convergencia en (> (F) implica la convergencia de

las marginales, se sigue que el proceso limite {Gf : f € F} ha de ser gaussiano de media cero, con
funcién de covarianza

E[GAGS| = P(fi = Ph)(fa — Ph) = Pfifs— (PH)(Pf). (2.1.2)

Por el Lema de Slutsky, toda clase P-Donsker es Glivenko—Cantelli débil: |P, — P||z — 0 en
probabilidad exterior.® De hecho, toda clase P-Donsker es P-Glivenko—Cantelli, con convergencia
casi segura exterior. Esta conclusiéon méas fuerte no se obtiene sélo con Slutsky: requiere el argumento
de submartingala inversa del Lema 2.27, cuya hipotesis de envolvente integrable no forma parte de la
definicion de clase de Donsker, pero se cumple automaticamente: la propiedad Donsker implica que la
envolvente de la clase centrada {f — Pf : f € F} tiene segundo momento débil, z* P* (sup rerlf =

Pf| > ZL‘) — 0, y en particular es integrable (véase [vdV-W, Lema 2.3.9]); como || P, — P|| no
cambia al centrar la clase, el lema se aplica a la clase centrada. El reciproco no vale en general,
aunque el conjunto de clases de Donsker contiene muchos ejemplos de interés. Varias clases son
ademas universalmente Donsker, es decir, P-Donsker para toda medida de probabilidad P en el
espacio muestral.

Ejemplo 2.1. Sean X1,..., X,, i.i.d. en R? y sea F la coleccién de todos los indicadores de rectangulos
inferiores {1(_ooy : t € R?}. La medida empirica indexada por F se identifica con la funcién de
distribucion empirica t — Pl (o0 = % > 1{X; <t}, donde X; <t es coordenada a coordenada.
En este caso es natural identificar f = 1(_oo4 con ¢ € R? y £°°(F) con (*(R?). Por supuesto, en
el caso d = 1 las trayectorias muestrales de la funciéon de distribucién empirica estan contenidas
en un espacio mucho mas pequeno (como D[—o00, x0]), pero esto no afecta al TCL funcional: si las
aplicaciones toman valores en un subespacio con la métrica inducida y el limite es Borel-medible y
tenso en ese subespacio, la convergencia débil puede comprobarse equivalentemente en el subespacio
o en el espacio ambiente (véase [4, Seccion 1.3]).

Se sabe por resultados clasicos (para la recta, debidos a Donsker) que la clase de rectdngulos
inferiores es de Donsker para cualquier ley subyacente P de X, ..., X,,. Los resultados posteriores
permiten recuperar este teorema y obtener conclusiones andlogas para el proceso empirico indexado por
bolas cerradas, rectangulos, semiespacios y elipsoides, asi como por muchas colecciones de funciones,
siempre bajo las condiciones de medibilidad correspondientes.

Ejemplo 2.2. Sea C una coleccién de conjuntos medibles en (X, A), y F igual al conjunto de

funciones indicadoras de los conjuntos de C. Esto conduce a la distribucién empirica indexada por
conjuntos C' — P,(C) = +#{X; € C}. En este caso conviene hacer la identificacion C' <+ 1¢, tanto
en notacién como en terminologia. Asi, C se llama clase de P-Glivenko—Cantelli si |P, — P||5 — 0
casi seguramente (y satisface la propiedad débil si sélo hay convergencia en probabilidad exterior), y

C es clase de Donsker si v/n(P, — P) = un limite tenso en (*°(F).

28i Y1,Y5, ... son iid. y n=1/? i (Y: — ¢) converge en distribucién para alguna constante ¢, entonces EY? <
y el limite es normal; véase [4, Seccién 2.1].

3En detalle: |P, — P|| = n~'/2||G,,||7. La norma z ~ ||z|| 7 es continua en ¢*°(F), asi que |G, || = ||G||# por
el teorema de aplicacién continua (Teorema 1.36); multiplicando por la sucesiéon determinista n=1/2 — 0 (Slutsky),
|IP, — P|lx = 0, y la convergencia débil a una constante equivale a la convergencia en probabilidad exterior.
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2.2. Desigualdades maximales y niimeros de recubrimiento

En este capitulo derivamos una clase de desigualdades maximales que pueden usarse para esta-
blecer la equicontinuidad asintética del proceso empirico. Dado que estas desigualdades tienen una
aplicabilidad mas amplia, dejamos temporalmente el marco especifico de los procesos empiricos.

Definicién 2.3. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una funcién convexa, no decreciente, no idénticamente
nula, con ¢(0) = 0. Para una variable aleatoria X, la norma de Orlicz || X, se define como

| X ]|y = inf {C’ >0:Ev¢ (%') < 1}. Aqui el infimo sobre el conjunto vacio se interpreta como oo.

Usando la desigualdad de Jensen, se verifica que esto define una norma? sobre el conjunto de
variables aleatorias para las cuales || X, < oo.

Ejemplo 2.4. = ¢(z) = 2P, con p > 1. En este caso, la norma de Orlicz coincide con || X]||, =
(EX[P)VP.

n () =€ — 1, p> 1. Como 2 < ¢,(z) para todo = > 0, se tiene || X ||, < || X||y,-
Observacién 2.5. Si p < ¢, entonces || X[y, < (log2)/7 /7 || X||, . En particular, normas ¢, con g

mas grande controlan colas mas livianas. También se tiene, para r > 1, || X, < Cr || X]|y,, donde C
es una constante universal. Mas generalmente, para a > 1, || X||, < C’arl/o‘||X||¢a.

Cualquier norma de Orlicz proporciona una cota para la cola de una distribucién. En efecto, si
C > || X]|y, entonces, por la desigualdad de Markov,

52 (2) 20 @)= i

: : 1
Haciendo C' | || X ||y, se obtiene P(|X| > z) < ML

porque 9, al ser convexa y finita, es continua en [0, 00). Si ¢ (x/||X|l4) = 0, la cota vale trivialmente
con la convencién 1/0 = oo; si || X||, = 0, entonces X = 0 c.s. y también es trivial. En particular,

p
para ¥,(z) = e* — 1, se obtiene la cota P(|X| > z) < 2exp {— <m> } Reciprocamente, una
D

cota exponencial de este tipo implica que la norma 1, es finita.

x > 0. El paso al limite esta justificado

Advertencia 2.6

Los Lemas 2.7 y 2.9 son ejercicios guiados del practico 3, sélo demostraremos el Lema 2.8.

Lema 2.7. Sea X una variable aleatoria tal que, para constantes K,C > 0 y algin p > 1, P(|X]| >
1/p
—CzP 1+K
z) < Ke , x> 0. Entonces || X||y, < ( = )

A continuacién consideramos la norma de Orlicz del maximo de un nimero finito de variables
aleatorias. Para las normas L,, usando max; | X;|? < >, | X;|?, se obtiene

mMax
1<i<m

1/p
(E mx [XI7) < mt max (| X,
1<i<m 1<i<m

Esta desigualdad elemental tiene constante 1. Una desigualdad analoga, en general con una constante
multiplicativa adicional, es valida para muchas normas de Orlicz. En el caso general, el factor m!'/? se
reemplaza por ¢ ~!(m), donde 1)~ denota la inversa generalizada de 1.

4Esbozo: la homogeneidad absoluta es el camblo C — |A|C en el infimo. Para la triangular, si C; > || X;||y, la
convexidad da w(‘)éligﬂ) <& +C @ZJ('XI ) (|X2 ), y la esperanza queda < 1. Finalmente, || X|l, =0= X =0
c.s.: si P(|X| > 0) > 0, entonces 1 > E¢(|X|/C w 670 P(|X| > 6) — oo cuando C | 0, pues una 1) convexa, no

nula y con ¥(0) = 0 tiende a oco.
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Lema 2.8. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) conveza, no decreciente, no idénticamente nula, con ¥ (0) = 0.
Supongamos que existe ¢ > 0 tal que lim SUDg 500 w&if;)!) < 00. Entonces existe una constan-
te K, que depende solo de i y de c, tal que, para cualesquiera variables aleatorias Xi,..., X,

Iméxi<icm [Xilll, < K¢~ (m) méxicicm | Xilly-

Demostracion. Escribimos Y = maxi<i<p | Xi| y M = méx; || X;|ly. Si M = oo, no hay nada que
probar. Suponemos entonces M < oo.
Primero probamos el resultado bajo la hipdtesis adicional de que ¥ (z)¥(y) < ¥(cry) para

todo z,y > 1y ¥(1) < 1/2. En ese caso, si ¢ > y > 1, tomando u = x/y y v = y, se obtiene

v(x/y)(y) < P(cx), es decir, Y(x/y) < 12((?)). Sea My > M y tomemos C' = cM,. Entonces

E(c| X;]/C) = Ep(|X;|/My) < 1 para todo i.° Ademds, para y > 1, punto a punto,

i=1

En efecto, si |X;|/(Cy) > 1, se aplica la desigualdad anterior con = = |X;|/C; si | X;|/(Cy) < 1,

basta usar que (| X;|/(Cy)) < 9(1). Tomando esperanza, Ei (Cly) < 267 T ¥(1). Ahora ele-

gimos y = ¥~ 1(2m).5 Como (1) < 1/2, se tiene y > 1, y ademds m/v(y) < 1/2. Por tanto
Ey(Y/(Cy~1(2m))) < 1, y de la definicién de norma de Orlicz, ||V, < cMop=!(2m). Como o
es convexa y ¥(0) = 0, se cumple 1(2z) > 2¢(x); por lo tanto ¥~*(2m) < 2¢7'(m).” Luego
1Y |ly < 2¢Myp~(m). Haciendo My | M, queda probado el caso especial.

Pasamos ahora al caso general. Por la hipdtesis del lim sup, existen A < oo y xg > 1 tales
que Y(x)(y) < A(exy) si z,y > zo. Elegimos 7 > 29 y o € (0,1] suficientemente pequeno
para que cA < 1y o(7) < 1/2. Definimos ¢(z) = o¢o(tx). Entonces, para x,y > 1, ¢(x)p(y) =
a2 P(tr)(ty) < o?AY(crixy) < op(ct?zy) = ¢(etry), y ademés ¢(1) < 1/2.% Asi, la parte ya
probada aplicada a ¢, con ¢ reemplazado por ¢, da ||Y]|y < 2¢7 ¢~ (m) max; || X 4.

So6lo resta volver de ¢ a 1. Como ¢(x) = o(rz) y 1 es convexa con ¥(0) = 0, se tiene,
para toda variable Z,” | Z|ls < 7| Z|ly, | Z]ly < || Z]ls- Ademés, ¢~ (m) = 77'¢ " (m/o) <
(o7)"1p~1(m), usando nuevamente la convexidad de 1.'° Por consiguiente,

1 1 _ , 2c  _ ,
1Y [l < —[IY[ls < —2¢7 ¢~ (m) méx || X;llp < = ¢~ (m) méx [| Xy
T oT 7 g 1

Tomando K = 2¢/0?, queda probado el resultado. O

Para evitar ambigiiedades, diremos que un proceso {X; : t € T'} es separable respecto de d si
existen un conjunto numerable Ty C Ty un conjunto medible nulo N tales que, para todo w ¢ N y
todo 6 > 0,

sp [X,(w) - Xl = sup [X,(w) - K@)l
dlot)<t ds(’tf)T<05

Asi, el mismo conjunto excepcional sirve simultaneamente para todos los radios. Esta es la propiedad
de separabilidad usada en los argumentos de maximo y encadenamiento que siguen.

°La igualdad es C = c¢Mp. Y Ey(|X;|/My) < 1 vale para todo My > || X;||y: por definicién del infimo existe
C" € (| Xil|ly, Mo] con E¢(]X;]/C") < 1,y lamonotonia de ¢ concluye. Esta propiedad del infimo se usara repetidamente.

6Como 9 es convexa y finita, es continua, y su inversa generalizada ¢~ 1(t) = inf{z : ¢(x) > t} satisface (v~ (t)) > ¢
para t por debajo de sup . De 9(1) < 1/2 < 2m y la monotonia sale y > 1; y ¥(y) > 2m da m/y(y) < 1/2.

"La primera desigualdad sale de la convexidad con (0) = 0: ¥(z) < $(2z) + 39(0) = 31(2z). Para la segunda,
con s = 1~ (m): ¥(2s) > 2(s) > 2m, luego ¥~ 1(2m) < 2s.

8Nétese que para x,y > 1 se tiene 7z, 7y > T > x¢, lo que habilita la cota del lim sup; y ¢ hereda de 1 la convexidad,
la monotonia, ¢(0) = 0 y la no nulidad, de modo que el caso especial se le aplica.

9Primera desigualdad: si C > ||Z||y y D = 7C, entonces E¢(|Z|/D) = o E(|Z]/C) < o < 1, luego ||Z]|4 < 7C.
Segunda: la convexidad con (0) = 0 da ¥(ou) < oyp(u); si D > ||Z]|4, entonces Ey(o7|Z|/D) < o Eyp(7|Z|/D) =
E(Z|/D) < 1, luego | Z]ly < D/(o7).

WLa igualdad: ¢(x) > m <= ¥(1x) > m/o <= 7x > ~!(m/0). Ladesigualdad: con k = 1/0 > 1y s = ¢~ 1(m),
la desigualdad 9 (ks) > ki(s) > km, consecuencia elemental de la convexidad y de ¥(0) = 0, da ¢y =1 (m/o) < s/o.
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El siguiente resultado es una version 1til para variables con colas de tipo Bernstein, que combinan
un comportamiento sub-gaussiano para desviaciones pequenas y sub-exponencial para desviaciones
grandes.

Lema 2.9. Sean X3,...,X,, variables aleatorias tales que, para ciertos a,b > 0, P(|1X;| > z) <
2exp {—asz} : x>0, i=1,...,m. Entonces||mixi<i<n |Xill,, <K (\/Ew/log(l +m) + blog(1 + m)
donde K es una constante universal.

Para los propésitos actuales, el valor de las constantes en los lemas anteriores es irrelevante. La
conclusién importante es que el inverso de la funcién ¢ determina el tamafio de la norma 1 de un
maximo en comparacién con las normas 1 de los términos individuales. La norma v del maximo
crece mas lentamente cuanto mds rdpido crece 1. Para ¢,(z) = e* — 1, este crecimiento es de orden

logaritmico, porque ¥, ! (m) = <log(1 + m))l/p.

El lema anterior es inttil en el caso de un méaximo sobre un ntmero infinito de variables. Sin
embargo, tal caso puede manejarse mediante aplicaciones repetidas del lema, en un método conocido
como chaining. Cada variable aleatoria en el supremo se escribe como una suma de “pequeinos
eslabones”; y la cota depende del nimero y tamafio de dichos eslabones. Para un proceso estocastico
{X; : t € T}, el nimero de eslabones depende de la entropia del conjunto indice respecto de la
semimétrica d(s,t) = || Xs — X[ o-

La definicion general de entropia métrica es la siguiente.

Definicién 2.10. Sea (7, d) un espacio semimétrico arbitrario. El nimero de recubrimiento
N(e,d) es el nimero minimo de bolas de radio € necesarias para recubrir 7.

Una coleccién de puntos se llama e-separada si la distancia entre cada par de puntos distintos es
estrictamente mayor que . El nimero de empaquetamiento D(e,d) es el nimero maximo de
puntos e-separados en 7.

Los correspondientes niimeros de entropia son los logaritmos de los nimeros de recubrimiento
y de empaquetamiento, respectivamente.

Para los propésitos actuales, pueden usarse tanto niimeros de recubrimiento como de empaqueta-
miento. En los argumentos, uno puede ser reemplazado por el otro mediante las desigualdades

N(e,d) < D(e,d) < N(¢/2,d). (2.1)

Claramente, los ntimeros de recubrimiento y de empaquetamiento aumentan cuando ¢ | 0. Por
definicién, el conjunto semimétrico T" estd totalmente acotado si y sélo si los niimeros de recubrimiento
son finitos para todo £ > 0, equivalentemente si lo son los niimeros de empaquetamiento. La cota
superior en la siguiente desigualdad maximal depende de la rapidez con que D(g,d) crece al decrecer
€, medida mediante un criterio integral.

Teorema 2.11. Sea v una funcion convexa, no decreciente y no nula, con (0) = 0, tal que

lim sup,, =00 i@fﬁ) < o0 para alguna constante ¢ > 0. Sea {X; : t € T} un proceso estocdstico

separable, indexado por un espacio semimétrico (T, d), tal que || Xs — Xi||p < Cd(s,t), s,t € T, para
alguna constante C' < oo. Entonces, para todo n,6 > 0,

sup | X5 — Xi
d(s,t)<d

<k { [ (D) de + 0u (D )}

¥
donde K depende solo de ¢ y de C.

Corolario 2.12. La constante K puede elegirse de forma que

diam
sup | X5 — Xy <K/ 5d))d

s,teT

donde diam T = sup, ;7 d(s,t), y el lado derecho se interpreta como +oo si la integral diverge.
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Demostracion del Teorema 2.11. Escribimos D(e) = D(e, d). Basta probar la desigualdad con d(s, t) <
J; la versién con d(s,t) < § se obtiene aplicando la desigualdad a 6 4+ p y dejando p | 0.
Sea Ay la constante del Lema 2.8: si Y3,...,Y,, son variables aleatorias con max; [|Y;|l, < 7,

entonces

méxi<i<m |Yil|| < Apry~(m). Pongamos K; = 2A,C. Al final solo aparecerd una

constante universal K que depende de ¢ y de C.

Si algtin D(n277) es infinito, o si fj ¥~ '(D(e)) de = oo, no hay nada que probar. Suponemos
entonces que todos esos nimeros son finitos y que la integral es finita.

Sea T} C T el separante numerable del proceso y N el nulo asociado: fuera de N, para todo p > 0,
el supremo de | X, — X;| sobre {d(s,t) < p} coincide con el supremo sobre los pares del separante
con d(s,t) < p. Tomando supremo en p < 9, lo mismo vale con la restriccion estricta d(s,t) < 9.
Enumeramos T} = {t,ts,...} y escribimos Fy := {t1,...,t;}. La estrategia es probar la cota, con
constante independiente de k, para el maximo sobre pares de Fy; el caso general se obtendra al final
por convergencia mondtona.

Fijamos k y construimos conjuntos anidados Ty € Ty € Ty, C --- C Fi!'! de la siguiente
manera. Tomamos Ty C Fj, maximal n-separado y, una vez elegido T}, extendemos 7j a un conjunto
Tj+1 C Fy maximal 7277~ -separado en F,. Como todo conjunto e-separado de Fj, lo es de T', se tiene
IT;| < D(n2779), j > 0. Ademés, por maximalidad, todo punto de Tj;; estd a distancia a lo sumo
n2~7 de algtin punto de Tj. Elegimos uno de esos puntos y lo denotamos por mju. Asi, si u € Tjy1,
entonces d(u,mju) < n277.

La jerarquia agota Fi moédulo distancias nulas: sea jo = jo(k) tal que n277°~1 es menor que la
minima distancia positiva entre puntos de Fy (si todas las distancias en Fj son nulas, sirve cualquier
Jo)- Siu € Fy,\ Tjy41, la maximalidad de Tj,+; daun v € T}, 11 con d(u,v) < 52770~y por la eleccién
de jo necesariamente d(u,v) = 0; como || X, — X,||y < Cd(u,v) = 0, se tiene X,, = X, c.s. Por lo
tanto, fuera de un conjunto nulo Ny,

mix |X, — Xq| = i [ Xs — Xy (0)
d(s,t)<o d(s,t)<é

(los maximos sobre conjuntos vacios se interpretan como 0). Denotaremos este maximo por S, .

Fijado un nivel [ > 0 de la jerarquia, cada t € T;,; determina una cadena t = ¢;,1,1;,...,%y, donde
t; = mitj11. Para s, t € Tj4, escribimos sus cadenas como s = $;41,8,...,5 y t = tia1,t, ..., 1.
Entonces

|(Xo = Xo) = (Xi = Xi)

! l l
- Z(ijﬂ = Xy) - Z(thﬂ = Xy)| < 22Mja
3=0 3=0 3=0

donde M; = méx |X, — X,|, y el méximo se toma sobre todos los eslabones (u,v) con u € T},
v =mu € T;. Para cada eslabdn de nivel j, || X, — X, ||, < Cd(u,v) < Cn27.

Ademds hay a lo sumo |Tj;1] < D(n27771) eslabones. Por el lema del maximo, ||M;|l, <
AyCn273yp~{D(n27971)}. Por tanto, usando la desigualdad triangular de la norma de Orlicz,"

< K S 2w {Dm2 ).
" =0

B = (Xs - XSO) - (Xt - Xto)

max
s,t€T 1

Ta construccién se hace por extensiéon sucesiva. Primero se toma Ty C F), maximal 7-separado. Luego, dado T;,
como T es automaticamente n2~7~1-separado, se lo extiende agregando puntos de F}, mientras sea posible mantener
la propiedad de ser n2~7~!-separado. Como F}, es finito, el procedimiento se detiene, y el conjunto resultante, maximal
en Fy, se llama T}1.

121,a igualdad previa es una suma telescopica: X — X, = Zé‘:o(Xs; 1 — Xs;), pues 5,1 = s. Cada término satisface
| X5, — Xs;| < My, porque (sj41,7;5541) es un eslabén de nivel j; lo mismo para la cadena de ¢, y de ahi el factor 2.

13La cota puntual méx; ¢ [(Xs — Xs,) — (Xi — Xy)| < 2 Zé’:o M; vale porque el miembro derecho no depende del

par (s,t); luego se aplican la monotonia de || - ||, y la desigualdad triangular a la suma finita, con K = 24,C.
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Ahora comparamos la suma diddica con la integral.'* La funcién f(e) = ¢»~'{D(e)} es no creciente.
Para cada j, n277 f(n27771) < 4f1;722:]-]:21 f(e) de. Luego

n
B < 4K1/ Y UD(e))} de. (1)
0
Pasamos ahora al mdédulo local. Sea

S;= max | X, — Xyl
S7teTl+l
d(s,t)<é

Para s,t € Tj41 con d(s,t) < 6, | Xs— X3 SA(XS — X)) — (Xi — X)) | + | X5y — X4 |- El primer término
esta controlado por el maximo que define B;. Queda controlar los extremos sg,ty € Tp.

Para cada par de extremos (a,b) € T7 que provenga de al menos un par local s,t € Tj,; con
d(s,t) < 4, elegimos exactamente un par representante (s,t) € 77, tal que d(s,t) < d y cuyas cadenas
terminan en a,b. Hay a lo sumo |Ty|* < D?(n) representantes.

Para ese representante, | X, — Xp| < ‘(Xg - Xo) — (X7 — Xb)’ + | X5 — Xj|. El maximo del primer
término esta de nuevo acotado por el mismo maximo de cadenas que aparece en B;. Si R; denota
el maximo de | X3 — Xj| sobre todos los representantes elegidos, obtenemos la cota determinista

(Xu - Xuo) - (Xv - Xvo)

Sp < 2 méxXy e, + R,;. Tomando normas y usando (1),

ISile < 8K [ 07D} de + 1Rl &)

Solo falta acotar R;. Es el maximo de a lo sumo D?(n) variables. Cada una satisface || X5 — X4 <
Cd(s,t) < C4. Por el Lema 2.8, ||R]|y < ApC o D?*(n)} < Ky §¢~1{D?*(n)}. Sustituyendo esto
en (2),

ISils < 8K [0 D)} de + Kad v {D¥m)}.

En particular, con K = 9K,

ISille < & | [" 67D} de + 597D}

La cota recién obtenida para |||, vale para todo nivel [ de la jerarquia, en particular para
I = jo(k); combinada con (0), acota el maximo sobre pares de Fj. Definiendo

Zy = max | X — Xj|
S,tEFk
d(s,t)<o

(con Z := 0 si no hay tales pares), se obtiene, para todo k,

1Zello < Bi= K | [' 074D} de+ 507D}

con B independiente de k, porque los niimeros de empaquetamiento usados en la construcciéon son los
de T. Como Fj, 1 T, la sucesion Zj, es no decreciente y

Lt 7= sup X, - X,
s,teT}
d(s,t)<d

—j—

. . , . 1

14E] intervalo [n27772,727771] tiene longitud n277=2 y, por monotonia, f > f(n27771) en él; luego :22__7_2 >
1n279 f(n27771). Al sumar sobre j > 0, los intervalos son disjuntos y estan contenidos en (0,7/2] C (0, 7], de donde la
cota (1).
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que, fuera del nulo N introducido al comienzo de la prueba, coincide con supy ;s |Xs — Xl.
Sea Cy > B.'" Para cada k, Ev¢(Z,/Cy) < 1; como % es continua y no decreciente, 1(Z;/Cp) 1
Y(Z/Cy), y por convergencia mondtona E¢(Z/Cy) < 1, es decir ||Z||y, < Cy. Haciendo Cy | B,

SUDPq(s,t)<s | Xs — Xi

< B. Esto da la desigualdad con d(s,t) < 6. Como se dijo al principio,
reemplazando 0 por 0 + p y dejando p | 0, se obtiene la formulacién con d(s,t) < 4. O

Demostracion del Corolario 2.12. Tomamos 1 = diam T', que podemos suponer finito y positivo: si es
0, el supremo es nulo c.s. por separabilidad, y si es 0o, entonces D(e,d) > 2 para todo € y la integral
diverge. En la construccién anterior (dentro de cada Fy), Ty puede elegirse con un solo punto, porque
no hay dos puntos de T separados por mas que diam 7. Por tanto, para cualesquiera dos cadenas se
tiene so = tg, y desaparece el término de los extremos. La prueba anterior da directamente

diam T'
sup | X, — X,|| < K/ Y UD(e, d)} de.
S,tET ,[p 0
Si la integral diverge, la desigualdad se interpreta trivialmente con lado derecho +oc. O

Aunque el teorema proporciona una cota para el médulo de continuidad del proceso, también se
necesitard una cota para el maximo del proceso. En efecto, para cualquier ¢y, € T,°

diam T
swp | Xil| < Xl + K [ v (Die,d) de.
teT 0

¥

No obstante, es natural enunciar la desigualdad maximal en términos de incrementos. La cota para
los incrementos muestra que el médulo de continuidad del proceso tiende a cero en norma 1 si
oot (D(e,d)) de < oo para algiin n > 0. En efecto, en el Teorema 2.11 el lado derecho puede
hacerse arbitrariamente pequeiio eligiendo primero 7 pequefio y luego § pequeiio.!” De esta desigualdad
puede deducirse la continuidad de casi todas las trayectorias.

2.2.1. Desigualdades subgaussianas

Una variable normal estandar tiene colas del orden x~'e=**/2 y satisface P(|X| > z) < 2e°/2,
x > 0. Por célculo directo, su norma 5, con ¢y(z) = e — 1, es \/%.18 En esta subseccion
estudiaremos variables y procesos con cotas de cola similares.

La desigualdad de Hoeffding da una cota subgaussiana para sumas de variables independientes,
centradas y acotadas. Usaremos el siguiente caso particular.

Lema 2.13. Sean ay,...,a, constantes y sean €1, ..., &, variables de Rademacher independientes, es
decir, P(e; = 1) = P(e; = —1) = &. Entonces, para todo z > 0, P (|0, g;a;] > x) < 2exp {—ﬁ},
donde ||al| denota la norma euclidiana de a = (ay, ..., a,). En consecuencia, |37, €iaill,,, < V6 ||al|.

Definicién 2.14. Un proceso estocéstico {X; : t € T'} se dice subgaussiano respecto de una

semimétrica d en T si, para todo s,t € Ty todo z > 0, P(| X, — Xy| > z) < Qexp{—wfi(zt)}, con

la convencién de que, si d(s,t) = 0, entonces X, = X; casi seguramente. Las constantes 2 y 1/2 no
tienen importancia especial.

15Renombramos la constante como Cj para no confundirla con la constante de Lipschitz C' del enunciado. La
desigualdad que sigue vale para todo Cy > || Zy||y: por definicién del infimo existe C” € (|| Zy||y, Co) con E¢p(Z;,/C") < 1,
y la monotonia de v permite pasar de C’ a Cj.

'La desigualdad se obtiene de |X;| < |Xy, |+ sup, , |Xs — X, |, aplicando la monotonia y la desigualdad triangular
de la norma de Orlicz, y luego el Corolario 2.12 al término del supremo.

1"Primero 7: la convergencia de la integral hace pequeiia su cola fon. Con 7 fijo, ¥~1(D?*(n,d)) es un nimero finito
(la integrabilidad fuerza D(e,d) < oo para todo € > 0), y entonces § pequefio hace pequefio el segundo término.

8Para X ~ N(0,1) y C2 > 2, la integral gaussiana da EeX /¢* = (1 — 2/C?)~1/2; igualando Bty (X/C) = 1, es
decir (1 —2/C?)"1/2 =2, queda C? = 8/3.
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Ejemplo 2.15. = Todo proceso gaussiano centrado es subgaussiano para d(s,t) = o(Xs — X3).

» Otro ejemplo es el proceso de Rademacher X, = >""" ; a;&;, @ € R", donde ¢4, ..., &, son variables
de Rademacher independientes. Por el Lema 2.13, este proceso es subgaussiano para la distancia
euclidiana d(a,b) = ||a — b||.

Observacién 2.16. Los procesos subgaussianos satisfacen la cota de incrementos || X; — X[y, <

V6d(s,t) : aplicando el Lema 2.7 con X = X, — X;, p=2, K =2y C = (2d?(s,t))"}, se obtiene

1/2
[ Xs — Xilly, < (@%) =V6d(s, ).

Como 15 ' (m) = \/log(1 4+ m), la desigualdad maximal general implica, para procesos subgaus-
sianos, una cota en términos de una integral de entropia. Debido a las propiedades elementales del
logaritmo, el enunciado puede simplificarse ligeramente.

Corolario 2.17 (Desigualdad maximal subgaussiana o cota de Dudley). Sea {X; :t € T'} un proceso
subgaussiano separable respecto de la semimétrica d. Entonces, para todo § > 0, Esupy, <5 [Xs—Xi| <

Kf(f \/1og D(e,d) de, donde K es una constante universal. En particular, para todo ty € T,

Esup |X,| < E|X,| + K/ Jlog D(z, d) de. (2.2)
teT 0

Demostracion. Si la integral del lado derecho es infinita, no hay nada que probar. Supongamos
entonces que es finita. Si diam(7) = 0, entonces d(s,t) = 0 para todo par y, por la hipétesis
subgaussiana, X, = X, c.s. para cada par fijo; por la separabilidad del proceso, el supremo del lado
izquierdo coincide c.s. con un supremo sobre un conjunto numerable de pares, luego es nulo c.s., y la
conclusion es inmediata. Suponemos entonces diam(7") > 0. Podemos suponer ademds ¢ < diam(7):
como d(s,t) < diam(7") para todo par, si 6 > diam(7") el supremo del lado izquierdo coincide con el
correspondiente a ¢ = diam(7’), mientras que la integral hasta § domina a la integral hasta 6. Como
el proceso es subgaussiano, sus incrementos satisfacen || X, — X¢||y, < Cd(s, 1), Po(x) = e — 1,
para una constante universal C'. Aplicamos la desigualdad maximal del Teorema 2.11 con ¢ = 1, y

n = d. Como 5 '(m) = y/log(1 + m), obtenemos

<K {/05 Jlog(1+ D(e, d)) de + 5,/log(1 + D?(, d))} .
P2

sup X, — X,
d(s,t)<o

El segundo término queda absorbido por el primero.'? En efecto, para 0 < & < § se tiene D(e,d) >
D(6,d), y ademas \/log(l + D2(6,d)) < C\/log(l + D(6,d)). Por tanto,

sup | X, — X
d(s,t)<o

< K/f Jlog(1+ D(e, d)) de.

2
Si 0 < e < diam(T), entonces D(g,d) > 2, y de ahi log(1 + D(g,d)) < 2log D(e,d).** Como
0 < diam(T), esta comparacion vale para todo € € (0,0). Aumentando la constante K,

1)
<K/\/1 D(z. d) de.
LSk og D(e,d)de

Finalmente, ||Z||; < C||Z]|y, para una constante universal C, y por*" eso la misma cota vale para la
esperanza.

Para probar (2.2), fijamos ty € Ty usamos sup,cq | Xi| < | Xi| + supper [ Xt — Xl < [ X4 | +
sup, ;er | Xs — X;|. Aplicando la cota anterior con § = diam(7'), o extendiendo la integral hasta oo
porque D(e,d) =1 para € > diam(7’), obtenemos (2.2). ]

YDos observaciones: para D > 0, 14+ D? < (1 + D)?, y por tanto log(1 + D?) < log((1 + D)?) = 2log(1 + D).

Ademés, d+/log(1 + D(6,d)) < fo(s log(1 + D(e,d)) de, por la monotonia de € — D(g,d).

208i ¢ < diam(T), hay dos puntos a distancia > ¢, luego D(e,d) > 2; y para D > 2 vale 1 + D < D? de donde
log(1+ D) < 2log D.

21Por ejemplo con C' = 2: u < ho(u) + 1 para todo v > 0 (siu > 1, u < u? < e* —1;siu < 1, u < 1); asi
E|Z| < C'(E2(]Z]/C") + 1) < 2C" para todo C' > || Z]|y,.

sup | X, — Xy
d(s,t)<o
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2.3. Simetrizacién y medibilidad

2.3.1. Simetrizacion

Uno de los enfoques principales para probar teoremas de Glivenko—Cantelli y de Donsker consiste
en comparar el proceso empirico con su version simetrizada. Si ey, ..., &, son Rademacher i.i.d., inde-
pendientes de X7, ..., X, escribimos (P, — P)f =+ > {f(X;) — Pf}, Pof=213n" e f(X)).
Ambos procesos estan centrados, pues E(e; f(X;) | X;) = 0. La ventaja de Py es que, condicionalmente
en Xi,...,X,, es un proceso de Rademacher y por tanto subgaussiano para la semimétrica empirica;
asi pueden aplicarse las desigualdades maximales subgaussianas de la Seccién 2.2, en particular el
Corolario 2.17.

Como los supremos || P, — P||# pueden no ser medibles, el resultado se formula con esperanza
exterior. Cuando aparecen esperanzas exteriores suponemos que Xi, ..., X, son las proyecciones
coordenadas en (X", A", P™), y que las variables auxiliares independientes viven en factores producto
adicionales. Esta convencién permite usar la perfecciéon de las proyecciones coordenadas y las
desigualdades iteradas para esperanzas exteriores. El teorema de Fubini ordinario sélo se usara mas
adelante, cuando una hipotesis de P-medibilidad garantice la medibilidad del supremo correspondiente.
Aislamos primero un hecho sobre mayorantes medibles y transformaciones convexas monétonas que
se usara varias veces.

Lema 2.18. Sea @ : [0, 00) — [0, 00) conveza, no decreciente y continua, extendida con la convencidn
O(+00) 1= im0 P(t), y sea H : Q — [0, 00| una funcion arbitraria en un espacio de probabilidad.
Entonces ®(H)* = &(H*) c.s.

Demostracion. Una desigualdad sigue de la minimalidad: ®(H*) es medible y domina a ®(H) por
monotonia, luego ®(H)* < &(H*) c.s. Para la reciproca, si ¢ es constante la igualdad es inmediata;
supongamos que no lo es, con lo cual, por convexidad y monotonia, ®(t) — co. Sea W := ®(H)*. En
{W < o0}, la inversa generalizada g := sup{u > 0: ®(u) < W} es finita y medible (sus conjuntos de
nivel se describen con W via la monotonia de ®), satisface g > H punto a punto (pues ®(H) < W,
por el Lema 1.4(i), y en particular H < oo alli) y ®(g) < W, por continuidad de ®. Extendiendo
g := 400 en {W = oo}, la minimalidad da H* < g c.s., y entonces ®(H*) < &(g) < W c.s. en
{W < o00}; en {W = oo} la desigualdad es trivial. O

Lema 2.19. Sea ® : R — R convexa, no decreciente y finita, y sea F una clase de funciones medibles
con P|f| < oo para todo f € F. Entonces

E*o(|| P — Pllr) < E*®(2[| Bl 7).

Demostracion. Como los argumentos de ¢ son no negativos, podemos reemplazar ® por & — &(0).
La desigualdad resultante es equivalente a la original.?> Asi, sin pérdida de generalidad, suponemos
que & > 0 en [0, 00).

Sea Y7,...,Y, una copia independiente de X1, ..., X, definida en un factor producto adicional.
Anadir este factor no cambia las esperanzas exteriores de las variables que dependen solo de X7, ..., X,
porque las proyecciones coordenadas del espacio producto son perfectas.??

Para © = (x4, ..., z,) fijo, definimos

H0) = |3 1)

o[£ 354w - 1)

S
F f€

22Porque E*(®(Z) — ®(0)) = E*®(Z) — ®(0): la esperanza exterior se traslada por constantes. Y ® — ®(0) > 0 en
[0, 00) por la monotonia de .

Z3Este es exactamente el uso anunciado en el Capitulo 1: por el Lema 1.19(i), (go m)* = ¢g* o7 c.s. para la proyeccién
7 sobre el bloque de las X, cualquiera sea g; tomando esperanzas, E*(g o ) = E% g siempre que alguna de las dos
exista (aquf los integrandos son no negativos).

61



Entonces, usando que Pf = Ey f(Y;), para cada f € F,*

> - P - < By, (Y).

i=1

By 3 {f() — f()

Al tomar supremo en f, obtenemos ||P, — Pl < E} Hx(Y), donde X = (X,...,X,).
Ahora aplicamos Jensen: sea H% el menor mayorante medible de Hy (Y') respecto de la variable
Y, manteniendo X fijo. Entonces® E} Hx(Y) = Ey H3Y. Como ® es convexa, finita y no decreciente,
es continua, y por tanto
]:)

En la tltima igualdad usamos que el mayorante medible minimo de ®(Hx) respecto de Y es ®(HZY):
es el Lema 2.18; aplicado en el espacio de Y con X fijo (tras la reduccion inicial, ® es no negativa,
convexa, no decreciente y continua en [0, 00)).
Tomando esperanza exterior respecto de X, y usando que la esperanza exterior conjunta domina
a la iterada (Lema 1.15: EXE}. < E% y ), se obtiene
) 0
f

BB, — Plls) < @(Ey HY) < By (1) = Ewb(”i S - )

B°0(17, - Pll) < Bio [ 07060 - 700)

Introducimos ahora los signos. Para cada e = (ey,...,e,) € {—1,1}", pongamos H.(X,Y) :=
H% redf(Xy) = f (Y;)}HF Sie; = —1, cambiar el signo del i-ésimo sumando equivale a intercambiar
X; con Y;. Como (X1,Y7),...,(X,,Y,) viven en un espacio producto y X; e Y; tienen la misma

ley, la esperanza exterior conjunta es invariante bajo esos intercambios.?® Por tanto, para todo e,
Yy ®(H(X,Y)) = EX y®(H.(X,Y)), donde H; corresponde a e; = 1 para todo i.
Promediando sobre e € {—1,1}", o equivalentemente sobre variables de Rademacher ¢4, ..., ¢&,, la
desigualdad (1) da

E*®(||P, — Pr) < EEX@(H; f;si{ﬂxi) o)

;) 21 2)

Para e fijo, por la desigualdad triangular,

n

> (X))

i=1

+ Hi z": eif(Ys)

i=1

He(Xv Y) < = Ae(X) + Be(Y)'

F

]:

Como P es no decreciente y convexa,

DL (X.Y) < 0((X) + B(1)) = o 22RO <

: B(24,(X)) + ;@(QBE(Y)).

N | —

24La hip6tesis P|f| < oo garantiza que Ey f(Y;) existe y es finita, y permite usar la linealidad; luego |Eyg| < Ey|g|
y, como |g| < H, punto a punto con g medible en y, la monotonia de la esperanza exterior da Ey|g| < E} H,(Y).

%Como Hx > 0, también H3 > 0 c.s., su esperanza (extendida) existe, y la igualdad es el Lema 1.4(iii), aplicado
en el espacio de Y con X fijo. Si Ey HYY = 400, la desigualdad de Jensen del paso siguiente se interpreta con la
convencién ®(+00) 1= lim;_,o ®(t) y es trivial; si es finita, H%Y es integrable y Jensen se aplica en su forma usual.

26Con precisién: el intercambio 7., que permuta x; <> y; exactamente en las coordenadas con e; = —1, es una
biyeccién bimedible del producto que preserva la medida (los pares (X;,Y;) son independientes y cada par tiene
coordenadas i.i.d., luego intercambiables). Para una 7 asi, E*(g o 7) = E*g para toda g: la correspondencia U — U o7
es una biyeccion entre los mayorantes medibles de g y los de g o 7 que preserva esperanzas. Finalmente, H. = Hj o T,
punto a punto, pues cambiar el signo del sumando 4 equivale a intercambiar f(x;) con f(y;).

2TLa esperanza en ¢ es ordinaria, pues sélo promedia sobre el conjunto finito {—1,1}" los nimeros EX y®(He(X,Y)).
La esperanza exterior queda tinicamente respecto de (X,Y’), donde el supremo sobre F puede no ser medible.
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Tomando esperanza exterior conjunta y usando nuevamente que las proyecciones coordenadas son
perfectas,?

Exy ®(H.(X, 1)) < SERD2A(X)) + JELO(2B.(V)) = By D(24,(X))

F) . (3)

Finalmente, la esperanza exterior conjunta domina a la iterada.?” Aplicada al espacio producto de
X v ¢, la desigualdad (3) implica

porque X e Y tienen la misma distribucion. Sustituyendo esto en (2),

R . 1 &
E0(I7 - Pll) < BBx0 (2] 1 Y er ()
=1

E'0(| P — Pllr) < E*¢(2 H; > f(X)
=1

) _ B0 P
F

]

Lema de simetrizacién y medibilidad. El lema de simetrizaciéon es valido para cualquier clase
de funciones medibles F para la cual las cantidades anteriores estén definidas. En las pruebas
de los teoremas de Glivenko—Cantelli y de Donsker se aplicara no sélo a la clase original, sino
también a clases construidas a partir de ella, por ejemplo clases de diferencias pequenas como
Fs={f—-g:f,9€F, ||f —gllp2 < d}. Luego se aplica una desigualdad maximal al lado derecho
del lema, condicionalmente en X, ..., X,,. Para justificar ese paso se quiere calcular la esperanza
exterior conjunta del proceso simetrizado mediante Fubini, como una esperanza iterada en los signos
y en la muestra. Pero Fubini no vale en general para esperanzas exteriores. Por eso se impone una
condicién de medibilidad que haga medible el supremo simetrizado.

Como las variables de Rademacher toman sélo finitos valores, la medibilidad conjunta de

Tlyeo oy Tpy€1,..,6n) — |0 & f (s equivale a la medibilidad, para todo e = (eq,...,e,) €
=1 F
{=1,1}", de
(T1, .00, Tn) — Zeif(l"i) = Sup Zeif(xi) : (2.3.2)
i=1 F e li=1

Para esta aplicacion concreta de Fubini basta considerar vectores de signos. La Definicién 2.3.3 de
[vdV-W], que adoptamos a continuacién, exige la misma medibilidad para todo vector real y es, por
tanto, ligeramente mas fuerte.

Definicién 2.20. Sea F una clase de funciones medibles f : X — R en un espacio de probabilidad
(X, A, P). Diremos que F es una clase P-medible si, para todon > 1y todo e = (ey,...,e,) €
R"™, la aplicacién (r1,...,2,) = sup,cx |20 eif (2;)| es medible respecto de la completacion de
(xm, A" P").

En particular, una clase P-medible satisface (2.3.2) y, con ella, la condicion necesaria para aplicar
Fubini al proceso de Rademacher y escribir®”
X > eif(Xy) S

i=1

i Eif(Xi)

?8Dos pasos: primero la subaditividad de E% - sobre la suma 3®(24.(X)) + $®(2B.(Y)); luego, como cada término
depende de un solo bloque de coordenadas, el Lema 1.19(i) (vdlido para funciones arbitrarias) da, tomando esperanzas,
EX y®(24.(X)) = EX®(24.(X)), y andlogamente para B.(Y). La igualdad final usa que X e Y tienen la misma ley:
®(2B,) es la misma funcién de una muestra con la misma distribucién, asi que E} ®(2B.(Y)) = EX ®(24.(X)).

De nuevo el Lema 1.15, ahora en el producto X™ x {—1,1}": como el factor de los signos es finito, E. = EZ, y
EEY <E%..

30Con la medibilidad respecto de la completacién, el supremo simetrizado coincide c.s. con una versién medible para
la o-dlgebra producto, y la esperanza exterior es la ordinaria. El teorema de Fubini-Tonelli (integrando no negativo)
se aplica a esa versién: las secciones y las integrales iteradas quedan definidas fuera de los conjuntos nulos usuales y
producen la misma esperanza.

= EX]E’E
f
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2.4. Teoremas de Glivenko—Cantelli

2.4.1. Glivenko-Cantelli por bracketing

Definicién 2.21. Sean [,u : X — R medibles, con | < u. El bracket [/, u] es la clase de funciones
f tales que I < f < w. Si| - || es una seminorma, un e-bracket es un bracket con ||u — || < e. El
ntiimero de bracketing Njj(e, F, | - ||) es el minimo nimero de e-brackets necesarios para cubrir F,
y log Nyj(e, F,|| - ||) es la entropia por bracketing. Los extremos [, u no tienen por qué pertenecer a F,
pero se toman medibles y de norma finita.

Teorema 2.22. Sea F una clase de funciones medibles tal que Nyj(e, F, L1(P)) < oo para todo € > 0.
Entonces F es P-Glivenko—-Cantelli, es decir, ||P, — P||% — 0 c.s. Si |P, — P||x es medible, puede
omitirse el asterisco.

Demostracion. Fijemos € > 0 y tomemos brackets [I;,u;], i = 1,...,m, que cubren F y satisfacen
P(u; —l;) <e. Si f € [l;,u], entonces (P, — P)f < (P, — P)u; + P(u; — f) < (P, — P)u; + ¢, pues
0 <u;— f <w;—1;.%" Andlogamente, (P, — P)f > (P, — P)l; — P(f —1;) > (P, — P)l; — €. Por tanto,
para todo f € F, [(P, — P)f| < maxi<;<pm max{|(P, — P)u;|, |(P, — P)l;|} + €. El méaximo del lado
derecho es medible y*?, por la ley fuerte aplicada al conjunto finito de extremos {;,u; : i =1,...,m},
converge c.s. a 0. Asi, limsup,,_, |[|P. — Pl < ¢ cs. Como € > 0 es arbitrario, tomando una
sucesion g | 0 se obtiene || P, — P||% — 0 c.s. No se necesita la hip6tesis de P-medibilidad usada en
los argumentos por simetrizacién: aqui sélo intervienen aproximaciones finitas y la ley fuerte. O

Ejemplo 2.23. Sea F = {1(_w : ¢ € R}. Esta clase tiene niimeros de bracketing finitos en L;(P)
para toda distribucién P en R; no hace falta suponer que P tenga densidad. Dado € > 0, elijamos una
grilla —oo =ty < t; < -+ < t,, = oo tal que P((t;,t;41)) < € para todo 7*3. Entonces los brackets

[]l(_oqm, ]1‘(_007ti+1):| , t =0,...,m — 1, cubren F y tienen tamano "1(_m7ti+l) — 1oty

P
P((ti tiy1)) < e. Luego Ny(e, F, Li(P)) < 0o, y por el Teorema 2.22, F es P-Glivenko—Cantelli. Si

P tiene soporte finito, el resultado también vale: de hecho sélo hay finitas funciones distintas P-c.s.,
de modo que se puede cubrir con brackets exactos.

2.4.2. Glivenko-Cantelli por cubrimientos

Definicién 2.24. Una envolvente de una clase F es una funcién F : X — [0, 00] tal que |f(x)| <
F(x) para todo z € X' y todo f € F. La envolvente minima es F'(z) = sup ;.| f(z)|. Usualmente se
supone que es finita en todo punto; cuando se integra una envolvente no necesariamente medible, se
usa integral exterior, por ejemplo P*F < oc.

Definicién 2.25. Si ) es una medida de probabilidad, escribimos ||f —g|lo.1 = Q|f — g|- El ntimero
de cubrimiento N(g, F, L;(Q)) es el menor nimero de bolas de radio ¢ para la semimétrica || - ||
que cubren F. En particular, N(e, F, L1(P,)) = N(e, F, d,), d.(f,9) = P.|f — gl

Los centros de las bolas no estan obligados a pertenecer a F, aunque deben tener norma finita.
Cuando un argumento requiera centros en la clase, se usard la siguiente internalizacion elemental:
dado un cubrimiento por bolas de radio € con centros arbitrarios, eligiendo en cada bola que corta
a JF un elemento de la interseccion se obtiene, por la desigualdad triangular, un cubrimiento con
centros en F, de radio 2¢ y con a lo sumo la misma cantidad de bolas.

31En detalle: P, f < P,u; por monotonia de P, (los extremos son medibles e integrables, parte de la definicién de
bracket), de donde (P, — P)f < (P, — P)u; + P(u; — f),y P(u; — f) < P(u; — l;) < e.

32Por eso la minimalidad del mayorante da ||P, — P||% < méx;{---} + ¢ c.s. para cada n; la unién en n de los
conjuntos excepcionales sigue siendo nula.

33Esto no exige continuidad de P. Con K = |1/ y los cortes cuantilicos t; := inf{t: F(t) >i/(K+1)},i=1,..., K,
donde F es la funcién de distribucién de P, la masa abierta entre cortes consecutivos es P((t;,t;11)) <1/(K +1) <e:
por la continuidad a derecha de F', F'(t;) > i/(K +1), mientras que F'(t; ;) < (i+1)/(K +1). Los dtomos, en particular
los de masa > ¢, quedan absorbidos en los puntos de corte; si algunos ¢; coinciden, se descartan las repeticiones.
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Definicién 2.26. Sea (G, ),>1 una filtracién decreciente, es decir G, 11 C G,,. Una sucesién integrable
(Y,,) es una martingala inversa si Y,, es G,-medible y E(Y,, | G,+1) = Y,,11 c.s. Es una submartin-
gala inversa si E(Y,, | G,41) > Y41 c.s., y una supermartingala inversa si la desigualdad es la
opuesta.

Lema 2.27. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F' tal que P*F < co. Trabajamos
en el producto (X°°, A®, P®) y denotamos por ¥, la o-dlgebra generada por todas las funciones
medibles h : X*° — R invariantes por permutaciones de sus primeros n argumentos. Entonces
E(||P, — Pl | £nt1) > |[Pos1i— P c.s. Ademads, pueden elegirse versiones medibles y simétricas de
los mayorantes medibles minimos, y por tanto X,,-medibles; con esa eleccion forman una submartingala
inversa y convergen c.s. a una constante.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida que Pf = 0 para todo f € F: basta reemplazar F por

{f— Pf: fe€ F} La envolvente sigue siendo integrable exteriormente, por ejemplo F + P*F.3*
Sea Y, la o-algebra generada por las funciones medibles simétricas en las primeras n coordenadas.

Para cada n, elegimos una version 3,-medible y simétrica del mayorante medible minimo de || P, || 7,

‘ F

y la denotamos por Y;, := || P,||%=. Esto es posible porque la funcién (z1,...,z,) — Hn_l iy f(z))
es simétrica, y su mayorante medible puede elegirse simétrico.?> Ademés,

EY, = E*|P,||l < E*P,(F + P*F) < 2P*F < 00.%

Parai=1,...,n+ 1, sea PT(L 9 la medida empirica que deja fuera X;: P(Z) =n1 Z;L;ll ;- Como,

para todo f, an (n+ 1)~ PO £ tenemos

n+1 n+1 n+l
Hpnﬂuf_sup (n+1)" ZP (n+1)" Ziup\P =(n+1)" ZHP”H;
=1 EF

Ahora reemplazamos cada término del lado derecho por su mayorante medible: ||P{|| 7 < [|PW||%
c.s. Por tanto, || P, y1|lr < Ryyr i= (n+ DM PO|% c.s. El lado derecho R,y es medible,
luego es un mayorante medible de HPn+1H 7. Como Y, 11 = || Pys1]|% es el menor mayorante medible,
Vo1t S R = (n+ 1) P8 IPO: e

Como Y, 41 es En+1—med1ble, al condicionar respecto de X, 1,

Yo <(n+1)" ZE(HP Sai1)  cs

Por simetria, los n+ 1 términos condicionales son iguales: dado ¥,,, 1, ninguna de las n+ 1 coordenadas
tiene un rol distinguido.?” Luego el promedio es cualquiera de ellos. Tomando el término que deja
fuera X, 11, queda Y, 11 < E(Y, |X,41) c.s. Por tanto (Y,,,%,) es una submartingala inversa.

Como Y,, > 0 y sup, EY,, < 2P*F < o0, el teorema de convergencia para submartingalas inversas
da Y, — Y, c.s.?® Ademés, Y, es medible respecto de N,%,, que es trivial por la ley 0-1 de

34Para f € F: |Pf| < P|f| < P*F (monotonia de la integral exterior y |f| < F), de modo que |f — Pf| < F + P*F,
cuya integral exterior es < 2P*F < oo.

35Sea h un menor mayorante medible de la funcién simétrica h, y definase B(ml, CXp) =
minzes, fz( Tr(1)s-- - Tr(n)). Entonces h es medible, simétrica y domina a h, pues cada hon domina a hom = h. Por
incluir 7 = id, h < h; y por la minimalidad de A (Lema 1.4(ii), siendo h un mayorante medible), h < h c.s. Asi, h es
una version simétrica del menor mayorante medible.

36La primera desigualdad es || P, ||z < P,(F + P*F) punto a punto, pues tras el centrado la envolvente de la clase es
F+ P*F (no la F original). Para la segunda: P, (F+P*F) = P,F+P*F, con P,F =n~' )", F(X;), y la subaditividad
de E* junto con la perfeccién de las proyecciones (cada F(X;) depende de una sola coordenada; Lema 1.19) dan
E*P,F <n 'Y ,E*F(X;) = P*F.

37Con precisién: la transposicién 7; de las coordenadas i y n + 1 preserva P> y fija las funciones X, -medibles;
ademés ||P( )|| = ||P(n+1) ||% o 7; c.s. (el mayorante medible minimo conmuta con biyecciones bimedibles que preservan

la medida). De la caracterizacién de la esperanza condicional se sigue E(||P,(L )||]_- | 2h41) = (||P,(Ln+1) % | Xnt1) c.s.

38Fl teorema de convergencia para submartingalas inversas afirma que una submartingala inversa no negativa con
sup,, EY,, < oo converge casi seguramente. En el presente caso también converge en L;: iterando la desigualdad inversa
se obtiene Y,, < E(Y; | £,), vy la familia de esperanzas condicionales de la variable integrable Y] es uniformemente
integrable, de modo que las Y,, también lo son. Véase, p.ej., Dudley, Uniform Central Limit Theorems, o [vdV-W, §2.4].
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Hewitt-Savage.?® Asi, Y., es constante c.s. Deshaciendo el centrado se obtiene el resultado para*’

[P — Pl O

Teorema 2.28. Sea F una clase P-medible de funciones medibles, con envolvente F' tal que P*F < o0.
Para M > 0, sea Fy = {f]l{FSM} : f € F}. Entonces son equivalentes:

() 1P — Pl = 0 c.5.;
(ii) para todo € > 0 y todo M > 0, %log N(e, Fur, L1(Py)) L)

Cuando se cumplen, ambas convergencias valen también en media exterior. En particular, es suficiente
que, para todo € > 0, log N (e, F, L1(P,)) = op(n).

Demostracion de la suficiencia. Antes de comenzar, reducimos la truncacion al caso de una envolvente
medible. Sea H el mayorante medible minimo de la envolvente F'. Entonces H > F' punto a punto
y PH = P*F < oo. Para Hy = {flu<ay : f € F} se tiene Hy = {glu<my : 9 € Fu}, porque
H < M implica F' < M. Multiplicar todos los elementos por el mismo indicador es una contraccion
en Li(P,); por tanto,*" N (e, Hus, L1(P,)) < N(e,Fur, L1(P,)). La condicién de entropfa se conserva
al reemplazar F' por H. Ademas, H); es P-medible: se particiona X™ segun el subconjunto de indices
para los que H(x;) < M,y en cada pieza la aplicaciéon de la Definicién 2.20 aparece con un vector fijo
de coeficientes, algunos de ellos iguales a cero.*? En adelante relabelamos H como F' v Hjs como Fy.

Si procedemos como en la prueba del Lema 2.19 y usamos la P-medibilidad de F, el término
simetrizado es medible en (X, ¢). Por tanto, Fubini permite reemplazar la esperanza exterior conjunta
por una esperanza iterada ordinaria:*?

E*||P, — P||r < 2ExE.

1 n
g ; 5if<Xi)

f

Fijado M > 0, escribimos f = fl{p<my + fL{r>ary. Entonces™

F(X) (x>
1

S|

+
Fum (

1 n
< Hn ; i f(Xy)

1 n
E ; 5if<Xi)

n
f =

Tomando esperanza, obtenemos

E*||P, — P|lr < 2EXE. + 2P*(Flipsany). ™

Fum

1 n
ﬁ ; Eif(Xz')

Como P*F < oo, se tiene P*(F'lpspy) — 0 cuando M — 00.° Basta probar, para M fijo, que
ExIE, %Z?:l eif (Xi) ’-7:]\/1 — 0.

39Ley 0-1 de Hewitt-Savage: si X;,Xo,... son ii.d., todo evento invariante bajo permutaciones finitas de las
coordenadas tiene probabilidad 0 o 1. Equivalentemente, N, %, es P*-trivial.

0P, — P)f = P.(f — Pf), de modo que || P, — P|| coincide, como funcién de la muestra, con ||P, | 7. para la clase
centrada F. = {f — Pf}; las versiones Y, elegidas sirven simultdneamente para ambas.

gl g — hl4| < |g — h| punto a punto; toda e-red de Fj; induce, multiplicando los centros por 1 4, una e-red de
H ar con la misma cantidad de bolas.

42Sobre la pieza medible {z : H(x;) < M <= i € I}, el supremo de la Definicién 2.20 para H,s coincide con
supy | > ;ereif(xi)], que es la aplicacién de la definicién para F con el vector €’ que anula las coordenadas fuera de I;
pegando sobre las 2" piezas se obtiene la medibilidad.

43El Lema 2.19 con ®(x) = = da el factor 2; la P-medibilidad hace medible (respecto de la completacién) el supremo
simetrizado, la esperanza exterior coincide con la ordinaria y Fubini-Tonelli (integrando no negativo) la factoriza.

*4El bloque truncado da el supremo sobre Fyy; el otro se acota uniformemente en f: [n ™'Y & (flpsan)(Xi)| <
n Y F(X)Lp (x>

45F] factor 2 es el de la simetrizacién. Para el término de truncacién, otra vez subaditividad y perfeccién:
E* [n_l Ez F(XZ)H{F(XI)>M}] < P* (F]I{F>]\/I})-

#Tras la reduccién inicial, F' es medible; Flpsyy < Fy Flgps sy — 0 puntualmente cuando M — oo (F es
finita c.s. porque PF < o0), y la convergencia dominada concluye.
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Fijemos X, ..., X,,. Partimos de una ¢/2-red, cuyos centros pueden ser externos. En cada bola
que intersecta F); elegimos un punto de F,;. Obtenemos asi una red interna G C F,; de radio 9, con
|G| < N(6/2, Funr, Li(Py)). Para cada f € Fyy, elegimos gr € G con P,|f — gf| < J. Entonces, para
todo vector de signos, ‘1 Yiiedf — g9 (X0)| < Polf — g¢| <9,y por tanto

+ 9.
G

1 n
ﬁ ; Ezf(X1>

1 n
g ; 5ig(Xz)

Fum

Aplicamos ahora la desigualdad maximal finita con iy(x) = e*” — 1.7 Condicionalmente en

Xi,..., X,
:L,Z_:lgig(XZ) . < Cy/1+log|G| supH Zslg

Por el Lema 2.13 obtenemos la primera desigualdad en:

¢2\X

n 1/2
1
=¢ <n2 ZQ%X@')) = Cn P (Pog?)? < C Mn7'2,

1 n
H - Z 5zg(Xz)
n:3

Po| X

donde en la ultima usamos que |g| < M para g € Fy;. Asi,

S6+CM\/1+logN((5/2,]-"M,L1(Pn))'
n

1
g Z;Szf(xz

Fum

Por hip6tesis, = log N (0/2, Far, L1(P,)) — 0 en probabilidad exterior, de modo que el segundo
término tiende a 0 en probabilidad exterior. Ademas, el lado izquierdo esta acotado por M. Por
convergencia dominada en forma exterior, IR e f(X) £ < d + o(1). Como § > 0

M

. %2?21 g f(Xy) L 0. Luego, haciendo primero n — oo y después M —
M
oo, E*||P, — P|| — 0. Esto prueba la convergencia en media exterior y, por Markov exterior

(Corolario 1.10), || P, — P||# Zo.

Resta obtener la convergencia casi segura exterior. Por el Lema 2.27, pueden elegirse versiones
medibles Y,, de || P, — P||% que forman una submartingala inversa. El teorema de convergencia para
submartingalas inversas da Y;, — Y c.s. Como, por lo probado, EY,, = E*||P, — P|| — 0, se sigue
que Y =0 c.s. Por tanto,” ||P, — P||% — 0 c.s. O

La necesidad de la condiciéon de entropia, que completa la equivalencia del Teorema 2.28, no se
demuestra aqui. La prueba de [vdV-W] usa la desimetrizacién, desigualdades para multiplicadores
gaussianos y la desigualdad de Sudakov; ademas obtiene la convergencia de la entropia en media
exterior.

Proposicién 2.29. Sean F, Fi, Fy clases P-Glivenko—Cantelli. Entonces:
1. {arfi +asfe: fi € F;, |a;| < 1} es P-Glivenko—Cantelli;
2. F1 U Fy es P-Glivenko—Cantelli;

3. la clase de todas las funciones que son simultaneamente limite puntual y limite en Li(P) de una
sucesion en F es P-Glivenko—Cantelli.

4"Lema 2.8 con 1) = 1y, aplicado condicionalmente en la muestra (las tinicas variables son los signos): 5 ' (|G|) =
Viog(1+1G]) < /1 +10g|G|, y Ec|Z| < C||Z||,;x como en la prueba del Corolario 2.17. La notacién | - ||y, x es la
norma de Orlicz respecto de E., con la muestra fija.

Kl integrando es Z, := Ec|[n"1 Y, &, f(Xi) |70 < 5+ (W AM), con W, = CM /(1 +log N(6/2, Far, L1(Py)))/n;
ademds 0 < Z, < M, pues |flip<prry| < M. Como W) A M es medible, acotada y tiende a 0 en probabilidad, su
esperanza tiende a 0 (convergencia dominada a lo largo de subsucesiones c.s.).

La igualdad EY,, = E*||P, — P||# es el Lema 1.4(iii); y de Y > 0 con EY < liminf,, EY,, = 0 (Fatou) se concluye
Y =0cs.
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Demostracion. Para (1), si H = {a1f1 + asfs : fi € Fi, |a;| < 1}, entonces ||P, — P||5, < [Py —
P|% + [P, — P|l%, — 0 cs.%% Para (2),

1P0 = Pl ur, < max{[|Py = Pl [Py = Pllz,} =0 cs.

Para (3), sea F la clase descripta. Si g € F, existe f,, € F tal que f,, — ¢ puntualmente y
P|fm — g| — 0. Para cada muestra fija, P,|f,, — g| — 0, pues P, s6lo promedia finitos puntos.
Luego, dado n > 0, para cada g puede elegirse m con P,|fy, — g| + P|fm — gl <1,y [(P, — P)g| <
| Py — Pllz + Pulfm — g9l + Plfm — gl < ||P. — P||#z + 1. Tomando supremo en g y luego n | 0,
1P, — Pll# < [P, — P||z. Por mayorantes medibles minimos, [|P, — P|% < [P, — P[> cs., y el
resultado sigue. O

2.5. Teoremas de Donsker

2.5.1. Entropia uniforme

En esta seccién presentamos el teorema de Donsker basado en entropia uniforme. Su prueba
combina simetrizacion, una desigualdad maximal subgaussiana condicionada en la muestra y el
teorema de Glivenko—Cantelli por entropia aleatoria.

Definicién 2.30. Extendemos la definicién de ntimero de cubrimiento dada para L;(Q) a una
seminorma cualquiera || - ||: el nimero de cubrimiento N (e, F, | -||) es el minimo nimero de bolas
{9 :|lg— f|| < €} necesarias para cubrir F. Los centros no necesitan pertenecer a F, pero deben tener
norma finita; vale también aqui la internalizacién descrita més arriba. La entropia es log N(e, F, || - ||).

Si la norma es de tipo L,(Q), entonces N (e, F, L, (Q)) < Ny(2¢, F, L,(Q)), pues cada bracket de
tamano 2¢ queda contenido en una bola de radio €, centrada en el punto medio de sus extremos.

Sea F' una envolvente de F. La condicion de entropia uniforme se formula mediante la integral
truncada que definimos a continuacién, con el supremo tomado sobre todas las medidas de probabilidad
finitamente discretas @) tales que 0 < ||F'||g2 < oo.

Definicién 2.31. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F'. Para ¢ > 0, definimos la
integral de entropia uniforme truncada por

0
J (8, F, Ly) ;:/0 sup \/logN(EHFHQQ,}", Lx(Q)) de,

donde el supremo se toma sobre todas las medidas de probabilidad finitamente discretas () —es decir,
probabilidades que ponen masa en una cantidad finita de puntos— tales que 0 < || F||g2 < 00. Si el
conjunto de tales () es vacio, se interpreta el supremo como 0. La condiciéon de entropia uniforme es

J (00, F, Lg) < 0. (UE)

Teorema 2.32. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F tal que P*F? < oo.
Supongamos que se cumple (UE) y que, para todo 6 > 0, las clases Fs = {f—g: f,g € F, ||[f—9gllp2 <
o}, Fi ={(f—9)*: f,g € F} son P-medibles. Entonces F es P-Donsker.

Demostracion. Escribamos G,, = \/n(P, — P), p(f.g9) = If —9gllpa, Fs ={f—g: f,9€ F,p(f,9) <
5}, Foo ={f—9g: f,g € F}. Por el criterio de convergencia débil en ¢*°(F), alcanza probar:
(i) convergencia finito-dimensional, (ii) total acotacién de (F,p), (iii) equicontinuidad asintética

“Punto a punto, |(P, — P)(aifi + aaf2)] < |(Pn — P)fil + [(Py — P)fo| para [a;| < 1; tomando supremos,

|1P, — Pllu < ||Pn — Pllr, + |Pn — Pll5,, ¥y laregla (S +T)* < S* 4+ T* del Lema 1.9(i) pasa la desigualdad a los
mayorantes. En (2) se usa andlogamente || - ||zur = |- |7 VI |z ylaregla (SVT)* = 5* v T* Lema 1.9(viii).

68



uniforme.®" La convergencia finito-dimensional se obtiene del TCL multivariado, pues |f| < F'y
P*F? < 00.%?

Probamos la equicontinuidad. Sea d,, | 0. Entonces |G, ||z, = sup,;q)<s, |Gnf — Gngl. Fijado
x > 0, por Markov exterior y simetrizacion,”

1 2 1 &
P* G, > < -E* G, < -E*||— h(X; 1
(Gl = 2} < BBl < TB°| 25 (X)) )
Como Fj5, es P-medible, para cada e € {—1,1}" el mapa (x1,...,7,) = SupPycr, |2 eih(z;)] es

medible para la completaciéon de P™. Como los signos toman finitos valores, el supremo simetrizado
es medible en (X, ¢); por Fubini,

1 & 1 &
E* ‘ Seh(Xi)|  =ExE.|—= Y eh(X)) (2)
Vi Fs, vniS Fs,
Condicionando en X, ..., X,, ponemos ||k, = (P,h?)'/?, 0 = supper, Poh?. Para h,k €
Fs.., ﬁ >ieilh — k) (X)) balx < ||h — k||, luego el proceso de Rademacher es subgaussiano para
2

do(h, k) =||h — k||..>*

Separabilidad condicional. Para X = (Xy,..., X,,) fijo, el proceso depende de h sélo a través del vector
(h(X1),...,h(X,)) € R™; el cociente de Fj, por distancia d,, nula se identifica asi con un subconjunto
de R™ y es, por tanto, separable. Eligiendo representantes de un conjunto numerable d,,-denso, la
desigualdad |Z;, — Z;,| < n 2%, |h—k|(X;) < /nd,(h, k), valida para cada realizacién de los signos,
da que el supremo global de los incrementos coincide con el supremo sobre esos representantes. Como
aqui el Corolario 2.17 se aplica con ¢ = diam, esa igualdad global es lo inico que se necesita.

Como 0 € F;, (téomese f = g), el supremo del proceso estd dominado por el supremo de los
incrementos: supy, | Z,| = supy, | Z, — Zo| < supy,, | Zn — Zi|. Ademas, el didmetro de (Fs,,d,) es a lo

sumo 26,,, y por (2.1), 029" \/1og D(u,d,) du < 2 foo” /log N (v,d,) dv.”® Por la desigualdad maximal
subgaussiana (Corolario 2.17 con ¢ = diam), absorbiendo el factor 2 en K,

1 & On
E|—=Y eh(X)| < K/ Jlog N(u, Fs,, Lo(P,)) du. (3)
\/ﬁ =1 Fsn 0
Ademas, para toda probabilidad @,
N(u, Foo, La(Q)) < N*(u/2, F, Lo(Q)), (4)

pues si g1, ..., gy cubre F con radio u/2, entonces {g; — gr : 1 < j,k < N} cubre F con radio u:

51El criterio es el Teorema 1.66 combinado con el de equicontinuidad (Teorema 1.70): la tensién asintdtica equivale a
la tension de las coordenadas (que aqui da el TCL) més la total acotacién de (F, p) y la equicontinuidad asintética
uniforme respecto de p.

52Cada f es medible con Pf? = P*f2 < P*F? < 00, asi que el TCL multivariado se aplica a los vectores (fi,..., fx)
centrados.

53Corolario 1.10 y Lema 2.19 con ®(z) = z, aplicado a la clase Fs,. En efecto, para h = f — g € Fs,, P|h| <
2P*F < 2(P*F 2)1/ 2 < 00; la segunda desigualdad es Cauchy—Schwarz aplicada al mayorante F*, usando P*F = PF*
y (F?)* = (F*)? cs. (Lema 2.18 con ®(t) = t?) Ademds, v/n(P, — P)h = G,h y el factor \/n convierte P2 en
7171/2 Zl 6ih(Xi).

4Lema 2.13 condicional, con a; = n™Y2(h — k)(X;): |la]|> = n=t3;(h — k)%(X;) = ||h — k|2, y la constante es /6.

5El didmetro: ||h — k|, < [|Alln + [|k]ln < 26, por Minkowski. La integral: con u = 2v, 029" V0og D(u,d,) du =
2 [\ /log D(2v,d,,) dv < 2 [ \/log N (v, d,) dv, pues D(2v,d,,) < N(v,d,,) por (2.1). Obsérvese que el Corolario 2.17
estd enunciado con nimeros de empaquetamiento D; reemplazar D por N al mismo radio irfa en la direccién incorrecta
(N < D), y es el cambio de escala u = 2v el que permite pasar a nimeros de cubrimiento.
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1(f = f) = (g5 = 9)llo2 < If = gillo2 + II.f" = gkllg2 < u. Como Fs, C Fu, de (3)—(4),

1 6
E.|— 3 eh(X)) gK/ V1og N(u/2, F, Ly(P,)) du
vn - o 0
60/ (2] Flln.2)
_ KHFHM/O V108 N(e | Flln2. F, Lo(Py)) de (5)
S KHFHn,Z J<n7f7 L2> )
][ n,2

donde usamos que P, es finitamente discreta y absorbimos constantes en K. Si || F||,o = 0, entonces
h(X;) = 0 para todo h € Fs, e i,y (5) es trivial. Reemplazando F por F'V 1, suponemos || F ||,z > 1.7
Ademas,

E*|F|2, =E*P,F? < P*F? < . (6)

Mostramos ahora que 6,, — 0 en probabilidad exterior.”® Si h € F,, entonces Ph? < §2, y por
tanto

02 = sup Ph* <82+ |Py— P, F2={h*:heF.}. (7)
heFs,, i

Basta probar que F2 es P-Glivenko-Cantelli. Esta clase tiene envolvente (2F)?, integrable exterior-
mente, y es P-medible por hipétesis. Para h, k € Fio, |h*> — k*| = |h — k||h + k| < |h — k| 4F, pues
|h| < 2F, |k| < 2F. Luego, para toda probabilidad discreta @,

QI — k| < Q(|h — k| 4F) < ||h — k|

Q2ll4F |- (8)

En particular, si h, k € Foo y [|h— kg2 < &||F|g,2, entonces Q|h* — k?| < 4e||F[|3) 5 = €||2F||3) 5. Los
centros de un cubrimiento de F, pueden ser externos y no satisfacer |k| < 2F’; por eso internalizamos
primero: dado un cubrimiento de radio §||F'||g2 en Ly(Q), eligiendo en cada bola que corta a F,, un
elemento de la clase se obtienen centros k; € F., que cubren con radio €||F||g 2. Para estos centros
vale la desigualdad anterior, y por lo tanto

N (2P0 72 L4(Q)) < N (511 Fllga Fous La(@) ) )

Usando otra vez (4),

N (5Pl P La(@)) < N2 (S0, 7. L2(Q)) (10)

Por la condicién de entropia uniforme, el lado derecho de (10) estd acotado por una constante finita
que depende de €, pero no de Q.% Aplicado con Q = P,, obtenemos

log N (2[2F |25, F2, L1 (Pa)) = Og-(1) = og- (n). (11)

Ademds, por (6), ||2F|2, = Op-(1). Fijados 8,7 > 0, podemos elegir C' < oo de modo que
P*(||2F||2, > C) < n para todo n suficientemente grande. En el evento complementario, toman-
do ¢ = 6/C y usando la monotonia del niimero de cubrimiento en el radio, N (6, F%, Li(P,)) <

56El paso intermedio es el cambio de variable u = 2¢||F||,,.2 (el factor 2 se absorbe en K); luego se agranda el limite
superior de 6,,/(2||F||n,2) & 05 /||F|ln,2 y se reemplaza el integrando por su supremo sobre las @ finitamente discretas,
entre las cuales estd P, cuando 0 < ||[F[|,,2 < 00.

5TEl reemplazo conserva las hipétesis: F' V 1 sigue siendo envolvente, P*(F V 1)2 < P*F? 4+ 1 < oo y, como
|lF'V 1.2 > ||F|lQ,2, los niimeros de cubrimiento con radio ¢||F' V 1|2 no superan a los de radio ¢||F||g,2; por lo
tanto la integral de entropia uniforme no aumenta.

®8En (7): para cada h, P,h? = Ph* 4+ (P, — P)h* < 62 + || P, — P| 72 ; el paso al mayorante || - [|* vale c.s. y da una
cota medible, uniforme en h.

%La finitud del supremo en @ para cada ¢ fijo sale de (UE): la integral finita fuerza que el integrando
supg V1og N(e[[F||g,2, F. L2(Q)) sea finito para casi todo ¢ y, por monotonfa en e, para todo & > 0.
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N(»3||2F||fl727 FZ, Ll(Pn)). Por tanto, (11) implica la condicién de entropia aleatoria para cada radio
fijo. La misma cota vale para las clases truncadas que aparecen en el Teorema 2.28: multiplicar todos
los elementos por un mismo indicador es una contraccién en Li(P,), y por ello no aumenta sus nimeros
de cubrimiento. Como (2F)? es una envolvente integrable de F2 , el teorema de Glivenko—Cantelli
por entropia aleatoria da

1P = Pl 0. (12)
De (7) se sigue
0, = 0. (13)

Como J(00, F, Ly) < o0, la funcién n — J(n, F, L) es acotada y satisface J(n, F, Ly) | 0 cuando
n 4 0. Por (13) y ||F||ln2 > 1,

en P*
J(HFHn,Q’I’ Lg) — 0. (14)
Ademads, esta acotada por J(oo, F, Ls). Por Cauchy-Schwarz y (6),
0 0 Y2
B 1Pt (7 2o < @ 1R (B2 (o 7)) 0 0)
[[E'[|n2 [[E'[|n2

por convergencia dominada exterior. Juntando (1), (2), (5) y (15),%
IGallzs, =0 (0 L0). (16)

Esto es la equicontinuidad asintética uniforme.
Falta la total acotacion de (F, p). Por (12), para cada m existe una probabilidad discreta @, tal
que
sup |(Qm — P)h*| <m™2 (17)
heFoo
En efecto, elegimos n = n(m) y una realizacién de la medida empirica para la cual el supremo en
(12) es menor que m~2 y, simultdneamente, P, F? < oo; esto tiltimo ocurre casi seguramente, pues
P*F? < 00.%! Fijado ¢ > 0, elegimos m con m~! < e. Por la condicién de entropia uniforme,®

N(e/2,F, La(Qn)) < 0. (18)

Partimos de una red de radio £/2, posiblemente con centros externos, y elegimos un elemento de F
en cada bola que intersecta la clase. Los centros internos asi obtenidos forman una red de radio ¢.
Por tanto, para todo f € F existe j tal que || f — fj]|g,.2 < e. Como f — f; € Fu, por (17),

1f = fillba = P(f = £i)* < Qu(f = £)* +1(P = Qu)(f = f)*| < +m* <2e% (19)

Entonces fi,..., fy es una v2e-red de F en Lo(P). Como € > 0 era arbitrario, (F, p) es totalmente
acotada.

Tenemos convergencia finito-dimensional, equicontinuidad asintética uniforme y total acotacion
de (F, p). Por el criterio de convergencia débil en (*°(F), G,, = Gp en (*°(F), donde Gp es el puente
browniano P-indexado por F. Luego F es P-Donsker. [

60E]l Cauchy—Schwarz exterior para factores no negativos se justifica con (AB)* < A*B* c.s. (Lema 1.9(v), caso de
factores positivos) seguido del Cauchy—Schwarz clasico para A*, B*. El segundo factor tiende a 0: J2(0,,/||F||,.2) <
J?(0) estd acotada y tiende a 0 en probabilidad exterior por (14), y se razona como en la convergencia dominada del
Teorema 2.28.

61Sea (P,F?)* un mayorante medible minimo de P,F?. Como E(P,F?)* = E*P,F? < P*F? < oo, se tiene
(P, F?)* < oo c.s. y, fuera de un conjunto nulo, también P,F? < oo. Por (12), para n grande el evento medible
{IPn — P||j1-§o < m~2} tiene probabilidad positiva; su interseccién con el evento de probabilidad 1 recién descripto es
no vacia, y cualquier w en ella da la medida finitamente discreta Q,, = P, (w) requerida (ndtese que || P, — P2 <
| P — P|[%2 en todo punto).

62La integral finita implica que el integrando es finito para casi todo radio; por la monotonia de € — N (e, F, La(Qm)),
los nimeros de cubrimiento son entonces finitos para todo radio positivo: si fueran infinitos en algin €y > 0, lo serian
en todo (0,e¢] y la integral divergiria.
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Ejemplo 2.33. Sea F el conjunto de todas las funciones indicadoras 1(_ 4 en R. Para cualquier
medida de probabilidad ) y € < 1 se cumple

(*)N‘ )

N(e F, La(Q)) < Ny(e%, F, La(Q) <

%3 Como la envolvente es F' = 1, se tiene ||F||g2 = 1 para toda @, y la cota anterior es uniforme en Q);

como [y \/log(2/€?) de < oo, la condicién de entropfa uniforme (UE) se cumple y F es Donsker para
toda P. Los ntmeros de recubrimiento de la clase de rectangulos inferiores (—oo, t] en dimensiones
superiores satisfacen una cota similar, pero con una potencia mayor de (1/¢). Por lo tanto, la clase
de todos los rectdngulos inferiores (—oo,t] en R* es Donsker para cualquier dimension.

Mas adelante en este capitulo se muestra que estas clases de conjuntos son ejemplos de la amplia
coleccion de clases VC, las cuales son Donsker siempre que sean adecuadamente medibles.

2.5.2. Acotamientos (bracketing)

El segundo teorema central del limite empirico usa entropia por acotamientos (bracketing) en
lugar de entropia uniforme. Su version mas simple usa brackets en Lo(P): si

/OOO iog Ny(&, F, Lo(P)) de < oc, (2.3)

entonces F es P-Donsker.
Teorema 2.34. Sea F una clase de funciones medibles. Si se cumple (2.3), entonces F es P-Donsker.

A diferencia de la condicién de entropia uniforme, la integral de bracketing involucra sélo a la
medida verdadera P. Esta ventaja se compensa con que los nimeros de bracketing pueden ser mayores
que los nimeros de cubrimiento; por eso las condiciones suficientes basadas en entropia uniforme y
en bracketing no son comparables (véase [4, Cap. 2.5]).

El resultado anterior se prueba mediante una version algo més fuerte. A partir de una familia finita
de Ly(P)-brackets puede construirse una envolvente cuadrado-integrable; por tanto, la existencia de
tal envolvente estd implicita en (2.3). Sin embargo, una envolvente en Ly(P) no es necesaria para
que una clase sea Donsker. Lo que si debe poseer la envolvente es un sequndo momento débil, en el
sentido P*(F > z) = o(x™?), r — 00. De modo andlogo, la norma Lo(P) usada para medir el
tamano de los brackets puede reemplazarse por una cantidad mas débil, lo que reduce los nimeros de
bracketing y facilita la convergencia de la integral.

Definimos || f||p2.co = Sup,-q (z2P(|f| > x))l/Q. Esta cantidad no es una norma, porque no
satisface necesariamente la desigualdad triangular; pero existe una norma equivalente a ella salvo una
constante 2, lo cual no sera relevante aqui. Ademas, por Markov,

1 fllp2oe < IIfllp2-%

Por tanto, los nimeros de bracketing relativos a L () son menores o iguales que los relativos a
Ly(P).

La prueba de los teoremas de bracketing se basa en un argumento de encadenamiento. A diferencia
de la prueba por entropia uniforme, aqui el encadenamiento se aplica a los sumandos originales, sin
una simetrizacion inicial. Como los sumandos no estan uniformemente acotados del modo adecuado,
no se usa Hoeffding ni la desigualdad maximal subgaussiana. En su lugar se usa la desigualdad de

63Para la primera desigualdad: los brackets de semirrectas pueden tomarse con 0 < u — [ < 1, y entonces, para
f,g en un mismo bracket, Q(f — ¢)? < Q(u —1)? < Q(u — 1) < £%; cada bracket cabe asi en una bola de L2(Q) de
radio € centrada en cualquiera de sus elementos. Para la segunda: la construcciéon cuantilica detallada en la nota del
Ejemplo 2.23, aplicada con €2 en lugar de ¢ (es decir, con K = |72 cortes), da una grilla con masa abierta < &2
entre cortes consecutivos y, por tanto, a lo sumo K + 1 < 2/¢? brackets, para 0 < & < 1.

6422 P(|f| > o) < E(fQIl{‘sz}) < Pf?, y se toma supremo en x.
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Bernstein (véase [vdV-W, Seccién 2.2]): para toda funcién f cuadrado-integrable y uniformemente
acotada,

1 x?
P{Gnf| > 2} < 2exp {_2 P(f = Pf)?> +If = Pflloct/(3y/n) } B

En particular, como P(f — Pf)? < Pf2y ||f — Pflloo < 2||f|ls, puede usarse la versién més simple

con el denominador Pf? + 2| f|l.ox/(3y/n). En consecuencia, por la desigualdad maximal finita
correspondiente,’ si H es finita y |H| > 2, entonces

12l
El[Gplln S mdx = NG log [H| + méx [[A][ p2y/log [H]. (2.4)

El encadenamiento se organiza para que los dos términos de (2.4) sean comparables. Esto ocurre

cuando ||hl|s = v ke 2y por eso, en la prueba, la desigualdad se aplica después de truncar los
\/ log |H|

incrementos a un nivel de este orden.

Teorema 2.35. Sea F una clase de funciones medibles tal que

/OO Iog Ny(e, F, Ly oo(P)) de + /OO JIog N(z, F, Ly(P)) de < oo.
0 0

Si, ademds, una envolvente F de F posee seqgundo momento débil, es decir, P*(F > x) = o(z™?),
xr — o0, entonces F es P-Donsker.

Demostracion del Teorema 2.3/ a partir del Teorema 2.35. Verificamos las dos hipétesis. Primero,
como || || p2,00 < || f]lp2, todo e-bracket en Ly(P) es un e-bracket en Ly oo (P), luego Ny(e, F, Lo, (P)) <
Ny(e, F, Ly(P)); y los brackets también controlan los cubrimientos ordinarios, N (e, F, Lo(P)) <
Nj(2¢,F, Ly(P)), tomando como centro el punto medio de cada bracket. Asi, la condiciéon (2.3)
implica la finitud de las dos integrales de entropia del enunciado.

Segundo, la envolvente: tomando finitos 1-brackets [l;,u;], i = 1,...,m, que cubren F, la funcién
F = maxi<i<m(|l;| V |u;|) es una envolvente de F y pertenece a Lo(P), por ser un maximo finito
de funciones de Ly(P). Toda envolvente de cuadrado integrable tiene segundo momento débil:
??P(F > x) < ]E(F 2]1{F>z}) — 0 cuando = — o0, por convergencia dominada. Aplicando el
Teorema 2.35, F es P-Donsker. O

2.6. Cotas para la entropia y clases VC

En la secciéon anterior vimos que el proceso empirico converge débilmente para clases F que
satisfacen la condicién de entropia uniforme (UE). En particular, si para algin 6 > 0 y alguna
constante K se cumple, para 0 < e < 1,

1 24§
suplog N (1| Fllgz, 7, £2(Q)) <k(2) (2.5)

entonces la integral en (UE) es finita: cerca de 0, el integrando queda acotado por una constante
por £719/2 que es integrable; para ¢ grande, la entropia es nula, pues |f| < F.% Por el teorema
de Donsker por entropia uniforme, F es P-Donsker para toda probabilidad P tal que P*F? < oo,
siempre que se cumplan las condiciones de medibilidad requeridas.

65Fs el Lema 2.9 con a = 2méx;, Ph? y b = 3
para m > 2.

8Para e > 1, la bola de radio £||F|g,2 centrada en 0 contiene a toda la clase (|| f||g.2 < ||Fllg,2), asi que N =1y
log N = 0; y e~ '*9/2 es integrable en (0, 1) porque el exponente es > —1.

fmaxh |h]|oc, seguido de E|Z| < C||Z||y, vy log(1 +m) < 2logm
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Muchas clases satisfacen incluso la condicion més fuerte

1 \%4
sup N(&tHF||Q72,]:, LQ(Q)) <K (8) : 0<e<l, (2.6)
Q

para algiin V' < co. En efecto, (2.6) implica supg log N(5||FHQ,2,}", LQ(Q)) <log K + Vlog(1l/e),y
por tanto (2.5) para cualquier 6 € (0,2), ya que el logaritmo crece mas lentamente que cualquier
potencia; en particular, implica (UE). En esta seccién mostraremos que cotas de este tipo se obtienen
para clases definidas por condiciones combinatorias. Para clases de conjuntos, estas condiciones fueron
introducidas por Vapnik y Cervonenkis; de alli proviene el nombre de clases VC. Mas adelante se
definen clases VC de funciones a partir de clases VC de conjuntos, y se estudian operaciones que
preservan estas propiedades de entropia.

2.6.1. Clases VC de conjuntos

Definicién 2.36 (Clases VC de conjuntos). Sea C una colecciéon de subconjuntos de un conjunto X'

Dado un conjunto finito {z1,...,x,} C X, diremos que C selecciona un subconjunto de {z1,...,z,}
si este puede escribirse como C'N{z1,...,x,} para algin C € C. Diremos que C fragmenta (shatters)
a {xy,...,x,} siselecciona todos sus 2" subconjuntos.

Definimos A, (C, 21, ..., x,) := #{CN{xy,...,z,} : C € C}. La dimensién VC de C es

V(C) = Sup{n: max A, (C,x1,...,2p) :2”}.

{z1,...,xn}CX

Es decir, V(C) es el mayor tamafio de un conjunto finito que puede ser fragmentado por C. 7 Si existen
conjuntos fragmentados de tamano arbitrariamente grande, ponemos V(C) = co. Una coleccién de
conjuntos medibles C se llama clase VC si V(C) < oc.

Con esta convencion, si C es VC, entonces ningin conjunto de tamano n > V(C) puede ser fragmentado
por C.

El resultado principal de esta seccion es que los niimeros de recubrimiento de una clase VC crecen
a lo sumo polinémicamente en 1/e. Para una clase de conjuntos, vista como clase de indicadores, la
envolvente es F' = 1, luego es cuadrado-integrable para toda probabilidad P. Una vez probada la
cota polinémica uniforme, el teorema de Donsker por entropia uniforme implicara que toda clase
VC de conjuntos medibles es P-Donsker para toda probabilidad P, bajo las hipdtesis de medibilidad
requeridas. Las cotas de cubrimiento que siguen estdn enunciadas en términos de la dimension V' (C);
en [4] aparecen formuladas con el indice V(C) 4 1, y los exponentes difieren en consecuencia.

Ejemplo 2.37. La coleccién de semirrectas (—oo, ¢] en R fragmenta cualquier conjunto de un punto,
pero no fragmenta ningin conjunto de dos puntos: si x; < x5, no puede seleccionar sélo {z,}. Por
tanto, su dimensiéon VC es 1. La coleccién de intervalos (a,b] en R fragmenta todo conjunto de
dos puntos, pero no puede fragmentar ningtin conjunto de tres puntos ordenados, pues no puede
seleccionar simultaneamente el menor y el mayor sin seleccionar el punto intermedio. Por tanto, su
dimensién VC es 2. En R?, las clases andlogas de ortantes inferiores (—oo, c] y de rectangulos (a, b]
tienen dimensiones VC d y 2d, respectivamente.®®

El siguiente resultado combinatorio, conocido como lema de Sauer, es la base de las cotas
polinomiales de entropia para clases VC. El lema de Sauer dice que, para un conjunto finito S =

67Aqui V(C) denota la dimensién VC. En parte de la literatura se llama indice VC al entero V(C) + 1.

68Para los ortantes en RY%: los d vértices ey, ...,eq de la base canénica se fragmentan eligiendo ¢ coordenada a
coordenada; pero entre d + 1 puntos siempre hay uno dominado, coordenada a coordenada, por el maximo de los
restantes (cada coordenada del maximo la aporta alguno de los otros d), y ese punto no puede excluirse mientras se
seleccionan los demds. Para los rectangulos, V' = 2d: la prueba usa separadamente dos extremos por coordenada y
puede consultarse en [vdV-W, §2.6].
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{z1,...,2,}, el nimero {C'N S : C € C} estéd acotado por el nimero de subconjuntos A C S que son
fragmentados por C. En particular, si V(C) < oo, sélo pueden ser fragmentados subconjuntos de S de

tamano a lo sumo V/(C); por tanto, A, (C, z1,...,2,) < Z}/:(g) (?)

Ejemplo 2.38. Sea S = {1,2,3} y C = {&, S}. Sobre todo S, la clase sélo selecciona @ NS = &,
SNS =5, luego A3(C,1,2,3) = 2. En cambio, para decidir si A C S estd fragmentado se mira
{CNA: C € C}, por lo que los singletons estan fragmentados. Por tanto, los subconjuntos

fragmentados son @, {1}, {2}, {3}.

Lema 2.39 (Sauer). Sean x1,...,x, € X. Entonces A, (C,x1,...,x,) estd acotado por el nimero de
subconjuntos de S = {x1,...,x,} que son fragmentados por C. En particular, si V(C) < oo, entonces

Ve /.
A(Coxy, .. my) < Z <) (2.7)
=0 \J

Demostracion. Escribamos S = {z1,...,x,}. Reemplazando cada C' € C por su trazo C'N.S, podemos
suponer que C C 2°. Esto no cambia los subconjuntos seleccionados de S, ni los subconjuntos A C S
fragmentados, pues (CNS)NA=CNA. Asi, A,(C,xq,...,2,) = #C.

Digamos que C C 2° es hereditaria si B C C' € C implica B € C. Si C es hereditaria, entonces
todo A € C es fragmentado por C: en efecto, para cada B C A, se tiene B € Cy BN A = B. Luego,
en el caso hereditario, el niimero de conjuntos fragmentados es al menos #C.

Reducimos el caso general al hereditario. Fijado i € {1,...,n}, definimos

C\{zi}, = €CyC\{z}¢C,

Ti(C) = {
C, en otro caso.

Sea T;(C) = {T;(C) : C € C}. La aplicacion C' — T;(C) es inyectiva. En efecto, si A C S no contiene

x;, los tinicos posibles preimédgenes de A son Ay AU {x;}. Pero si A € C, entonces AU {z;} no se

transforma en A; y si A ¢ C, entonces A no es preimagen. Por tanto cada imagen tiene a lo sumo

una preimagen, y #7;(C) = #C.

Ademds, todo A C S fragmentado por T;(C) es fragmentado por C. Si z; ¢ A, entonces T;(C)NA =
C'NA para todo C, y no hay nada que probar. Supongamos z; € A. Sea B C A con x; ¢ B. Como A es
fragmentado por T;(C), existe C € C tal que T;(C)NA = BU{z;}. Entonces z; € T;(C), luego T;(C) =
C'. Por la definicion de T;, esto implica C'\{z;} € C. Por tanto CNA = BU{z;}, (C\{z;})NA = B.
Asi, para cada B C A que no contiene z;, la clase C selecciona tanto B como B U {x;} sobre A. Luego
selecciona todos los subconjuntos de A, y A es fragmentado por C.

Aplicamos sucesivamente T4, ..., T}, y repetimos el ciclo mientras la coleccion cambie. En cada
paso el cardinal se conserva. Ademas, si T;(C) # C, entonces Y- per,(c) |D| < Xcee |C|, pues algin z;
fue borrado y ningtin elemento es agregado. Como esta suma es un entero no negativo, el procedimiento
termina. Sea D la coleccion final. Entonces #D = #C, vy, por el parrafo anterior aplicado en cada
paso, #{A C S : A es fragmentado por D} < #{A C S : A es fragmentado por C}. Ademés, D es
hereditaria: si D € Dy z; € D, pero D\ {z;} ¢ D, entonces T; todavia cambiaria la coleccién final,
contradiccién. Iterando el borrado de puntos, todo B C D pertenece a D.%

Como D es hereditaria, fragmenta al menos #D conjuntos. Por tanto

#C =#D < #{A C S : A es fragmentado por D} < #{A C S : A es fragmentado por C}.

Esto prueba la primera afirmacion.
Finalmente, si V(C) < oo, ningin subconjunto de S de tamano mayor que V(C) puede ser
fragmentado. Luego los subconjuntos fragmentados de S estan entre los subconjuntos de tamanos

0,...,V(C), y por la primera parte, A, (C,x1,...,z,) < Z;-/:(g) (?) ]

59Con precisién: la estabilidad de D bajo cada T; da D\ {x;} € D para todo D € D y todo z; € D; quitando de a
uno los puntos de D \ B se llega a B € D.
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Asi, aunque por definicién una clase VC sélo excluye la posibilidad de seleccionar los 2" subconjuntos
cuando n > V/(C), el Lema 2.39 muestra que en realidad s6lo puede seleccionar un nimero polinomial
en n. Esta es la idea combinatoria detras de las cotas uniformes de entropia para clases VC, y se
registra en el corolario siguiente.

Corolario 2.40. Si C es una clase VC de conjuntos con dimension VC V(C) < oo, entonces
Maxy, o, An(Co 21, ..., 2,) < Z}/:(g) (;‘) En particular, para 1 < V(C) < n,

en \V©
A0, AnlCnr o) < <v<c>> ’

de modo que el crecimiento es polinomico de orden a lo sumo O(nv(c)).

Demostracion. Por el Lema 2.39, A, (C,z1,...,x,) < Z;/:(g) (?), porque ningin subconjunto de
tamano mayor que V' (C) puede ser fragmentado por C. La ultima desigualdad es la cota combinatoria
usual para sumas binomiales parciales.”™ O

Teorema 2.41. FExiste una constante universal K tal que, para toda clase VC de conjuntos C, toda
probabilidad @, todor > 1 y todo 0 < e < 1,

1\"V(©)
NECL(Q) < KVEU) @ (2)
Aqui C se identifica con la clase de indicadores {1¢ : C € C}, y ||[1c — 1pllgr = Q(CAD)Y". La
formula se entiende para V(C) > 1. Si V(C) =0 y la clase es no vacia, todas sus trazas son idénticas
y el numero de cubrimiento es 1, de modo que el caso limite es trivial.

La demostracion se apoya en el Lema 2.39 y no se incluye aqui; véase [vdV-W, §2.6].

2.6.2. Clases VC de funciones

Definicién 2.42. El subgrafico de una funciéon f: X - Res C; := {(z,t) e X xR :t < f(2)}.
Una clase F de funciones medibles se llama clase VC de subgrificos, o simplemente clase VC de
funciones, si la coleccién {Cy : f € F} es una clase VC de conjuntos en & x R. Denotamos por
V(F) la dimensién VC de esta coleccién de subgraficos.

Al igual que para conjuntos, los nimeros de cubrimiento de las clases VC de funciones crecen
polinémicamente.

Teorema 2.43. Sea F una clase VC-subgrifico de funciones medibles con envolvente medible F', y
sea > 1. Entonces, para toda probabilidad ¢ con 0 < ||F|lg, < 0o y todo 0 < e < 1,

1 rV(F)
N(ell Fllgr 7, L(@) < K V(F)(16)" (2)
donde K es una constante universal. La formula se usa para V(F) > 1; si V(F) =0 y la clase es no
vacia, contiene una sola funcion distinta y el nimero de cubrimiento es 1.

Proposicién 2.44 (Cota elemental con constante relajada). Bajo las hipdtesis del teorema anterior
y suponiendo V(F) > 1,

N(el Fllos F.Lo(Q)) < K V(F)(160)" P (i)rvm -

“Con V. = V() y1 <V < n:como (V/n)/™V > 1paraj <V, 3, (7) < (n/V)V .., (5)(V/n) =
(n/V)V(A 4+ V/n)" < (n/V)VeY, usando el binomio de Newton y 1+ x < e®.
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Demostracién. Sea C = {Cy: f € F}, donde Cf = {(z,t) : t < f(x)}. Para f,g € F, por Fubini,

QX N(CyCy) = [ Mt Teqin) # Lpzon } Q) = QIf = g1, 1)

Ademés, CtAC, C S :={(z,t) : |t| < F(2)}.

Primero sea r = 1. Si QF > 0, definimos una probabilidad en X x R por P(A) = %.
Como CyAC, C S, de (1)
Q|2fQ Fg!_ @)
Los centros de un cubrimiento de C pueden ser conjuntos externos a la clase; internalizando —en

cada bola de radio /2 en L;(P) que corta a C se elige un subgréfico Cy, € C— se obtiene, para todo
f € F,un indice j con P(C;ACY,) <e,y (2) da Q|f — f;| < 2eQF. Por tanto,

P(C;AC,) =

N(2:QF, F, L,(Q)) < N<;,C,L1(P)> . (3)

Aplicando el Teorema 2.41 a C, en el radio €/2,

N(2:QF, F, Li(Q)) < K V(F)(de)"P) (i)v(ﬂ | (4)

Reescalando el radio, y aumentando la constante de la base, obtenemos el caso r = 1:

1\ V)
NEQP.F,Li(Q) < KV(F)16e) P (2) . ©)
Sea ahora r > 1. Como 0 < [|F||g, < 00, también 0 < QF"~! < co. Definimos ZS : QF;T_II.
Usando |f — g| < 2F,
Qlf =g < Q{If = gl2F)"} =27 H(QF"")RI|f — gl. (6)
Luego
r— r 1/r
If = gllor < 2@QF )" IIf — gllif}. (7)
Ademas,
(QF 1" (RE)V" = (QF)" = || Fllq.- (8)

Asi;si f,g € Fy|f—gllri <€ RF, entonces || f —g|lor < 2¢]|F||g.r; nétese que la cota |f —g| < 2F
usada en (6) requiere que ambas funciones estén dominadas por la envolvente, asi que este paso vale
para redes con centros en la clase. Por consiguiente, toda red de radio " RF en L;(R) con centros en

F es una red de radio 2¢||F||q, en L, (Q), y
N(25||F||Q7T7]:7 LT(Q)) < Nint(grRFv F, Ll(R))v (9)

donde N, denota el nimero de cubrimiento con centros en la clase. Ahora bien, el cubrimiento
construido en el caso r = 1 tiene centros f; € F (la internalizacién se hizo en (3)), de modo que la
cota (5) vale también para Ny, sin costo adicional. Aplicdndola con la probabilidad R y radio &",

Nuwle' REF. L () < K V(F) (166" (1), (10)

Combinando (9) y (10), y sustituyendo € por /2, obtenemos

2\ "V (F)
N(ElFllor . Li(@) < K V(F)(160)" 7 (2)

como se afirmo. O
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El Teorema 2.43 muestra que toda clase VC de funciones satisface la condicién de entropia uniforme
con holgura. Por tanto, si la clase es suficientemente medible y P*F? < oo, el Teorema 2.32 implica
que F es P-Donsker. Para clases de conjuntos, la envolvente es F' = 1, de modo que las clases
VC de conjuntos son P-Donsker para toda probabilidad P, bajo las condiciones de medibilidad
correspondientes.

Lema 2.45 (Espacios vectoriales finito-dimensionales). Sea F un espacio vectorial finito-dimensional
de funciones medibles f : X — R. Entonces F es una clase VC-subgrdfico y V(F) < dim(F) + 1.

Demostracion. Sea d = dim(F) y tomemos n = d + 2 puntos (z1,t1),..., (Ts,t,) € X x R. Conside-
remos los vectores vy == (f(x1) —t1,..., f(z,) —t,) € R, f € F. Como {(f(x1),..., f(xn)): f € F}
estd contenido en un subespacio de dimensiéon < d, el conjunto de vectores vy estd contenido en un
subespacio lineal de dimensién < d+1 = n—1."* Por tanto, existe a = (a1, ..., a,) # 0 ortogonal a to-
dos los vy, es decir, >0 4 a;{ f(z;)—t;} =0, f € F. Multiplicando a por —1 si hace falta, podemos
suponer que algiin a; > 0. Entonces, para todo f € F, >, <o ai{ f(@:)—t:i} = Yu,<o(—ai){ f(x;)—t;}. El
conjunto de puntos con a; > 0 no puede ser seleccionado por los subgraficos Cy := {(x,t) : t < f(z)}.
En efecto, si existiera f tal que (z;,t;) € Cf <= a; > 0, entonces el lado izquierdo de la igualdad
anterior seria estrictamente positivo, mientras que el lado derecho seria no positivo, una contradic-
cién.”™ Asi, ningtin conjunto de d + 2 puntos puede ser fragmentado por los subgraficos de F. Luego

V(F)<d+1. o

Lema 2.46 (Traslaciones de una funcién monétona). Sea ¥ : R — R una funcion mondtona fija y
sea F = {¢p : Yp(x) =(x — h), h € R}. Entonces F es VC-subgrdfico con dimension VC a lo sumo
1. Si ¢ no es constante, entonces V(F) = 1.

Demostracién. Para cada h € R, escribimos Gy, := {(x,t) € R* : t < ¢)(x — h)}, el subgréfico de ¢,.
Supongamos primero que 1 es no decreciente. Si hy > hy, entonces x — hy < x — hy para todo z, y
por monotonia ¢ (x — hy) < ¥ (x — hg). Por tanto, hy > hy = G}, C G},. Es decir, los subgréficos
forman una familia totalmente ordenada por inclusiéon. Si @ es no creciente, se obtiene la misma
conclusion con el orden de los A invertido.

Una familia totalmente ordenada por inclusién no puede fragmentar dos puntos.” En efecto,
si A C B, las trazas de A y B sobre dos puntos no pueden realizar simultaneamente las dos
configuraciones singleton opuestas {z1} y {z2}. Por lo tanto, los subgraficos de F no fragmentan
ningin conjunto de dos puntos, y V(F) < 1.

Si 7 no es constante, existe un punto que si puede ser seleccionado y no seleccionado por distintos
subgraficos. En efecto, como 1 es mondtona y no constante, existen wuy, us tales que, por ejemplo,
Y(uy) < P(ug). Elegimos tg con ¢ (uy) < to < 1(us) y fijamos cualquier xy € R. Tomando hy = xo—us,
hy = xo — uq, se tiene ty < P(xg — hy) = VP(uz), to > ¥(xo — he) = ¥(uy). Asi, 2o = (¢, o) pertenece
a Gy, pero no pertenece a Gp,. Luego el conjunto unitario {2} es fragmentado. Por tanto, si ¢ no es
constante, V(F) = 1. O

Lema 2.47 (Permanencia de clases VC de conjuntos). Sean C y D clases VC' de subconjuntos de X .
Sean ¢ : X = Y y: Z — X aplicaciones fijas. Entonces:

1. Cc:={C°:C eC} es VC;
2.CND:={CND:CeC, DeD} es VC;

"Los vectores (f(z1),..., f(x,)) recorren la imagen de F por la aplicacién lineal de evaluacién, un subespacio W
con dim W < d; entonces vy € W +R¢, con t = (t1,...,t,), de dimensién < d+1 < n, y el complemento ortogonal de
ese subespacio contiene algin a # 0.

"2Si a; > 0, la pertenencia (z;,t;) € Cy da f(z;) —t; > 0y el sumando es estrictamente positivo (y hay al menos
un a; > 0); si a; < 0, la no pertenencia da f(z;) —t; < 0 y el sumando derecho es < 0. N6tese que basta exhibir un
subconjunto no seleccionable para descartar la fragmentacion.

"3Para seleccionar {z;} hace falta un conjunto que contenga z; pero no zo; para {zz}, uno que contenga zo pero no
z1. Pero dos conjuntos comparables no pueden cumplir esto a la vez: el menor estd contenido en el mayor.
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3.CUD:={CuUD:CeC, DeD} es VC;

4. ¢(C) :=={p(C): C eC} es VC si ¢ es inyectiva;

5. v YHC) == {vI(CO): C €C} es VC;

6. el cierre puntual de C, visto como clase de indicadoras, es VC;

7. 5iC yD son VC en X y Y, respectivamente, entonces C x D:={C x D :C €C, D € D} es VC
en X x Y.

Demostracion. Para (1), una clase selecciona un subconjunto de {x1,...,x,} si y sélo si la clase de

complementos selecciona el complemento de ese subconjunto. Por tanto, fragmentar es invariante por
complementos.

Para (2), por el Lema 2.39, de n puntos la clase C puede seleccionar a lo sumo O(n" (©)) subconjuntos,
y D a lo sumo O(n"P)). Luego la clase de intersecciones puede seleccionar a lo sumo O(n"(©+V(P))
subconjuntos.”™ Para n grande esto es estrictamente menor que 2™; por tanto no puede fragmentar
conjuntos de tamano arbitrariamente grande. Asi, C N D es VC.

La afirmacién (3) sigue de (1) y (2), ya que CU D = (C°nN D°)°.

Para (4), si ¢(C) fragmenta {yi,...,y,}, entonces, como ¢ es inyectiva, existen z1, ..., x, tales
que ¢(z;) = y;, y C fragmenta {x,...,z,}. Luego ¢(C) no puede tener dimensién VC mayor que C.™
Para (5), si ¥~(C) fragmenta {zy,...,2,}, entonces los puntos 1(z;) deben ser distintos; de

lo contrario no se podria seleccionar uno de z;, z; sin seleccionar el otro. Ademaés, C fragmenta
{(21),...,%(zs)}. Por tanto ¥ ~1(C) es VC.

Para (6), sea C' un limite puntual de elementos de C. Fijados z1,...,z,, para cada i se tiene
1c, (2;) = 15(x;); como los valores son 0 o 1, para « suficientemente grande coinciden simultaneamente
en los n puntos.” Asi, C selecciona sobre {1, ...,r,} un subconjunto que ya seleccionaba algin
elemento de C. El cierre puntual no aumenta las trazas finitas y, por tanto, conserva la propiedad VC.

Finalmente, para (7), observamos que C' x D = (C'x )N (X x D). Las clases {C x Y : C €C} y
{X x D :D e D} son VC por (5), aplicando las proyecciones. Luego C x D es VC por (2). O

Lema 2.48 (Permanencia de clases VC-subgréfico). Sean F y G clases VC-subgrifico de funciones
sobre X. Sean a : X - R y ¢ : Z = X funciones medibles fijas, y ¢ : R — R una funcion fija.
Entonces:

1. FANG:={fNg:feF, gegG} es VC-subgrifico;
FVG:={fVg:feF, geg} es VC-subgrifico;
{F>0}={{z: f(x) >0} : feF}es VC;

—F ={—f:f€F} es VC-subgrifico,
F+a:={f+a:feF} es VC-subgrifico;
F-a:={fa: fe€F} es VC-subgrifico;
Fo={fo:feF} es VC-subgrafico;

o RS v e

poF ={pof:feF} es VC-subgrifico si p es mondtona.

™Porque (CND)NS = (CNS)N(DNS): cada traza de C N D sobre S estd determinada por un par de trazas, de
modo que A, (CND) < A,(C)A,(D); por Sauer, esto es polindmico en n y, para n grande, < 2.

5Si algiin y; no estuviera en la imagen de ¢, ningtin ¢(C) lo contendrfa y el conjunto no podria fragmentarse (no se
selecciona el total); asi, y; = ¢(z;) para ciertos z;, y la inyectividad da ¢(C) N {y1,...,yn} = &(C N{x1,...,2,}): las
trazas se corresponden biunivocamente.

"6Una red de ceros y unos que converge es eventualmente constante; para cada i hay un indice a partir del cual
coinciden, y por la propiedad de conjunto dirigido hay un indice comin a los n puntos.
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Demostracion. Escribimos C := {(xz,t) : t < f(z)} para el subgrafico abierto de fy Cy := {(z,t) :
t < f(x)} para el subgrafico cerrado. Primero observamos que las clases de subgréficos abiertos y
cerrados tienen la misma dimension VC. En efecto, si los cerrados fragmentan (z;,t;);<m, para cada
S C {1,...,m} elegimos fs tal que t; < fq(z;) siy sélo sii € S. Como hay sélo finitos pares (S, 1)
con i ¢ S, existe 0 < n < ming ;¢s{t; — fs(z;)}. Entonces los subgraficos abiertos de las mismas
funciones fragmentan (x;,t; — 7);<m. La desigualdad reciproca se obtiene desplazando los niveles en
el sentido opuesto.

Para (1) y (2), Cgag = Cr N Cy, Cpyg = Cp U C,. Luego el resultado sigue del Lema 2.47.

Para (3), si t: X = X x R estd dada por «(z) = (z,0), entonces {z : f(z) > 0} = ¢~*(C}). Por
permanencia bajo preimagenes, la clase {F > 0} es VC.

Para (4), los subgraficos de — f se obtienen, mediante la transformacién fija (z,t) — (z, —t), como
complementos de subgraficos cerrados de f. Por la observacion precedente y la permanencia bajo
complementos y preimagenes, —F es VC-subgrafico.””

Para (5), Criq = {(z,t) : t —a(xz) < f(z)}, que es la preimagen de Cy por la aplicacién fija
(z,t) = (x,t — a(zx)). Luego F + a es VC-subgrafico.

Para (6), descomponemos segun el signo de a: Cy, = {t < fa, a >0} U{t < fa, a <0} U{t <
0, a =0}. En {a > 0}, la condicién ¢t < fa(z) equivale a t/a(x) < f(z), una preimagen de Cy. En
{a < 0} equivale a t/a(x) > f(z), una preimagen de un supergrafico de f, que también es VC por el
argumento de (4). El tercer término es fijo. Por uniones finitas e intersecciones con conjuntos fijos,
F - a es VC-subgrafico.™

Para (7), Crop = {(2,1) : t < f(¢(2))} es la preimagen de C por la aplicacion fija (z,t) — (¢(2), t).
Luego F o9 es VC-subgréfico.

Finalmente probamos (8). Supongamos primero que ¢ es no decreciente. Para cada s, el conjunto
As :={u: s < p(u)} es un intervalo superior: (as, ), [as,>0), @ o R. Supongamos que los subgraficos
de ¢ o F fragmentan (x;, s;)i<m. Ninguno de los conjuntos Ay, puede ser @ ni R, pues en esos casos la
pertenencia de la coordenada i seria constante.” Por tanto, para cada i, existe a; tal que la condicién
de pertenencia es a; < f(x;) 0 a; < f(x;).

Para cada S C {1,...,m}, elegimos fs € F que realiza la traza S. Sea I. el conjunto de
coordenadas en las que aparece la condicién cerrada a; < f(z;). Para cada i € I, las cantidades
a; — fs(x;), Sc{l,...,m}, ¢S, son estrictamente positivas. Como son finitas en nimero,

podemos elegir 7; > 0 menor que todas ellas. Definimos

b — a; — N, 1 E [c>
e a;, ) ¢ IC.

Entonces, para todo S y todo i, b; < fs(z;) <= i € S. Asi, los subgraficos abiertos de F

fragmentan (x;,b;);<m. En consecuencia, la dimensién VC-subgrafico de ¢ o F no excede la de F.
Si ¢ es no creciente, la funcién @(u) := @(—u) es no decreciente y p o f = @ o (—f). El resultado

se sigue del caso anterior y de (4), porque —F es VC-subgrafico. Esto prueba (8). O

Cierre del circulo: semiespacios, bolas y elipsoides. Los lemas de permanencia permiten
verificar la propiedad VC sin volver a la definicién combinatoria, y con ella la propiedad Donsker. Sea

En formulas: C_y = {(z,t) : t < —f(z)} = {(x,t) : =t > f(z)}, la preimagen por la aplicacién fija (x,t) — (z, —t)
del complemento del subgrafico cerrado C'y; se combinan las partes (1) y (5) del Lema 2.47 con la observacién inicial.

"Formalmente, la clase {Cy, : f € F} esté contenida en {(ANEL)U(BNE_)UK : A€ A, B € B}, con A,B
clases VC (preimédgenes por aplicaciones fijas de subgréficos y supergraficos), Ex = {a 2 0} x R y K fijos; una clase de
un solo conjunto es VC, y se aplican las partes (2) y (3) del Lema 2.47. La permanencia (5) de la dimensién VC bajo
preimagenes es puramente conjuntista: no requiere inyectividad ni medibilidad. La medibilidad de a y 1 se exige, en
cambio, para que las funciones transformadas (f + a, fa, f o)) sigan siendo medibles, como pide la Definicién 2.42; la
© mondtona de (8) es automdticamente boreliana.

"La pertenencia (z;,5;) € Cyor s s; < p(f(z;)), es decir f(z;) € As,. Si Ay, = @, el punto no pertenece a ningin
subgrafico y no se selecciona el total; si A5, = R, pertenece a todos y no puede excluirse. En ambos casos falla la
fragmentacién.
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G={r—0"z+c: 0 €R? ceR}, un espacio vectorial de funciones sobre R? de dimensién d + 1.
Por el Lema 2.45, G es VC-subgrafico, y por el Lema 2.48(3) la coleccién de semiespacios abiertos

H:{g>O}:{{ﬁeRd:QTx+c>0}:9€Rd, CGR}

es una clase VC de conjuntos. Su envolvente es F' = 1, de modo que P*F? =1 < oo para toda P; el
Teorema 2.41 da la cota (2.6), que implica (UE), y el Teorema 2.32 concluye que H es P-Donsker
para toda probabilidad P en R?, bajo las condiciones de medibilidad correspondientes. Agrandando
el espacio vectorial se cubren més clases con el mismo argumento: con Gy = span{l,xy, ..., x4, |z|*},
de dimensién d + 2, la clase {Gy > 0} contiene todas las bolas abiertas, pues {z : ||z — a| < 7} =
{x:7r? — ||la||* + 2a"x — ||z]|* > 0}; y con el espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo 2,
de dimension (d + 1)(d + 2)/2, se obtienen los elipsoides. En todos los casos la envolvente es 1 y la
conclusion Donsker es la misma.

2.7. Numeros de bracketing

Mientras que la teoria VC controla muchas clases mediante argumentos combinatorios, las cotas
de bracketing para clases suaves provienen de la teoria de aproximacion. En algunos casos estas cotas
son uniformes respecto de la medida subyacente.

2.7.1. Funciones y conjuntos suaves

Para a > 0, sea m := max{j € Ny : j < a} = [a] — 1. Asi, si 0 < a < 1, entonces m = 0. Sea
X C R? acotado. Para un multiindice k = (k1. .., kq) escribimos |k| = ki +---+kqy D¥ = o

1 g
ozt -0z,
Para funciones f : X — R suficientemente regulares, definimos

DF — DF
1fllo = mix sup [DHf(@)| +max sup LS = DO,
H<m eini(x) K= yemi(r)  llz =yl

zFy

Sea C¢,(X) la clase de funciones continuas f : X — R para las cuales la norma anterior estd bien
definida y satisface || f||o < M. La notacién || - ||e queda reservada para la norma supremo sobre X.

Las cotas cldsicas de entropia para C¢(X) en norma supremo dan inmediatamente cotas de
bracketing en L,(Q), uniformes en Q.

Teorema 2.49 (Entropia supremo de clases Hélder (Teorema 2.7.1 en [vdV-W])). Sea X un
subconjunto convexo y acotado de R%, con interior no vacio. Eriste una constante K, que depende
solo de v y d, tal que

1 d/«
log N(e, C2(X), || - o) < K MY <€> L es0,
donde X' := {x € R? : dist(z, X) < 1}.

Corolario 2.50 (Bracketing de clases Holder). Sea X C R? convexo y acotado, con interior no vacio.
FEziste una constante K, que depende sdlo de o, d y diam(X), tal que, para todo r > 1, todo e > 0 y
toda probabilidad () sobre X,

d/a
log Ny (e, CE(X), L@) < K (1)

£
Demostracion. Seap = N(n/2,C¢(X), || - ||oo)- Internalizando el cubrimiento —en cada bola de radio
n/2 que corta a C{(X) se elige un elemento de la clase—, obtenemos fi,..., f, € C{(X) tales que

todo f € C¢(X) satisface ||f — fi]loo < 7 para algtn ; en particular, los f; son medibles y los brackets
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que siguen son admisibles. Entonces f; —n < f < f; +n, de modo que [f; —n, f; +n] cubre a f. Como
@ es probabilidad, ||(f; +n) — (fi — )|l = 2. Por tanto,

Np(20, O (), 1,(@) < N (2,02, )

Aplicando el Teorema 2.49 en el radio 1/2 = /4, reemplazando n = £/2 y absorbiendo el factor 4%/«
en la constante,

1 d/a
log NJ(=, C(2), L(Q)) < K A& (2) .

Si D = diam(X) y 2y € X, entonces X' C B(zg, D+1); por tanto A(X1) < vg(D+1)%.5 Absorbiendo
esta cantidad en la constante, obtenemos la cota anunciada. O

Consecuencia. El Corolario 2.50, junto con el teorema de Donsker por bracketing, implica que
C%([0,1]%) es universalmente Donsker si a > d/2. En efecto, para r = 2 la integral de bracketing
queda dominada cerca de 0 por [, e~%?%) de, que es finita exactamente cuando d/(2a) < 1.%' Por
ejemplo, en [0, 1] basta una condicién Holder uniforme de orden > 1/2; en [0, 1]? basta cualquier
suavidad o > 1.

Subgraficas suaves. La suavidad de las fronteras no basta por si sola para obtener una clase
Donsker de conjuntos: también se requiere una condiciéon sobre la medida subyacente. Si la masa de
probabilidad se concentra de forma errdtica cerca de las fronteras, la suavidad geométrica ayuda
poco. El siguiente resultado da una cota de bracketing para subgraficas suaves bajo una hipotesis de
densidad acotada.

Corolario 2.51 (Subgraficas Holder). Sea d > 2 y sea Cy. 4 la coleccion de subgrdficas en [0,1] de fun-
ciones f € C([0,1]971), es decir, Coq = {{(x,t) € [0,1] x [0,1] : ¢ < f(a)} = f e CH([0, l]dfl)}.
Si Q) es una probabilidad en R? con densidad de Lebesque acotada q, entonces, para todo r > 1 y todo
e >0,

(d-1)/a 1 (d—D)r/a
08 Ny (2, o (@) < K gl (1)

donde K depende solo de o y d. Aqui C, 4 se identifica con la clase de indicadoras {1¢: C € Coa}-

Demostracion. Sea p = N(n/2,C¢([0,1]%71), | - ||oo)- Internalizando el cubrimiento —en cada bola de
radio 7/2 que corta a la clase se elige un elemento de ella—, obtenemos fi, ..., f, € C([0,1]*") que
forman una n-red en norma supremo; en particular, los f; son continuos y los conjuntos que siguen
son medibles. Por el Teorema 2.49, aplicado en dimensién d — 1 y en el radio n/2, absorbiendo el
factor 2(¢=1D/« en la constante, logp < Kon~ @1/ Para cada 4, definimos los conjuntos inferior y
superior dentro del mismo cilindro que aparece en la definicién de C, 4:

G = A{(z,1) € [0, x [0,1] : £ < fi) —n},
Cr = {(x,t) € [0, 1] x [0,1] : t < fi(x) +n}.

Si Cp:={(z,t) € [0,1]%1 x[0,1] : t < f(2)} y ||f — filloo <1, entonces C; C Cp C C;f. Ademés,
CHr\Cr c{(x,t) : x €[0,1]"Y fi(x) —n <t < fi(r) +n}. Como Q tiene densidad acotada g,

QICH\C) < Jio, a1 f]f}(%)f:q(:n,t) dt dr < 21n||q||s. Por tanto, el tamano L,(Q) del bracket de
indicadoras [1 -, 1,+] es a lo sumo |1+ — 1o~ |lg., = Q(C;7 \ C7)Y™ < (2n]1q]|00) /™. Asi,

Ny(@allale)'" Couts 1r(@)) < p = N (2,020,111, e )

8094 es el volumen de la bola unitaria de RY. La inclusién: si y € X!, hay 2 € X con ||y —z| < 1,y ||y — zo|| <

ly — 2l + [l — zol| <1+ D.

81La raiz de la cota del corolario es K'/2¢=%/(2®) Para ¢ > 2, un tinico bracket [—1,1] cubre la clase (||f]|o <
[Iflla < 1)y tiene tamafo ||2]|g2 = 2 < €; la integral sobre (2, 00) se anula y sélo importa el comportamiento cerca de
0.
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Tomando n = se obtiene

87"
2|lqllo

(d-1)/
2|lq/lo ¢
gr '

log Nyy(g,Caa; L (Q)) < Ko <
Absorbiendo 2(@=1/ en la constante, queda

(d-1)/a 1 (d—D)r/a
08 Ny (2, o, (@) < K gl (1)

]

Observacién 2.52 (El caso d =1). Si d = 1, el dominio horizontal es un punto y la clase se reduce
a una familia de intervalos iniciales de [0, 1]. Es una clase VC de dimensién 1 y, en particular, es
Donsker. La cota de potencia del corolario anterior no debe extrapolarse poniendo formalmente
d — 1= 0: en ese caso la entropia puede crecer de manera logaritmica en 1/, y no existe una cota
uniforme independiente de €.

Consecuencia para subgraficas. Para d > 2, del Corolario 2.51 y el teorema de Donsker por
bracketing, las subgraficas de funciones en C([0,1]%7!) son P-Donsker para toda P dominada por
Lebesgue con densidad acotada si @ > d — 1. En efecto, aplicando el corolario con r = 2, la integral de
bracketing queda dominada cerca de 0 por fol ==/ de que es finita exactamente cuando o > d — 1.
En el caso de conjuntos del plano recortados por funciones f : [0, 1] — [0, 1], esto se reduce a a > 1;
es decir, basta una derivada con regularidad Holder positiva.

Si en lugar de seguir la convencién anterior se consideran subgraficos de funciones f € C2([0, 1]¢),
entonces los subgraficos viven en R%*!. Denotando esa clase por

Clgi= {Subg(f) : f € CH(0, 1)}, Subg(f) = {(z,£) € [0,1]* x R : £ < f()},
el mismo argumento da, para toda probabilidad @ sobre R%*! con densidad acotada g,

N 1 dr/a
log N) (= Chas L+(@) < Kllalle (2)

En esta parametrizacion, la condicién de Donsker por bracketing es o > d. Esta observacion es
sélo una reindexacion de la version de [4].

83



Capitulo 3

Aplicaciones estadisticas

3.1. M-estimadores

El método més importante para construir estimadores estadisticos consiste en elegir el estimador
que maximiza cierta funcién de criterio. Denominaremos a tales estimadores M-estimadores (de
“maximum” o “minimum”). En el caso de observaciones i.i.d. Xi, ..., X,, un tipo comin de funcién
de criterio es de la forma 0 — P,mg = % ", me(X;), para funciones my conocidas y definidas sobre
el espacio muestral. En particular, el método de maxima verosimilitud corresponde a la eleccion
my = log py, donde py es la densidad de las observaciones.

La teoria de procesos empiricos aparece de manera natural al estudiar las propiedades asintoticas
de estos estimadores. En este capitulo presentamos varios resultados que proporcionan la distribucion
asintotica de los M-estimadores. Algunos resultados son de caracter general, mientras que otros
presuponen el esquema de observaciones i.i.d.

En muchas situaciones, los estimadores que maximizan cierta aplicaciéon también resuelven un
sistema de ecuaciones. En particular, en el caso de observaciones i.i.d., muchos estimadores son
un cero de una aplicacion del tipo 0 — P,1y, para aplicaciones dadas 1y en el espacio muestral.
Nos referiremos a las soluciones de ecuaciones de estimacién como Z-estimadores (de “zero”; cero).!
Obsérvese que en parte de la literatura el nombre M-estimador se utiliza (también) para lo que aqui
llamamos Z-estimador, y no siempre se hace la distincién entre los distintos tipos de estimadores.

El comportamiento asintotico de los Z-estimadores se estudia més adelante. El enfoque alli
presentado ofrece una alternativa al enfoque de este capitulo, aunque en general las propiedades
asintoticas de los M-estimadores se estudian mas facilmente a partir de su caracterizacién como
maximos. En este capitulo discutimos dos enfoques que utilizan directamente esta caracterizacion.

El pardmetro natural (o funcional) se denota 6 y se supone que recorre un subconjunto © de un
espacio métrico; por ejemplo, un espacio euclideo. A menudo resulta ttil separar la derivacién del
comportamiento limite de una sucesion de estimadores 6, en subproblemas, tales como demostrar la
consistencia, obtener la tasa de convergencia y, finalmente, establecer la distribuciéon limite. En este
esquema ciertos teoremas se aplican a pardmetros locales (pseudo-pardmetros) (como h = /n (§—0,) si
0o es el parametro verdadero). Por conveniencia, los teoremas que tipicamente se aplican a pardmetros
locales se enuncian en términos de un parametro h.

El teorema del argmax

El teorema del argmax formaliza una idea sencilla: bajo condiciones adecuadas, la convergencia
de las funciones de criterio permite deducir la convergencia de sus maximizadores. Si el funcional
argmax fuera continuo con respecto a alguna métrica en el espacio de funciones de criterio, entonces
la convergencia en distribuciéon de las funciones de criterio implicaria la convergencia en distribucion
de sus puntos de maximo—Ilos M-estimadores—al punto de maximo de la funcién de criterio limite.

IPara algunos propésitos, como demostrar consistencia o tasas de convergencia, particularmente en el caso de
modelos convexos en el pardmetro, es técnicamente conveniente elegir una funcién diferente.
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Esto es simplemente un caso particular del teorema de la aplicacién continua para la convergencia
débil.

En consonancia con el desarrollo principal de estas notas —la convergencia de procesos estocasticos
en espacios del tipo £*°(T"), como el proceso empirico—desarrollaremos esta idea utilizando la topologia
uniforme en el espacio de funciones de criterio.

Considérese una sucesiéon {M,(h) : h € H} de procesos estocasticos indexados por un espacio
métrico H. Para cada n, sea el estimador h, un punto de (casi) maximo de la funcién de criterio
h +— M, (h). Formalmente, B, puede ser cualquier aplicacion con valores en H definida sobre el mismo
espacio de probabilidad que el proceso M, sin que supongamos necesariamente su medibilidad de
Borel. Sea {M(R) : h € H} un proceso limite y sea h un elemento aleatorio Borel-medible con valores
en H. Por esta razén, en los enunciados y pruebas usaremos probabilidades exteriores P* cuando
intervengan los estimadores hy, 0 supremos potencialmente no medibles.

El funcional argmax es continuo en aquellas funciones M que tienen un punto de maximo tnico y
“bien separado”: la funcién h — M (h) debe ser estrictamente menor que M (h) en el complemento de
todo entorno del punto h. Este requisito, que parece natural, es la primera condicién del siguiente
lema.

El lema siguiente aisla el argumento basico; en aplicaciones concretas puede ser necesario adaptarlo
a la geometria particular del criterio.

Lema 3.1. Sean M,,, M procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico H, y sean A, B C H,
con B # @. Supdongase que existe un elemento aleatorio Borel-medible h, con valores en H, tal
que, casi sequramente, M(h) > suppeag M(h) para todo abierto G h. Supéngase ademds que
M, (h,) > supp,er My (h) — op=(1 ) Si M, = M en (>*(AU B), entonces, para todo cerrado F C H,
limsup,, .. P*(h, € FNA) <P(h € F U B°).

Demostracion. Si F'N' A = &, no hay nada que probar. En otro caso, por el teorema de la aplicacién
continua, Y, := suppcpna Mn(h) — suppep My (h) = Y = suppcpna M (h) — supyeg M (h), pues
f > suppna f —supp f es continuo para || - ||s-

Sea &, = op+(1) tal que M, (h,) > supcy Myn(h) — &,. Entonces {h, € F N A} C {Y, > —&,}.
Como Y, +¢, = Y, por Slutsky y Portmanteau aplicado al cerrado [0, 00), lim sup,, IP’*(/Azn € FNA) <
P(Y > 0) = P(supprg M > supg M).

Resta acotar este ultimo evento. En efecto, si h ¢ Fy h € B, entonces G = F* es un abierto que con-
tiene a h, y por la separacién del méaximo, supy,cpna M(h) < SUpheae M () < M(h) < sup,cp M().
Por tanto, {supp~4 M > supy M} C {h € F}U{h ¢ B}, y se obtiene limsup,, .., P*(h, € FNA) <
P(h € F U B°). O

Si M,, = M en (*(H), el lema puede aplicarse con A = B = H. Entonces, para todo cerrado
F C H, limsup,, ]P’*(fzn € F) < ]P’(lAz € F), y, por Portmanteau, h, = h. Esta hip6tesis suele ser
demasiado fuerte: la convergencia uniforme de las funciones de criterio en todo H es mucho mas
exigente que la convergencia de las localizaciones de sus maximos. Por eso se prueba primero que
los maximizadores no escapan al infinito. Bajo tensién asintotica, basta controlar los criterios sobre
compactos.

Teorema 3.2. Sean M, M procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico H tales que

M, = M en (*°(K) para todo compacto K C H. Supdngase que, casi sequramente, h — M (h) es

semicontinua superiormente y posee un mdarimo unico en un punto aleatorio Borel-medible iL, el

cual es tenso como aplicacion aleatoria en H. Si (h (An) es asintoticamente tensa —es decir, para todo

€> 0 ewiste un compacto K C H tal que limsup,, IP’*(h ¢ K) < ¢e;en H=RF esto es exactamente
= Op-(1)— y My,(hy) > supjcg My, (h) — op-(1), entonces h, = h en H.

Demostracion. Fijemos un compacto K C H. Verifiquemos la condicién de separacion del Lema 3.1
con A = B = K. Trabajamos en el evento de probabilidad uno en el cual h +— M(h) es semicontinua
superiormente y tiene maximo tnico en h. Sea GG un abierto tal que h € G. Si G°N K = @, la
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separacién es trivial. Si G° N K # @, entonces, como G° N K es compacto y M es semicontinua
superiormente, existe hg € G°N K tal que M (hg) = supyep\g M (h). Como hg ¢ Gy h € G, se tiene
he # h. Por unicidad del méximo global de M, suppeg M(h) = M(hg) < M(h). Por tanto, casi

A

seguramente, M (h) > suppex g M (h) para todo abierto G 3 h.

Aplicando el Lema 3.1 con A = B = K, para todo cerrado F' C H, limsup,, P*(fzn EFNK)<
P(h € F U K°). Luego,

lim sup P*(h,, € F) < limsupP*(h,, € F N K) + limsup P*(h,, ¢ K)

<P(h e F)+P(h¢ K)+ limsup P*(h, ¢ K).

Dado & > 0, por tensién de h y tensién asintética de (lAzn), existe un compacto K C H tal
que P(h ¢ K) < ¢, limsup,, P*(h, ¢ K) < e. Asi, limsup, P*(h, € F) < P(h € F) +
2e para todo cerrado F. Como ¢ > 0 es arbitrario, el teorema de Portmanteau implica h, =
h en H. ]

Corolario 3.3. Sea (M,),>1 una sucesion de procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico
O, y sea M : © — R determinista.

(1) Supdongase que | M,—M |l 25 0 y que eiste 0 € O tal que M (o) > supgge M(0) para todo abierto G
0o. Entonces toda sucesion 0, que satisface M, (0,) > SUPpece Mn(0) — op+(1) verifica 0, =5 6.

(11) Supéngase que | M, — M| x ~— 0 para todo compacto K C ©, y que 8 — M(6) es semicontinua
superiormente 1y tiene un inico mdazimo en 0y. Entonces la misma conclusion vale si (0,) es
asintéticamente tensa; en particular, si © = R? (o, mds generalmente, si © es cerrado en R?),
basta que (én) sea acotada en probabilidad. ST © no es cerrado, la acotacion en probabilidad no
basta: los cerrados acotados de © no son necesariamente compactos de ©, y el mazximizador

puede fugarse hacia la frontera.

Criterio reescalado y distribucion limite. Los resultados anteriores estan escritos para un
parametro abstracto h, porque en las aplicaciones a distribucién limite se aplican tipicamente al
parametro local h = r, (6 — 6y), donde 6 es el valor verdadero y r,, — 0o es la tasa de convergencia. Si
0, maximiza 0 — M, (0), entonces h,, := r, (6, —0y) casi maximiza, en el espacio local correspondiente,
un criterio de la forma h — an{Mn<90 + f) — Mn((%)}, a, > 0. El factor a, no cambia el

punto de maximo, pero permite obtener un limite no degenerado. En cambio, el Corolario 3.3 se aplica
normalmente al criterio original M,,, o a un multiplo positivo suyo, para probar primero consistencia.

Un esquema estandar para obtener la distribucion limite de M-estimadores euclidianos consiste
en:

= probar la consistencia én £ Oo;
= probar la tasa r,, equivalentemente h, = rn(én —6y) = Op+(1), es decir la tensién asintética de Bn;

= probar que los criterios locales reescalados convergen en distribucién a un proceso limite M en
>*({h:||h]]| < K}), para todo K < oo.

Si las trayectorias h — M (h) son semicontinuas superiormente y poseen un maximo tnico h, entonces
el teorema del argmax da r,(0,, — 6y) = h, = h.

Ejemplo 3.4

Sea X7, ..., X, una muestra i.i.d. de Py,, con densidades (py : 6 € ©) respecto de una medida
dominante, donde © C R* es abierto y 6y € ©. Sea L, (#) := 3", log ps(X;) la log-verosimilitud.
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Para h € R* definimos el criterio local g, (h) := L, (90 + %) —L,(6o), h € H, :=/n(©—6).
Como 6, es interior, todo compacto K C R” esta contenido en H,, para n suficientemente grande.
Para trabajar sobre un dominio fijo, extendemos el criterio a todo R*¥ mediante

— o _ Jon(h), h € Hy,
galh) = {—n, h ¢ H,.

Como 0 € H, y 9,(0) = 0 > —n, se tiene la identidad exacta sup,cgr §n = SUPpcy, gn = 0.
Ademas, todo casi-maximizador de g, con error op:(1) pertenece a H, con probabilidad que
tiende a uno, pues fuera de H, el criterio vale —n, mientras que el supremo es no negativo.
Ademas, sobre cada compacto fijo se tiene g, = g, para todo n suficientemente grande.

Supéngase que el modelo es LAN en 6, con informacién de Fisher Iy, positiva definida, en
la siguiente forma secuencial: existe una sucesién de vectores aleatorios A, tal que A, =

A, A ~ Ni(0, Iy,), v, para toda sucesién h,, — h,

Ly, (90 + \/ﬁ> = Lu(00) = hy An = Sy Loy on + 0pg, (1).
En el caso regular iid., A, = n~ 25" {4 (X;), con by, := Oglogpslo—g,, con Pu,ly, =

0, Pgoégoééro = Ip,. Como h,, - hy A, = O]peo (1), en la expansion anterior el miembro derecho
puede reemplazarse por h' A, —% hTIQOh—f—OpeO (1). La formulacién con sucesiones h,, — h es ligera-
mente mas fuerte que la propiedad LAN puntual (la expansién con h fijo); es la que se obtiene, por
ejemplo, bajo diferenciabilidad en media cuadrética, y es la que usaremos para obtener la conver-
gencia en (*°(K). La propiedad LAN implica, en particular, la convergencia finito-dimensional del
criterio local: (g, (h1), -, gn(hm)) = (g(h1), ..., g(hm)), g(h) := hT" A—LhT Iy h. Esta conver-
gencia finito-dimensional, por si sola, no basta para aplicar el teorema del argmax. Para ello supone-
mos ademads la version uniforme en compactos: g, = ¢g en (*°(K) para todo compacto K C
Rk,

Sea Aé" un estimador de maxima verosimilitud, o méas generalmente un casi-maximizador, tal que
L,(6,,) > suppee Ln(0) —op;. (1), y supdéngase que ya se prob la tasa h, := /n(6,—6y) = Op;o (1).
Entonces h,, casi maximiza g, sobre R¥, pues g,(h,) = Ly(6,) — L,(60) > supp,cgs gn(h) — op; (1).
El proceso limite g tiene trayectorias continuas y, como Iy, es positiva definida, Vg(h) =
A — Iy h, V2g(h) = —1Iy, < 0. Por lo tanto g tiene un maximo tinico en h = I(;OIA. La tension
asinttica de (hy), la convergencia g, = g en £>°(K) para todo compacto K C R, y la versién
localizada del teorema del argmax implican \/n(0, — 0y) = h, = h = Iy, 'A. Finalmente, como

A ~ Nk(o,fgo), \/ﬁ(én = ‘90) = Nk(o,feiol)
N

3.1.1. Tasa de convergencia

En el caso regular euclidiano, si M es dos veces diferenciable, 6, es interior y M tiene un maximo
local en 6y, entonces VM (6y) = 0 y el Hessiano es semidefinido negativo. Si, ademés, el Hessiano
es definido negativo, la expansién de Taylor motiva la condicién cuadratica local M (6) — M (6y) <
—d*(0,0,) para 0 cerca de 0. La tasa de un casi-maximizador de M,, se obtiene comparando esta
caida determinista con el médulo de continuidad de M,, — M.

Teorema 3.5. Sea M, una sucesion de procesos estocasticos indexados por un espacio semimétrico
(©,d), y sea M : © — R determinista. Supongase que existen ¢ > 0 y una vecindad U de 0y tales
que M(0) — M (6y) < —cd*(0,6,), 0 € U. Supongase ademds que, para todo n y todo 6 > 0
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suficientemente pequeno,

\ 3 v $n(9)
Ed(;&?g'(M" M)(0) — (M, — M)(60)| < N

donde, para algin o < 2 independiente de n, § — ¢"(5) es no creciente. Sea r, > 0, con r, — o0,
tal que r2¢,(1/r,) < /n para todo n. Supongase que existe una sucesion de variables aleatorias
A, >0, con A, = Op<(r,2%), tal que M, (9 ) > M,(6h) — A, y 0, LA 0y. Entonces 1, d(én,é?o) =
Op+(1). Si las condzczones anteriores valen para todo 6 y todo 6 > 0, la hipdtesis de consistencia no
es mecesaria.

Demostracion. Escribamos W,, = M,, — M. Por la hipétesis local, existen n > 0y k£ > 0 (por ejemplo,
k = ¢y n tal que la bola de radio n centrada en 6, esté contenida en U) tales que, si d(6,6y) < n,
M(0) — M(0y) < —rd*(0,00), vy la cota del médulo estocdstico vale para todo 0 < d < 7. Sea A, la
sucesion de la hipotesis de casi-maximizacion.

Para j € Z, definamos las coronas diadicas S, := {0 : 277! < r,d(6, 6,) < 27}. Fijado un entero
m, si rnd(én, Op) > 2™y 2d(én, 0p) < m, entonces 0, € S; ., para algin j > m con 27 < nr,. Por tanto,

P*{rnd (0, 00) > 27} <P*| |J {0, €S} | +P*{2d(0,,00) > n}

j>m

2j<777’n (1)
<P AS )+ . PO, € Sjn, Anc) + PH{2d(B,,,00) > 1}
o e

Sea C' > 0y pongamos A, ¢ = {r2A, < C}.

En el evento A,¢c N {6, € S;,}, SuPges, AMn(0) — My(60)} > —Cr, % Si ademds 27 < nry,
entonces S;,, C {0 : d(0,6,) < n}, y para todo 6 € Siny M(0) — M(6, ) —k2%72r -2 Luego, para
m suficientemente grande, dependiendo sélo de C'y &, existe ¢ > 0 tal que, para todo j > m,

]P’*(én € Sin, Anc) <P* { sup |[W,(0) — W,(00)| > c22j7°n2} :
GESjyn
Como Sj, C {0 : d(0,00) < 2//ry,}, se tiene supges, , [Win(0) — Wi(fo)| < supgg.g,)<2i/r,, [Wa(0) —
W,(6o)]. '
Luego, por Markov y por la hipétesis del médulo, con 6 = 27 /r,,,

P*(6, € Sjm, Anc) < T sup Wa(0) — Wa0)]

27 4(60,00)<2 /1
~2%y/n
Para j > m > 0, la monotonia de § — ¢,(8)/6% implica ¢,(27/r,) < 27%¢,(1/r,), siempre que
2 /r,, < n. Usando 12¢,(1/r,) < /n, 2eal2/rn) < 9i(a=2) Por consiguiente,

2% \/n

S P (B, € Sjn, Ane) S Y 200072 < gmle?), (2)
j>m i>m
2j<’l71"n

De (1) y (2),
lim sup P*{r,d(0,,, 0p) > 2™} < 2™~ 4 lim sup P* (A}, o)

+ lim sup P*{2d(0,,, 6,) > n}.
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Por consistencia, limsup, P*{2d(f,,60,) > n} = 0. Ademas, como r2A, = Op-(1), el término
lim sup,, P*(Aj, ) se hace arbitrariamente pequefio tomando C' suficientemente grande.

Finalmente, como a < 2, 2™@=2 — ( (m — o0). Asi, lim,,_,s lim sup, P*{r,d(6,,6y) >
2m} = 0, lo cual equivale a r,d(f,,0y) = Op«(1).

Si las condiciones son globales, se omite el recorte por 7, la suma se toma sobre todos los
J > m, y desaparece el término [P’*{Qd(én, 0o) > n}. Por eso, en el caso global no se necesita suponer

b, = 0,. O
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