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Estas notas estdn muy fuertemente basadas en [5]. Tienen como requisitos probabilidad y medida.
Una referencia clésica para los conceptos de probabilidad es [4]. Para teoria de la medida, véase [3];
para procesos en espacios generales, véase [1].

La secciéon denominada o-algebra generada por bolas es complementaria, y se puede omitir en
una primera lectura, no es requisito para la lectura de lo que sigue. Lo mismo sucede con la seccion
Uniformidad y metrizacion.

Todas las erratas y errores que puedan contener estas notas son de mi responsabilidad. Quedo
agradecido al lector que, amablemente, me las haga saber a cholaquidisalejandro@gmail.com



Capitulo 1

Fundamentos: integral exterior y
convergencia débil

1.1. Introducciéon y motivacion

La teoria de procesos empiricos estudia el comportamiento de promedios muestrales, no funcién
a funcién, sino de manera uniforme sobre familias enteras de funciones. Antes de introducir la
maquinaria general, conviene ver el ejemplo concreto que originé toda la teoria y que contiene, en
miniatura, las dos preguntas centrales.

El caso clasico: la funcién de distribucién empirica

Sea X1i,...,X, una muestra i.i.d. de una variable aleatoria real X, definidas en un espacio de
probabilidad (2, .4, P), con funcién de distribucién F'. La funcién de distribucién empirica es

Fn(t) = ]l(—oo7t](Xi)7 teR.

1
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Para cada t fijo, la ley fuerte de los grandes nimeros da F,,(t) — F(t) c.s. El teorema de Glivenko—
Cantelli refuerza esta afirmacién puntual y establece

| E — Flloo = sup |F,(t) — F(t)] = 0 cs.
teR

Esta es la primera aparicion natural de una ley uniforme de grandes nimeros.
La utilidad estadistica de esta convergencia es inmediata. Si T" es un funcional definido sobre una
clase de distribuciones y T es continuo en F' respecto de la norma uniforme, entonces

|F, — Flloo = 0 implica T(F,) — T(F).

Asi, el teorema de Glivenko—Cantelli justifica la consistencia de estimadores plug-in. Esta idea es
simple pero fundamental: muchos estimadores se obtienen reemplazando la distribucién desconocida
F por su versiéon empirica F,.

Fluctuaciones: el teorema de Donsker

La segunda pregunta natural no es sélo si F), converge a F', sino como fluctia alrededor de F'.
Definimos

G,(t) = Vn(Fu(t) — F(t)), t € R.

Para cada t fijo, el teorema central del limite da G, (t) = N(0, F(t)(1 — F(t))), donde = indica
convergencia en distribucién (que definiremos més adelante). Pero muchos estadisticos dependen
del camino completo t — G, (), no de un unico valor. El teorema de Donsker afirma que, bajo la
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topologia adecuada, \/n(F, — F) = Uo F, donde U es un puente browniano estandar, es decir, un
proceso gaussiano centrado con covarianza Cov(U(s),U(t)) = s At — st.
Por ejemplo, bajo Hy : F' = Fy, con Fy continua, el estadistico de Kolmogorov—Smirnov satisface

V|| F, — Folleo = sup |U(u)|.

<u<1

De modo similar, el estadistico de Cramér—von Mises tiene limite
1
n / (B, — Fo)?dFy = / U(u)?du.
0

Estos ejemplos muestran por qué no alcanza el TCL para F,(t) con t fijo: las pruebas globales de
bondad de ajuste son funcionales del proceso entero.

Estos dos resultados —una ley uniforme de los grandes ntimeros y un teorema central del limite
uniforme— son el modelo de toda la teoria que sigue. El objetivo del curso es extenderlos: reemplazar
la familia de semirrectas por una clase arbitraria de funciones, y entender en qué espacio viven
entonces los objetos limite y qué significa alli converger. Para eso necesitamos primero fijar la notacién
general.

Notacién general y el proceso empirico

Sea ahora Xi,..., X, una muestra i.i.d. de una variable aleatoria X, definidas en un espacio de
probabilidad (€2, .4,P), con ley comin P, sobre un espacio medible (X, B). Para una funcién medible
f: X — R, escribimos

Pr=[fp. Pg=1Y (X)),
=1

donde P, = n"' 3%, dx, es la medida empirica. Para una funcién fija f, la ley fuerte de los grandes
numeros y el teorema central del limite dan, bajo las hipdtesis usuales,

P.f = Pf cs., Vn(P, — P)f = N(0, P(f — Pf)%).

Estos resultados son puntuales en f. Sin embargo, como acabamos de ver en el caso clasico, en muchas
aplicaciones estadisticas no se estudia un tnico promedio P, f, sino toda una familia de promedios
(P.f)fer, donde F es una clase de funciones B-medibles tales que P|f| < oo para toda f € F, de
modo que Pf esté definido como niimero real. Por eso aparecen naturalmente las cantidades

P = Pllr = suplPuf = PAL. Gof o= VP, = P)f = ;ﬁ g{fom P}, ferF.

El objeto G,, se llama proceso empirico indexado por F; es una funcién que manda w € Q a G, (w),
que actua sobre las funciones de la clase F, es decir G, (w) es un elemento en el espacio

((F)={z: F = R:|z]|r < o0}, donde ||z||f:§ug|z(f)|
€

Para que efectivamente |G, (w)||z < oo vamos a tener que pedir una condicién de existencia de
envolvente para la familia F que veremos mas adelante.

El caso clasico se recupera como caso particular: si X = R, tomando la clase de semirrectas
Fo= {1(—00,1:} 1t € R} resulta F,(t) = P, 1(_w,, de modo que estudiar F,, — I equivale a estudiar
P, — P sobre Fy, y el proceso G, (t) de la seccién anterior es exactamente G, 1(_oo -



Clases de Glivenko—Cantelli y clases de Donsker

Sifi,...,fr € F satisfacen ademéas P fj2 < oo para todo 7, el TCL multivariado da

(Gufis- o Gufy) = Np(0,%), Xy =P(fi — Pfi)(f; — Pfy).

Pero esta convergencia finito-dimensional no controla el proceso completo. Cuando la trayectoria
f— G, f es acotada, identificamos G,, con un elemento de ¢>°(F). Esta acotacién no se deduce de la
medibilidad e integrabilidad de cada coordenada y debe verificarse en cada aplicaciéon concreta.

La teoria de procesos empiricos busca condiciones sobre F que garanticen dos propiedades
uniformes, andlogas a los dos teoremas del caso clasico. La primera es una ley uniforme de grandes
numeros: ||P, — P||z — 0. Cuando esto ocurre, se dice que F es una clase P-Glivenko—Cantelli. La
segunda es un teorema central del limite uniforme: G,, = Gp en £*°(F), donde Gp es un proceso
gaussiano centrado con covarianza

Cov(Gpf,Gpg) = P(fg) — (Pf)(Pg).

Cuando esto ocurre, y G,, se considera como aplicacién con valores en ¢*°(F), se dice que F es una
clase P-Donsker. Al discutir clases P-Donsker supondremos, como minimo, que F C L?*(P), de modo
que esta covarianza esté bien definida para todo par f,g € F. El teorema de Glivenko—Cantelli dice
entonces que JFy es P-Glivenko—Cantelli para toda P, y el teorema de Donsker, que Fy es P-Donsker
para toda P.

Motivacion estadistica: M-estimacion

Estas definiciones aparecen de manera natural en M-estimacion. Supongamos que

A

0, € argmax P,my, 0y € argmax Pmy,
6co 6O

donde L
ang = — ZTTL@(Xl)
N =1

Para deducir que el maximizador empirico 6,, se aproxima al maximizador poblacional 6y, una
condicién béasica es que el criterio empirico se aproxime uniformemente al poblacional:

sup | P,mg — Pmy| — 0.
)

Es decir, necesitamos que la clase {my : § € ©} sea Glivenko—Cantelli. Esta condicién, combinada
con una hipétesis de maximo bien separado —para todo € > 0, supy(g g,)>- Pmo < Pmg,—, implica
la consistencia én — fp, como veremos mas adelante.

El ejemplo principal es la méxima verosimilitud. Para un modelo dominado {py : § € ©} respecto
de una medida u, tomando my = log py resulta

1L LT
arg mix — ; log pg(X;) = arg rgeaggpe(Xi),

pues el logaritmo es creciente y dividir por n no altera el argmax; de modo que 0, es precisamente el
estimador de maxima verosimilitud. Conviene normalizar tomando my = log(ps/ps, ), 1o que tampoco
altera el argmax empirico, ya que difiere del anterior en un término que no depende de 6. El criterio
poblacional resulta entonces

Pmy = ~K(pa.po) 0. donde  K(p.q) = [ ploz” dy



es la divergencia de Kullback-Leibler. Asi, Pmy alcanza su maximo, igual a 0, si y s6lo si pg = py,
[-c.s., y, bajo identificabilidad, esto equivale a 6 = 6.

Para estudiar no sélo la consistencia sino también la distribucion limite de én, es necesario analizar
con mayor precision las fluctuaciones de P, — P sobre clases de funciones indexadas por entornos de
0. Aparecen entonces procesos empiricos locales. Esta es una de las razones por las que la teoria
de procesos empiricos es central en M-estimacion, estimacion semiparamétrica, bootstrap y método
delta funcional.

Por qué la convergencia puntual no alcanza

Las definiciones anteriores no son gratuitas: la uniformidad puede fallar incluso cuando toda
coordenada converge. Sea P una distribucion continua en R, y sea C la clase de todos los subconjuntos
finitos de R. Como P no tiene atomos, para cada C' € C, PC' = P(1¢) = 0, y por lo tanto P,C' — 0
c.s. Sin embargo,

sup |P,C — PC| =1 c.s. para todo n.
cec

En efecto, si C, = {X3,...,X,}, entonces C, € C, P,C,, = 1y, como P es continua —es decir, sin
atomos: P{z} = 0 para todo +—, PC,(w) = 0 para todo w.

Este ejemplo muestra que la dificultad no esta en probar leyes fuertes para cada funcion individual,
sino en controlar la complejidad de la clase completa. Por eso aparecen condiciones de entropia,
bracketing y dimension Vapnik—Chervonenkis.

Un primer problema topolégico: el espacio de Skorokhod

En el caso clasico, F, y v/n(F, — F) son funciones cadlag? sobre la recta; para trabajar sobre
un dominio compacto puede reducirse al caso uniforme mediante la transformacién cuantil (si F' es
continua), o identificarse [—oo, o0] con [0, 1] mediante el homeomorfismo () = § + X arctant, con
h(—00) = 0y ¥(400) = 1, estudiando el proceso reparametrizado u — G, (¢! (u)), u € [0, 1]. Por
eso es natural considerar D[0,1] = {z : [0,1] — R : z es cadlag}.

Una primera tentacion serfa trabajar en (D[0,1],] - ||»). El problema es que este espacio no es
separable. Esa falta de separabilidad puede generar problemas de medibilidad: procesos definidos
de manera natural punto a punto pueden no ser variables aleatorias borelianas con valores en ese
espacio.

La solucion clésica es reemplazar la topologia uniforme por la topologia de Skorokhod. Sea A la
clase de biyecciones A : [0, 1] — [0, 1] estrictamente crecientes y continuas, con A(0) =0y A(1) = 1.
Una forma de la métrica J; es

d(,y) = fof {IA ~1d |l + & = y 0 Ao}

Esta métrica permite que dos funciones estén cerca aunque sus saltos no ocurran exactamente en el
mismo instante, siempre que los tiempos de salto puedan alinearse mediante una pequena deformacion
A. Cabe aclarar que esta métrica genera la topologia J; pero no es completa; existe una métrica
equivalente y completa que exhibe a D]0, 1] con la topologia J; como espacio polaco, y que se usa
cuando se necesitan propiedades de completitud. Con esta topologia, D[0, 1] es separable, y se obtiene
un marco adecuado para la convergencia débil de muchos procesos con trayectorias cadlag.

Asi, Skorokhod resuelve de manera elegante un problema concreto: cémo formular limites débiles
para procesos en tiempo real cuyos caminos pueden tener saltos. Pero los procesos empiricos generales

!Esta normalizacién tiene ademés una ventaja técnica importante. Si se toma mg = log(ps/py, ), entonces, bajo
P = Py,, la parte positiva de my es siempre integrable, ya que (logz)™ < z y Py, (pg/pe,) < 1. Por lo tanto, Pmy esté
bien definido, aunque eventualmente pueda valer —oo. Ademas, por la desigualdad de Jensen, Pmy < 0, de modo que
Pmy € [—00,0]. En cambio, P logpy puede no estar definido: como una densidad puede tomar valores tanto mayores
como menores que 1, las partes positiva y negativa de logpy pueden tener ambas esperanza infinita.

2Recordar que cadlag significa continua por la derecha y con limites por la izquierda.



no suelen estar indexados por ¢t € [0, 1], sino por una clase arbitraria de funciones F. El espacio
natural pasa a ser (*°(F). Cuando F es grande, este espacio también es tipicamente no separable.
En general no hay una topologia de Skorokhod que arregle el problema, porque ya no hay un orden
temporal de saltos que podamos deformar.

El problema de medibilidad

El problema de medibilidad aparece de forma muy concreta. Consideremos
(Q,A,P):([0,1]78([0,1])7/\), ‘FO:{ft S [O’ 1]}7 ft(fﬁ):]l{xgt}

Definimos
Z:Q=1%(F),  ZW)(f) = filw) =T<y-

Para cada f; € Fy fijo, la coordenada w +— Z(w)(f;) es medible. Sin embargo, Z no es Borel-medible
como aplicacién con valores en (>°(Fp).

En efecto, si w # W', entonces || Z(w) — Z(w')||7 = 1. Sea A C [0, 1] un conjunto no boreliano y
pongamos

UA = U Bgoo(]:o)(Z(w), 1/2).
weA
Entonces Uy, es abierto y, por la separacién anterior, Z1(U,) = A.* Como A ¢ B([0,1]), concluimos
que Z no es Borel-medible.

Este ejemplo muestra que la medibilidad de todas las coordenadas no implica la medibilidad del
proceso completo. En procesos empiricos ocurre el mismo fenémeno: para cada f € F, w — G, (w)f
puede ser una variable aleatoria real medible, mientras que G,, : Q — ¢*°(F) puede no ser Borel-
medible.

1.2. Probabilidad exterior e integral exterior

Para no excluir estos procesos naturales, la teoria moderna trabaja con probabilidades e integrales
exteriores. Estas nociones permiten escribir afirmaciones como ||P, — P|| — 0 en probabilidad
exterior.

También permiten formular convergencia débil para procesos no necesariamente medibles. En
resumen, los procesos empiricos aparecen porque muchos procedimientos estadisticos dependen de
P, — P simultaneamente sobre una clase de funciones: supremos, argmaximos, cuantiles, pruebas
globales, bootstrap y estimadores plug-in. La teoria no sélo debe probar convergencias uniformes;
también debe formularlas rigurosamente en espacios donde los procesos naturales pueden no ser
medibles. Esta es la razéon conceptual por la cual entran la probabilidad exterior y la integral exterior.

1.2.1. Integral exterior

Recordemos que R := [—00,00] = RU {—00, +00}. Consideramos en R su o-4lgebra de Borel

B(R), asociada a la topologia usual de la recta extendida. Equivalentemente,
B(R)={BUC: Be€B(R), CC{—o0,+00}}.
Asi, una funcién U : Q — R es medible si U™'(B) € A para todo B € B(R).

Definicién 1.1. Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y T': Q — R (no necesariamente medible).
Definimos la esperanza exterior de T por

E*(T) = inf {EU : U Q — R medible, U(w) > T(w) VYw, EU existe},

3Es inmediato que Z(A) C Ua por definicién de Ua. Siw € Z71(Ua) existe w’ € A tal que || Z(w') — Z(w)||7, < 1/2,
y esto implica w = w’.



donde “EU existe” significa que
min{E(U"),E(U7)} < oo (y entonces EU = E(U") —E(U™) € [~00, 0]).

El conjunto del infimo es no vacio porque U = +oco es medible.
Para B C (), la probabilidad exterior y la probabilidad interior se definen como

P'(B) = inf{P(A): BC A, Ac A},  P.(B)=1-P(Q\B).

De modo andlogo, la esperanza interior es E,(T') := —E*(-T).

En la definiciéon de E*(T) es equivalente exigir U > T para todo w, o bien U > T fuera de un
conjunto medible de probabilidad cero. En efecto, si U > T en N¢ con N € Ay P(N) = 0, basta
reemplazar U por U = Ul ye + 0o 1y, que es medible, satisface U > T en todo  y EU = EU.
Como T puede no ser medible, hay que interpretar “U > T c.s.” de esta forma, y no mediante
P(U<T)=0.

Advertencia 1.3

La condiciéon de medibilidad que se pide sobre U en la definicién de E*(7) implica que E*(T)

depende de la o-dlgebra subyacente A. Andlogamente, la condicién de existencia de E(U) depende
de P (y de A).

El siguiente lema prueba la existencia de un mayorante medible minimo de una funcién arbitraria
T : Q — R. Més precisamente, construye una variable medible T* que domina a 7' punto a punto y
que es menor o igual, salvo conjuntos nulos, que cualquier otro mayorante medible de 7T'. La prueba
trabaja con arctanT porque arctan es creciente, acotada y biyectiva de R en [—7/2,7/2]; asi se
preserva el orden, se puede volver a la escala original mediante la tangente extendida y, al estar todo
acotado, se puede aplicar el teorema de convergencia acotada.

Lema 1.5. Para todo T : Q — R existe T* : Q — R medible tal que:
(i) T* > T punto a punto,
(ii) si U es medible y U > T P-c.s.*, entonces T* < U P-c.s.;

(iii) si E(T™*) existe, entonces B*(T) = E(T*). Mas ain, si E*(T) € R, entonces E(T*) existe y coincide
con E*(T).

Demostracion. Extendamos la funcién arcotangente a R definiendo ¢(400) = +7/2, donde ¢(z) =
arctan(z) para x € R, y sea ¥ : [-7/2,7/2] — R su inversa. Ambas funciones son medibles y
estrictamente crecientes.

Pongamos a := E*(¢(T)). Como ¢(T") toma valores en [—7/2,7/2], en la definicién de a basta
considerar mayorantes medibles con valores en ese intervalo. En efecto, si W > ¢(T') es medible,
entonces W > —7/2, y W A (7/2) sigue siendo un mayorante de ¢(T') cuya esperanza no es mayor
que la de W.

Por la definicién de a, para cada m > 1 existe una funcién medible V,, : Q — [—7/2,7/2] tal
que V,, > o(T) y EV,, < a+ 1/m.> Definimos V;, := minj<g<,, Vi. Entonces (V) es decreciente,
cada V},, es un mayorante medible de ¢(T'), y a < EV}, < EV,, <a+1 /m. Por lo tanto, V,, converge

4Como en la Observacién 1.2: A < B c.s. o A = B c.s. significa que la relaciéon vale fuera de un conjunto nulo
medible N € A, aun si alguna de las funciones no es medible. Esta convencién se usa en todo el texto.
®Nétese que a es finito: como puede restringirse a mayorantes con valores en [—7 /2, /2], cuyas esperanzas estdn en

ese intervalo, el infimo satisface a € [—7/2,7/2]. Por eso tiene sentido pedir EV,, < a 4+ 1/m: es la caracterizacién del
infimo finito.



puntualmente a una funcién medible V' : Q — [—7/2, 7/2], que satisface V' > ¢(T).% Como la sucesién
es uniformemente acotada, el teorema de convergencia acotada da

EV = lim EV,, = a = E*(¢(T)). (1.1)

m—ro0

Definimos ahora 7™ := (V). La funcién T* es medible y, como V' > ¢(T') y ¢ es creciente,
T =¢(V) > 9(o(T)) =T punto a punto.

Esto prueba (7).

Sea U medible y tal que U > T', P-c.s. Modificando U sobre el conjunto nulo excepcional, podemos
suponer que U > T punto a punto. Entonces U A T* es un mayorante medible de 7', de modo que
»(U ANT*) es un mayorante medible de ¢(T"). Por la definicién de la esperanza exterior y por (1.1),

E*(¢(T)) < E[p(U AT")] < E[¢(T™)] = EV = E*((T)).

Todas las desigualdades son, por tanto, igualdades.” Como ¢(T*) — ¢(U AT*) es una variable aleatoria
no negativa y acotada, se concluye que ¢(77*) = ¢(U A T*), P-c.s. La estricta monotonia de ¢ implica
que T* = U ANT*, P-c.s., y por consiguiente T* < U, P-c.s. Esto prueba (7).

Supongamos que ET™ existe. Como T™ es un mayorante medible de T, la definicién de la esperanza
exterior da E*T < ET™.

Reciprocamente, sea U un mayorante medible de T' cuya esperanza exista. Por (i), T* < U, P-c.s.,
y la monotonia de la esperanza extendida implica ET* < EU (esta desigualdad no necesariamente
es entre numeros reales, ambos podrian ser co). Tomando infimo sobre todos esos mayorantes U,
obtenemos ET™ < E*T'. En consecuencia, ET™ = E*T. Finalmente, supongamos que E*I" € R. Por la
definicion del infimo, existe un mayorante medible U > T tal que EU < E*T + 1. Necesariamente
EU € R: no puede ser 400 por la desigualdad anterior, ni puede ser —oo, pues entonces E*T' < EU =
—00.

Por (ii), T* < U, P-c.s., y por tanto (T*)* < U™, P-c.s. Como EU € R, se tiene EU' < 00, y en
consecuencia E(T*)" < oo. Por lo tanto, ET™* existe como valor extendido. Aplicando la identidad
anterior, obtenemos ET* = E*T" € R, lo que prueba (7). O

Definicién 1.6. 7* se llama el mayorante medible minimo de 7. Por el punto (7i) del Lema

anterior, es unico salvo modificacién en un conjunto de probabilidad P nula. Definimos ademas,

Advertencia 1.7

Es claro que, como E*(7T") depende de A y de P, T* también depende de A y de P.

Lema 1.8. Para todo B C §2 se cumple:
(i) P*(B) = E*(1) y P.(B) = E((15).).

(ii) Eziste B* € A tal que B C B* y P(B*) = P*(B). Mds ain, si B€ A, B C B y P(B) = P*(B),
entonces 15 = (1g)* P-c.s. En particular, (15)* = (1p)* P-c.s.

(ZZZ) (]lB)* + (]].Q\B)* =1 P-c.s.

6Una sucesién decreciente y acotada inferiormente (aqui por —m/2) converge en todo punto, y el limite puntual de
funciones medibles es medible.

"La primera desigualdad es la definicién de E*(¢(7")) como infimo, aplicada al mayorante ¢(U AT*), cuya esperanza
existe por ser acotado; la segunda usa U A T* < T, la monotonia de ¢ y la de la esperanza.




Demostracion. Sea B* := {(1p)* > 1}. Entonces B* € Ay B C B*, pues en B se tiene (15)* >
15 = 1. Por la definicién de P*, P*(B) < P(B*). Como B* es medible, P(B*) = E(1p5«).

Observemos que 1z« < (1g)* punto a punto: en B* el miembro izquierdo vale 1, y fuera de B*
vale 0, mientras que el derecho es siempre > 0. Por lo tanto E(1p+) < E((1p)*).

Como (1g)* > 15 > 0 punto a punto, la esperanza E(1p)* existe y, por el Lema 1.5(%ii),
E(1p)* = E*(1p). Con esto, P*(B) < E*(1p). Veamos que E*(1p) < P*(B):si A€ Ay B C A,
entonces 1,4 es un mayorante medible de 15, de donde E*(15) < E14 = P(A), y se toma infimo
sobre A. Hemos probado entonces

P*(B) < P(B*) = Elp- < E[(]IB)*]

(1.2)
— E*(15) < P*(B).

Por lo tanto obtenemos directamente la primera identidad de (i), P*(B) = E*(1p), y la existencia
afirmada en (ii): B C B* € A con P(B*) = P*(B). Més atin, 13- < (15)* y ambas variables tienen
la misma esperanza; como una variable no negativa con esperanza nula es nula c.s., aplicado a
(Ip)" —1p- >0,

(Ig)" =1p- P-c.s.

Sea ahora B € A tal que B C B y P(B) = P*(B). Como 15 es un mayorante medible de 13, la
minimalidad da (15)* < 15, P-c.s.; y las esperanzas coinciden, por (1.2): E(1p)* = P*(B) = P(B) =
E 1. El mismo argumento de esperanza nula da 15 = (15)*, P-c.s. Como 13 es medible, coincide
P-c.s. con su mayorante medible minimo;® por tanto, (13)* = (1p)*, P-c.s. Esto prueba (7).

Probemos ahora (7ii); escribimos B¢ :=  \ B. Observemos primero que el mayorante medible

minimo se traslada por constantes: para toda T : Q — R y todo ¢ € R,
(T'+c¢)=T"4c¢  P-cs. (1.3)

En efecto, T* + ¢ es un mayorante medible de 7"+ ¢; y si U es un mayorante medible de T" + ¢,
entonces U — ¢ lo es de T', de modo que, por la minimalidad, 7* < U — ¢, P-c.s., es decir, T* + ¢ < U,
P-c.s. Como c es finito, ninguna de estas operaciones produce formas indeterminadas.

Con esto, (i) es un célculo directo a partir de la definicién T, := —(=T)*: como —lg. =15 — 1,

(Upe)e = —(-1p) =—(1p—1) =—((1p)" —1) =1—(15)" Pcs,

donde la tercera igualdad es (1.3) con ¢ = —1. Es decir, (15)* + (1pc), = 1, P-c.s. Esto prueba (7).

Finalmente, intercambiando B y B¢ en (iii), (15), = 1 — (1g)*, P-c.s. Por la definicién de
probabilidad interior, la primera identidad de (i) aplicada a B¢, el Lema 1.5 y la identidad anterior
—Ia linealidad es licita porque (1pc)* es integrable, con esperanza P*(B¢) < 1—,

P.(B) =1-P*(B°) =1—-E"(Ip:) =1 - E(Ip)" =E(1 - (1:)") = E((1).).

Queda probado (7). O

En el lema que sigue adoptamos la siguiente convencion de lectura. Las operaciones que involucran
a Sy T directamente (por ejemplo, S+ T, S —T o ST) se suponen bien definidas punto a punto
en todo €2, sin formas oo — 0o ni productos 0 - oo no convenidos; esto garantiza que los mayorantes
medibles minimos del miembro izquierdo, como (S + T')*, tengan sentido. En cambio, las expresiones
formadas con S*, T*, S,, T, (por ejemplo, S* + T* o S* — T*) pueden quedar indefinidas en parte de
) aun cuando la operacién correspondiente sobre S y T' esté definida en todas partes. Por ello, cada
desigualdad e igualdad del lema se afirma P-c.s. restringida al conjunto donde todas las expresiones del
item correspondiente estin definidas; fuera de dicho conjunto no se afirma nada. Cuando Sy T son
finitas —el 1inico caso que se usa en el resto del capitulo— se tiene S* > S > —coy T* > T > —

8Si h es medible, h es un mayorante medible de sf misma y la parte (4) del Lema 1.5 da h* < h c.s.; junto con
h* > h punto a punto, resulta h* = h c.s.
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punto a punto, de modo que las sumas de mayorantes de (i) y (ii) estan automdaticamente definidas
en todo §2; en (iii), en cambio, todavia puede ocurrir S* = T* = +o00, y la desigualdad se afirma
unicamente donde S* — T™ esta definida.

Lema 1.9. Sean S,T : Q — R arbitrarias (no necesariamente medibles), y sean S*, T* sus mayorantes
medibles minimos. Entonces,

(i) (S+T) < S*+T*. Ademds, si S es medible, entonces (S +T)* = S +T*; andlogamente, si T es
medible, (S +T)*=5*+T.

(ii) S* < (S —T)"+T*; en particular, en el conjunto {T* < 400} vale (S —T)* > S* —T".
(iii)
(iv) Si S es medible y finita, entonces, definiendo ST =0 en {S = 0}, (ST)* = ST 1550y + ST {5<0y-

S* =T

< |S =TI* en el conjunto donde S* — T* estd definida.

(v) S S, T >0, entonces, con la convencion 0-oco =0, (ST)* < S*T™.

(vi) Para todo ¢c € R, (Iyrse)* = Lipesey, y por tanto P*(T' > ¢) = P(T* > ¢).
(vit) |T|* =T*Vv (=T) =T*V (=T.) = |T*| V |Ti|; en particular |T*| < |T|* y |T.| < |T|*.
(viii) (SVT)" =S5*VvT*.

(i) (SAT)* < S* ANT*, con igualdad si S (o T) es medible.

Demostracion. Recordemos que S, < 5 < S*y T, <T < T* punto a punto.

Usaremos repetidamente el siguiente principio de localizacion: si A € A, v: A — R es medible
para la o-dlgebra traza A|4, y W < v punto a punto en A, entonces W* < v, P-c.s. en A. En efecto,
la funcién que coincide con v en A y con W* en A€ es medible y domina a W punto a punto. Por la
minimalidad de W*, este es menor o igual que dicha funciéon P-c.s.; restringiendo a A, obtenemos
W* < w. Aplicando el mismo argumento a —W se obtiene la version dual: si v < W punto a punto
en A, entonces v < W,, P-c.s. en A.

(i). Sea A el conjunto medible donde S* + T esta definida. Como S < S* y T' < T*, en A se tiene
S+T < S*+T*. Puesto que S*+T* es medible en A, el principio de localizacién da (S+7T)* < S*+T*.

Supongamos ahora que S es medible y sea B := {|S| < co}. En B, la funcién S + T* es medible
para la o-algebra traza y, como T' < T*, satisface S+ 7T < S+T*. Por localizacién, (S+T)* < S+T*,
P-c.s. en B.

Para probar la desigualdad opuesta, pongamos U := (S+T')*. Por definicién de mayorante medible
minimo, U > S+ T punto a punto. Como S es finita en B, podemos restarla y obtener U —S > T en
B. Ademas, U — S es medible para la o-algebra traza sobre B. Por localizacion, T* < U — S, P-c.s.
en B. Sumando S, que es finita en B, resulta S +7* < U = (S + T)*, P-c.s. en B. Por consiguiente,
(S+T) =8S+T* P-cs. en B.

En {S = +o0}, la buena definicién de S+ T y de S 4+ T* implica, respectivamente, T' > —o0 y
T* > —o0. Por tanto, S +7 = S+ T* = +o0. Como (S +T)* > S+ T punto a punto, también
(S 4 T)* = 400 en ese conjunto.

En {S = —o0}, la buena definicién de S+ T implica T* < +o00. Como T' < T, también T' < +o0,
y por tanto S +T = S + T* = —oo. Aplicando el principio de localizacién a S 4+ T, con v = —o0,
obtenemos (S +T')* = —oo, P-c.s. en ese conjunto.

Como Q2 = BU{S = +o0} U{S = —o0}, concluimos que (S +7T)* =S + T, P-c.s. El caso en
que T" es medible es simétrico.

(7). Sea A el conjunto medible donde (S—T")*+7T* esté definida. Debemos probar que S < (S—T")*+T1*
punto a punto en A. No podemos limitarnos a escribir S = (S — T') + T', pues, cuando T es infinita,
la suma del miembro derecho puede adoptar una forma indeterminada.

Si S = —o0, la desigualdad es inmediata. Si S, T € R, entonces S = (S —T)+T < (S—-T)*+T*.
Si S = +o0, la buena definiciéon de S — T implica T' < +o00, de modo que S —T' = 400 y, como
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(S—T)>5—-T,(S—T)" =+00.51 S € Ry T = +o0, entonces T* = +o00. Finalmente, si S € R
y T = —o0, entonces S — T = +oo y (S —T)* = +00. En estos tres tltimos casos, el hecho de que
(S —T)* 4+ T* esté definida fuerza a que su valor sea +00. Asi, en todos los casos, S < (S —T)*+T*
en A.

Como el miembro derecho es medible en A, el principio de localizacién da S* < (S —T)* + T*.

En {T* € R} podemos restar T*, sin producir formas indeterminadas, y obtenemos (S — T')* >
S* — T*. Resta considerar {T* = —oo}. Alli, T' < T* = —oo implica 7' = —o0. Como S — T
estd definida, necesariamente S > —oo, de modo que S — T = +oo y (S — T)* = +oo. Ademas,
S* > 8 > —o0, por lo que S* —T* = +00. En consecuencia, (S —T)* > S* —T* en todo {T™ < +00}.
(i4i). Supongamos primero que S*,T* € R. Aplicando (ii) a (S,7) y luego a (T,S), obtenemos
S*—T*<(S=T)y'yT*—S*<(T'—S)".Como S—T <|S=T|yT—-S5 <|S—T|, la monotonia del
mayorante medible minimo da (S—T)* < |S—T|*y (I'—S)* <|S—T|*. Por tanto, S*—1* < |S—T*
y T*—S* <|S—T|* de donde |S* —T*| < |S —T|*

Supongamos ahora que T* = +oo0 y S* € R. Aplicando (ii) con los papeles de Sy T intercambiados,
obtenemos 7% < (T'— S)* + S*. Como S* es real, esta desigualdad fuerza (7' — S)* = +o0. Por
monotonia, |S —T|* > (T — S)* = 400, y la desigualdad buscada es inmediata. El caso S* = 400 y
T* € R es simétrico.

Si S* = —o0, entonces S = —oo punto a punto en ese conjunto. Como S — T estd definida,
necesariamente 7' > —oo, y por tanto |S — T'| = 4+o00. De aqui, |S — T|* = +o0. El caso T* = —oc0
es simétrico. Estos casos incluyen aquellos en que uno de los mayorantes vale +o0o y el otra —oo, y
cubren todo el conjunto donde S* — T™ esta definida.

(iv). Supongamos que S es medible y finita, y definamos R := ST*1 g0y + 5T, 1 {g<0}. La funcién R es
medible. Como T, < T < T*, se tiene ST < R punto a punto. En efecto, en {S > 0}, la desigualdad
T <T*da ST < ST* en {S < 0}, la desigualdad T, < T, multiplicada por S < 0, da ST < ST.;y
en {S = 0}, ambos miembros valen 0. Por la minimalidad de (ST)*, concluimos que (ST)* < R.

Para probar la desigualdad opuesta, pongamos U := (ST)*. En {S > 0}, de U > ST se deduce
U/S > T. Como S es finita y estrictamente positiva en ese conjunto, U/S es medible para la o-algebra
traza. Por localizacién, T* < U/S, y multiplicando por S > 0 obtenemos ST* < U.

En {S < 0}, al dividir U > ST por S < 0, la desigualdad se invierte y obtenemos U/S < T'. La
version dual del principio de localizacién da U/S < T,. Multiplicando nuevamente por S < 0, la
desigualdad vuelve a invertirse y resulta ST, < U.

Finalmente, en {5 = 0}, se tiene R =0 = ST < U. Por tanto, R < U = (ST)* en todo 2. Junto
con la desigualdad anterior, esto prueba (ST)* = R.

(v). Como S* > S >0y T*>T >0 punto a punto y, con la convencién 0 - co = 0, el producto en
[0, 0] es no decreciente en cada factor, se tiene ST < S*T* punto a punto. El miembro derecho esté
bien definido y es medible; la minimalidad de (ST)* da (ST)* < S*T™, P-c.s.

(vi). Fijemos ¢ € R. Como T' < T, se tiene Ly~ < Ly« punto a punto, con miembro derecho
medible; la minimalidad de (L{7sc})* da (Lirsey)* < Lipesgy, P-cs.

Veamos que (Lirscy)* > Lypesey, P-c.s. Sea A := {(1jr>q)* < 1} € A. En A se tiene T' < ¢ punto
a punto: si fuera T'(w) > ¢, entonces (Lyrsq)*(w) > Lipsey(w) = 1. Por el principio de localizacion
con v = ¢, T* < ¢, P-cs. en A; es decir, {T* > c} N A tiene probabilidad 0. Como (Lipse)* > 0
punto a punto y en A° (Lipsey)* > 1 se sigue Lypesey < (Lirsq)*, P-cs.

Por tanto, (L{rse})* = Lyr+se, P-c.s.

Por el Lema 1.8(i) P*(T" > ¢) = E*(L{p>¢). Por el Lema 1.5(iii), E*(L{rse)) = E (Lipse)™
Como (Lyrsq)* = Lyr+sep P-c.s. y son medibles, podemos tomar esperanza comun, y se tiene
E (Lrse)* = Elgpesq. Como {T* > c} es medible, E 1«54 = P(T* > ¢). Finalmente, juntando
estas igualdades, probamos que P*(T' > ¢) = P(T* > ¢).

Probamos primero (viii), que usaremos en la demostracion de (vii).

(viii). Como S* V T* es medible y domina punto a punto a SV 7', la minimalidad de (S V T)* da
(SVT) <S*Vv T

12



Reciprocamente, (S V T)* domina a SV T y, por tanto, domina separadamente a S y a T.
Por la minimalidad de S* y T*, obtenemos S* < (SV T)* y T* < (S V T)*. En consecuencia,
S*VvT* < (SVvT)*. Combinando ambas desigualdades, (S'V T)* = S* Vv T*.

(vii). Como |T'| = T'V(—T), el apartado (viii), aplicadoa T'y =T, da |T|* = (T'V(=T))" = T*Vv(-T)*.
Por definicién de Ty, se tiene (—=71)* = =T, y por tanto |T|* =T*V (=T.).

Por otra parte, como T, < T*, también —T* < —T,. En consecuencia, |T*| V |T,| = T*V (=T*) V
T.V (-=T.) =TV (-T.), pues T, < T*y —T* < —T.. Por tanto, |T'|* = |T*| V |T}|. En particular,
T < TF y [T < TP
(iz). Como SAT < Sy SAT < T, la monotonia del mayorante medible minimo implica (SAT)* < S*
y (SAT)* <T*. Por tanto, (SAT)* < S*ANT™.

Supongamos ahora que S es medible y pongamos U := (S A T)*. El conjunto A := {U < S}
pertenece a A, pues U y S son medibles. En A se tiene necesariamente U > T'. En efecto, si en algtin
punto de A también se tuviera U < T', entonces U < S AT, contradiciendo que U > S AT punto a
punto.

Como U es medible para la o-algebra traza sobre A, el principio de localizacién aplicado a T' < U
da T* < U, P-c.s. en A. Por tanto, SAT* < U en A. En A€, por definicién de A, se tiene S < U, y
en consecuencia también SAT* < U. Asi, SAT* <U = (SAT)*, P-cs. en Q.

Como S es medible, S* = S, P-c.s. La desigualdad general ya probada implica U < S*AT* = SAT™.
Combinando ambas desigualdades, obtenemos (S AT)* =S AT* = S* NT*, P-c.s. El caso en que T
es medible es simétrico. O]

Corolario 1.10 (Desigualdad de Markov exterior). Sea T': Q@ — [0, 00] arbitraria y ¢ > 0. Entonces
PY(T >¢) < (E*'T)/c.

Demostracion. Como T* > T > 0 punto a punto, la esperanza ET™* existe (su parte negativa es
nula) y, por el Lema 1.5(iii), ET* = E*T. Sea 0 < ¢ < ¢. Como {T > ¢} C {T > c—¢}, la
monotonia de P* (si By C B,, todo recubrimiento medible de By lo es de By, y el infimo sélo
puede bajar) da P*(T' > ¢) < P*(T' > ¢ — ¢). Por el Lema 1.9(vi), aplicado con la constante ¢ — ¢,
PY(T > c—¢) = P(T* > ¢ —¢). Por tanto, P*(T" > ¢) < P(T* > ¢ —¢€), 0 < € < ¢. Haciendo
€l 0, P(T > c¢) <P(T* > ¢). La variable T* es medible y no negativa, asi que la desigualdad de
Markov usual se aplica: de ¢ 17->c < T™ punto a punto, tomando esperanzas y dividiendo por ¢ > 0,
P(T* > ¢) < (ET™)/c. O

Advertencia 1.11

» La probabilidad exterior puede no ser aditiva. En ([0, 1], £, \), sea V C [0, 1] un conjunto de
Vitali: un representante de cada clase x + Q. Entonces A\,(V) =0y A*(V) >0.Si A=V y
B =10,1]\ V, entonces AN B =9, AU B = [0,1], y, por la dualidad P*(B) =1 — (V) = 1,

P(A)+P*(B)=X(V)+1>1=P*(AUB).

Asi, la aditividad puede fallar aun para conjuntos disjuntos.

= La esperanza exterior e interior tampoco son, en general, aditivas. Mas precisamente, para
variables no necesariamente medibles se tiene (se deja como ejercicio verificarlo)

EY +Z) <E'Y +E*Z, E,Y+Z2)>EY+E.Z,

siempre que los lados derechos estén bien definidos. La igualdad no tiene por qué valer si
las variables no son medibles. Si V' es no medible, se puede tomar como ejemplo Y = 1 y
Z = lye. Lo que si se cumple es la homogeneidad positiva: E*(c¢Y) = cE*Y y E,(cY) = cE,Y
para ¢ > 0; para ¢ = 0 la identidad vale con la convencién 0 - (£00) = 0 (en cuyo caso ambos
lados son nulos).
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®Si K C V es medible con A(K) > 0, los trasladados K + ¢, ¢ € QN [—1,1], son disjuntos dos a dos —los
puntos de V estdn en clases distintas—, tienen todos medida A(K) y estdn contenidos en [—1, 2], contradiciendo
la aditividad numerable; luego A (V) = 0. Y si fuera A*(V') = 0, los numerables trasladados V +¢, ¢ € QN [-1, 1],
serfan nulos, pero cubren [0, 1]: todo = € [0, 1] difiere de su representante en un racional de [—1,1].

1.2.2. Fubini exterior

Sean (21, A1,P1) v (2, A, Ps) espacios de probabilidad. En ©; x Qs consideramos la o-dlgebra
producto A; ® As, es decir, la generada por los rectdngulos A x B con A € A, B € Ay, y la
probabilidad producto P; ® P,. Conviene subrayar que A; ® Ay no estd completada respecto de
P, @ P, (véase la observacién que sigue al Lema 1.14). Sea T': ; x Q5 — R arbitraria. Escribimos E
para la esperanza respecto de Py ® Ps.

Definicién 1.13 (Notacién). Para wy; € Q; escribimos T, (ws) = T(wi,ws), vy denotamos por
EiT(w1) vy EouT(w1) la esperanza exterior y la interior de la seccién T, en (£, Ay, Py), dadas
por la Definicion 1.1. Asi, EiT y E,.T son funciones de €; en R, definidas en todo punto y no
necesariamente medibles. Andlogamente, para wy € {2y, escribimos T, (w1) = T(wq,wq) y definimos
EiT (ws) v E1,.T(ws) cambiando los papeles de los indices.

Antes de enunciar el resultado, conviene entender por qué cabe esperar desigualdades y no
igualdades. La esperanza exterior E*T es el costo de dominar a T'" mediante un %nico mayorante
medible en el espacio producto. En el calculo iterado EJE;T', en cambio, se domina cada seccion
T'(wy, ) por separado, y el mayorante elegido para la seccién puede depender de w; de forma arbitraria:
no se exige que el ensamblado (wy,ws) — U, (w2) sea medible en A; ® As. Dominar seccién a seccién
es, pues, una exigencia mas débil que dominar globalmente, y el infimo iterado resulta menor o igual
que el global: ETE;T < E*T'. Esta es la tinica desigualdad que requiere trabajo; la cota inferior de la
cadena se obtiene por dualidad, aplicando la anterior a —T, y la desigualdad central es simplemente
“interior < exterior”. En el Teorema de Fubini clasico, la medibilidad conjunta del integrando es
precisamente lo que permite convertir estas desigualdades en igualdades.

La prueba usa dos hechos sobre integrales parciales de funciones medibles no negativas en el
producto. El primero es un enunciado de medibilidad, y es el que necesita el “para todo w;”; el
segundo es la igualdad de integrales, el Teorema de Tonelli propiamente dicho.

El siguiente lema se prueba en el apéndice.

Lema 1.14. Sean (;, A;,P;), i = 1,2, espacios de probabilidad y P := P; ® Py la probabilidad
producto sobre A1 ® As, es decir, la inica probabilidad sobre A; @ Ay tal que P(A x B) = P1(A)Py(B)
para todo A € Ay, B € Ay. Sea g : Q1 x Qs — [0, 00] medible respecto de Ay @ As. Entonces:

(a) para todo wy € 4, la seccion g(wy,-) : Qo — [0,00] es Ay-medible;

(b) la funcion ®(w) = [fo, g(w1,ws) dP2(w2), que por (a) estd definida para todo wy con valores en
[0, 00], es A;-medible;

(c) (Tonelli)
Eg = /9le2 gdP = o </Q2 g(wy,wo) dPQ(w2)>d]P’1(w1),

con ambos miembros en [0, 00].

Observacién 1.15. El Lema 1.14 es puntual en w; porque A; ® Ay no estd completada. Si se la
reemplaza por su completacién respecto de P; @ Py, la parte (a) falla: en R? con la o-dlgebra de
Lebesgue, si V' C R no es medible, el conjunto V' x {0} es medible, pues esta contenido en el nulo
R x {0}, pero su seccién en la segunda coordenada 0 es V. Con la completacion, (a) y (b) valen sélo
para PPi-casi todo wq, que es la forma en que se enuncia el Teorema de Tonelli para la medida de
Lebesgue en R
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Lema 1.16. Sea T : Oy x Qy — R arbitraria. Entonces,
E.T <E.E,T <EET <E*T.
Andlogamente, intercambiando 1 y 2, E,T < Eo,E /T < EE;T < E*T.

Demostracion. La prueba tiene tres partes: la desigualdad de la derecha, que es la tnica que requiere
trabajo; la central, que es elemental; y la de la izquierda, que se obtiene de la primera por dualidad.

Si E*T" = +o00 no hay nada que probar. Supongamos E*T" < +o00 y sea U un mayorante medible de
T? cuya esperanza existe y satisface EU < +oo; en particular EUT < oo. Basta probar E{E;T < EU
para cada tal U y tomar infimo; restringir el infimo a los U con EU < 400 no lo altera cuando
E*T < +o0.

Fijemos m € N y pongamos V := U V (—m). Entonces V' es medible, V' > U > T en todo punto,
V > —m,yV < U" en todo punto.' La cota inferior V' > —m es la clave: elimina toda forma
oo — oo en lo que sigue.

Por la parte (a) del Lema 1.14 para cada wy € €y, la seccién V(wy, -) es Ag-medible y su integral
respecto de [Py existe porque V(wy, )~ < m. Definimos

d(wr) == /92 V (w1, wa) dPs(wy) = /QQ(V + m)(wy, we) dPy(ws) —m € [—m, +00].

La funcién ¢ es A;-medible por el Lema 1.14(b) y satisface la identidad de Tonelli'!
E,¢ = EV. (1.4)

En particular
-m <E,¢p=EV <EU" < o0, (1.5)

donde EV < EU* usa V < U* y la monotonia de la esperanza extendida.

Veamos que ¢ domina a E3T'. Fijemos wy. La seccién V(wy, ) es Ay-medible, mayor o igual que
T (w1, -) en todo punto de €9, v su integral existe y vale ¢(w;). Es decir, es uno de los mayorantes
sobre los que se toma el infimo que define E3T'(w;). Por tanto,

E3T(wq) < ¢wr) para todo wy € 2. (1.6)

La funcién w; — E5T(w) es una funcién arbitraria sobre 1, en general no medible. Por (1.6), ¢
es un mayorante A;-medible de ella en todo punto de §2;, y su esperanza ;¢ existe y es finita por
(1.5). Luego ¢ es admisible en el infimo que define E}, y

E{E;T < B¢ =EV =E[UV (-m)]. (1.7)
Se tiene, punto a punto,'?
Uv(m) =vt,  (UV(-m)) =U Am1U".
Como EV existe,

E[UV(—m)] =E[(UV (-=m))*] ~E[(UV (-m))"]| =EU ~E(U~ Am) —— EU* ~EU"~ = EU,

9Medible respecto de A; ® As, sin completar, y con U > T en todo punto de §; x Qs, que es como esta definida E*.
Ambas cosas se usan mas abajo: la primera para invocar el Lema 1.14, la segunda para que las secciones de U dominen
a las de T en todo punto.

OPues U <UTy —-m<0<UT.

UPor el Lema 1.14(c) aplicado a V +m > 0, E(V + m) = E;[¢ + m], ambos en [0,00]. Como m es finito,
E(V 4+ m) =EV 4+ m (aqui EV existe porque V~ < m) y Ei[¢p + m] = E;¢ + m (aqui E,¢ existe porque ¢~ < m).
Restando m se obtiene (1.4), incluido el caso en que ambos miembros valen +oo.

12Fjjado un punto, sea u el valor de U. Como —m < 0, mdx{max(u,—m),0} = méix(u,0) = ut. Y
max{— max(u, —m),0} = méx{min(—u,m),0}: si u > 0 esto es 0 = u~ Am; si v < 0 es min(—u,m) = u~ A m.
La sucesion u~™ A m es creciente en m y vale u~ en cuanto m > u™; luego u~ Am T u™.
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donde la convergencia es el teorema de convergencia monétona aplicado a U~ Am 1 U~,* y la resta

no produce forma indeterminada porque EUT < oco.!" Haciendo m — oo en (1.7), EXE;T < EU,
como queriamos.

Veamos que E,[E,. T < EJE;T. Para eso probamos primero que E, X < E*X para toda X. Sean
L <X < W con L,W medibles y esperanzas existentes. Por la monotonia de la esperanza extendida,
EL < EW. Tomando supremo en L e infimo en W, E, X < E*X. Veamos ahora que [E* es monétona.
Si X <Y en todo punto, todo mayorante medible de Y lo es de X el conjunto sobre el que se toma
el infimo para X contiene al de Y, y el infimo sélo puede bajar: E*X < E*Y.

Aplicamos lo primero que probamos en (25, Az, Py) a cada seccién T'(wy, -), y obtenemos Eq, T'(w;) <
E3T(wq) para todo wy. Ahora, en (4,41, Py): con X = Eo, T, E1.Ey,. T < E{Eo,T. Aplicamos lo se-
gundo que probamos a E., 7' < EiT, ETE,, T < EJE;T. Encadenando ambas se obtiene la desigualdad
central.

E.T < E.,E,,T se obtiene aplicando lo que ya probamos a —7' y usando tres identidades de
dualidad, todas consecuencia directa de la definicion E, X = —E*(—X):
E. T = —E*(-T),
Eo.T(wy) = —E5(—=T)(w1) para todo wy,
E;.X = —Ej(—X) para toda X sobre ).

Entonces
Ey,Ep.T = —Bj(—E.T) = -} (E3(~T)) > —E*(-T) = E.T,

donde la primera igualdad es la tercera identidad con X = E,, T, la segunda es la segunda identidad
aplicada punto a punto en wy, y la desigualdad es la Parte 1 para —T' con el signo cambiado.

La cadena con los indices 1 y 2 intercambiados se prueba idénticamente, aplicando el Lema 1.14 y
los papeles de €y y €y invertidos. n

Advertencia 1.17

En general no hay un teorema de Fubini completo para E*: la igualdad E*(T") = E{E;T puede
fallar si T' no es suficientemente regular.

Hay, sin embargo, una clase importante de funciones para las cuales el intercambio es exacto: las
que dependen de una sola coordenada. En efecto: si T' = g o my, cada secciéon T'(wy, -) es constante e
igual a g(wy ), y la esperanza exterior de una constante es esa constante; luego E37T = g y E{E;T = E}g.
La pregunta de Fubini se reduce entonces a si E*(g o m) = Ejg, es decir, a si la esperanza exterior
calculada en el producto —donde hay méas mayorantes disponibles, que pueden depender de wo—
coincide con la calculada en €2;. Eso es exactamente la perfeccion de m; del lema siguiente.

Definicién 1.18. Sea ¢ : (Q, A, P) — (2, A,P) medible, diremos que ¢ es perfecta si, para todo
B cCQ, .
P*(B) = P*(¢7'(B))

Como esto vale para todo B, P,(B) =P, (¢_1(B)).
Lema 1.19. Sea ¢ : (Q, A, P) — (0, A, P) medible y tal que P =P o ¢~'. Entonces son equivalentes:

(i) ¢ es perfecta;
(ii) Para toda funcion acotada g - Q — R, E*g = E*(g o ¢).

13Las funciones U~ A m son medibles, no negativas y crecen puntualmente a U, asi que E(U~ Am) 1 EU~ € [0, 00].
14Si EU~ = oo, entonces EU = —cc y el miembro izquierdo tiende a —oo; (1.7) sigue valiendo para cada m y en el
limite. En ese caso, de hecho, E*T = —oo.
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Demostracion. Sea g : 2 — R con |g| < M. Como g* > g > —M; Eg* existe y, por el Lema 1.5(iii),
vale E*g. Por la formula de capas aplicada a g* + M > 0y por el Lema 1.9(vi),

2M
E*g:Eg*:—M+E(g*+M):—M+/ P(g* + M > s)ds
0
M M
:—M+/Mmf>wﬁ=—M+/MP@>wﬁ.u&

Es decir, la esperanza exterior de una funcion acotada queda determinada por las probabilidades
exteriores de sus conjuntos de nivel.
(i)=(ii). Sea |g| < M; entonces |go ¢| < M. Como {go ¢ >t} = ¢~ '({g > t}), la hipétesis da
P*(go ¢ > t) =P*(g > t) para todo t. Aplicando (1.8) en ambos espacios, E*(g o ¢) = E*g.
(7i)=(i). Con g = 1py Ipo ¢ = Ly1(p), el Lema 1.8(i) en ambos espacios da P*(B) = E*(1p) =
E* (L) = P*(¢7(B)). 0

Lema 1.20 (Las proyecciones coordenadas son perfectas). Sea m : Q1 x Qo — Q4 la proyeccion,
definida sobre el espacio producto (21 X Qa, A1 @ As, Py ® Py). Entonces:

(i) para toda T : Q; = R, (Tom)* =T*om (P, ®Py)-c.s., donde el mayorante medible minimo de
la izquierda se calcula en el producto y el de la derecha en (Qq, Ay, Py);

(ii) para toda g : 0y — R acotada, E*(g o m) = Ejg; en consecuencia (Lema 1.19), m es perfecta.
Lo mismo vale, intercambiando los indices, para la proyeccion .

Demostracion. (i) La funcién 7™ o m; es medible en el producto y domina a 7" o m; punto a punto;
por minimalidad, (T o m)* < T* om c.s.

Reciprocamente, sea V := (T o m)*. Como V' > T oy punto a punto y (7" o m)(wy,ws2) = T'(wy),
al fijar wy € Qy la seccion V (-, ws) es Aj-medible y domina punto a punto a 7' (la misma funcién T
para todo wy) '°; por la minimalidad de T™* en 4, se tiene T* < V(-,ws), P;-c.s. El conjunto

N = {(wi,w2) : T*(wy) > V(wi, w2)}

es medible y, por lo anterior, todas sus ws-secciones son Pi-nulas; por Tonelli aplicado a 1y, (P; ®
Py)(N) = 0. Es decir, T* om; <V c.s., y queda probada la igualdad.

(ii) Sea g : 3 — R acotada. Probamos las dos desigualdades.

E*(gom ) < Eig. Sea U : Q; — R un mayorante A;-medible de ¢ cuya esperanza existe. Entonces
Uom es Ay ® As-medible, domina a g o m; en todo punto y, como la ley de m; bajo P; ® Py es Py,
E[U o m| = E,U. Luego U o m; es admisible en el infimo que define E*(gom), y E*(g o m) < E,U.
Tomando infimo en U se obtiene la desigualdad.

Eig < E*(g o m). Pongamos T := g o my. Fijado wy, la secciéon T'(wy,-) es la constante real
¢ := g(wy), y E5T(w;) = c: la propia constante es un mayorante medible con integral ¢, y todo
mayorante medible U > ¢ tiene [U dPy; > c¢. Asi E3T = ¢ en todo punto de €, y la desigualdad
derecha del Lema 1.16 da

Ejg =EEST <E*'T =E*(gom).

Como la ley de m; bajo P; ® Py es Py, la implicacién (ii)=-(i) del Lema 1.19 traduce esta identidad
en la perfeccion de . O

En otras palabras: para funciones del producto que dependen de una sola coordenada, la esperanza
exterior conjunta y la marginal coinciden, sin ninguna hipétesis de regularidad. Esta es la propiedad
que permitird, en el Capitulo 2, agrandar el espacio muestral —con una muestra fantasma y signos
de Rademacher— sin alterar las esperanzas exteriores de los funcionales de la muestra original: el
paso clave de la simetrizacion.

15 Aqui es donde se usa que 7 es la proyeccién: como (T o7y )(wy,ws) = T(w1) no depende de wo, todas las wa-secciones
de T o son la misma funcién T', y la minimalidad en §2; se aplica siempre contra el mismo T*.
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1.3. Convergencia débil

Sea (D, d) un espacio métrico, denotamos
Cy(D) ={f: D — R continua y acotada},

donde por acotada entendemos sup,.p, | f(x)] < .

Definicién 1.22. Sea L una probabilidad de Borel sobre (D, B(D)). Decimos que L es tensa si
Ve > 0 3K C D compacto tal que L(K) > 1 —e.

Si X : (Q, A, P) = D es Borel-medible, diremos que X es tenso cuando su ley Ly := Po X! es tensa.

Definicién 1.25. Diremos que una probabilidad de Borel L es separable si existe un conjunto

numerable M C D tal que L(M) = 1.

Advertencia 1.26

Una medida puede ser separable sin que el espacio métrico lo sea. Basta considerar en R la
distancia d(z,y) = 0 si x = gy, 1 en otro caso. Dicho espacio no es separable pero la masa de
Dirac en cualquier punto es separable. Otro ejemplo menos trivial se obtiene si consideramos
0>° ={z = (Tp)n>1 : ||%]|e := sup,, |z»| < o0} con la distancia inducida por || - ||. El espacio £
no es separable (aunque si es completo). Sea ¢ = {x : x,, — 0}, que si es separable (por ejemplo,
las sucesiones de soporte finito con coordenadas racionales son densas en ¢).
Sea (€2, A,P) un espacio de probabilidad y sea Z :  — R una variable aleatoria real. Definimos
€:Q = {(w) = (Z(w)/n)n>1. La aplicacién z — (z/n),>1 de R en £*° es continua; por tanto,
¢ es Borel-medible. Ademds, £(w) € ¢y para todo w. De este modo, la ley p:=Po ¢! es una
probabilidad de Borel en (£°,B(¢*)) tal que u(co) = 1. Concluimos que p es separable (esté
kconcen‘m*ada en ¢p) mientras que el espacio métrico total (>, ]| - ||o) no es separable.
J
Definicién 1.27. En un espacio métrico (D, d), una probabilidad L de Borel es pretensa si, para
todo € > 0, existe C' C D totalmente acotado'® y medible tal que L(C') > 1 —«.

Lema 1.28. Sea L una probabilidad de Borel en un espacio métrico (D, d). Entonces
L es pretensa <= L es separable.
Si ademds (D, d) es completo, son equivalentes
L es pretensa <= L estensa <= L es separable.

Demostracion. Supongamos L pretensa. Para n > 1 sea C,, C D totalmente acotado con L(C,,) >
1—27". Cada C,, es separable;'” por tanto C := J,, C,, es separable y L(C') = 1. Sea M C C numerable

y denso en C; entonces L(M) = 1, es decir, L es separable.

Sea M = {x,zs,...} C D numerable con L(M) = 1. Fijado £ > 0, para cada j > 1 los conjuntos
B(xm,1/7), m > 1, cubren M; por tanto

L( U B(mm,l/j)> =1.

m>1

16 A C D es totalmente acotado si para todo & > 0 existen x1,...,7x € D tales que A C UN | B(z;,¢). Nétese que
depende de la métrica elegida. La relacion entre pretension, tension y separabilidad es el Lema 1.28.

"Todo conjunto totalmente acotado C' es separable: para cada k, C' se cubre con finitas bolas de radio 1/k; eligiendo
un punto de C' en cada bola que lo corte y uniendo sobre k, se obtiene un subconjunto numerable y denso en C.
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Luego existe N; tal que G := Ugjle(xm, 1/j) satisface L(G;) > 1 —€277.'% Sea C' := N;>, Gj.
Entonces C' € B(D) y
LC)>1-) e277 =1—¢.
Jjz1
Ademés, C es totalmente acotado: dado n > 0, sea j con 1/5 < n; como C' C G, C queda cubierto
por finitas bolas de radio n. Asi, L es pretensa.

Si D es completo, el cierre de un conjunto totalmente acotado es compacto!”; asi, pretensa =
tensa. La implicacion tensa = pretensa es trivial (“compacto = totalmente acotado”). Junto con lo
ya probado, queda la equivalencia de las tres propiedades. O

Definiciéon 1.29. Un par (A, <) es un orden parcial si, para todo z,y,z € A,

r<uw, (x <y&y <z)=z=y, (x <y&y <z)=z<z

1.3.1. Redes

En algunos problemas es necesario indexar las variables por conjuntos mas generales que N, como
R, Z? o familias ordenadas por inclusién. Para tratar todos estos casos con una tnica notacién,
introducimos los conjuntos dirigidos y las redes. Las pruebas siguen, en gran medida, el mismo patrén
que para sucesiones, pero las redes son necesarias para formular correctamente los argumentos de
compacidad en espacios no secuencialmente compactos.

Definicién 1.30. Un conjunto parcialmente ordenado (A, <) es dirigido si para cualesquiera z,y € A
existe z € A tal que x < zy y < z (sucesor comin).

Definicién 1.31. Sea {(Q4,Au, Po)}aca una familia de espacios de probabilidad indexada por un
conjunto dirigido (A, <), y sea D un espacio métrico. Una red en D es una familia { X, : Qo = D}aca
(no exigimos medibilidad). En general denotaremos simplemente X, sin hacer explicita la mencién de A.
Anélogamente, una red de probabilidades de Borel sobre D es una familia {L, },c4 de probabilidades
de Borel en (D, B(D)): los espacios de probabilidad de partida pueden variar con «, pero todas las
aplicaciones toman valores en un mismo espacio métrico D, y es sobre ese espacio comun donde se
formula la convergencia débil.

Definicién 1.32. Dadas una red X, y una probabilidad de Borel L en D, decimos que X, converge
débilmente a L, y denotamos X, = L, si

E(f(Xa)) — [ fdL  vf € Cy(D),
donde E? denota la esperanza exterior respecto de P,.

Definicién 1.33. Sea (D, d) un espacio métrico, {L,}aca una red de probabilidades de Borel en D, y
L una probabilidad de Borel en D. Diremos que L, converge débilmente a L, y denotamos L, = L
si

/dea —>/de Vf € Cy(D).

Cuando el limite se describe mediante una aplicacion Borel-medible X : 2 — D, escribimos
X, = X como abreviatura de X, = Ly, donde Ly es la ley de X (Definicién 1.22); en particular,
X, = ¢, con c € D, significa X, = 9.

Teorema 1.34 (Portmanteau). Sea (D,d) métrico y X, : Qo — D una red, no necesariamente
medible. Fijada una probabilidad de Borel L en D, son equivalentes:

18Por continuidad desde abajo de L a lo largo de la unién creciente |, -y B(%m,1/5) T U, >, B(®m,1/j), cuya
probabilidad es 1.
Desto se debe a que en un espacio métrico, compacto es equivalente a completo més totalmente acotado
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(i) X = L.
(i7) lm inf P, «(Xo € G) > L(G), para todo abierto G C D.
(#ii) limsup P% (X, € F) < L(F), para todo cerrado F C D.

(iv) Uminf B, . f(Xa) > /de, para toda f: D — R l.s.c. 2 y acotada por abajo.

(v) limsup E! f(X,) < /de, para toda f: D — R w.s.c. y acotada por arriba.

(vi) Para todo boreliano B con L(0B) = 0, lim, P, .(X, € B) = lim, P} (X, € B) = L(B).
(vii) Si f > 0 es acotada y Lipschitz, entonces liminf, E, . f(X,) > [ fdL.

Demostracion. Probamos las equivalencias (i1) < (iit) y (iv) < (v), que son cuestion de complemen-
tos y de signos; luego el ciclo (i) = (vii) = (ii) = (iv) = (i), que es el contenido real del teorema; y
por ultimo (#7), (i7i) = (vi) = (ii7), que incorpora (vi).

(17) < (iti). Si F es cerrado y G = F¢, entonces {X, € F} = {X, € G}°y, por definicién
de probabilidad interior, P¥ (X, € F) = 1 — P, .(X, € G); también L(F) = 1 — L(G). Como
limsup, (1 — z,) = 1 — liminf, z,, la desigualdad de (iii) para F' es exactamente la de (i) para G, y
G recorre los abiertos cuando F' recorre los cerrados.

(iv) < (v). Una funcién f es u.s.c. y acotada por arriba si y sélo si —f es l.s.c. y acotada por abajo,
y valen E, .(=Y) =—-E:(Y)y [(—f)dL= — [ fdL. Cambiando f por —f, la desigualdad de (iv) se
convierte en la de (v) y reciprocamente.

(1) = (vii). Si f >0 es acotada y Lipschitz, entonces —f € Cp(D) y (i) da E(—f(X4)) — — [ fdL.
Como E, . f(Xa) = —Ei(—f(X,)), resulta E, . f(X,) — [ fdL, y en particular vale (vi7).

(vii) = (ii). Sea G abierto. Si G = D, (i1) es trivial. Si no, G¢ es cerrado y no vacio, y para m > 1
ponemos fp,(x) = (m d(zx, GC)) A 1. Como d(-,G°) es 1-Lipschitz, f,, es Lipschitz y toma valores en
0,1]. Ademéas 0 < f,, <1gy fim T 1g:six ¢ G, entonces d(z,G) =0y fn(z) =0;siz € G, al ser
G* cerrado, d(z,G¢) > 0, de modo que f,,(x) crece con m y vale 1 en cuanto md(z, G¢) > 1. Como
fm(Xa) < 16(X,) = Lix,eqy punto a punto, la monotonia de E, ,*" y (vii) dan, para cada m,

lin}linf P,.(Xs € G) = limainf Eolix,ecp > limainf Eosfm(Xa) > /fm dL.

Haciendo m — o0, el teorema de convergencia monétona da [ f, dL 1 [1sdL = L(G), que es (ii).

(17) = (iv). Sea f: D — R ls.c. y acotada por abajo. Reducimos primero al caso f > 0. Si f > —c¢
con ¢ > 0, la funcién g := f+c es Ls.c. y no negativa, y E, .g(Xa) = Ea.f(Xo) +¢, pues Y — Y +¢
es una biyeccién entre los minorantes medibles de f(X,) y los de g(X,) que traslada la esperanza en
c. Como también [gdL = [ fdL + ¢, la desigualdad de (iv) para g equivale a la de f. Suponemos
entonces f >0, con lo cual [ fdL € [0, +o0].

Aproximamos f por funciones simples cuyos escalones son abiertos. Para m > 1y 1 <i < m?, el
conjunto Gy, := {f > i/m} es abierto por ser f lLs.c., y definimos

2

1M
fm = %;]lGi,m'

20Una funcién f : D — R es semicontinua inferiormente (1s.c.) si {f > a} es abierto para todo a € R, y semicontinua
superiormente (u.s.c.) si {f < a} es abierto para todo a € R; equivalentemente, si —f es l.s.c. En espacios métricos
esto equivale a la formulaciéon puntual liminf, . f(y) > f(z) para todo = (resp. limsup,_,, f(y) < f(z)). Notemos
que f es continua si y solo si es l.s.c. y u.s.c. a la vez, y que toda f Ls.c. o u.s.c. es Borel-medible, pues los conjuntos
{f > a} (resp. {f < a}) generan B(R); en particular [ fdL estd bien definida en (iv) y (v), con valor en (—oo, +00] y
[—00, +00) respectivamente, por estar f acotada por abajo o por arriba.

21Si Y < Z punto a punto, todo minorante medible de Y lo es de Z; luego Eo Y <Eqo+Z.
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Fijado z, el niimero m f,,(z) cuenta los indices i € {1,...,m?} con i < mf(x). Si f(z) < m,esla
cantidad de enteros positivos menores que mf(z), que esta entre mf(x) — 1y mf(z); si f(x) > m,
cuentan todos y f,(z) = m. En ambos casos 0 < f,, < f,y f(x)—1/m < f,,(z) en cuanto m > f(z),
asi que f,, — f puntualmente.

Por la superaditividad de E, . (Advertencia 1.11, iterada a m
22

2 sumandos) y su homogeneidad

positiva“,
17 1
Ea,*fm(Xa) Z — Z]Ea,*]lGim(Xa) = ZPQ,*(XQ S Gz,m)
m;5 7 m;4

Tomando liminf,, usando que el liminf de una suma finita es mayor o igual que la suma de los
lim inf, y aplicando (ii) a cada abierto G; pn,

limainf Eqxfim(Xa) >

Como f,, < f, la monotonia de E, . da liminf, E, .f(X,) > [ fm dL para todo m. Finalmente, como
fm =0y fn, — f puntualmente, el lema de Fatou da

/ fdL < lim inf / fndL < lminf B, f(X,),

que es (iv).

(1v) = (i). Por (iv) < (v), de (iv) también se dispone de (v). Si f € Cy(D), entonces f es a la vez
l.s.c. y u.s.c., y acotada, asi que (iv), la desigualdad E, . <E} y (v) dan

/de < lminf Eq . f(Xo) < lminf EC f(X,) < HmsupE7 f(X,) < /de.

Luego E? f(X,) — [ fdL para toda f € Cy(D), que es X, = L.
(i1), (#3i) = (vi). Sea B boreliano con L(OB) = 0. Como B = B°UJB y B° C B C B, se tiene

L(B°) = L(B) = L(B). Aplicando (ii) al abierto B°, la monotonia de las probabilidades interior y
exterior, la desigualdad P, . < P¥ y (iii) al cerrado B,

L(B) =L(B°) < limainf]P’a,*(Xa € B) <limsupP! (X, € B) < L(B) = L(B),

de modo que ambas probabilidades convergen a L(B).

(vi) = (i17). Sea F cerrado. Si F' = & la desigualdad es trivial; supongamos F' # @ y pongamos
F?:={z:d(z,F) <}, que es abierto. Como d(-, F) es continua, dF° C {z : d(z, F) = 6}, y estos
ultimos conjuntos son disjuntos dos a dos para distintos ¢ > 0; una probabilidad da masa positiva a
lo sumo a numerables conjuntos disjuntos,?® asi que podemos elegir 6, | 0 con L(OF°") = 0. Por la
monotonfa de P¥ (pues F' C %) y por (vi) aplicado a F°

limsup P, (X, € F) < lmP; (X, € F) =L(F*)  para todo n.

Como F es cerrado, N, F°" = {z : d(z,F) = 0} = F, y la continuidad de L desde arriba da
L(F°) | L(F), que es (ii).

Con esto, (i), (vii), (ii) y (iv) forman un ciclo de implicaciones; (iii) y (v) se les unen por las dos
equivalencias iniciales, y (vi) por las dos ultimas flechas. Las siete condiciones son equivalentes. [

Sean (D,d) y (F,e) espacios métricos. Para g : D — E definimos el conjunto de puntos de
discontinuidad
Dy = {x € D : g no es continua en x}

2ZPara ¢ > 0, Y +— cY es una biyeccién entre los minorantes medibles de Z y los de cZ, y E(cY) = cEY’; luego
Eq .« (cZ) = cEq 2.
2Para cada k, a lo sumo k de ellos tienen masa mayor que 1/k.
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Lema 1.35. Sea g : D — E. Entonces Dy es boreliano. Mds precisamente,

Dy = U ﬂ Gl(em)v

m>1k>1
donde G,(gm) = {x :Jy,z € Bz, 1/k), e(g9(y),g9(2)) > 1/m}, y cada G,(cm) es abierto.
Demostracion. Si x € G;m), tome y, z € B(z,1/k) con e(g(y), g(z)) > 1/m. Para
p:=min{l/k —d(x,y),1/k —d(z,2)} >0,

todo 2’ con d(2', x) < p satisface y, z € B(2',1/k), luego 2’ € Gém). Asi G’,(cm) es abierto. La identidad
para D, es la caracterizacion usual de continuidad por oscilacién local: g es continua en x si y sélo si,
para todo m, existe k tal que e(g(y), g(z)) < 1/m para todos y, z € B(x,1/k). O

Teorema 1.36 (Aplicacién continua). Sean D, E espacios métricos, Dy C D yg: D — FE
continua en cada punto de Dy. Sea X, : Qo — D una red no necesariamente medible y sea X : Q0 — D
Borel-medible que toma valores en Dy. Si X, = X, entonces g(X) es Borel-medible y g(X,) = g(X).

Demostracion. Vemos primero que g(X) es Borel-medible. Sea V' C E abierto. La continuidad
de g en cada punto de Dy dice que g|p, es continua para la topologia inducida en Dy, asi que
g (V)N Dy = G N Dy para algiin abierto G C D. Como X toma valores en Dy,

{9(X)eVvi={Xeg (V)nDo} ={X € G},

que es medible porque X es Borel-medible. Los abiertos generan B(E), y esto prueba la medibilidad.
Sea ahora F' C F cerrado. Lo esencial es que la clausura de ¢~!(F) no incorpora puntos de Dy:

g Y (F)NDy C g '(F).

En efecto, si z € Dy es limite de una sucesion z,, € g~'(F), la continuidad de g en z da g(z,) — g(z);
como g(x,) € F'y F es cerrado, g(z) € F. Como X toma valores en Dy, esta inclusiéon de conjuntos
se traduce en la inclusiéon de eventos

{Xeg(F)} c{X eg(F)} ={9(X) € F},

ambos medibles: el primero porque g~ (F') es cerrado y el segundo por lo ya probado.
Por otro lado, para cada « vale trivialmente {g(X,) € F} = {X, € g1 (F)} C {X, € g (F)}.
Juntando esto con la monotonia de la probabilidad exterior, el teorema de Portmanteau aplicado a

X, = X y al cerrado g=(F'), y la inclusién de eventos recién obtenida,

limsup P}, (g(Xa) € F) < limsupP; (X, € g'(F)) <P(X € g '(F)) <P(g(X) € F).
Como F es un cerrado arbitrario de £ y g(X) es Borel-medible, el teorema de Portmanteau da
9(Xa) = g(X). 0

Corolario 1.37. Sean D, E espacios métricos, g : D — E arbitraria y Dy su conjunto de disconti-
nuidades. Sea X : Q@ — D Borel-medible y supongamos que P(X € D,) =0. Si X, = X, entonces la
aplicacion w — g(X(w)) admite una version Borel-medible Y : Q@ — E, es decir, Y = go X P-c.s., y
ademds g(X,) =Y.

Demostracién. Sea Dy := D \ Dy, que es boreliano por el Lema 1.35. Como P(X € D) =1y
P(X € D,) = 0, necesariamente Dy # &; fijemos zy € Dy y definamos

S {X(w>, X(w) € Dy,
. Zo, X(OJ)¢D0
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Veamos que X es Borel-medible. Sea
A= {w: X(w) € Do} = X (D).
Como Dy € B(D) y X es Borel-medible, A € A. Ahora, para todo B € B(D),

_ ANX~YB), 2o ¢ B,
X YB) =
(ANX-Y(B))u A, z€B.

En ambos casos X Y(B) € A, pues Ae Ay X 1(B) € A. Por lo tanto, X : Q — D es Borel-medible.
Ademas, X toma valores en Dy y coincide con X salvo en {X ¢ Dy} = {X € D,}, que tiene
probabilidad cero. En particular, X y X tienen la misma ley, de modo que X, = X. Como g es

continua en todo punto de Dy y X(€2) C Dy, por el Teorema 1.36, g(X,) = ¢g(X). Finalmente,
g(X) es Borel-medible y coincide con g(X) en {X € Dy}, evento de probabilidad uno. Por tanto, si
definimos Y := ¢g(X), entonces Y es una version Borel-medible de g(X) y g(X,) = Y. O

Definicién 1.38. Sea (D, d) un espacio métrico y { X, }aeca una red de aplicaciones (no necesariamente
medibles) con valores en D. Decimos que {X,} es asintéticamente medible si

E;(f(Xa)) = Ean(f(Xa)) — 0 Vf € Cy(D),
donde E}, y E, . son la esperanza exterior e interior respectivamente.

Definicién 1.39. Para K C D y § > 0, escribimos K° := {z € D : d(x, K) < §}. Diremos que {X,}
es asint6éticamente tensa si para todo € > 0 existe un compacto K C D tal que

lminf Py . (X, € K°) > 1—¢, V6 >0.

Equivalentemente, lim sup,, P* (X, ¢ K°) <, Vd > 0.
Lema 1.40. 57 X, = X en D, con X Borel-medible, entonces:

(a) {X.} es asintéticamente medible.

(b) {X.} es asintdticamente tensa si y sélo si X es tenso.

Demostracion. Para (a), sea f € Cp(D). Como también —f € Cy(D), la convergencia débil aplicada
a fdaE:f(X,) = Ef(X), y aplicada a —f da

Eo.f(Xo) = —EL(—f(Xa)) = —E(—=f(X)) = Ef(X).

Las esperanzas exterior e interior de f(X,) convergen al mismo limite, asi que su diferencia tiende a
cero: {X,} es asintoticamente medible.

Para (b) fijamos € € (0,1); para ¢ > 1 las dos condiciones son triviales. Los compactos K que
aparecen abajo tienen probabilidad (interior o exterior) al menos 1 — & > 0, luego son no vacios y
x + d(x, K) es continua. Usaremos que K° es abierto y que su clausura K? estd contenida en el
cerrado {z : d(x, K) < ¢}.

Supongamos primero que {X,} es asintéticamente tensa y tomemos un compacto K C D con
liminf, P, (X, € K°) > 1 — € para todo § > 0. Como K° C Koy P, . < P!, el Teorema 1.34(iii)
aplicado al cerrado K¢ da, para todo § > 0,

1 — & < liminf P (X € K°) < limsup P} (X, € K9) <P(X € K9).

Los cerrados K/ decrecen con k, contienen a K y estdn contenidos en {z : d(x, K) < 1/k}; como
K es cerrado, N, K% = {z : d(z, K) = 0} = K. Por continuidad de la probabilidad desde arriba,
P(X € K) =1im; P(X € K'/k) > 1 — ¢ y por lo tanto X es tenso.
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Reciprocamente, si X es tenso, tomemos un compacto K C D con P(X € K) > 1 — <. Para cada
§ > 0 el abierto K° contiene a K, y el Teorema 1.34(ii) da

liminf Py . (X, € K°) >P(X € K°) >P(X € K) > 1 &,

El compacto K no depende de §, de modo que {X,} es asintéticamente tensa. O

El teorema de Prokhorov usa el siguiente resultado, que generaliza la representacion de Riesz—
Markov y que tomaremos como conocido.?*

Teorema 1.41 (Daniell-Stone). Sea (D, d) un espacio métrico y sea I : Cy(D) — R un funcional tal
que:

(i) 1 es lineal;
(i) 1(f) >0 si f >0,
(iii) I(1) = 1;
(v) si f, € Co(D) y frn I 0 puntualmente, entonces I(f,) | 0.

Entonces existe una unica probabilidad de Borel L sobre D tal que

1) = [ fa..  fecyD).

Definicién 1.42. Sea (A, <) un conjunto dirigido y {X,}aca una red en D. Una subred de {X,}
es una familia {Xqs) }sep, donde (B, <) es un conjunto dirigido y «(-) : B — A satisface:

a) monotonia: para todo S = ' se tiene que a(f) < a(f');
toni do f < B’ se ti B) < a(p

(b) cofinalidad: para todo ay € A existe Sy € B con a(fy) > ay.

Los espacios de probabilidad subyacentes son los correspondientes (Qq(s), Aa(g), Pa(s)), ¥ escribimos
Z(ﬁ)’ Pa(ﬁ),*, etc.

Advertencia 1.43

En la Definicién 1.42 no se pide que B C A, ni que a(-) sea inyectiva, ni que B sea numerable. De (a)
y (b) se obtiene la propiedad que efectivamente se usa en las pruebas, y que llamaremos finalidad:
para todo o € A existe 5y € B tal que 5 = 5y implica a(5) > ap, pues a(5) > a(By) > ap.

Toda sucesién { X, }ren es una red (con A = N), y toda subsucesion es una subred: sing < ng < ---,
basta tomar B = Ny a(j) = n;. El reciproco es falso: una subred de una sucesién no es, en
general, una subsucesién, ni admite extraer una. Por ejemplo, en D = {0,1}/®! con la topologia
producto (compacto por Tychonoff), sea f,(x) el n-ésimo digito binario de x € [0, 1]. Ninguna

subsucesion f,, converge puntualmente: dados n; < ny < ---, se elige x con digitos 0 en las
posiciones n1,n3,... y 1 en ny,ny, ..., de modo que f, () oscila. Sin embargo, por compacidad,
{fn} si tiene subredes convergentes.

N J

Teorema 1.44 (Prokhorov). Sea (D,d) métrico y X, : Qo — D una red no necesariamente
medible.

(1) Si{Xa.} es asintoticamente tensa y asintoticamente medible, entonces existe una subred Xo(g) y
una probabilidad de Borel tensa L en D tales que X = L.

(i7) Si {X,} es una sucesion asintéticamente tensa y asintoticamente medible, entonces existe una
subsucesion X, = L, para alguna probabilidad de Borel tensa L.

24Para el teorema de Daniell-Stone, véase R. M. Dudley, Real Analysis and Probability, Cambridge University Press,
2002, §4.5.
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Demostracién. Para f € Cy(D), pongamos I := [—|| f]oo, || fllcc]- Definimos

bom (00 € L 01

Por Tychonoff,” existe una subred a(8) tal que, para todo f € Cy(D), E 4 f(Xaes) — L(f).
Como la red es asintticamente medible,?® también Eqyg) . f(Xas)) — L(f), f € Cy(D). Probemos
que L es lineal y positivo. Para f, g € Cy(D), usando subaditividad de E* y superaditividad de E,,

E. f(Xap) +Eg(Xag) < E(f +9)(Xa)
<E*(f + 9)(Xap)
<E f(Xag) + E'9(Xag),

donde las esperanzas son respecto de F,g). Pasando al limite,
L(f)+ L(g) < L(f + g) < L(f) + L(9),

luego L(f + g) = L(f) + L(g). La homogeneidad para a > 0 se obtiene pasando al limite en

a(8) [af (Xa(m)} = a3 5)f(Xas)-

Por aditividad, L(—f) = —L(f), y entonces L(af) = aL(f) para todo a € R. Si f > 0, entonces
E, f(Xa@) > 0, luego L(f) > 0. Ademas L(1) = 1.

Resta verificar la continuidad monétona. Sea f,, € Cy(D) con f,, | 0; en particular 0 < f,, < fi.
Fijado ¢ € (0,1), por tensién asintética de la subred?” existe compacto K C D tal que, para todo
0> 0,

lim inf Pa(s),(Xage) € K°)>1-e¢

Por el Teorema de Dini (ver Apéndice), f,, J 0 uniformemente en K; tome m tal que supy f, < €.

Por continuidad y compacidad, existe & > 0 tal que supgs f < 2. Con Bs = {X, € K°}

vy M = | filloos fr(Xa@) < 26+ M]ch y por tanto E g fin(Xas)) < 26 + M P} 5 (B5). Como

lim supg Pa(ﬁ)(Bﬂ) < g, se obtiene 0 < L(fm) < (24 M)e para algin m. Como f,, | 0y L es positivo,

la sucesion L(f,,) es decreciente y no negativa. Por tanto L(f,,) | ¢ para algun ¢ > 0. Para cada
€ (0,1), el indice m = m(e) elegido arriba satisface

0 </l < L(fme) < (2+ M)e.

Como M = || f1]|s no depende de ¢, su arbitrariedad implica ¢ = 0. Asi, L(f,,) 1 0
Por Daniell-Stone, existe una probabilidad de Borel L sobre D tal que

:/de, fecyD).

Luego
Exs (Xa@) = [ fdL, [ € CyD),

25El producto [] f Iy de intervalos compactos es compacto por el teorema de Tychonoff; en un espacio topolégico
compacto, toda red tiene una subred convergente, y la convergencia en la topologia producto es exactamente la
convergencia coordenada a coordenada, es decir, para cada f por separado.

20La diferencia EY — E, . tiende a 0 a lo largo de toda la red y, por lo tanto, a lo largo de cualquier subred.

2"Las subredes heredan la tensién asintética: para toda red numérica, lim inf 8 Za(p) = liminf, 24, de modo que la
cota inferior sélo puede mejorar.

288i no, habria puntos z,, con d(x,, K) = 0y fm(x,) > 2¢; tomando y,, € K con d(z,,,y,) — 0 y una subsucesién
yn — y € K (compacidad), resulta x,, — y y, por continuidad de f,, fm(y) > 2¢ > € > supy fm, contradiccion.

La cota puntual: en Bg, Xa() € K%y alli f, < 2¢; fuera, f,, < fi < M. Luego se usan la monotonia y la
subaditividad de E*, que las constantes salen de la esperanza exterior, y E’&( 5)]1 By =Py ﬁ)( ) del Lema 1.8(i).
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es decir, X, = L. Como la subred sigue siendo asintéticamente tensa, el lema anterior implica que
L es tensa.?” Esto concluye la prueba del punto ().

Para probar (ii) sea, para cada m > 1, K,,, C D compacto tal que, para todo 6 > 0,

lim inf P, (X, € K2) > 1 — 1
n ’ 2m
Como K, es compacto métrico, la bola unidad de C(K,,) es separable.’! Por Tietze, ** toda
h e C(Kp), ||h]le <1, se extiende a una funciéon de Cp(D) con la misma cota. Por tanto, para cada
m, existe una familia numerable F,,, C Cy(D), ||h||cc < 1, cuyas restricciones a K, son densas en
la bola unidad de C'(K,,). Sea F := U,,>1 Fm, que es numerable; enumerémosla F = {hy, ho, ... }.
Como |E:hi(X,)| < 1 para todo n, k, la sucesion (Efhi(X,,)), tiene una subsucesién convergente,
indexada por n" C N; de ella extraemos n® € n" a lo largo de la cual también converge E*hy(X.),
()

y asi sucesivamente. La subsucesion diagonal n; :=n;" es, salvo finitos términos, una subsucesion de

cada n™; por lo tanto E7, h(Xn,;) converge para todo h € F.
Mostremos que entonces Ey, f(X,,) converge para todo f € Cy(D). Basta tomar || [l < 1.7
Fijados m y n > 0, sea h € F,, tal que sup,cr |f(z) — h(x)| < n. Por continuidad y compacidad,

existe § > 0 tal que sup,cs |f(z) — h(z)| < 27.°* Con B, = {X,, € K%},
[, f(Xn) — B h(Xo)| SELLS = hI(Xn) < 21+ 2P (By).
Luego

1
limsup [Ey f(X,,) —Ey h(Xy,)| <20+ —.
j / ’ m

J

Como 1 > 0, la cota del limite superior implica que, para j suficientemente grande, la diferencia
anterior es a lo sumo 31 4 1/m. Por tanto, si j, k son suficientemente grandes,

* * 2 * *

El dltimo término tiende a 0, porque h € F. Haciendo luego n | 0 y m — oo, se concluye que
E, f(Xy;) es de Cauchy. Definimos

L(f) =1, f(X,),  f € Gl(D).

Como la subsucesion sigue siendo asintéticamente medible, E, .f(X,,) — L(f), f € Cy(D).
Repitiendo el argumento de la parte (i), L es lineal, positivo, L(1) = 1 y satisface la continuidad
mondétona. Por Daniell-Stone existe una probabilidad de Borel L tal que

L(f)= [ faL.  fecD).
Por tanto X,,; = L. Como la subsucesion es asintticamente tensa, L es tensa. O

Definicién 1.45. Sea F C Cy(D).

30Lema 1.40(b), aplicado a la subred y a la variable canénica X = id sobre (D, B(D),L), cuya ley es L.

31Para K métrico compacto, C(K) con la norma uniforme es separable: por Stone—Weierstrass, el algebra generada
con coeficientes racionales por las constantes y las funciones x — d(z, q), con ¢ en un denso numerable de K, es densa
en C(K). Todo subconjunto de un métrico separable es separable; en particular, la bola unidad.

32Teorema de extensién de Tietze: si A es cerrado en un espacio métrico D y h: A — R es continua y acotada,
entonces existe h € Cyp(D) tal que hla =h y |Allco.p = ||h]loo.A-

33Para f # 0, se aplica lo que sigue a f/||f|lec ¥ se recupera la convergencia multiplicando por ||f|«, gracias a la
homogeneidad positiva de E*; f = 0 es trivial.

34Mismo argumento de compacidad de la parte (i): puntos x,, con d(z,, K,,) — 0y |f — h|(z,) > 21 acumularian en
un punto de K, donde |f — h| > 21 > n. La cadena que sigue usa ademas ||f — hlloc < 2.
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= F es un reticulo vectorial si es un subespacio vectorial cerrado bajo partes positivas: si f € F,
entonces fT = fV0é&F (en particular, fVg=f+(g— )Y, fANg=9g—(9g— f)T € F para
f9 € F).

= Decimos que F separa puntos de D si para todo par x # y en D existe f € F tal que

f(@) # f(y).

» Una subdlgebra F C Cy(D) es un subespacio vectorial cerrado bajo productos puntuales: si
f,g € F, entonces fg € F.

El siguiente teorema es clave para probar los lemas que siguen

Teorema 1.46 (Stone—Weierstrass). Sea (K, d) un espacio métrico compacto y sea A C C(K) una
clase de funciones que contiene las funciones constantes y separa puntos de K. Entonces A es densa
en C(K) con la norma uniforme en cualquiera de los dos casos siguientes:

(1) A es un reticulo vectorial.

(77) A es una subdlgebra.

Lema 1.47. Sean L, y Ly medidas de Borel finitas en D.
(1) Si /de1 = /de2 para toda f € Cy(D), entonces Ly = Ls.

(71) Sily y Ly son probabilidades de Borel tensas en D y

/de1 :/de2 para toda f € F,

donde F C Cy(D) es un reticulo vectorial que contiene las funciones constantes y separa puntos
de D, entonces L1 = Ls.

Demostracion. (i) Para todo cerrado no vacio F' C D, las funciones f,,(z) := (1 — md(z, F))"
pertenecen a Cy(D) y satisfacen 0 < f,, <1y f,, | 1. Por convergencia dominada y la hipétesis,

L(F) = lim [ fdly =1im [ fdLy = La(F).

Como los cerrados forman un 7-sistema que contiene a D y genera B(D), el teorema de Dynkin (ver
apéndice) implica L; = Ly*°.

(ii) Por linealidad y (i), basta probar la igualdad de integrales para toda g € Cy(D) con 0 < g < 1.3
Fijemos una de estas funciones y € € (0,1). Por tensién, existe un compacto K C D tal que

Ly (K¢) + Ly(K°) < e.

Las restricciones de F a K forman un reticulo vectorial que contiene las constantes y separa puntos.
Por Stone-Weierstrass, existe fo € F tal que supg | fo — g| < €. Definiendo f := (fo V 0) A 1, tenemos
feF,0< f<1lysupglf—g|l<e, pues truncar en [0, 1] no aumenta la distancia a g.

35Una familia no vacia P de conjuntos es un 7-sistema si AN B € P para cualesquiera A, B € P. La consecuencia
del teorema de Dynkin que usamos establece que, si dos medidas finitas coinciden sobre un 7-sistema P que contiene
al espacio total D, entonces coinciden sobre toda la o-dlgebra o(P) generada por esa familia.

36Para h € Cy(D), sean m = infph y M := supph. Si M > m, la funcién g := (h —m)/(M — m) pertenece
a Cy(D), satisface 0 < g < 1 y permite escribir h = m + (M — m)g. Como las medidas son probabilidades,
J hdlL; =m+ (M —m) [ gdL;; por tanto, la igualdad de integrales para g implica la igualdad para h. Si M = m, h es
constante y la igualdad es inmediata.
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Como [ fdL; = [ f dLs, tenemos

\/gdLl—/gdu

=|[Jto=pau - [to-
<|[to-nau|+| fto- pL
< [lg=fldti+ [1g = fldLs

= [ lg=flati+ L)+ [ lg— fldLi+Ls)
<e|Li(K) + Ly(K)| + Li(K°) + Ly(K°)
<26+ Ly (K°) + Ly(K°) < 3e.

Aqui usamos que |[g— f| < een K, que [g— f]| < 1len D porque 0 < f,g <1,y que Li(K)+Ly(K) <2
por ser probabilidades. La tltima desigualdad se sigue de la eleccion de K. Haciendo € | 0, obtenemos
la igualdad buscada. O

Lema 1.48. Sea X, : Q, — D una red con valores en un espacio métrico (D,d), y supongamos que
X, es asintdticamente tensa. Sea F C Cy(D) una subdlgebra que separa puntos de D. Si

Elf(Xa) —Equf(Xa) —0 para toda f € F,
entonces X, es asintoticamente medible.

Demostracion. Para cada h € Cy(D), definamos A, (h) := E}h(X,) —E,.h(X,). Esta diferencia esta
bien definida y es finita: si M := ||h||~, por monotonia tenemos —M < E, .h(X,) <E:h(X,) < M.

Sea 7(t) := (t V 0) A 1. Primero probaremos que A, (7 o h) < A,(h) para toda h € Cy(D), sin
restringir sus valores a [0, 1]. Fijemos a y pongamos Y := h(X,).

Por las definiciones de esperanza exterior e inferior, para cada n > 0 existen funciones medibles
y acotadas U,V tales que U <Y <V, E, U > E,.Y —nyE,)V <E.Y + 1. Podemos tomarlas
acotadas porque Y es acotada. Como 7 es creciente y continua, 7(U) < 7(Y) < 7(V), y los extremos
son medibles. Por ello, E, .7(Y) > E,7(U) vy Ei7(Y) < E,7(V). Ademés, la monotonia y el caracter
1-Lipschitz de 7 dan 0 < 7(V) — 7(U) <V — U. En consecuencia,

Ay(Toh) KE (V) —Eo7(U) =Eu[7(V) = 7(U)] < E,[V — U] =E,V — E,U < Ay(h) 4 27.

Haciendo 7 | 0, obtenemos la desigualdad buscada.
Podemos reemplazar F por F +R:={f +c: f € F, c € R}. Esta clase contiene las constantes,
sigue separando puntos y es una subalgebra: el producto de f; +c¢; y fo + co es

(fifo+carfa+cafi) +cico € F+R.

Ademas, A, (f + ¢) = Ay(f), por lo que se conserva la hipétesis del lema. En adelante denotamos de
nuevo por F a esta subédlgebra ampliada. Ademads, por reescalamiento, basta probar que A,(g) — 0
para g € Cp(D) con 0 < g < 1.

Fijemos una de estas funciones y € € (0, 1). Por tensién asintdtica, existe un compacto K C D tal
que lim sup, P* (X, ¢ K°) < ¢ para todo § > 0. Por Stone-Weierstrass aplicado a las restricciones a
K, existe fo € F con supyg |fo — g| < e. Definamos f := 70 fy. Entonces 0 < f < 1y supg |f—g| < e,
pues 7(g9) = g y 7 es 1-Lipschitz. Ademas, A,(f) < A.(fo) — 0. Por continuidad y compacidad,
existe d > 0 tal que |f — g| < e en K°.

Por la definicion de esperanza interior (Definicién 1.1), A, (h) = EX h(X,)+E:[—h(X,)]. Aplicando
la subaditividad de la esperanza exterior a las identidades g = f+ (9 — f)y —g=—f+(f —9), ¥y
sumando, obtenemos

Aalg) < Aa(f) + ELl(g — F)(Xo)] + EG[(f — 9)(Xo)] < Aalf) + 2EG|g — fI(Xa)-
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La 1dltima desigualdad usa monotonia, pues tanto g — f como f — g estan acotadas superiormente
por g — f|.

Pongamos A, := {X, ¢ K°}. Como |g— f| <cen K’y |g— f| <1 en todo D, punto a punto
tenemos |g— f[(Xa) < elac +14, < e+14,. Por monotonia, invariancia por traslacion por constantes
y la identidad EX1 4 = P%(A),

Eolg = f1(Xa) < Egle +14,] = e+ ELLa, =&+ P (Aa).
Sustituyendo, resulta A,(g) < Au(f) + 2¢ + 2P%(A,). Como A,(f) — 0y limsup, P%(A,) < e,
4e.

)
obtenemos limsup, A,(g) < Finalmente, haciendo ¢ | 0 y usando A,(g) > 0, concluimos que
A.(g) — 0. O

1.4. Espacios producto

1.4.1. Topologia y o-algebras en productos finitos

Si (D,d)y (F,e) son espacios métricos, usamos en D x E la métrica

dy ((q:, y), (2, y/)) = max{d(z,2"),e(y,y)}.
Sus bolas abiertas son productos de bolas del mismo radio, y esta métrica genera la topologia producto.

Las proyecciones coordenadas son continuas. Para productos de un nimero finito de espacios se
procede del mismo modo, tomando el maximo de las distancias coordenadas.

Advertencia 1.50

En D x FE estan la o-dlgebra producto B(D) ® B(E) y la Borel de la topologia producto
B(D x E). Siempre B(D) ® B(E) C B(D x E), pero en general pueden diferir. Si D y E son
separables, coinciden. En efecto, los rectangulos borelianos son intersecciones de preimagenes
por las proyecciones, lo que prueba la inclusién. Si ambos espacios son separables, sus bases
numerables dan una base numerable de rectangulos abiertos del producto; todo abierto es entonces
una unién numerable de esos rectangulos y pertenece a la o-algebra producto.

1.4.2. Tensiéon y medibilidad en productos finitos

Lema 1.53. Para una red (o sucesion) (Xa,Y,) con valores en X X Y:
X, eY, son asintdticamente tensas <= (X,,Y,) es asintdticamente tenso.

Lema 1.54. S7 X, y Y, son asintéticamente tensas, entonces

X, e Y, son asintdticamente medibles <= (X,,Y,) es asintéticamente medible.

Corolario 1.55. Sea L una probabilidad de Borel separable en X x Y. Si, para toda f,qg Lipschitz
acotadas y no negativas,

Ex[f(Xa)g(Va)] — [ F@)gw)dL(z,y),
entonces (Xq, Ya) = L en X x ).

Ejemplo 1.56 (Slutsky). Si X, = X (con X separable) y Y,, = ¢ (constante), entonces (X,, Y,) =
(X, ).’ Del teorema de aplicacién continua se deducen entonces las conclusiones clésicas, con el
cuidado de que cada operacién involucrada esté definida y sea continua en el espacio en cuestiéon:

37Esbozo via el Corolario 1.55: para f, g Lipschitz acotadas no negativas, la subaditividad y la homogeneidad positiva
de la esperanza exterior dan

[Ea[f(Xa)g(Ya)] = 9()EL f(Xa)| < [[fllocBalg(Ya) — g(e)| — 0.

La convergencia a cero se obtiene directamente de Y, = ¢, aplicada a la funcién continua y acotada y — |g(y) — g(c)|.
Ademis, E* f(X,) — Ef(X). La ley de (X, ¢) es separable por serlo la de X, y el corolario da la conclusion.
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» si X, e Y, toman valores en un espacio vectorial topolégico metrizable D, la suma (z,y) — z+y
es continuay X, + Y, = X +¢;

» si Y, toma valores escalares (en R) y X, valores en D, el producto por escalares (a,z) — az es
continuo y Y, X, = cX;

» si X, e Y, toman valores en R (o, mds generalmente, en un dlgebra topolégica), el producto es
continuo y X,Y, = ¢X; y si ademds ¢ # 0, como la inversién y — 1/y es continua fuera del
origen, X,/Y, = X/c.

Noétese que en un espacio vectorial topoldgico general no estan definidos ni el producto de dos vectores
ni el cociente, de modo que las dos tltimas conclusiones no tienen sentido en ese nivel de generalidad.

1.5. Espacios de funciones acotadas

Definicién 1.60. Sea T un conjunto arbitrario. Definimos

((T):={z: T = R:sup|a(t)| < oo}, ||z]lr:=sup|2(t)].
teT teT
Con la distancia uniforme d(z1, z2) = ||z1 — 22|17, €>°(T") es un espacio métrico. Para T' = F es el

espacio £*°(F) de la Seccién 1.1.
Observacién 1.61. Se deja como ejercicio verificar que £>°(7") es separable si y sélo si T es finito.

Definicién 1.62. Un proceso estocastico indexado por T" es una familia { X (¢) : ¢t € T'} de variables
aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad, es decir, cada X (¢) : © — R es medible.

Para w € ), la trayectoria muestral es el mapa t — X(¢,w). Si toda trayectoria muestral es
acotada, el proceso induce un mapa

X:Q— 0T,  wr (t— X(tw)).

A veces las trayectorias poseen propiedades adicionales, como continuidad o medibilidad, y resulta
conveniente considerar X como una aplicacién con valores en un subespacio D C ¢>°(T'), provisto de
la métrica inducida por la norma uniforme. Esta eleccién no altera la nociéon de medibilidad, pues
B(D)={DNB:BeB{(T))}. Por tanto, una aplicacién X :  — D es medible como aplicacién
con valores en D si y sélo si lo es como aplicacion con valores en (7).

Si, ademads, D es cerrado en ¢(*(T), podemos estudiar la convergencia débil en cualquiera de
los dos espacios. Precisamente, si X,, y X toman valores en D, equipado con la distancia uniforme,
entonces X,, = X en D siy solo si X, = X en (=(T).

En efecto, supongamos primero que X,, = X en D. Para verificar la convergencia en ¢*(T),
tomemos g € Cp,(£>°(T)). Su restriccién g|p pertenece a Cy(D). Como X,, y X toman valores en D,
evaluar g o g|p sobre ellos da lo mismo. Por tanto, la convergencia en D, aplicada a g|p, implica
EL9(Xy) = Eg(X).

Reciprocamente, supongamos que X,, = X en ¢*°(T") y tomemos f € Cy(D). Para aplicar esa
convergencia necesitamos una funcién definida en todo ¢>°(T"). Como D es cerrado, el teorema de
extensién de Tietze (ver Apéndice) garantiza que existe f € Cy(£°(T')) que coincide con f en D.
En particular, f (Xn) = f(Xn)y f (X) = f(X). Aplicando la convergencia del espacio grande a 1,
obtenemos E? f(X,,) — Ef(X). Como esto vale para toda f € Cy(D), concluimos que X,, = X en D.

La ventaja de trabajar en D es que su estructura adicional puede simplificar considerablemente
las verificaciones. El ejemplo siguiente muestra cémo la continuidad de las trayectorias reduce la
medibilidad del proceso a la medibilidad de sus coordenadas. En la proxima seccién apareceran otros
ejemplos.
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Ejemplo 1.63. Sea (T,d) un espacio métrico compacto y sea {X(t) : t € T} un proceso cuyas
trayectorias t — X (t,w) son todas continuas, de modo que X toma valores en el subespacio
C(T') C £>°(T) de las funciones continuas. Entonces

X :Q — C(T) es Borel-medible <= X(t) es medible para todo t € T.

La implicacién directa se sigue de que cada evaluacién m : C(T) — R, m(z) = 2(¢), es continua,
y por lo tanto X (¢) = m o X es medible.

Para la reciproca, la clave es que C(T'), con la norma uniforme, es separable.*® Sea Ty C T denso
y numerable. Por continuidad de las trayectorias, para todo zg € C(T') vale

| X — 20l|7 = sup | X (¢) — 20(t)],
teTy

que es un supremo numerable de variables medibles y, por tanto, una variable medible. En consecuencia,
la preimagen por X de toda bola (abierta o cerrada) de C(T") es medible. Como C(T') es separable,
todo abierto es union numerable de bolas abiertas, de donde la preimagen de todo abierto es medible,
y X resulta Borel-medible.

Para k € Ny ty,...,t; € T, denotamos por 7y, 4, : (*(T) — R” la proyeccion m;, 4, (2) :=
(2(t1),...,2(ts)), vy equipamos R* con la norma del maximo. Llamamos funciones cilindro a los
elementos de la clase

C .= {g omy .t KEN, t1,..., 4, €T, g€ C’b(Rk)}.
Lema 1.64. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Cada proyeccion m, 4, es 1-Lipschitz; en particular, es continua y C C Cp(£°(T)).

k

2. Dadas f1,...,fn € C, existen m € N, ty,...,t,, € T y hy,...,h, € Cp(R™) tales que f; =
hiomy .4, Parat=1,...,n.

3. C contiene las constantes y es un subespacio vectorial, una subdlgebra y un reticulo vectorial de

Co(2(T)).
4. C separa los puntos de £>°(T).

Demostracion. (1) Para z,x € (>°(T),

17es,.00(2) = Moyt (2)lloo = M [2(t:) — 2(t)] < Iz — Iz
Luego ;. 4, es continua y, si g € Cy(R¥), gom, 4, es continua y acotada por sup |g|.

(2) Escribamos f; = g; o T s+ CON Gi € Cy(R¥). Sea (t1,...,tm), con m = ki + -+ ky, la
concatenacién de las listas (si,...,s; ),...,(s7,...,s¢ ), y sea p; : R™ — R¥i la proyeccién sobre
las coordenadas del i-ésimo bloque. Entonces Tsi st = Di © Tyt luego f; = hjom, 4, con
h; := g;op;. Cada h; es continua, por ser composicién de continuas, y acotada, pues sup |h;| < sup|g;l;
es decir, h; € Cp(R™).

(3) Las constantes estdn en C: basta tomar k = 1 y g constante. Dadas fi, fo € Cy a,b € R, por
(2) podemos escribir f; = h; oy, 4, con h; € Cp(R™). Entonces

m

afi +bfs = (ahy + bhe) o Ty 4., fifo = (hiho) o Tyt

fiVfo=(h1V hy)omy 4., finfo=(haANhy)omy 4.

38Por el teorema de Stone-Weierstrass, o bien directamente: si Ty = {t1,t2,...} es denso numerable en T, las
funciones de la forma z(t) = mdx; (¢; — r; d(t,t;)) V ¢, con pardmetros racionales y méximos finitos, forman una familia
numerable densa.
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Como Cy(R™) es cerrado por combinaciones lineales, productos, maximos y minimos, todas estas
funciones pertenecen a C. Junto con (1), esto prueba que C es un subespacio vectorial, una subélgebra
y un reticulo vectorial de Cy(¢>°(T)).

(4) Si z1 # 29, existe t € T con z(t) # z(t). La funcién f := arctanom pertenece a C, pues
arctan € Cp(R), y cumple f(z1) # f(22) por ser la arcotangente inyectiva. O

Lema 1.65. Sea X, : Q, — (>°(T') una red asintdticamente tensa. Entonces X, es asintoticamente
medible si y sdlo si, para todo t € T, la marginal real X,(t) es asintéticamente medible.

Demostracion. (=) Seat € T. Si ¢ € Cy(R), entonces g om € Cp(£°(T)) por el Lema 1.64(1), luego
B (Xa(t) = Baxp(Xa(t)) = EL(p 0 m)(Xa) = Eau(p o m)(Xo) — 0,

y cada marginal X, () es asintoticamente medible.

(<) Veamos primero que todo vector finito de coordenadas es asintéticamente medible. Dados
t1,...,t, € T, escribamos 7 := 7y, 4, v Yo = m(X,).

Y, es asintéticamente tensa: dado € > 0, sea K C ¢>°(T') compacto tal que liminf, P, .(X, €
K°®) > 1 — ¢ para todo d > 0. Por el Lema 1.64(1), 7 es 1-Lipschitz; luego 7(K) es compacto y, si
z € K existe z € K con ||z — z||7 < 6, de donde [|7(2) — 7(2)|leo < 6. Asi 7(K®) C 7(K)°, es decir,
{X, € K%} C{Y, € n(K)’}, y por monotonia de la probabilidad interior,

lim inf Py . (Vo € 7(K)®) > liminf Py o(Xo € K°) > 1—¢  para todo § > 0.

Como esto vale para toda lista finita de coordenadas, aplicamos inductivamente el Lema 1.54,
agrupando en cada paso las primeras k£ — 1 coordenadas y afadiendo la ultima: ambos factores
son asintéticamente tensos y asintéticamente medibles, luego todo vector Y, de coordenadas es
asintoticamente medible.

Ahora, si f = gom, .+ €C, entonces f(X,) = g(Ya) con Y, =m, 4, (Xa), y por lo anterior

EZf(Xa) - ]Ea,*f(Xa) - EZQ(K)) - Ea,*g(Ya) —0 para toda f € C.

Por el Lema 1.64, C es una subalgebra de Cy,(£>°(T)) que contiene las constantes y separa puntos. Como
X, es asintéticamente tensa, el Lema 1.48 extiende la convergencia anterior a toda f € C,(¢>°(T)),
que es precisamente la medibilidad asintética de X,,. O

Lema 1.66. Sean Ly y Ly probabilidades de Borel tensas en ¢>°(T'). Son equivalentes:
1. L1 = L2 en B(KOO(T»,
2. Lo Wa}m’tk =Ly0 W;}...,tk para todo k € N y todo t1,...,t, €T.

En particular, si X €Y son aplicaciones Borel-medibles con valores en £°(T') y leyes tensas, definidas
en espacios de probabilidad posiblemente distintos, entonces tienen la misma ley si y solo si

(X(t), - X () = (Y(t), -, Y (t))
para toda eleccion finita ty,... tp € T.

Demostracion. (1) = (2). Por el Lema 1.64(1), las proyecciones 7, ¢, son continuas y, en particular,

L2<7Tt_1,1...,tk(B))'
(2) = (1). Si f = gomy..+, € C, por cambio de variables y la igualdad de las marginales
finito-dimensionales,

/de1 _ /gd(L1 oml )= /gd(L2 oml )= /dez.
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Por el Lema 1.64, C es una subalgebra y un reticulo vectorial de Cy,(¢>°(T")) que contiene las constantes
y separa puntos. Como L; y Ly son tensas, el punto (ii) del Lema 1.47 aplicado en D = ¢>(T') da
Ly = Ly en B(¢>=(T)).

La afirmacion sobre X e Y es la equivalencia (1) < (2) aplicadaa L :=Po X!y Ly :=P oYk
la condicién (2) para estas leyes es exactamente la igualdad en distribucion de los vectores finito-
dimensionales, y no requiere que X e Y estén definidas en un mismo espacio de probabilidad. O

Teorema 1.67. Sea X, : Q, — (*°(T') una red de aplicaciones, no necesariamente medibles. Entonces
X, converge débilmente hacia alguna probabilidad de Borel tensa en ¢>°(T') si y solo si:

(i) X, es asintdticamente tensa;

(ii) para toda eleccion finita ty, ...ty € T, existe una probabilidad Ly, ;, en R” tal que

k

(Xa(tr), -, Xalte)) = Liy s,

En tal caso, la ley limite L es la unica probabilidad de Borel tensa en (>(T') cuyas marginales
finito-dimensionales son las leyes de (ii); es decir,
Lo W;,l...,tk = Lt1,~~-,tk7 7Tt1,~~~,tk<z) = <Z<t1)7 s 7Z(tk))'
Si, ademds, X : Q — (>(T) es Borel-medible, tiene ley tensa y sus distribuciones finito-
dimensionales son las leyes de (ii), entonces L(X) =L y X, = X.

Demostracion. (= ). Supongamos que X, = L, con L una probabilidad de Borel tensa en ¢>°(T).
Sea X la identidad sobre (¢>°(T"), B(¢>°(T)),L); es Borel-medible y su ley es L, de modo que, con la
convencién que sigue a la definicién de convergencia débil, X, = X. Como X es tenso, el Lema 1.40(b)
da (i).

Para (ii), fijemos t1,...,tx € T y g € Cy(R¥). Por el Lema 1.64(1), m, 4
gomy...t, € Cp(£>(T)). Por la convergencia débil y el cambio de variables,

. €s continua y

EZ g<7rt17~--7tk: (Xoé)> = EZ(Q © 7rt17~-7tk-)(Xa) — /g O Ty, bk dL = /gd(l- © ”ﬂi..,m)'

Como m, . 4, es Borel-medible, L o 7T;171._.7tk es una probabilidad de Borel en R¥, y vale (ii) con
Lyt =Lo 7Tt_171m7tk. (Este es el caso particular del Teorema 1.36 para la proyeccién 7y, 4, , continua
en todo (=(T).)

(< ). Supongamos (i) y (ii). Para aplicar el Teorema 1.44 necesitamos que X, sea asintoticamente
tensa, que es la hipdtesis (i), y asintéticamente medible, que probamos ahora. Sea t € T'. El caso
k=1 de (ii) da X,(t) = L; en R, es decir, X, (t) = Z;, donde Z, es la identidad sobre (R, B(R),L;).
Como Z; es Borel-medible, el Lema 1.40(a) implica que X, (t) es asintéticamente medible. Como
esto vale para todo t € T'y X, es asintoticamente tensa por (i), el Lema 1.65 implica que X, es
asintéticamente medible en ¢2°(T).

Sea X, (5) una subred de X, en el sentido de la Definicién 1.42. Por la propiedad de finalidad de
la Advertencia 1.43, para toda red real (z,) se tiene liminfg zo(g) > liminf, 24, y si 2o — 2 también
Za(8) — 2. Lo primero muestra que el compacto que da la tension asintotica de X, para cada € sirve
también para la subred; lo segundo, aplicado a E f(X,) — E, . f(X,) — 0 para cada f € C,(¢=(T)),
muestra que la subred es asintéticamente medible. Por el Teorema 1.44(i), aplicado a X, g, esta
tiene una subred ulterior que converge débilmente a una probabilidad de Borel tensa. Esa subred
ulterior es también una subred de X, pues la composicién de las funciones que definen dos subredes
sucesivas es mondtona y cofinal.

Sea Q uno de esos limites, digamos X,y = Q para una subred X, ) de X,. Fijemos t,...,t, € T
escribamos 7 := 7, 4, v sea g € Cy(R¥). Por un lado, el argumento de (=) aplicado a la subred da

Ez(ﬁ)g(w(Xa(B))) — /gd(Qow‘l).
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Por otro, por (ii) la red real E} g(m(X,)) converge a [ gdLy,
(3 9(m(Xa(g))). Por la unicidad de los limites en R,

t,» ¥ por lo tanto también su subred

-----

/gd(Q o 7r’1) = /gdl—tl,...,tk para toda g € Cb(Rk),
y el Lema 1.47(i), aplicado en D = R*, da

Qo ﬂ;}wtk =Lyt para toda eleccion finita t1,...,t, € T.

Veamos que el limite es tinico. Si Q; y Q2 son dos limites débiles de subredes como los anteriores,
son probabilidades de Borel tensas y, por lo recién probado,

1 o o 1 .z .
Qrom, 4 =Luy..t, =Qom, para toda eleccion finita ¢y,...,t, € 1.

Por el Lema 1.66, Q; = Q. Denotemos por L esta ley comun.

Veamos que toda la red converge. Sea (A, <) el conjunto dirigido que indexa la red. Fijemos f €
Cy(£°(T')) y sean a = E! f(X,) y a:= [ fdL. Dada una subred (aqs))s, la subred correspondiente
(Xa(s))s tiene, por los pasos anteriores, una subred ulterior (Xq(s(1))) que converge débilmente a una
probabilidad de Borel tensa, que por la unicidad anterior es L. Aplicando la definiciéon de convergencia
débil a f,

a8 = Eaen S Xa@a)) — / fdL = a.

Asi, toda subred de (a,) tiene una subred ulterior que converge a a. Veamos que esto implica a, — a.
Si no fuera asi, existiria ¢ > 0 tal que para todo ag € A hay a > ag con |a, — a|] > ¢; es decir, el
conjunto

A ={a€eA:|a, —al >¢€}

seria cofinal en A. Con el orden heredado de A, A, es dirigido: dados a;q, as € A., tomamos una cota
superior comun a3 € Ay, por cofinalidad, ay € A, con ay > as3. La inclusion A, — A es mondtona,
y es cofinal por la cofinalidad de A.; por la Definicién 1.42; (aq)aca. es una subred de (ay)aca, ¥
todos sus términos satisfacen |a, — a| > €. Ninguna subred ulterior suya puede converger a a, pues
todos sus términos satisfacen la misma desigualdad, lo que contradice lo anterior. Por lo tanto,

E.f(Xa) — [ faL.

y como f € C,(¢>°(T)) era arbitraria, X, = L.
Si L’ es otra probabilidad de Borel tensa con L’ o Wa}‘."tk = Ly,...+, para toda elecciéon finita
ti1,...,tx € T, entonces L’ y L tienen las mismas marginales finito-dimensionales, y el Lema 1.66 da

L'=L.

Finalmente, si X es Borel-medible, tiene ley tensa y sus marginales finito-dimensionales son las
Li,. 4., entonces £(X) =P o X! es una probabilidad de Borel tensa con esas marginales y, por el
paso anterior, £(X) = L. Como X, = L, la convencién que sigue a la definicién de convergencia débil
da X, = X. O

La convergencia de las marginales puede establecerse mediante cualquiera de los métodos bien
conocidos para probar convergencia débil en espacios euclideos (TCL multivariado, Cramér-Wold,
convergencia de funciones caracteristicas, Slutsky, etc). La tensién puede darse en forma mds concreta,
ya sea mediante aprozimacion finita o (esencialmente) con ayuda del teorema de Arzela—Ascoli. La
aproximacién finita conduce a la mas simple de las dos caracterizaciones, mientras que la segunda es
tal vez de mayor interés porque conecta la tension con la (asintética, uniforme, equi-) continuidad de
las trayectorias t — X, (%).
La idea de la aproximacion finita supone que para todo £,7 > 0 existe una particién finita



tal que
lim sup P, < sup sup ‘Xa(s) - Xa(t)‘ > 5) <. (1.9)

1<i<k s,teT;

Bajo esta condicion, el comportamiento asintético del proceso puede describirse, con error a lo
sumo &, 7, por el comportamiento de las marginales finito-dimensionales (Xa(tl), .. ,Xa(tk)) para
puntos fijos t; € T;. Si, de este modo, el proceso puede reducirse a un nimero finito de coordenadas
para cualquier par €, > 0, y las redes de distribuciones marginales son tensas, entonces la red X, es
asintoticamente tensa.

Teorema 1.68. Una red X, : Q, — (>°(T') es asintéticamente tensa si y solo si
1. X,(t) es asintdticamente tensa en R para todo t € T';
2. para todo £,m > 0 existe una particion finita T = U¥_, T} tal que se verifica (1.9).

Este resultado es el Teorema 1.5.6 de [5]. En el libro, la necesidad se deduce del criterio de
equicontinuidad (Teorema 1.71, mas adelante), tomando la particién que se obtiene al disjuntar
bolas de una semimétrica®” que hace a T totalmente acotado, y sélo la suficiencia se demuestra
directamente; aqui incluimos, ademas, una demostracién directa de la necesidad.

Demostracion. Suponemos T # &, pues el otro caso es inmediato, y descartamos siempre los bloques
vacios de las particiones. Para una particién finita P = {T},..., Ty} de T'y z € £>°(T'), escribimos

oscp(z) := méx sup |z(s) — z(t)|,
isk steT;

de modo que (1.9) dice limsup, P}, (OSCP(XQ) > 5) < 7. Si s,t estdn en un mismo bloque y w €
(>(T), la desigualdad triangular da |z(s) — 2z(t)| < |w(s) — w(t)| + 2||z — w||7; tomando supremos e
intercambiando z y w,

loscp(2) — osep(w)| < 2|z — wl|r, (1.10)

y en particular oscp es continua en ¢°°(T"). Por tltimo, usaremos la tensién asintdtica en la forma
equivalente que figura en la Definicién 1.39, con 7 en lugar de ¢.
Necesidad. Supongamos que X, es asintéticamente tensa. Por el Lema 1.64(1), cada evaluacion
7 es 1-Lipschitz; por lo tanto lleva compactos en compactos y satisface m(K?) C m,(K)°. Luego
{Xo(t) ¢ m(K)°} C{X, ¢ K°}, y la tensién asintética de X, implica la de cada X, (t).

Fijemos €, > 0. Por tensiéon asintotica existe un compacto K tal que

lim sup P* (X, ¢ K/%) < n/2;

agregando la funcién nula, lo que sélo agranda K¢/ podemos suponer K # @. Por compacidad
existen 21,...,2y € K con K C Uj.vzl B(z;,€/6).

Construimos una sola particién de T en cuyos bloques todas las z; oscilen a lo sumo ¢/3. Para
teTyj<N,sealt):=[3z(t)/e], el tnico entero tal que

z(t) € [;(D)e/3, (4;(t) + 1)e/3).

Como |z;(t)] < ||z;ll7, se tiene |[¢;(t)| < 3||zj||r/e + 1, asi que cada ¢; toma sélo finitos valores.
Decimos que s,t € T son equivalentes si £;(s) = ¢;(t) para todo j < N, y llamamos P a la particion
de T en las clases de esta relacién. Cada clase queda determinada por el valor de (¢1,...,¢y) en ella,
que es uno entre finitos posibles; luego P es finita. Si s,¢ estan en un mismo bloque, para cada j

39Una semimétrica (o pseudométrica) en T es una funcién p : T x T — [0,00) tal que, para todos s,t,u € T,
p(t,t) =0, p(s,t) = p(t,s) y p(s,t) < p(s,u)+ p(u,t). Es decir, cumple los axiomas de una métrica salvo que p(s,t) =0
no implica s = ¢: puntos distintos pueden estar a distancia nula. Las nociones métricas, como la total acotacién (nota
de la Definicién 1.27), se definen igual que para métricas.
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los nimeros z;j(s) y z;(t) estdn en un mismo intervalo semiabierto de longitud ¢/3, de modo que
|z;(s) — zj(t)| < e/3. Por lo tanto, oscp(z;) < &/3 para todo j. La construccién sélo usa los valores
de las z;: no requiere ninguna estructura en 7.

Si x € K*%, existen z € K y un centro z; con ||z — z||r < /6 y ||z — z|lz < £/6. Luego
|z — z||lr < e/3y, por (1.10),

oscp(z) < oscp(z;) + 2|z — zj||lr <e/3+2¢/3 =c¢.
En consecuencia, {oscp(X,) > e} C {X, ¢ K/} y, por monotonfa de la probabilidad exterior,

lim supIP’Z(oscP(Xa) > 5) <n/2<n,

que es (1.9).
Suficiencia. Supongamos que valen ambas condiciones y fijemos v > 0. Vamos a construir un compacto
K tal que limsup, P* (X, ¢ K°) < 7 para todo § > 0.

Por la segunda condicién, para cada m > 1 existe una particion finita P, tal que

lim sup P, <OSC7>m (Xa) > 27m) <72 m L (1.11)

Podemos suponer que cada P,,,; refina a P,,: basta reemplazar P,, por el refinamiento comin
de Pi,...,Pn, cuyos bloques son las intersecciones no vacias de un bloque de cada una’. Este
refinamiento es una particién finita que refina a P,,, y conserva (1.11) porque refinar no aumenta la
oscilacién: si cada bloque de una particién Q esta contenido en uno de P, entonces oscg(z) < oscp(z).

Elegimos un representante en cada bloque de cada P, y, para z € ¢>°(T'), definimos I1,,z como
la funcién que en cada bloque de P,, vale constantemente el valor de z en el representante de ese
bloque (ver Figura 1.1). Como II,z sélo toma valores de z, ||II,z|7 < ||z||r; como cada ¢ estd en el
mismo bloque de P,, que su representante, ||z —II,z||7 < oscp, (). Si m > n, cada bloque de P,, esta
contenido en un bloque de P, donde 11,z es constante; si m < n y s,t estan en un mismo bloque de
P.n, los representantes de sus bloques en P, también estan en él, porque P, refina a P,,. En resumen,

[nzlle < lzllr, |z = Hpzllr < oscp, (2),
0sC < 1.12
oscp,, (I1,2) < Pu(2), m<n, (1.12)
0, m > n.
Sean tq,...,t; los representantes de los bloques de P;. Como todo compacto de R esta contenido

en un intervalo [—c, ¢], cuyo 1-entorno es (—c — 1,¢+ 1), la primera condicién da un R > 0 tal que

limsupPZ(\Xa(tjﬂ > R) < ﬁ para todo j < k (1.13)

(basta tomar el mayor de los radios obtenidos para cada j). Sea
K = {z el>(T): ||zllr < R+1/2, oscp,(z) <27™ para todo m > 1}.

Veamos que K es compacto. Como ¢>°(T') es completo, basta ver que K es cerrado y totalmente
acotado: un subconjunto cerrado de un espacio completo es completo, y un espacio métrico completo
y totalmente acotado es compacto.

K es cerrado porque es la interseccion de los conjuntos {z : ||z||lr < R+ 1/2} y {2z : oscp,, (2) <
27™} m > 1, que son cerrados por la continuidad de la norma y de las oscilaciones (1.10).

408i Q,, es el refinamiento comin de P;, ..., P, sus bloques son los conjuntos no vacios 4; N---N A,, con A; € P;.
Son disjuntos y cubren T, porque cada t estd en exactamente un bloque de cada P;, y son a lo sumo |Py|- - |Pp|.
Cada bloque de Q,,+1 estd contenido en uno de Q,, (el que resulta de omitir A,,11), y cada bloque de Q,, en uno de
Pm (el Ay); asl, Qi1 refina a Q,,, y O, refina a P,,.
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P1: dos bloques Ps: cuatro bloques

Iz JICY

— T — T

Figura 1.1: La funcién z (en gris) y su aproximacién II,z (en azul), para una particién P; con dos
bloques y un refinamiento P, con cuatro; por simplicidad, T" se dibuja como un intervalo. Los puntos
marcan los representantes, y II,,z vale en cada bloque lo que vale z en su representante. La franja
sombreada de cada bloque va del minimo al maximo de z en él: como II,,z queda dentro de la franja,
|z — II,,z| no supera su altura, lo que da ||z — II,,z||r < oscp, (z). Al refinar, las franjas se achican y
I1,,z se acerca a z.

Para ver que es totalmente acotado, fijemos n y llamemos S,, al conjunto de las funciones constantes
en los bloques de P,, con valores en [—(R + 1/2), (R + 1/2)]. Si P, tiene p bloques, asociar a cada
funcién de S, el vector de sus p valores es una isometria de S, sobre [—(R + 1/2), (R + 1/2)]? con la
norma del maximo; por lo tanto, S,, es compacto y existen fi, ..., f, € S, tales que las bolas B(f;,27")
cubren S,,. Sea ahora z € K. Por (1.12), II,,z € S,, porque es constante en los bloques de P, y
IL.z2|lr < ||z]lr < R+1/2; ademés, ||z —IL,z||7 < oscp, (2) < 27" Siies tal que |11,z — fil|lr <277,
la desigualdad triangular da

Iz = fillr < ||z = pz|lr + [[Hnz — fil]lr < 277

Asi, K C UL, B(f;,27"™!) y, como n es arbitrario, K se cubre con finitas bolas de radio tan chico
como se quiera; es decir, es totalmente acotado. (Si se prefiere que los centros estén en K, basta elegir
un punto de K en cada una de esas bolas que corte a K y duplicar el radio.)

Fijemos 6 > 0 y n con 27" < 6, y sea x € (>(T) tal que |z(¢;)|] < R para todo j < k' y
oscp,, (r) < 27™ param = 1,...,n. Veamos que € K°. Primero acotamos su norma: II;z toma los
valores z(t1),...,z(tx), asi que |[Iz||r < R, y el caso n =1 de (1.12) da

||z < ||z + ||z — Mz|r < R+ oscp, (x) < R+ 3.

Por (1.12), entonces, ||l ,z|lr < ||z|lr < R+ 1/2, oscp,, (I1,x) < oscp,, () < 27 param < ny
oscp,, (Il,z) = 0 para m > n; es decir, [I,2 € K. Ademéds, ||z — I, z||r < oscp, () < 27" < 4, de
modo que x € K°.

En consecuencia,

k

(X, ¢ K° U{ = R} Ol{OSCpm(Xa) > 2””},

y la subaditividad de la probabilidad exterior, la desigualdad del limite superior para sumas finitas,
(1.13) y (1.11) dan

+272m1<7+7<7

hmsup]P’ (Xo ¢ K°) < k- Y

4k

Como K no depende de 9, X, es asintéticamente tensa. O

El segundo tipo de caracterizacion de la tension asintética es mas profundo: relaciona la tensiéon
en (>(T') con una forma asintética de continuidad uniforme de las trayectorias.
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Definicién 1.70. Sea p una semimétrica en 7. Una red X, : Q, — (°(T) es asintéticamente
uniformemente p-equicontinua en probabilidad si, para todo €, > 0, existe 6 > 0 tal que

lim sup P, ( sup | Xa(s) — Xa(t)| > 5) <.
o p(s,t)<o

Equivalentemente,

laig)llimsuppz ( sup | Xa(s) — Xa(t)] > 5) =0, e > 0.

« p(s,t)<o
Teorema 1.71. Una red X, : Q — (>°(T) es asintdticamente tensa si y solo si:

1. para todo t € T, X,(t) es asintéticamente tensa en R;

2. existe una semimétrica p en T tal que (T,p) es totalmente acotado y X, es asintdticamente
uniformemente p-equicontinua en probabilidad.

Demostracion. Si T = &, el espacio ¢>°(T') tiene un solo elemento y el resultado es inmediato.
Suponemos, en adelante, que T' # @ y descartamos los bloques vacios de todas las particiones.

Con la notaciéon oscp de su demostracion, usaremos el Teorema 1.68 en esta forma: la tension
asintotica equivale a la tensién asintética de cada coordenada y a que, para todo €, > 0, exista una
particion finita P tal que limsup, P% (oscp(X,) > €) <.

Necesidad. Supongamos que X, es asintoticamente tensa. Por el criterio anterior, X, (t) es asintotica-
mente tensa en R para todo t € T'. Resta construir la semimétrica.

a) Eleccion de particiones cada vez mds finas. Aplicando el criterio con e = n = 27™, para cada m > 1
elegimos una particion finita Q,, tal que

lim sup P}, (ochm (Xa) > 2_"‘) <27m.

Estas particiones no tienen por qué estar encajadas. Para conseguirlo, definimos su refinamiento
comun acumulado:

Pm::{AlﬂmﬂAm:Ajer (1<j<m), AlmmﬂAm;&@}.

Es una particién finita: cada punto pertenece a una tnica de esas intersecciones, y hay a lo sumo

"L, 1Qj| intersecciones posibles. Ademds, P, refina a P, pues cada bloque de la primera se
obtiene intersectando un bloque de la segunda con un bloque de Q,, 1.

Cada bloque de P,, esté contenido en un bloque de Q,,. Por lo tanto, oscp, (2) < oscg,, () para

todo z, y obtenemos
lim sup P} (oscp,, (Xo) > 27™) < 27 (1.14)

b) Construccion de la semimétrica. Para m > 1y s,t € T, ponemos

0, si s,t pertenecen al mismo bloque de P,,,

1, si pertenecen a bloques distintos,

A (s,t) == { p(s,t) == i 27"d, (s, 1).

La serie converge y 0 < p(s,t) < 1, porque 0 < d,, < 1. También es inmediato que p(t,t) = 0y
p(S, t) = :0<t7 3)'

Verifiquemos la desigualdad triangular. Fijados s,t,u € T, si d,,(s,t) = 0, entonces d,,(s,t) <
Ay (s,u) 4+ dm(u, t) porque el segundo miembro es no negativo. Si d,,(s,t) = 1, los puntos s, ¢ estan
en bloques distintos. En ese caso no pueden cumplirse simultdneamente d,,(s,u) =0y d,,(u,t) = 0,
pues ello situaria a los tres puntos en un mismo bloque. Asi, al menos uno de esos dos términos vale

1, y nuevamente
dm(8,t) < dp(s,u) + dp(u, t).
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Multiplicando por 27, sumando de m =1 a m = N y pasando al limite cuando N — oo, resulta
p(s,t) < p(s,u) + p(u,t). Por consiguiente, p es una semimétrica. Puede ocurrir p(s,t) =0 con s # t:
sucede si ninguna de las particiones separa esos puntos, lo cual estd permitido para una semimétrica.

c) Relacion entre distancias y bloques. Necesitamos las dos implicaciones siguientes:

s,t en un mismo bloque de P,, = p(s,t) <27, (1.15)
p(s,t) <2™™ = s,t en un mismo bloque de P,,. (1.16)

Para la primera, si s, estdn juntos en P,,, también estan juntos en P; para todo j < m, porque las
particiones son cada vez més finas. Entonces d;(s,t) = 0 para j <my

p(s,t) =Y 279d;(s,t) < > 277 =27
ji>m j>m

Para la segunda, si estuvieran en bloques distintos de P,,, tendriamos d,,(s,t) = 1y, como todos los
sumandos son no negativos, p(s,t) > 27 contradiciendo la hipétesis.
d) Total acotacion de (T,p). Fijemos r > 0 y elijamos m con 27" < r. Escribamos P, =
{Ama,. .., Ak, } v elijamos un representante t,,; € A,,; en cada bloque. Si t € A,,;, la impli-
cacion (1.15) da p(t, t,,,;) < 2™ < r. Por tanto, las k,, bolas abiertas de radio r centradas en esos
representantes cubren 7. Como r > 0 era arbitrario, (7', p) es totalmente acotado.
e) Equicontinuidad asintdtica. Fijemos ¢, > 0 y elijamos m suficientemente grande para que
27™ < min{e, n}. Ponemos § = 27, Por (1.16), cualquier par con p(s,t) < d esta contenido en un
bloque de P,,. En consecuencia, para toda z € ¢>(T'),

sup |z(s) — z(t)] < oscp,, (2).
p(s,t)<é

Esta es una desigualdad determinista, que podemos aplicar a z = X, (w) para cada w € €2,. Como
2™ < g, obtenemos las inclusiones de eventos

{ sup |Xa(s) — Xa(t)] > 5} C {oscp,,(Xa) > €}

(s,t)<é

C {OSCpm (Xa) > 2_’”}.

La monotonia de la probabilidad exterior y (1.14) implican

limsup P, ( sup | Xa(s) — Xao(t)| > 5) < limsup P, (osch (Xa) > 2””)

p(s,t)<é
<27 <.

Esto prueba la equicontinuidad asintoética requerida. Obsérvese que las particiones y p se construyeron
antes de fijar £, 7: la misma semimétrica sirve para todos los pares de tolerancias; sélo cambia §.
Suficiencia. Supongamos ahora que cada X, (t) es asintéticamente tensa y que existe una semimétrica
p con las propiedades del enunciado. Por el Teorema 1.68, basta verificar la condicién de oscilacién
sobre particiones finitas.

Fijemos €, > 0. Por la equicontinuidad asintdtica, existe § > 0 tal que

lim sup P, ( sup | Xa(s) — Xo(t)] > 5) <. (1.17)
« p(s,t)<é

Como (T, p) es totalmente acotado, existen t1, ..., ¢, € T cuyas bolas abiertas B; := {t € T': p(t,1;) <
d/3} cubren T'. Para convertir esta cubierta en una particién, definimos

AllzBl, Az:Bz\UBJ (2§Z§]€)

i<t
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y descartamos los conjuntos vacios. Los conjuntos restantes son disjuntos: cada punto se asigna
unicamente a la primera bola de la lista que lo contiene. Ademas, cubren T', porque todo punto
pertenece a alguna de las bolas. Denotemos por P esta particion finita.

Si s,t pertenecen a un mismo bloque A;, ambos estdn en B;. La desigualdad triangular da

p(s,t) < p(s,t;) + p(ti,t) <2§/3 <.

Por consiguiente, todos los pares que intervienen en oscp(z) también intervienen en el supremo sobre
p(s,t) < &,y para todo z € £>°(T) se tiene

osep(z) < sup |2(s) — =)
p(s,t)<d

Aplicando esta desigualdad a cada trayectoria, obtenemos

{oscp(Xy) > e} C { sup | Xa(s) — Xo(t)] > 8} :

p(s,t)<d
Por monotonia de la probabilidad exterior y (1.17),

limsup P (oscp(Xy) > €) < 1.

Queda verificada la condicion de particiones finitas para todo €,n7 > 0. Junto con la tension asintética
de las coordenadas, el Teorema 1.68 implica que X, es asintéticamente tensa en >°(7T).

En ambas direcciones sélo usamos inclusiones de eventos y monotonia de la probabilidad exterior;
no se requiere suponer que esos eventos sean medibles. m

Teorema 1.72. Sea X, : Q, — (>°(T) una red y sea X : Q@ — £>°(T") Borel-medible tal que X, = X.
(i) Si X, es asintoticamente tensa, existe una semimétrica p en T tal que

(a) (T, p) es totalmente acotado;

(b) casi todas las trayectorias t — X (t,w) son uniformemente p-continuas.**

(ii) Sip es una semimétrica enT que satisface (a) y (b), entonces X, es asintdticamente uniformemente
p-equicontinua en probabilidad.

En (ii) no se supone que X, sea asintdoticamente tensa; si se mantiene la hipotesis X, = X.

Demostracion. Si'T = &, el resultado es inmediato. Supongamos T # &. Para una semimétrica p y
0 > 0, definimos
ws(z) = sup |z(s) — 2(t)|, z e (>(T).
p(s,t)<é

La desigualdad triangular da |ws(z) — ws(2')| < 2||z — 2'||7; por tanto, ws es continua y ws(X) es
medible. Ademaés, ws(z) decrece cuando d | 0.

(i) Por el Teorema 1.71, existe una semimétrica p que hace a T' totalmente acotado y para la cual
X, es asintoticamente uniformemente equicontinua en probabilidad. Para cada ¢ > 0, el conjunto
{z : ws(2) > €} es abierto. Por Portmanteau (Teorema 1.34(ii)),

P(ws(X) > &) < liminf P, (ws(Xe) > ) < lmsup P, (ws(Xe) > €).

El dltimo miembro tiende a cero cuando § | 0. Como wy/,(X) es no negativa y decreciente, tiene
un limite medible W > 0. Para todo k,n > 1, P(W > 1/k) < P(w1/,(X) > 1/k); haciendo n — oo

Una funcién z : T — R es uniformemente p-continua si para todo € > 0 existe § > 0 tal que |2(s) — 2z(t)| <
siempre que p(s,t) < d; equivalentemente, sup,,, )< [2(s) — 2(t)| = 0 cuando 6 | 0.
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y luego tomando la unién numerable en k, resulta P(W > 0) = 0. Asi, fuera de un tnico conjunto
medible nulo, ws(X) — 0, que es la continuidad uniforme requerida.

(ii) Por (b), ws(X) — 0 c.s. cuando § | 0. Para € > 0, el conjunto {z : ws(z) > €} es cerrado. Por
Portmanteau (Teorema 1.34(iii)),

lim sup P, <UJ5(XQ) > 5) < limsup P}, (w(;(Xa) > 5)
< ]P’(w(;(X) > 5).

El dltimo miembro tiende a cero por convergencia dominada aplicada a sus indicadores. Esto prueba
la equicontinuidad asintética. Esta implicacién usa (b) y X, = X; no necesita adicionalmente la
total acotacién de (a). O

Equicontinuidad uniforme p-asintética. La equicontinuidad uniforme p-asintética es una con-
dicion delicada, pero es precisamente la que permite pasar de la convergencia de marginales finito-
dimensionales a la convergencia débil en ¢*°(T"), una vez controlada la tensién. En aplicaciones
concretas suele verificarse mediante propiedades de Markov, desigualdades maximales o argumentos
de encadenamiento; en la Parte 2 desarrollaremos estas herramientas para procesos empiricos.

A nivel general, la eleccién de la semimétrica no es parte de los datos del problema. El conjunto
de indices T" puede no venir provisto de una semimétrica natural y, aun si la tiene, esa semimétrica
puede no ser la adecuada para capturar las oscilaciones del proceso. El criterio anterior muestra que
lo relevante es encontrar alguna semimétrica p que haga (7', p) totalmente acotado y para la cual los
incrementos de X, sean asintéticamente pequenos en probabilidad.

Si X es un posible limite de X, sus marginales finito-dimensionales sugieren la ley limite candidata.
Para deducir la convergencia débil en ¢*°(T") a partir de ellas, hay que verificar ademés la tensién
asintotica de X, por ejemplo mediante el Teorema 1.71. La continuidad uniforme de las trayectorias
del candidato X, por si sola, no garantiza esa tension: la parte (ii) del Teorema 1.72 supone ya que
X, = X.

La siguiente proposicion se refiere al propio proceso limite X: si alguna semimétrica hace a
T totalmente acotado y a casi todas las trayectorias de X uniformemente continuas, entonces la
semimétrica intrinseca pg tiene ambas propiedades. En ese caso, py es una candidata natural para
verificar la equicontinuidad asintotica de X, pero esa verificacion sobre la red sigue siendo necesaria
al aplicar el criterio de tension. Que una semimétrica arbitraria no tenga las dos propiedades no
descarta la existencia de otra que si las tenga; para py, en cambio, la proposiciéon garantiza que las
tiene siempre que exista alguna que las cumpla.

Proposiciéon 1.73 (Semimétrica intrinseca). Sea X : (Q, A, P) — (°(T) una aplicacion Borel-
medible. Supongamos que existe una semimétrica p en T tal que (i) (T, p) es totalmente acotado y (ii)
casi todas las trayectorias t — X (t,w) son uniformemente p-continuas. Definamos

po(s,t) = ]E[arctan | X (s) — X(t)ﬂ, s,teT.

Entonces py es una semimétrica finita en T, el espacio (T, po) es totalmente acotado y casi todas las
trayectorias del propio proceso X son uniformemente pg-continuas. Mds precisamente, existe Qo € A,
con P(y) = 1, tal que, para todo w € Qo y todo € > 0, existe 6 > 0 tal que po(s,t) < & implica
| X (s,w) — X(t,w)| < € para todos s,t € T. Aqui § puede depender de w y de &, pero no de s,t.

Demostracion. Como las evaluaciones z — z(t) son continuas en ¢*°(T"), cada X (t) es una variable
aleatoria, y como 0 < arctan < 7/2 en [0,00), po estd bien definida y toma valores en [0, 7/2]. La
simetria y la igualdad pg(t,t) = 0 son inmediatas. Para la desigualdad triangular usamos que arctan
es creciente y subaditiva en [0, 00). Lo segundo se debe a que es concava y se anula en el origen: si
a,b> 0y a+b>0,laconcavidad da arctana > _¢ arctan(a + b) y arctanb > a%b arctan(a + b), y
basta sumar. Asi,

arctan | X (s) — X (t)| < arctan | X (s) — X (u)| + arctan | X (u) — X (¢)],
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y tomando esperanzas se obtiene pg(s,t) < po(s,u) + po(u,t).
Para ver que (7, pg) es totalmente acotado, comparamos py con p a través del médulo de
continuidad. Para z € £>°(T") y 6 > 0 sea

Wis(z) :== sup [z(s) — 2(t)] < 2| zlr.
p(s,t)<d

Como “Z(S) —z2(t)| —12'(s) — Z/(t)” < 2||z — 2'||r para cada par s,t, la funcion Wy es 2-lipschitziana
en (*(T), de modo que W;(X) es una variable aleatoria aunque el supremo recorra una familia no
numerable de pares. Si una trayectoria es uniformemente p-continua, su médulo Wy tiende a cero
cuando 0 | 0; por (ii), esto ocurre casi seguramente. Como Wy crece con ¢, basta considerar § = 1/n,
y por convergencia dominada

n(d) := E[arctan W(;(X)} —0 (64 0).

Si p(s,t) < 6, entonces | X (s) — X(t)] < Ws(X) en todas las trayectorias, y por lo tanto po(s,t) < n(d).
Dado r > 0, elegimos 0 con 7n(d) < r vy, por (i), puntos ti,...,ty tales que todo t € T cumple
p(t,t;) < ¢ para algin i; entonces las pp-bolas de radio r centradas en los ¢; cubren 7.

Queda la continuidad uniforme de las trayectorias, que es la parte delicada. Que po(s,t) sea
pequeno sélo dice que X (s) y X (t) estan préximos en probabilidad para ese par concreto, mientras
que necesitamos un tinico suceso de probabilidad uno en el que el control valga para todos los pares a
la vez. La idea es la siguiente: si f esta en el soporte de la ley de X, entonces X estd uniformemente
cerca de f con probabilidad positiva, asi que una oscilacion grande de f entre s y ¢ obliga a X a
oscilar también con probabilidad positiva, lo que acota py(s,t) inferiormente. Basta, pues, ver que el
soporte tiene probabilidad uno, y para ello necesitamos que la ley de X viva en un conjunto separable.

Sea p :=Po X1 Para cada n > 1, disjuntando un cubrimiento finito de T" por p-bolas de radio
1/n y descartando los conjuntos vacios, obtenemos una particion finita {A,,1,..., Apg,} de T en
la que dos puntos de un mismo bloque distan menos de 2/n. Sea D la familia, numerable, de las
funciones que para algiin n son constantes en cada A, ; con valores racionales. Si z es uniformemente
p-continua y ¢ > 0, tomamos n tal que |z(s) — z(t)| < /2 siempre que p(s,t) < 2/n, un punto t,;
en cada bloque y racionales ¢; con |¢; — 2(t,;)| < €/2; la funcién que vale ¢; en A, ; pertenece a D
y dista a lo sumo € de z. Por lo tanto, la clausura S de D en ¢*°(T') es un cerrado separable que
contiene a todas las funciones uniformemente p-continuas, y por (ii), u(S) = 1.

Sea ahora (Uj);>1 una base numerable de la topologia relativa de S, por ejemplo las intersecciones
con S de las bolas con centro en D y radio racional; cada U; es boreliano. El conjunto N := U{U; :
1(U;) = 0} es abierto en S y p-nulo, por ser unién numerable, asi que F' := S\ N es cerrado en
(2(T) y u(F) = 1. Ademas, si f € F'yr >0, existe j con f € U; CSNB(f,r), y p(U;) > 0 porque
f ¢ N. Es decir,

P(|X — fllr <r) >0  paratodo f € F'y todo r > 0. (1.18)

Fijemos f € F 'y e >0,y sea A:={||X — f|lr <e/4}, cuya probabilidad p es positiva por (1.18).
Si [f(s) — f(t)] > ¢, en A se tiene

[ X(s) = X(0)] = |f(s) = FO] = 21X = fllz > €/2,
y en consecuencia
po(s,t) > E[lA arctan | X (s) — X(t)|] > parctan(e/2) =: 0.

Como ¢ > 0 no depende de s ni de t, hemos probado que py(s,t) < § implica |f(s) — f(t)] < e, es
decir, que toda f € F es uniformemente py-continua. Para terminar, tomamos Qg := X }(F), que
pertenece a A porque F es cerrado y X es Borel-medible, y cumple P(2) = p(F') = 1. Para cada
w € Qo, la trayectoria X (w) estd en F'y es, por tanto, uniformemente py-continua. H
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En particular, para cada w € Qq, po(s,t) = 0 implica X (s,w) = X (¢,w) simultdneamente para todos
los pares s,t € T. No hace falta cambiar de version; si se quiere que todas las trayectorias sean
uniformemente py-continuas, basta tomar X :=X en Q y X :=0 fuera de Qo, que es Borel-medible
y coincide con X en un conjunto de probabilidad uno.

Otra familia natural de candidatas es

pols 1) = (E[X(s) = X))V, 0<p<oc.

Cuando estas cantidades son finitas, p, es una semimétrica: para p > 1 esto es Minkowski, y para
0<p<1lseusa|a+bP <|a’+ |bP. Estas semimétricas son especialmente utiles cuando el proceso
es continuo en media-p. Mas precisamente, si para alguna semimétrica p que hace totalmente acotado
a T se tiene
i (§g>1><5E!X( s) — X ()" =0,

entonces los incrementos son uniformemente pequenos en media-p a escala p. En particular, para usar
directamente p, como semimétrica de equicontinuidad no basta con la continuidad de trayectorias:
también hay que verificar que p, sea finita, que (7', p,) sea totalmente acotado y que las trayectorias
de X sean uniformemente p,-continuas. En el caso gaussiano, la eleccién usual es la semimétrica
canénica po(s,t), la raiz del segundo momento de los incrementos (que coincide con su desviacién
estandar cuando el proceso estd centrado), y es la herramienta natural para aplicar métodos de
entropia y encadenamiento.

Definicién 1.74. Un proceso estocastico X = {X(t) : t € T} se llama gaussiano si, para todo
k € Ny todo ty,...,t, € T, el vector (X (t1),...,X(tx)) tiene distribucién normal multivariante,
posiblemente degenerada, en R”.

Proposicién 1.75. Sea X = {X(t) : t € T} un proceso gaussiano y sean p,, 0 < p < oo, las
semimétricas definidas mds arriba. Sea X, : Qq — €°(T') una red de elementos aleatorios. Entonces
son equivalentes:

1. existe una version X de X que es Borel medible como mapa en (>°(T), cuya ley es tensa, y tal que
Xo = X en °(T);

2. para algin p € (0,00), y entonces para todo p € (0,00), se cumplen:
» para todo k € N y todo t1,...,tp € T, (Xo(t1), ..., Xa(tr)) = (X(t1),..., X(t));

» X, es asintoticamente uniformemente p,-equicontinuo en probabilidad;

» (T, p,) es totalmente acotado.

1.6. Convergencias

Para redes de aplicaciones definidas sobre un tnico espacio de probabilidad fijo (2,4, P), la
convergencia casi sequra y en probabilidad son modos de convergencia estocastica usados con frecuencia,
mas fuertes que la convergencia débil. En esta seccién consideramos sus extensiones a mapas no
medibles, junto con el concepto de convergencia casi uniforme, el cual es equivalente a la convergencia
casi sequramente exterior para sucesiones, pero es mas fuerte (y mas ttil) para redes generales. En lo
que sigue (D, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.79. Sean X, X : 2 — D aplicaciones arbitrarias.

(i) Decimos que X, converge en probabilidad exterior a X, y escribimos X, X si d(Xa, X)* £
0. Equivalentemente,*? para todo € > 0,
P(d(Xa, X)* > £) = P*(d(Xa, X) > £) — 0,
La igualdad P(d(X,, X)* > ¢) = P*(d(Xa, X) > €) es el Lema 1.9(vi); nétese que, como el evento de la izquierda

es medible, la convergencia d(X,, X)* L 0 es 1a usual.
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(17) X, converge casi uniformemente a X si, para todo € > 0, existe un conjunto medible A con
P(A) > 1 — ¢ tal que d(X,, X) — 0 uniformemente en A. Se denota X, = X.

(1ii) X, converge casi seguramente exterior a X si d(X,, X)* — 0 casi seguramente, para alguna
eleccién de versiones de d(X,, X)* (cada versién es un mayorante medible minimo; en particular,

domina a d(X,, X) en todo punto). Se denota X, AN ¢

(iv) X, converge casi seguramente a X si
P, (limd(Xa, X) =0) =1,

y se denota X, <% X.

REDES ARBITRARIAS SUCESIONES
N\ (
[ Xa c.s.* X ] [ Xa _C_“_> X ] [ Xn c.s.* X - > Xn _c_u_) X ]
J G
Y Y Y Y
[ X, &3 X ] [ X, B x ] [ X, &5 X ] [ X, & X ]

Figura 1.2: Relaciones basicas entre nociones de convergencia para mapas posiblemente no medibles.
Sélo se dibujan implicancias validas. En redes arbitrarias se muestran c.s.* = c.s. y c.u. = P*. En
sucesiones, c.s.* y c.u. son equivalentes, ademas c.s.* = c.s. y c.u. = P*. Las flechas ausentes no
deben interpretarse automaticamente como no-implicancias; algunas relaciones adicionales pueden
deducirse por transitividad.

Los tres primeros conceptos de la lista son los mas importantes. El cuarto es delicado: en general
no se comporta como uno esperaria. De hecho, para sucesiones no medibles, incluso la convergencia en
todas partes (que es méas fuerte que (iv)) no implica ninguna de las otras tres formas de convergencia.
Este es uno de esos fendémenos que recuerdan que la medibilidad, aunque a veces pase desapercibida,
no debe tomarse a la ligera.

Para sucesiones (ii) y (ii1) son equivalentes, pero para redes generales el (ii7) pierde buena parte
de su valor. Primero, esta la molestia de que, para redes generales, la convergencia casi seguramente
exterior depende de las versiones medibles minimas que se usen. Segundo, incluso para redes medibles
X, la convergencia casi seguramente exterior es mas bien débil: por ejemplo, no implica convergencia
en probabilidad.*® Por estas razones consideramos (iii) y (iv) s6lo para sucesiones. En lo que sigue,
usaremos la notaciéon X, para una red general y X, para una sucesion, sin mencién adicional.

Para sucesiones, las cosas salen en parte como deberian: la convergencia casi seguramente exterior
(7i1) es méas fuerte que la convergencia en probabilidad exterior. La equivalencia entre convergencia
casi uniforme y convergencia casi seguramente exterior —la parte (iii) del lema siguiente— es el
conocido teorema de Egorov.

Lema 1.81. Sea (D,d) un espacio métrico, sea X : Q — D Borel-medible y sean X,, : Q@ — D
aplicaciones arbitrarias. Entonces:

(i) Si X, 20 X, entonces X, — X.

.o IP)* . 7/ . ./ . . 7 g
(ii) X, — X siy sélo si toda subsucesion admite una subsucesion ulterior que converge a X c.s.*.

43Un ejemplo estandar: en [0,1] con la medida de Lebesgue, sea X = 1, donde F recorre los subconjuntos finitos
de [0, 1], ordenados por inclusién. Para cada w fijo se tiene eventualmente w € F', de modo que Xr — 1 en todo punto
y, al ser cada X medible, también c.s.*; sin embargo, P(Xpr > 1/2) = 0 para todo F', asi que Xz — 0 en probabilidad.
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(iii) X, 30 X siy sélo si X, < X

Lema 1.82. Sea (D, d) un espacio métrico, sea X : Q — D Borel-medible y sea (X,) una red de
aplicaciones arbitrarias 0 — D. Entonces:

(i) Definamos R, = SUpgs, d(Xp, X), el supremo puntual de la cola, que para redes no numerables

puede no ser medible. Entonces X, —= X si y sélo si R, LN 0, es decir, siy solo si R, 50.
(ii) Si Xo <% X, entonces Xo — X.

En el teorema clasico de representacion casi segura —para aplicaciones medibles— las versiones
X, se piden con la misma ley que las X, originales. En la version no medible se conserva mas
informacion: se exige

E*f(X,) = EXf(XL) para toda f : D — R acotada.

En particular, coinciden las probabilidades exteriores e interiores de {X, € B} y {Ya € B} para
todo B C D. Esta igualdad de expectativas exteriores es, en general, mas fuerte que la igualdad de
las leyes sobre una o-algebra prefijada.

El siguiente teorema de representacion no medible vale para sucesiones y, mas generalmente, para

redes indexadas por conjuntos dirigidos no triviales; no vale, en general, para conjuntos dirigidos
arbitrarios. Llamaremos no trivial a un conjunto dirigido que permite una red de niimeros estrictamente
positivos d, con 6, — 0. En particular, N, con el orden usual, es no trivial.**
Teorema 1.91. Sea X, : ), — D una red arbitraria indexada por un conjunto dirigido no trivial,
y sea Xoo Borel-medible y separable. Si X, = Xo, entonces existen un espacio de probabilidad
(Q A, P) y aplicaciones X, : Q — D, junto con una aplicaciéon Borel-medible Xo : Q@ — D con la
misma ley que X, tales que:

(i) Xo < Xoo;
(ii) B*f(X,) = EX f(X,), para toda f : D — R acotada y todo a.

44 La restriccién al conjunto dirigido no trivial es esencial: existen conjuntos dirigidos triviales y, para cada uno de
ellos, una red X, para la cual el teorema falla; véase [5, Seccién 1.10].
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Capitulo

Proceso empirico

2.1. Medidas empiricas y clases de Donsker

Esta parte se ocupa de la convergencia de un tipo particular de aplicacién aleatoria: el proceso
empirico. En todo el capitulo, X;, X5, ... es una sucesion de elementos aleatorios independientes e
idénticamente distribuidos, definidos sobre un mismo espacio de probabilidad, con valores en un
espacio medible (X, A) y ley comin P. La medida empirica P, de la muestra Xy, ..., X, es la medida
aleatoria discreta dada por

P, (C)=n"#{1<i<n:X; €C}, CeA

Alternativamente (si los puntos son medibles), puede describirse como la medida aleatoria que pone
masa 1/n en cada observacién, P, =n~' 3" | 0x,.

Dada una coleccién F de funciones medlbles f X — R, la medida empirica induce una aplicacion
F — R dada por f — P, f. Usaremos la notaciéon Qf = [ fd@) para una funcién medible f y una
medida signada (). La version centrada y reescalada de la aplicacion anterior es el F-proceso empirico

G,, dado por
>(F(x) = Pf).

i=1

fr—G.f =vn(P,—P)f

%\H

Frecuentemente identificaremos la medida signada

1

L Sy - P)

n;3

con el proceso empirico.

Para una funcién fija f, por la ley de los grandes ntimeros y el teorema central del limite se
tiene P, f ﬁ Pf, G,f = N(0,P(f — Pf)?), siempre que Pf exista y Pf? < oo, respectivamente.
Veremos como hacer estas afirmaciones uniformes en f, al variar sobre una clase F.

La teoria clasica de procesos empiricos considera, como casos especiales, cuando el espacio muestral
X es el intervalo unitario [0, 1], la recta R o RY, y la coleccién de indices F es el conjunto de indicadores
de semirrectas izquierdas en R o de ortantes inferior-izquierdos en R?. Trataremos medidas y procesos
empiricos indexados por estas F y por muchas otras, incluyendo indicadores de semiespacios, bolas,
elipsoides y otros subconjuntos de R?, clases de funciones suaves R? — R y funciones monétonas.

Con la notacién Q| = sup{|Qf| : f € F}, la version uniforme de la ley de los grandes
ntmeros queda ||P, — P|| — 0, donde la convergencia es casi sequra exterior: ||P, — P|/% — 0 casi
seguramente. Una clase F para la cual esto es cierto se denomina clase de Glivenko—Cantelli (o clase
P-Glivenko-Cantelli para resaltar la dependencia en P). Cuando sélo se tiene |P, — P|| — 0 en
probabilidad exterior, diremos que la clase es Glivenko—Cantelli débil; bajo envolvente integrable, el
argumento de submartingala inversa de la Seccién 2.4 promueve la versiéon débil a la casi segura.
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Para ver al proceso empirico como una aplicacién a £*°(F), necesitamos que sus trayectorias sean
acotadas en F. Una condicién suficiente es sup;cz |f(x) — Pf| < oo, z € X'. Bajo esta condicién, el
proceso empirico {G,,f : f € F} puede verse como una aplicacién a £°°(F).!

En consecuencia, tiene sentido investigar condiciones bajo las cuales

G, =+n(P, — P) = G, en (%°(F), (2.1.1)

donde el limite G es un elemento Borel-medible y tenso de ¢*°(F). Una clase F para la cual esto es
cierto se denomina clase de Donsker (o P-Donsker).

La naturaleza del proceso limite G se deduce de sus marginales. Si f € Ly(P), el teorema central
del limite da G,,f = N (0, P(f—-P f)2>; reciprocamente, la convergencia en distribucién de G, f
obliga a que f € Ly(P), por el reciproco clasico del teorema central del limite.? En particular, si F es
P-Donsker, cada f € F pertenece a Ly(P) y los marginales del proceso limite son gaussianos, con la
covarianza que se indica a continuacién. El TCL multivariado da que, para cualquier conjunto finito
fis-o s TF, (Gufiy. .., G fx) = Ni(0,X), donde la matriz k X k ¥ tiene (i, j)-ésimo elemento
Yi; = P(fi—Pf;)(f;—Pf;). Como la convergencia en ¢*°(F) implica la convergencia de las marginales,
se sigue que el proceso limite {Gf : f € F} debe ser gaussiano de media cero, con funcién de
covarianza

E[GAGS| = P(fi — PH)(fa— Pf) = Pfifa— (PH)(Pf). (2.1.2)

Por el Lema de Slutsky, toda clase P-Donsker es Glivenko—Cantelli débil: |P, — P||z — 0 en
probabilidad exterior.® De hecho, toda clase P-Donsker es P-Glivenko—Cantelli, con convergencia
casi segura exterior. Esta conclusiéon mas fuerte no se obtiene sélo con Slutsky: requiere el argumento
de submartingala inversa del Lema 2.30, cuya hipétesis de envolvente integrable no forma parte de la
definicién de clase de Donsker, pero se cumple automaticamente: la propiedad Donsker implica que la
envolvente de la clase centrada {f — Pf : f € F} tiene segundo momento débil, z* P* (Sup rerlf =

Pf| > a:) — 0, y en particular es integrable (véase [5, Lema 2.3.9]); como ||P, — P||# no cambia
al centrar la clase, el lema se aplica a la clase centrada. El reciproco no vale en general, aunque
el conjunto de clases de Donsker contiene muchos ejemplos de interés. Varias clases son ademas
universalmente Donsker, es decir, P-Donsker para toda medida de probabilidad P en el espacio
muestral.

Ejemplo 2.1. Sean X1,..., X,, ii.d. en R? y sea F la coleccién de todos los indicadores de rectangulos
inferiores {10y : t € R?}. La medida empirica indexada por F se identifica con la funcién de
distribucion empirica t — Pl (_o0 g = % >, 1{X; <t}, donde X; <t es coordenada a coordenada.
En este caso es natural identificar f = 1(_y4 con t € R y (°°(F) con (>*(R?). Por supuesto, en
el caso d = 1 las trayectorias muestrales de la funciéon de distribucion empirica estan contenidas
en un espacio mucho mas pequeno (como D[—o0, >0]), pero esto no afecta al TCL funcional: si las
aplicaciones toman valores en un subespacio con la métrica inducida y el limite es Borel-medible y
tenso en ese subespacio, la convergencia débil puede comprobarse equivalentemente en el subespacio
o en el espacio ambiente (véase [5, Seccion 1.3]).

Se sabe por resultados clasicos (para la recta, debidos a Donsker) que la clase de rectdngulos
inferiores es de Donsker para cualquier ley subyacente P de X, ..., X,,. Los resultados posteriores
permiten recuperar este teorema y obtener conclusiones analogas para el proceso empirico indexado por
bolas cerradas, rectangulos, semiespacios y elipsoides, asi como por muchas colecciones de funciones,
siempre bajo las condiciones de medibilidad correspondientes.

'En efecto, |G, f| <n V230 |f(Xi) — Pf| < Vnméx<, supsex [f(Xi) — Pf|, y cada factor es finito por la
condicién, evaluada en z = X;(w); lo mismo vale para P, — P.

28i Y1,Y5,... son iid. y n=1/? i (Y; — ¢) converge en distribucién para alguna constante ¢, entonces EY? < oo
y el limite es normal; véase [5, Seccién 2.1].

3En detalle: | P, — P|| = n~'/2||G,,||7. La norma z ~ ||z|| 7 es continua en ¢*°(F), asi que |G, || = ||G||# por
el teorema de aplicacién continua (Teorema 1.36); multiplicando por la sucesién determinista n~%2 — 0 (Slutsky),
||P, — P||x = 0, y la convergencia débil a una constante equivale a la convergencia en probabilidad exterior.
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Ejemplo 2.2. Sea C una coleccién de conjuntos medibles en (X, A), y F igual al conjunto de
funciones indicadoras de los conjuntos de C. Esto conduce a la distribucién empirica indexada por
conjuntos C' — P,(C) = 2#{X; € C}. En este caso conviene hacer la identificacién C' <+ 1, tanto
en notacién como en terminologia. Asi, que C sea de Glivenko—Cantelli (débil) o de Donsker significa
que lo es la clase F de sus indicadores, en el sentido definido al comienzo de esta seccién; es s6lo

notacién, y se escribe || P, — Pl[¢c en lugar de || P, — P||.

2.2. Desigualdades maximales y nimeros de cubrimiento

En este capitulo derivamos una clase de desigualdades maximales que pueden usarse para esta-
blecer la equicontinuidad asintética del proceso empirico. Dado que estas desigualdades tienen una
aplicabilidad mas amplia, dejamos temporalmente el marco especifico de los procesos empiricos.

Definicién 2.3. Sea 9 : [0,00) — [0,00) una funcién convexa (y por lo tanto continua ?), no
idénticamente nula, con ¥ (0) = 0°. Para una variable aleatoria X, la norma de Orlicz || X||, se

define como ¥
| X ||y == inf{C >0:Ev¢ <’C|> < 1}.

Aqui el infimo sobre el conjunto vacio se interpreta como oo.

Denotamos por Ly, al conjunto de variables aleatorias X con || X, < oo, identificando, como es
usual, variables aleatorias que coinciden casi seguramente. El siguiente lema justifica el nombre de
norma.

Lema 2.4. Sea ¢ como en la definicion anterior. Para todas las variables aleatorias X,Y y todo
A € R se cumple:

(i) | X|ly =0 siysolosi X =0 c.s.;
(11) ||AX ||y = |A| [| X ||y (con la convencion 0 - oo =0);
(i) X + Yl < Xl + 1V -
En particular, Ly es un espacio vectorial y || - ||y es una norma sobre Ly,.

Demostracion. Para cada variable aleatoria X llamemos

sy fosorme (M) <1,

de modo que || X ||, = inf Sx. La esperanza E ¢ (|X|/C) € [0, 0o] estd bien definida porque ¢ > 0 es
monotona (y por lo tanto boreliana). Hacemos primero dos observaciones.

SiC € Sx y C" > C, entonces | X|/C" < |X|/C y, como ¢ es no decreciente, E¢(|X|/C") <
E(|X]/C) <1, es decir, C" € Sx. En consecuencia, todo C > || X||, pertenece a Sx: por definicién
de infimo existe Cy € Sx con Cy < C.

Como 1 # 0, existe so con ¥(sg) > 0, y necesariamente sy > 0. Para t > s, escribiendo

so=Pt+ ( = 570) 0 y usando la convexidad y ¥ (0) = 0,

% W(t), es decir, P(t) > wiso) t —— o0.
0 t—r00

Y(s0) <

w la pendiente de la cuerda. Si u < v < w estan en
I, escribiendo v = tu + (1 — t)w con t = 2=2, la convexidad da s(u,v) < s(u,w) < s(v,w). Dado z¢ € I, tomamos
a < xo < b en I; aplicando lo anterior a los puntos a, xg, x, b ordenados, resulta s(a,zg) < s(xo,z) < s(zg,b) para
todo z € (a,b), x # xo. Luego |f(x) — f(xo)| < M|z — zo| con M = méax{|s(a, zo)l,|s(x0,b)|}, ¥ f es continua en zy.
(En el borde puede fallar: 1oy es convexa en [0, 1] y no es continua en 0.)

Spor ser convexa, tomar valores en [0, 00) y cumplir ¥(0) = 0 se sigue que es no decreciente

4Sea f convexa en un intervalo abierto I y sea s(z,y) =

w—v
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(1) Si X = 0 c.s., entonces (| X|/C) = ¥(0) = 0 c.s. para todo C' > 0, asi que Sx = (0,00) y
| X ||l = 0. Reciprocamente, supongamos ||X ||, = 0y, por el absurdo, que p := P(|X| > §) > 0 para
algin 6 > 0. Todo C' > 0 estd en Sx, y como 1 > 0 es no decreciente,

1>Eqvy <‘XC’> >E [@/} <|XC‘> 1{|X>5}] > (g) Y para todo C' > 0.

¥(6/C)p — oo cuando C' | 0, lo cual es absurdo. Luego P(|X| > ¢) = 0 para todo § > 0, y tomando
d =1/n con n — oo resulta X =0 c.s.
(i) Homogeneidad. El caso A = 0 estd cubierto por (i). Si A # 0, para C' > 0 se tiene

=) == (o)

de donde C € Syx siy solo si C/|\| € Sx; es decir, Syx = |\ Sx. Tomando infimos, ||AX], =
IA[| X || (si Sx = @, también S\x = @ y ambos lados valen o).

(117) Desigualdad triangular. Si || Xy = oo o ||Y]|ly = oo no hay nada que probar. Si no,
sean C; > || X|ly y C2 > ||[Y]ly; C1 € Sx vy Cy € Sy. Pongamos 6 := Cl(ilcz € (0,1). Como
|IX + Y] <|X|+|Y]y ¢ es no decreciente y convexa,

‘(e =elraomng)=oe(a)-u-o(g)

Tomando esperanza,

C1+ Oy
osea C1 +Cy € Sxiy y | X + Y|y <1+ Cy. Haciendo C | || Xy y C2 | ||Y]|y se obtiene (iii).
Finalmente, por (i) y (iii), si X,Y € Ly, y A € R, entonces AX +Y € Ly, asi que Ly es un
espacio vectorial. Ademads, si X = X' c.s., entonces (| X|/C) = ¢(|X'|/C) c.s. para todo C > 0,
luego Sx = Sx/ v || X ||y = || X" |l4- As, || - || estd bien definida sobre las clases de equivalencia y, por
(i)—(iii), es una norma sobre L. O

E¢<|X+Y|> <O-1+(1-0)-1=1,

Ejemplo 2.5. = ¢(z) = 2P, con p > 1. En este caso, la norma de Orlicz coincide con || X]||, =
(EIX[P)H/P.

n ,(z) =€ — 1, p> 1. Como ¥ < ¢, (z) para todo = > 0, se tiene || X ||, < || Xy,

Observacién 2.6. Sip < ¢, entonces || X||,, < (log2)/7-V/7 || X||, . En particular, normas ¢, con g
més grande controlan colas mas livianas. También se tiene, para r > 1, || X||, < Cr||X||y,, donde C
es una constante universal. Mas generalmente, para a > 1, || X||, < Carl/aHXH%.

Veamos que conocer la norma de Orlicz permite acotar la cola de la distribucion. En efecto, si
C > || X]|y, entonces, por la desigualdad de Markov,

P> =) < P{w (WJ) = @} < SorT

Haciendo C | || X||4, se obtiene P(|X| > z) < (¢¥(x/||X||¢)) ", > 0.° En particular, para ¢,(z) =

e — 1, se obtiene la cota
. p
P(|X]| > x) < 2exp{— () }
1 X (|5,

Reciprocamente, una cota exponencial de este tipo implica que la norma 1), es finita.

OEl paso al limite est4 justificado porque 1, al ser convexa y finita, es continua en [0, 00). Si ¥ (z/||X|ly) = 0, la
cota vale trivialmente con la convencién 1/0 = oo; si || X||, = 0, entonces X = 0 c.s. y también es trivial.
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Advertencia 2.7

Los Lemas 2.8 y 2.10 son ejercicios guiados del practico 4; sélo demostraremos el Lema 2.9.

Lema 2.8. Sea X una variable aleatoria tal que, para constantes K,C' > 0 y algun p > 1,
P(|X| > ) < Ke 9, x> 0.

(45)".

Entonces || X ||y, < (&

A continuacién consideramos la norma de Orlicz del maximo de un nimero finito de variables
aleatorias. Para las normas L,, usando max; | X;|? < >, |X;|P, se obtiene

1/p
mix (EK méx [X, |> D (definicién de || - |,)
1/p
(E 121a<x | X, |p) (t — t? es creciente en [0, 00))
/P
< <EZ|X |p) (mixa; < ¥ a; s a; > 0)
= (Z E|X; ]p) (linealidad de la esperanza)
=1

< (m 1@%}{ E|X; |p> (cada sumando es < el maximo)
= m'/?( mdx ||| 1/ (E|X " = [1Xi]l5)

1<i<m ‘ P
= ml/r 1@22{ 12X, (t — t'/7 es creciente en [0,00)).

Esta desigualdad elemental tiene constante 1. Una desigualdad andloga, en general con una constante
multiplicativa adicional, es valida para muchas normas de Orlicz. En el caso general, el factor m!'/? se
reemplaza por ¢ ~!(m), donde 1! denota la inversa generalizada de 1.

Lema 2.9. Sea 1) : [0,00) — [0,00) convezxa, no idénticamente nula, con ¥(0) = 0. Supongamos que

existe ¢ > 0 tal que
x
lim sup M < 00.
T,Yy—00 ¢(Cl’y)
Entonces existe una constante Ky, que depende sdlo de v y de c, tal que, para cualesquiera variables
aleatom'as Xl, Ce ,Xm, ||méx1§i§m ‘X7,|||1/) S Kq/) @Z)_l(m) méxlgigm ||XZH¢

Demostracion. La idea es la siguiente. Si Ev(]X;|) < 1 para todo i, como v es no decreciente
se tiene ¥ (max; | X;|) = max; (| X;]) < 3, ¥(|X;|), vy entonces E(méx; | X;|) < m. Para volver
a una esperanza a lo sumo 1 hay que dividir el argumento de ) por un nimero v que divida su
valor por m. La hipotesis sobre el lim sup proporciona, para argumentos grandes, una cota de la
forma ¥ (u)i(v) < AY(cuv). Al tomar u = t/(cv), se obtiene (t/(cv)) < A(t)/(v); eligiendo v
proporcional a ¢~*(m), se divide por m, salvo constantes. Los valores chicos, donde la hip6tesis no
dice nada, se controlan con la monotonia de ).

Empezamos con algunas propiedades elementales de 1. Si A > 1 y « > 0, escribiendo z/\ =

Tz + (1 — —) 0, la convexidad y ¢ (0) = 0 dan

7,[1(%) < @, 0, equivalentemente, v(Azx) > A(z). (2.1)
En particular 0 < ¢(t) < t¢(1) para t € (0,1], de modo que ¥ es continua en 0; en (0,00) lo es
por ser convexa y finita. Ademds ¢ (r) — oo cuando x — oo, como se vio en la demostracién del
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Lema 2.4. Para t > 0 definimos ¢~!(t) = inf{z > 0 : ¥(z) > t}. Por lo anterior, ese conjunto es el
intervalo cerrado [¢p~1(t), 00), as{ que ()71 (t)) > ¢; en particular »=1(¢) > 0, y t = 1»71(t) es no
decreciente. Por ultimo, para cada variable aleatoria X y cada r > 0,

Ep(X[/r) <1 = [ X[y <r,  r> X[y = E¢(X]|/r) <1. (2.2)

La primera implicacion es la definicién de la norma, y la segunda es la observacién del comienzo de
la demostracion del Lema 2.4.
Pasamos a la hipétesis. Como el lim sup es finito, existen A > 1y x¢ > 0, que dependen sé6lo de 1)
y de ¢, tales que
Y(u)Y(v) < A(cuw) para todos u,v > x

(agrandando A si hace falta). Si v > zg, ¥(v) > 0y t > cxov, entonces u = t/(cv) > zo, y la
desigualdad anterior con cuv =t da
t t
w()gAﬂ(X (2.3)

cv ¥(v)
Es decir, dividir el argumento por cv divide el valor de ¥ por ¥ (v)/A, siempre que el argumento
resultante no sea demasiado chico.
Vamos ahora a la desigualdad del lema. Si algin ||X;||, es infinito no hay nada que probar,
porque ¢~ '(m) > 0 y el lado derecho es infinito. En otro caso, sea M > méx;||X;[ly. Por (2.2),
E (] X;|/M) < 1 para todo i, y vamos a probar que

max
1<i<m

¢§K¢wﬂmwm (2.4)

el lema se obtiene haciendo M | méx; || X;||y.
Sea v > xo con 1(v) > 0. Para cada 1,

o(Zo) < o o (51 + vt

En efecto, si | X;| > czov M, esto es (2.3) con t = |X;|/M; si | X;| < cxogv M, el argumento de la
izquierda es menor que xy y basta la monotonia de ¥. Como ¢ del méximo es el maximo de los
valores de ¢, y un méaximo de términos no negativos esta acotado por su suma,

méx; | X;| N
o(ar) < () o
y tomando esperanza, X,
max; | X; Am
Ew(cvl\f) < W + (o). (2:5)

Elegimos v de modo que el primer término sea a lo sumo 1 y que ademas v > xy:

v = Aot (m), Ny_nmx{A,¢fQD}§2L

Como m > 1y 1! es no decreciente, v > w Ym)/y~(1) > wo; el segundo término del maximo
estd solo para esto. Por (2.1), ¥(v) > Ag w( ) > Am, y en particular ¢(v) > 0. Llevando esto
a (2.5),

By (P2 <y )

Falta bajar esta cota a 1, y para eso agrandamos el denominador. Aplicando (2.1) punto a punto con

A= 1+(x),
(o) Ew( max; | X;| >< (HQ&LXA><1
(1 +1p(xo)) coM /) = 1+ tp(o) cM )~
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Por (2.2), ||max; | Xi||l¢ < (1 +¢(x0)) cv M, que es (2.4) con

Ky=c (1 + 2/)(:)30)) Ao =c (1 + @b(xo)) méX{A, wll.o(l) }

Esta constante depende sélo de ¢ y de ¢, a través de A y x. n
El siguiente resultado es una version 1til para variables con colas de tipo Bernstein, que combinan

un comportamiento sub-gaussiano para desviaciones pequefias y sub-exponencial para desviaciones
grandes.

Lema 2.10. Sean Xy, ..., X,, variables aleatorias tales que, para ciertos a,b > 0,
72
P(|Xi|>a7)§2(axp{—a+bx}, x>0, i=1,...,m.
Entonces
11%1%)51 | X | . <K (\/E\/log(l +m) + blog(1 + m)) :

donde K es una constante universal.

Para los propésitos actuales, el valor de las constantes en los lemas anteriores es irrelevante. La
conclusién importante es que el inverso de la funcién ¢ determina el tamano de la norma 1 de un
maximo en comparacion con las normas 1 de los términos individuales. La norma ¢ del maximo crece
mas lentamente cuanto més rapido crece . Para las funciones v, del Ejemplo 2.5, este crecimiento

es de orden logaritmico, porque 1, *(m) = (log(l + m))l/p.

El lema anterior es inttil en el caso de un maximo sobre un nimero infinito de variables. Sin
embargo, tal caso puede manejarse mediante aplicaciones repetidas del lema, en un método conocido
como chaining que veremos en la prueba del proximo teorema. Cada variable aleatoria en el supremo
se escribe como una suma de “pequenos eslabones”. Para un proceso estocastico {X; : t € T},
el namero de eslabones depende de la entropia del conjunto indice respecto de la semimétrica
d(s,t) = X, — Xl

La definicion general de entropia métrica es la siguiente.

Definicién 2.11. Sea (7', d) un espacio semimétrico arbitrario. El niimero de cubrimiento N (e, d)
es el nimero minimo de bolas de radio € necesarias para cubrir 7T'.

Una coleccién de puntos se llama e-separada si la distancia entre cada par de puntos distintos es
estrictamente mayor que €. El nimero de empaquetamiento D(e,d) es el nimero méximo de
puntos e-separados en T

Los correspondientes niimeros de entropia son los logaritmos de los niimeros de cubrimiento y
de empaquetamiento, respectivamente.

Para los propoésitos actuales, pueden usarse tanto niimeros de cubrimiento como de empaqueta-
miento. En los argumentos, uno puede ser reemplazado por el otro mediante las desigualdades

N(e,d) < D(z,d) < N(¢/2,d).” (2.6)

Claramente, los nimeros de cubrimiento y de empaquetamiento aumentan cuando ¢ | 0. Por
definicion, el conjunto semimétrico 71" esta totalmente acotado si y solo si los nimeros de cubrimiento

"Para la segunda desigualdad, sea {z1,...,7,} C T un conjunto e-separado, es decir, con d(x;, ;) > € para i # j,
y sean B(y1,€/2),...,B(yn,c/2) bolas cerradas que cubren T, con n = N(g/2,d) (si N(¢/2,d) = oo no hay nada que
probar). Cada z; pertenece a alguna de estas bolas, y dos puntos distintos x;,z; no pueden estar en una misma bola
B(yk,€/2), pues en tal caso d(z;,z;) < d(x;,yr) + d(yr, z;) < €/2+¢/2 =€, lo que contradice la separacién. Por lo
tanto, asignar a cada x; una bola que lo contenga define una funcién inyectiva de {x1,...,z,} en {1,...,n}, de donde
m < n. Tomando el supremo sobre todos los conjuntos e-separados se obtiene D(e,d) < N(g/2,d).
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son finitos para todo € > 0, equivalentemente si lo son los nimeros de empaquetamiento. La cota
superior en la siguiente desigualdad maximal depende de la rapidez con que D(g,d) crece al decrecer
e, medida mediante un criterio integral.

Para evitar ambigiiedades, diremos que un proceso {X; : t € T'} es separable respecto de d si
existen un conjunto numerable 77 C Ty un conjunto medible nulo N tales que, para todo w ¢ N y
todo § > 0,

sup | X (w) = Xy(w)| = sup | X (w) — Xi(w)].
d(s,t)<é s,teT’
d(s,t)<d
Asi, el mismo conjunto excepcional sirve simultdaneamente para todos los radios. Esta es la propiedad
de separabilidad usada en los argumentos de maximo y encadenamiento que siguen.

Teorema 2.12. Sea 1) una funcion convera, no nula, con (0) = 0, tal que limsup, , % < 00

para alguna constante ¢ > 0. Sea {X; : t € T'} un proceso estocdstico, indexado por un espacio
semimétrico (T, d) y separable respecto de d, tal que
| Xs — Xl < Ld(s,t), s,teT,

para alguna constante L < oco. Entonces, para todo 1, > 0,

sup | X, — Xy
d(s,t)<o

< 16K,L {/On v (Dle,d)) de + 507 (D (n, d))} ,
P

donde Ky es la constante del Lema 2.9.

Corolario 2.13. En las condiciones del Teorema 2.12,

sup | X, — X

s,teT

diam T’
< 32K, L / v (D(e, d)) de,
¥ 0

donde diam T = sup, ;7 d(s,t), y el lado derecho se interpreta como +oo si la integral diverge.

Demostracion del Teorema 2.12. Primero probamos la desigualdad para el maximo sobre un conjunto
finito de indices, con una constante que no depende del conjunto, y después pasamos al caso general
por convergencia mondtona y separabilidad.

Sea ¢; = 7277 para j > 0. Podemos suponer que [/ ¢! (D(e, d)) de < 00, ya que en otro caso
no hay nada que probar. Como D(e,d) es no creciente en ¢, esto implica D(e,d) < oo para todo
€ > 0. La hipdtesis sobre el lim sup interviene sélo a través del Lema 2.9, que usaremos en la forma
siguiente: si ||Y;|ly <7 parai=1,...,m, entonces

< Ky rt(m),
P

max |Y]
1<i<m

con Ky la constante del lema. Como ¢! es no decreciente, la desigualdad sigue valiendo si se
reemplaza m por cualquier cota superior.
Sea F' C T finito. Vamos a mostrar que

"
méx | X, — Xi|| < 16K¢L/ v (D(e,d)) de + K, L v (D(n, ). (2.7)
s,teF b 0
d(s,t)<d

Veamos que podemos suponer que d no se anula entre puntos distintos de F. Si d(u,v) = 0,

entonces || X, — X,||y < Ld(u,v) =0, es decir, X,, = X, c.s. Ademas, por la desigualdad triangular,
d(u,w) = d(v,w) para todo w € T.

La relacion s ~ t <= d(s,t) = 0 es de equivalencia en F. Sea F* C F un conjunto con un
representante de cada clase, y sea m(s) € F'* el representante de s. Por lo anterior, N = J,cp{ X #
Xr(s)} €s una unién finita de conjuntos nulos, y d(n(s),7(t)) = d(s,t) para todo s,t € F. Asi, si
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s,t € Fyd(s,t) <6, el par w(s), n(t) también satisface d(m(s),n(t)) < 6, y fuera de N se tiene
| Xy — Xi| = | Xas) — Xn|- Como ademas F* C F, los maximos de | X, — X;| sobre los pares a
distancia a lo sumo d en F' y en F* coinciden fuera de N, y en particular tienen la misma norma
|| - |- Como el lado derecho de (2.7) no depende de F', basta probar la desigualdad para F™*, donde d
no se anula entre puntos distintos.

Sea Ty C F' un conjunto gy-separado maximal. Una vez construido 7}, que en particular es ;-
separado, le agregamos puntos de F' mientras siga siéndolo. Obtenemos asi un conjunto 7j.; D T3,
maximal entre los subconjuntos €;,-separados de F'.

ey o T\Ty «DB\T1 -« F\T, (I3=F)

> > > eslabones u — ﬁju\cfé los niveles j = 0, 1,2, con d(u, 7ju) < ¢;

—> cadena de t: t3 — ty — t; — tp ' bola de radio ¢; en ¢;

0

Mmoo
W =

Como T} es un subconjunto ¢;-separado de T, se tiene |T;| < D(g;,d). Por maximalidad, todo
punto de F estd a distancia a lo sumo ¢; de algiin punto de Tj. En particular, para cada u € Tj;4
podemos elegir m;u € T; con d(u,m;u) < ¢;. Por la misma razon, si €; es menor que la minima
distancia entre puntos distintos de F', entonces Ty = F: un punto de F'\ T estaria a distancia a lo
sumo ¢; de un punto distinto de 1.

Fijemos un tal J. Cada t € F' = Ty determina una cadena t; =t,t; = m;t;41 paraj = J—1,...,0,
que termina en un punto ty € Ty al que llamamos la raiz de ¢t. La suma telescopica

Xy — Xto = Z(thﬂ - th)

escribe X; — Xy, como una suma de eslabones de la forma X, — X, ., con u € Tj, 1, uno por cada

nivel j. Por lo tanto
J—1

ax | Xy — Xy | < ax | X, — Xi.
I?GFX| t tol_;)ungjfll u m’;
donde en cada término ¢, es la raiz de ¢. El méximo del nivel j se toma sobre a lo sumo |7j44| <
D(gj41,d) variables, todas con || X, — Xz .||y < Lej. Por el Lema 2.9,

max | Xy, — Xl

UGT]‘+1

, S fvle o7 (Dlejn, d)).

Para comparar con la integral usamos que @Zfl(D(e, d)) es no creciente en ¢, porque D(g,d) es no
creciente en £ y ¢! es no decreciente. En el intervalo [g;49,;41], a la izquierda de £;11, vale entonces
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1 (D(s, d)) >qpt (D(5j+1, d)) Como ese intervalo tiene longitud €;41 — €42 = €;/4,

T (D d)) de < [T 0T (DAe, ) de. (2.8)

€j42 €j+2

wil(D(ng, d)) =

INAQY

Juntando todo,

J—

1
r?eé%x | Xy — Xy | . < 2 urgl%:fl | Xy — Xojul . (monotonia de || - ||)
J-1
< | méx [ X, — Xrl (desigualdad triangular)
=0 u€T11 P
J-1
< KyLY g0 (D(ejn, d)) (Lema 2.9)
=0
J=1 o
= 4K¢L Z ZJ ¢_1 (D(5j+1, d))
=0
=L e
<AK,LY v (D(e,d)) de (por (2.8))
j=0 “€i+2
=4KyL 1 U (D(g, d)) de (intervalos contiguos)
EJ+1
4
< 4KwL/ @b‘l(D(s, d)) de (integrando > 0y €1 < 7).
0
Sean ahora s,t € F' con d(s,t) < §. Entonces
’XS - Xt’ < ’XS - XSO’ + |XSO o Xt0| + ’Xto o Xt' < 2I¥1€éFX ‘Xt o Xto’ + ’XSO o Xto" (29)

Las raices forman a lo sumo [Ty|? < D?(n, d) pares, pero su distancia no esté controlada por §. Sélo

sabemos que d(sg, tg) < & + 4n, y usar esta cota introduciria un término 7! (DQ(n, d)), que en
general no es comparable con la integral. Para evitarlo, sea

P ={(so,t0) : s,t € F, d(s,t) <} CTox Ty

el conjunto de los pares de raices de pares cercanos, y para cada (a,b) € P elijamos 5%, t* € F con
d(s%,t%) < § y raices a y b, respectivamente. Como a es la rafz de s% y b la de %,

’Xa - Xb‘ S |X(1 — Xsab’ + ’Xsab - Xtab’ + ’Xtab — Xb’ S ZméX ’Xt - XtO‘ + méX ‘Xsab - Xtab‘,
teF (a,b)eP
Como |P| < |Ty|? < D*(n,d) y cada Xy — X,a tiene norma a lo sumo Ld, el Lema 2.9 da

méX ‘Xsab - Xtab‘
(a,b)eP

< KyLoy™ (D*(n,d)).
P

Sis,te Fyd(s,t) <4, entonces (so,tp) € P,y combinando con (2.9) resulta

max |X; — Xy||| < 4HI¥1€%TX | X — X,
€
d(s,t)<d

+ H méX |Xsab - Xtab|
" (a,b)eP

P

< 16K,L /077 v (D(e,d)) de + K, Lo v (DX(n, d)),

que es (2.7).
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Pasamos a un conjunto numerable 7" C T'. Sean F}, conjuntos finitos con Fy 17T, y sean

Zr= mix | X, — X3| 1+ Z= sup |X,— Xy,
5,t€ F; s,teT’
d(s,t)<d d(s,t)<8

donde el maximo sobre un conjunto vacio es 0. Por (2.7), || Z||, estd acotada, para todo k, por el
lado derecho de (2.7). Si 5 es mayor que ese lado derecho, resulta Ev(Z;/5) < 1 para todo k (por
(2.2)). Como % es continua y no decreciente, ¥(Z/3) 1t ¥ (Z/5), con la convencion ¢ (oc0) = co. Por
convergencia monétona, E(Z/F) < 1, es decir, || Z|, < . Como S es cualquier nimero mayor que
el lado derecho de (2.7), la desigualdad vale también con 7" en lugar de F.

Finalmente usamos la separabilidad. Sean 7" C T' numerable y N nulo como en la definicién de
proceso separable respecto de d. Fuera de N, el supremo de | X; — X;| sobre los pares s,t € T con
d(s,t) < ¢ coincide con el supremo sobre los pares de T”, cuya norma acabamos de acotar. Luego
(2.7) vale también con el supremo sobre todo 7', y como

16K, [ "o )) de + Ky Ly~ (D*(n,d))
< 16K, {/ v (D(e,d)) de + 3¢~ (D (n,d))},

se obtiene el teorema. O

Demostracion del Corolario 2.13. Si diam T = oo, entonces D(e,d) > 2 para todo € > 0, la integral
diverge y no hay nada que probar. Supongamos diam T < oo, sea n > diam T y tomemos § =7 en
el Teorema 2.12. Como todos los pares cumplen d(s,t) < diam 7T < §, el supremo del teorema es el
supremo sobre todos los s,t € T. Ademas D(n,d) = 1, porque no hay dos puntos de T" a distancia
mayor que 7. Luego

sup | X — Xt\

s,teT

< 16K, L {/ o (D(e,d)) de + v (1 )} < 32K¢,L/Onw1(D(5,d)) dz,

donde usamos que D(g,d) > 1y que ¥~! es no decreciente, de modo que el integrando es al menos
¥~1(1). Como D(e,d) =1 para ¢ > diam T, la tltima integral es igual a

/OdiamT w—l (D(g7 d)) de + (77 — diam T) ,Lpfl(l)

Haciendo 7 | diam 7" se obtiene el corolario. ]

Aunque el teorema proporciona una cota para el médulo de continuidad del proceso, también se
necesitara una cota para el maximo del proceso. En efecto, para cualquier to € T,°

diam T
< [ Xl + 32K¢L/0 v (D(e,d)) de.

sup | X|
teT "
No obstante, es natural enunciar la desigualdad maximal en términos de incrementos. La cota para
los incrementos muestra que el médulo de continuidad del proceso tiende a cero en norma v si
ot (D(e,d)) de < oo para algiin > 0. En efecto, en el Teorema 2.12 el lado derecho puede

hacerse arbitrariamente pequeiio eligiendo primero 1 pequefio y luego ¢ pequeno.’ De esta desigualdad
puede deducirse la continuidad de casi todas las trayectorias.

8La desigualdad se obtiene de | X;| < |Xy, |+ sup, , |Xs — X, |, aplicando la monotonia y la desigualdad triangular
de la norma de Orlicz, y luego el Corolario 2.13 al término del supremo.

9Primero n: la convergencia de la integral hace pequefia su cola fon. Con 7 fijo, ¥~1(D?(n,d)) es un nimero finito
(la integrabilidad fuerza D(e, d) < oo para todo € > 0), y entonces J pequeno hace pequeno el segundo término.
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2.2.1. Desigualdades subgaussianas

Una variable normal estdndar tiene colas del orden z~'e~*/2 y satisface P(|X| > ) < 2e°/2,

x > 0. Por célculo directo, su norma 1, (Ejemplo 2.5) es \/8%.10 En esta subseccion estudiaremos
variables y procesos con cotas de cola similares.

La desigualdad de Hoeffding!! da una cota subgaussiana para sumas de variables independientes,
centradas y acotadas. Usaremos el siguiente caso particular.

Lema 2.14. Sean ay,...,a, constantes y sean €1, . ..,&, variables de Rademacher independientes, es
decir, P(e; = 1) = P(e; = —1) = 5. Entonces, para todo x > 0,

(& -+) :
P > §2exp{—}’
2|[al]?
donde |la|| denota la norma euclidiana de a = (ay,...,a,). En consecuencia, por el Lema 2.8
130 siaill,y, < V6 ||all.

Definicién 2.15. Un proceso estocéastico {X; : t € T'} se dice subgaussiano respecto de una
semimétrica d en T si, para todo s,t € T'y todo = > 0,

n
Z E;Q;

=1

1.2
P(|Xs — X <2 —_—
(0=l 2) < 20 {7t

con la convencién de que, si d(s,t) = 0, entonces X = X; casi seguramente. Las constantes 2 y 1/2
no tienen importancia especial.

Ejemplo 2.16. = Todo proceso gaussiano centrado es subgaussiano para d(s,t) = o(Xs — X).

» Otro ejemplo es el proceso de Rademacher X, = >"" | a;e;, @ € R", donde ¢4, ..., &, son variables
de Rademacher independientes. Por el Lema 2.14, este proceso es subgaussiano para la distancia
euclidiana d(a,b) = |la — b||.

Observacién 2.17. Los procesos subgaussianos satisfacen la cota de incrementos || X; — X¢||y, <

V6d(s,t) : aplicando el Lema 2.8 con X = X, — X;, p=2, K =2y C = (2d?(s,t))", se obtiene
1/2

HXs - Xtsz < (W) = \/éd(s,t).

Como 5 ' (m) = y/log(1 4+ m), la desigualdad maximal general implica, para procesos subgaus-
sianos, una cota en términos de una integral de entropia. Debido a las propiedades elementales del
logaritmo, el enunciado puede simplificarse ligeramente.

Corolario 2.18 (Desigualdad maximal subgaussiana o cota de Dudley). Sea {X; : t € T'} un proceso
subgaussiano separable respecto de la semimétrica d. Entonces, para todo 6 > 0,

é
E sup |X,— X gK/ Jlog D(e, d) de,
d(s,t)<d 0

donde K es una constante universal. En particular, para todo to € T,

Esup | X;| < E|Xs,| + K/ Jlog D(z, d) de. (2.10)
teT 0

OPara X ~ N(0,1) y C2 > 2, la integral gaussiana da EeX /¢" = (1 — 2/C?)~1/2; igualando Bty (X/C) = 1, es
decir (1 —2/C?)~1/2 =2, queda C? = 8/3.
11Si ¥7,...,Y, son independientes, con EY; =0y o; <Y; < 3; c.s., entonces, para todo = > 0, P(|>7, ;| > z) <

2exp{—222/ 31 (B; — ;)2 }.
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Demostracion. Empezamos descartando algunos casos. Si la integral del lado derecho es infinita, no
hay nada que probar, asi que la suponemos finita. Si diam(7") = 0, todos los pares estan a distancia
nula y, por la hipétesis subgaussiana, X, = X; c.s. para cada par fijo. Por la separabilidad, el supremo
del lado izquierdo coincide c.s. con un supremo sobre un conjunto numerable de pares, y es por lo
tanto nulo c.s.; como el lado derecho es no negativo, la desigualdad se cumple. Suponemos entonces
diam(7") > 0. También podemos suponer § < diam(7): si 6 > diam(7T), todos los pares cumplen
d(s,t) < diam(T), asi que el supremo del lado izquierdo es el mismo que con diam(7") en lugar de 9,
mientras que la integral hasta § es mayor o igual que la integral hasta diam(7"), porque el integrando
es no negativo.

La idea es aplicar el Teorema 2.12 con 1) = 95 y con L = /6 y 1 = 6. Como 95 *(m) = y/log(1 + m),
obtenemos

< 16\/6K¢2{/06 \/log(l + D(e,d)) de + (5\/10g<1 + D2(6,d)) } (2.11)

sup | X, — Xi
d(s,t)<d

P2

El segundo término de la llave se acota por el primero. Por un lado, 1+ D? < (1 + D)? para
D >0, asi que log(1 + D?) < 2log(1 + D) y

d\los(1 + D2(6,)) < V25 flog(1 + D(5.d)).

Por otro lado, D(g,d) es no creciente en e, de modo que el integrando de (2.11) es, en todo el intervalo
(0, 9], al menos su valor en 4. Integrando,

5\/10g 1+ D(5,d)) < \/log 1+ Dz, d)) de.
Juntando las dos desigualdades, el segundo término es a lo sumo v/2 veces el primero, y

<16V6 (1 + V2) Ky, /05 \/log(l + D, d)) de.

sup | X, — X
d(s7t)§6 1/’2

Para pasar de log(1 + D) a log D, observemos que si 0 < ¢ < diam(7"), hay dos puntos de
T a distancia mayor que ¢, y entonces D(e,d) > 2. Para D > 2 vale 1 + D < D? es decir,
log(1+ D) < 2log D. Como § < diam(T'), esto vale para todo € € (0,6), y como /6 - v/2 = 2/3,

< 32V3(1+V2) Ky, /05 Jlog D(z, d) de. (2.12)

Falta pasar de la norma 1, a la esperanza. Para todo u > 0 vale u < to(u) + 1: si u > 1,
u<u?<e® —1,ysiu<1,ellado derecho es al menos 1. Dada una variable aleatoria Z y r > || Z|4,,
aplicando esto a u = |Z|/r y usando (2.2),

ElZ]|

r

sup [ X, — Xt|
d(s,t)<d

<Ew2<|z|)+1§2.

Haciendo r | || Z||y, se obtiene E|Z| < 2||Z]|y,. Aplicado al supremo, cuya medibilidad estd garantizada
por la separabilidad, (2.12) da la primera afirmacién del corolario con

K = 64v3 (1 +V2) Ky,,

donde Ky, es la constante del Lema 2.9 para 1)s.
Para probar (2.10), fijamos ¢ty € T'. Para todo t € T,
[ X < [ X + [ Xt — X | < | X + sup. | Xs — Xvl,
s,t'e
y tomando supremo y esperanza, Esup, | X;| < E|X;,|+Esup, , | X, — Xy|. Si diam(T) = oo, entonces
D(e,d) > 2 para todo € > 0, la integral hasta oo diverge y no hay nada que probar. Si diam(7") < oo,
aplicamos la primera parte con § = diam(7"), que abarca todos los pares; y como D(e,d) = 1, es decir

log D(e,d) = 0, para € > diam(7T), la integral hasta diam(7") coincide con la integral hasta co. Esto
es (2.10). O
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2.3. Simetrizacién y medibilidad

2.3.1. Simetrizacion

Uno de los enfoques principales para probar teoremas de Glivenko—Cantelli y de Donsker consiste

en comparar el proceso empirico con su version simetrizada. Si e, ...,&, son Rademacher i.i.d.,
independientes de X1, ..., X,,, escribimos
1 & 1 &
(Pa= P)f == S {(X) - 1}, Pof = -3 eif (X0,
i=1 i=1

Ambos procesos estan centrados, pues E(e; f(X;) | X;) = 0. La ventaja de Py es que, condicionalmente
en Xi,...,X,, es un proceso de Rademacher y por tanto subgaussiano para la semimétrica empirica;
asi pueden aplicarse las desigualdades maximales subgaussianas de la Seccién 2.2, en particular el
Corolario 2.18.

Como los supremos || P, — P||# pueden no ser medibles, el resultado se formula con esperanza
exterior. Cuando aparecen esperanzas exteriores suponemos que Xi, ..., X, son las proyecciones
coordenadas en (X", A", P™), y que las variables auxiliares independientes viven en factores producto
adicionales. Esta convencién permite usar la perfecciéon de las proyecciones coordenadas y las
desigualdades iteradas para esperanzas exteriores. El teorema de Fubini ordinario sélo se usara mas
adelante, cuando una hipotesis de P-medibilidad garantice la medibilidad del supremo correspondiente.

Lema 2.19. Sea (Q, A,P) un espacio de probabilidad y sea T : Q — Q una biyeccién tal que T y 77!
son medibles y P o771 = P. Entonces, para toda T : Q — R,

(Tor)*=T"orT P-c.s.
En particular, si ET* existe (por ejemplo, si T > 0), entonces E*(T o) = E*T.

Demostracion. Como T* o 7 es medible y domina a T' o 7, el Lema 1.5(ii) da (T'o7)* < T* o7 c.s.
Reciprocamente, (T'o1)*o7~! es medible y domina a Toror™! = T, asf que, otra vez por el Lema 1.5(ii),
el conjunto medible N = {T* > (T o7)* o 77} es nulo. Como {T* o7 > (T o7)*} =7 }(N)?y
P(r~Y(N)) = P(N) = 0, también T* o7 < (T o 7)* c.s. Para la tltima afirmacion, el cambio de
variables da E[T™ o 7] = ET™, que existe por hipétesis; como (7o 7)* = T* o 7 c.s., también existe
E[(T o 7)*], y el Lema 1.5(iii), aplicado a T o7 y a T, da

E*(T o) IE[(TOT)*} :E[T* OT} =ET"=E"T.
[l

Lema 2.20. Sea ® : R — R conveza, no decreciente y finita, con la convencion ®(+o0) :=
limy o ®(t), y sea F una clase de funciones medibles con P|f| < oo para todo f € F. Entonces

E*®(|| P, — Pllr) < E*®(2]|P5] 7).

Demostracién. Trabajamos en el espacio producto X" x X™ x {—1,1}" con la probabilidad P" ®
P"® R, donde R, es la uniforme sobre {—1,1}", y llamamos X = (X1,...,X,),Y =(Y1,....Y,) vy
e =(e1,...,6,) a las tres proyecciones coordenadas. Asi, Y es una copia independiente de la muestra
y € es un vector de signos de Rademacher independiente de ambas. Escribimos EY, EY y, etc., para
indicar respecto de qué bloques de coordenadas se calcula la esperanza exterior. Agregar factores no
altera la esperanza exterior de una funcion no negativa que depende sélo de algunos bloques: por

2Pues 7(w) € N siy sélo si T*(7(w)) > (T o7)* (771 (7(w))) = (T o 7)*(w).
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ejemplo, By y g(X) = E% g(X) para toda g : X" — [0, 00]."” Usaremos este hecho varias veces sin
mencionarlo.

Todos los argumentos de ® que aparecen son no negativos, asi que toman valores en [0, oo]; los
supremos sobre F pueden valer +00, y en ese caso se usa la convencion ®(+o00) = limy_,, P (1)
del enunciado, cuyo limite existe porque ® es no decreciente. Asi extendida, ® es no decreciente y
continua en [0, cc],' y la desigualdad de convexidad

s+t 1 1
) <=0 —O(t 2.13
(557) <506+ 5 00 (2.13)
sigue valiendo para s, t € [0, 00].'® Una consecuencia de la monotonia y de la continuidad que usaremos
mas adelante es que el supremo conmuta con ®: para cualquier familia (as)ser en [0, 0o],'

sup ®(ay) = q)(supaf>. (2.14)
fer fer

Podemos suponer ademas que ¢ > 0 en [0, co]. En efecto, si T" estd acotada inferiormente y ¢ es
una constante real, el Lema 1.9(i), con el sumando medible ¢, da (T'+ ¢)* = T* + ¢, y el Lema 1.5(iii)
da E*(T' + ¢) = E*T + ¢. Las funciones a las que se aplica E* en el enunciado son de la forma &(2)
con Z > 0, y por lo tanto estan acotadas inferiormente por ®(0). Asi, reemplazar ® por & — &(0), que
sigue siendo convexa y no decreciente, resta la misma constante ®(0) a ambos lados de la desigualdad,
y ® — ®(0) > 0 en [0, 00] por la monotonia. Con esta reduccion, todas las esperanzas exteriores que
siguen estan bien definidas y toman valores en [0, 00].

Comenzamos reemplazando Pf por el promedio de f sobre la muestra fantasma Y. Fijemos
x=(x1,...,2,) € X"y, para f € F ey € X", sean

) = U~ f) Hiwy) = sup (o)l

Cada hy es medible en y, pero H(z,-) puede no serlo, porque es un supremo sobre una clase
posiblemente no numerable. Como P|f| < oo, la variable hs(Y') es integrable y

Evhy(Y) =+ 3 f(w) — PF. (2.15)

porque cada Y; tiene ley Py los f(z;) son constantes.'” Entonces

@(\igﬂm = Pi]) = o([Byhs(V)]) < @ (Evlhs(V)])

< Ey (|hy(V)]) < By @(H(x,Y)). (2.16)

13Es una consecuencia del Lema 1.20(i). Si 7 es la proyeccién sobre el bloque, (go 7)* = g* o c.s. Como g > 0,
existen las esperanzas de (gom)* y de ¢g*, y por el Lema 1.5(iii)

E*(gom) =E[(gom)"] =E[g* on| = Eg" =E*g,

donde la peniltima igualdad usa que la ley de 7 es la marginal correspondiente. Usamos la parte (i) del lema y no la
(ii) porque ésta estd enunciada sélo para funciones acotadas.

4En [0, 00) es continua porque una funcién convexa y finita en R lo es; en +o00 la continuidad es la definicién de
O (4-00).

15Si 5,t < 00 es la convexidad usual. Sit = +00 y s < 00, basta hacer t' — co en ®((s +t/)/2) < 2®(s) + 3®(t') y
usar la continuidad en +o00. Si s =t = +00 no hay nada que probar.

16Gea a = supsas. La desigualdad < vale porque ay < a para todo f. Para la otra, tomamos f; con ay, — a; por la
continuidad de ® en [0, 00], ®(ay, ) = ®(a), y cada ®(ay,) es a lo sumo el supremo de la izquierda.

17Este es el tnico lugar de la prueba donde se usa la hipétesis P |f] < oo: gracias a ella, la diferencia % > flxi)—Pf
se escribe como una esperanza respecto de la muestra fantasma.
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La primera desigualdad usa [Eyh¢(Y)| < Ey|h¢(Y)| y la monotonia de ®; la segunda es la desigualdad
de Jensen para la funcién convexa ® y la variable integrable |h;(Y)|.'® La tercera se debe a que
|hf| < H(x,-) punto a punto, de modo que ®(|hs|) < ®(H(x,-)), y a que la esperanza de una funcién
medible no supera la esperanza exterior de cualquier funcién mayor.'” El lado derecho de (2.16) no
depende de f, asi que tomando supremo en f € F y usando (2.14) obtenemos, para todo z € X™,

@ﬂiéf@%%ﬁ

) <E; ®(H(z,Y)).

El lado izquierdo es ®(|| P, — P||+) evaluado en la muestra X = z. Como la desigualdad vale para
todo z, la monotonia de la esperanza exterior y el Lema 1.16 en X" x X™ dan®

E* (||, — Pll7) <EXEy ®(H(X,Y)) <Eiy ®(H(X,Y)). (2.17)

Introducimos ahora los signos. Para e = (ey,...,e,) € {—1,1}" sea

n

(o) = |3 el ) - 1)

i=1

Y

f

de modo que H = Hy, con 1 = (1,...,1). Aqui e es un vector fijo; los signos aleatorios ¢ aparecen
recién al final.

Cambiar el signo del i-ésimo sumando equivale a intercambiar x; con y;. Para i =1,...,n sea o;
la aplicacion de X™ x X™ en si mismo que intercambia z; con y; y deja fijas las deméas coordenadas, y
sea T, la composicion de las o; con e; = —1 (el orden no importa, y 71 es la identidad). Si e; = —1,
tras el intercambio el i-ésimo sumando de H o 7. es f(vy;) — f(x;) = e;{f(z;) — f(y:)}, y sie; =1 no
cambia. Como esto vale para cada f,

H.=Hor, punto a punto en X" x A™. (2.18)
De laley Q@ = P" ® P™ de (X,Y) s6lo se necesita que cada intercambio la preserve:
QOO-’L_I :Q7 /l::]'7"'7n7 (2'19)

es decir, que la ley de (X,Y) no cambie al intercambiar X; con Y;. Para @ = P™ ® P™ esto vale:
Qoo; 'y @ coinciden sobre los rectdangulos A; x --- x A, x By X --- X B, porque intercambiar A;
con B; no altera [; P(A;)P(B;), y como los rectangulos forman un m-sistema que contiene al espacio
total y genera A" ® A", el teorema de Dynkin (ver apéndice) da (2.19).

Cada o; es una biyeccién bimedible, porque es una permutacion de coordenadas y o; o 0; es la
identidad. Por (2.19), cada 7. es una biyeccién bimedible que preserva Q). Aplicando ® a (2.18) se
obtiene ®(H,.) = ®(H) o 7. punto a punto, y el Lema 2.19, aplicado en (X" x A", A" @ A", Q) con
T=71.yT=®(H)>0,da*

Exy ®(H(X,Y)) =Exy (®(H) o) (X,Y) =Ey, ®(H(X,Y))  paratodoe e {~1,1}".

El lado derecho de (2.17) coincide entonces con el promedio de estas cantidades sobre los 2" valores
dee,y
* 1 *
B ([P~ Plr) < 5 > Eiy @(H(X,Y)). (2.20)

ec{-1,1}n

18La esperanza Ey ®(|h¢(Y)|) existe en [0, o0] porque ® > 0 en [0,00), y Jensen vale aunque sea infinita.

YPor el Lema 1.5, E*U = EU si U es medible, y E* es monétona (véase la demostracién del Lema 1.16).

20Kl Lema 1.16, con €2; la coordenada X y €25 la coordenada Y, da EYE3T < E*T para cualquier T. Es la direccién
que siempre vale; la inversa seria un Fubini exterior, que puede fallar si T' no es conjuntamente medible.

21El lema se aplica a la funcién ®(H) como un todo. Como vale para funciones arbitrarias, no hace falta relacionar
O(H)* con H*.
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Falta separar las contribuciones de X y de Y. Fijemos e y sea

1 n
A(x) = H Z eif(x)| re X"
nl 1 F
Para cada f, la desigualdad triangular da
1 & 1 & 1 &
i) — 10 < | s+ [ e )] < A + A0,
=1 =1 i=1

y como la cota no depende de f, He(z,y) < Ac(z) + Ac(y). Escribiendo Ac(z) + Ac(y) = ${2A4.(2)} +
+{24.(y)}, la monotonia de ® y la convexidad (2.13) dan

D(Ho(r.0) < L B(24,(2)) + 1 2(24,(1).

Tomando esperanza exterior conjunta y usando la monotonia, la subaditividad y la homogeneidad
positiva de E*

Eyy ®(H(X,Y)) < ; By ®(24.(X)) + ;]E}y B(24.(Y)).

Cada término de la derecha depende de un solo bloque de coordenadas, y los dos son iguales: ambos
son la esperanza exterior, respecto de P", de la misma funciéon z — ®(2A.(z)), porque X e Y tienen
la misma ley.?* Por lo tanto,

Eyy ®(H(X,Y)) <Ex ®(24.(X))  para todo e € {~1,1}". (2.21)

Sustituyendo (2.21) en (2.20),

1 . .
o(|lPw — Pli7) < 5, {Z N By ®(24.(X)) = E. B ®(24.(X)),

porque ¢ es uniforme en {—1,1}".?* Por tltimo, el Lema 1.16, ahora en el producto {—1,1}" x X™
con ¢ en el primer factor, da IE EY <EX_;y como A (X) = || P,

O(||P, — Pllr) < Ex. ®(24-(X)) = E* @(2||Pg|7).
Esta es la desigualdad para ® — ®(0), y por la reducciéon del comienzo vale también para . O

Lema de simetrizacién y medibilidad. El lema de simetrizacion es valido para cualquier clase
de funciones medibles F para la cual las cantidades anteriores estén definidas. En las pruebas
de los teoremas de Glivenko—Cantelli y de Donsker se aplicard no solo a la clase original, sino
también a clases construidas a partir de ella, por ejemplo clases de diferencias pequenas como
Fs={f—-g:f,9€F, |f —gllp2 < d}. Luego se aplica una desigualdad maximal al lado derecho
del lema, condicionalmente en X, ..., X,,. Para justificar ese paso se quiere calcular la esperanza
exterior conjunta del proceso simetrizado mediante Fubini, como una esperanza iterada en los signos
y en la muestra. Pero Fubini no vale en general para esperanzas exteriores. Por eso se impone una
condicién de medibilidad que haga medible el supremo simetrizado.

2Por el Lema 1.9(i), (S+T)* < S*+T*, y por el Lema 1.5(iii), E*(S+T) < E*S+E*T si S,T > 0. La homogeneidad
positiva figura en la Advertencia 1.11.

**Por la observacién del primer pérrafo, B y ®(24.(X)) = Ep. ®(24,), y lo mismo con Y en lugar de X, puesto
que Y es la proyeccién sobre otra copia de (X", A", P™). No se usa ninguna medibilidad de A..

24En el factor finito {—1,1}", con la o-dlgebra de todas las partes, toda funcién es medible; por eso EX = E., y el
promedio sobre e es la esperanza en ¢ de la funcién e — E5 ®(24.(X)).
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Escribimos A" para la completacién de A" respecto de P" y P" para la extensién de P" a ella
(Definicién 3.11 del apéndice) y, como en la prueba del Lema 2.20, R,, para la distribucién uniforme
sobre {—1,1}". Como el vector de signos toma solo finitos valores, todos con probabilidad positiva, la
medibilidad conjunta de (z1,...,%n,€1,...,6,) — |21 €if(2:)|| 7 respecto de la completacion de
A" @ 2{=11" para P" ® R, (donde 2{=11}" es la o-dlgebra de todas las partes de {—1,1}") equivale
a la A"-medibilidad, para todo e = (e, ...,¢e,) € {—1,1}", de

n

Z eif(xi)

=1

n

Zez‘f(ifi) :

=1

(T1,. .., Tp) — = sup (2.3.2)

F I€F

En efecto, (2.3.2) es la seccién en e de la funcién anterior, y la equivalencia es el Lema 3.13(c) del
apéndice, con (Q,C,u) = (X", A", P"), E = {—1,1}" y Q = R,,. Para esta aplicacion concreta de
Fubini basta considerar vectores de signos. La Definicién 2.3.3 de [5], que adoptamos a continuacion,
exige la misma medibilidad para todo vector real y es, por tanto, ligeramente mas fuerte.

Definicién 2.21. Sea F una clase de funciones medibles f : X — R en un espacio de probabilidad
(X, A, P). Diremos que F es una clase P-medible si, para todon > 1y todo e = (eq,...,e,) €
R™, la aplicacién (x1,...,2,) > supscr |20 €if (2;)| es medible respecto de la completacién de
(xn, A" P").

Fubini para el proceso de Rademacher. Sea F una clase P-medible; de hecho, basta que
(2.3.2) sea A"-medible para todo e € {—1,1}". Denotemos por h,, . la aplicacién (2 3.2) y pongamos

Sn(x,€) = hp(x) para (z,e) € X" x {—1,1}", de modo que S, (X, ¢) HZ 0.6
la funciéon z +— E.S,(z,¢) es A*-medible y

z”: €if(X
i=1

. Entonces
f

. = ExE.

> e (X

=1

, (FR)

donde Ex es la integral respecto de Pm.

Demostracion. Por lo visto antes de la Definicién 2.21, S,, es medible respecto de la completacion de
A" @ 20-11" para P" @ R,,; denotemos por P" @ R, la extensién de P" ® R,, a esa completacién.
Para cada x € X" fijo, la esperanza en los signos es la suma finita

1
EaSn(:E,S) = 27 Z hn,e(x)v

ec{-1,1}n

que es A"-medible porque cada sumando lo es. El Lema 3.12(iii), aplicado en el espacio producto, y
el Lema 3.13(c) dan

- 1 _
EY:Sn(X,€) = /Sn dP" @ R, = / o > hpedP" =ExE.S,(X,¢).
5 xn n ’
1

O

Por el Lema 3.12(iii), ahora en (X", A", P"), la esperanza Ex de (FR) coincide también con
la esperanza exterior E%. Sin la hipétesis de medibilidad, el Lema 1.16, con E} = E, en el factor
finito, sélo da EXE.S,(X,¢) <EX _S,(X,¢): lo que aporta la P-medibilidad es la igualdad. Como
S, >0, (FR) vale aun cuando ambos miembros son +oo. Si F tiene una envolvente F' con P*F < oo
(Definicién 2.25), ambos son finitos: S, (x,e) < > | F*(z;), y el lado derecho es un mayorante medible
de S, con esperanza nPF* = nP*F (Lema 1.5(iii)).
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2.4. Teoremas de Glivenko—Cantelli

2.4.1. Glivenko-Cantelli por bracketing

Definicién 2.22. Sean [,u : X — R medibles, con | < u. El bracket [/, u] es la clase de funciones
f tales que I < f < w. Si|| - || es una seminorma, un e-bracket es un bracket con ||u — || < e. El
ntiimero de bracketing Njj(e, F, | - ||) es el minimo nimero de e-brackets necesarios para cubrir F,
y log Nyj(e, F,|| - ||) es la entropia por bracketing. Los extremos [, u no tienen por qué pertenecer a F,
pero se toman medibles y de norma finita.

Teorema 2.23. Sea F una clase de funciones medibles tal que Nyj(e, F, L1(P)) < oo para todo € > 0.
Entonces F es P-Glivenko—Cantelli, es decir, ||P, — P||% — 0 c.s. Si |P, — P||x es medible, puede
omitirse el asterisco.

Demostracion. Fijemos € > 0 y tomemos brackets [l;,u;], i = 1,...,m, que cubren F y satisfacen
P(u; —I;) <e. Si f € [l;,u], entonces (P, — P)f < (P, — P)u; + P(u; — f) < (P, — P)u; + €, pues
0 <u;— f <w;—1;.* Andlogamente, (P, — P)f > (P, — P)l; — P(f —1;) > (P, — P)l; — €. Por tanto,
para todo f € F, [(P, — P)f| < maxi<;<pm max{|(P, — P)u;|, |(P, — P)l;|} + €. El maximo del lado
derecho es medible y, por la ley fuerte aplicada al conjunto finito de extremos {l;,u; : i = 1,...,m},
converge c.s. a 0.%° Asi, limsup,,_, ||P. — P||% <& c¢s. Como ¢ > 0 es arbitrario, tomando una
sucesion g | 0 se obtiene || P, — P||% — 0 c.s. No se necesita la hip6tesis de P-medibilidad usada en
los argumentos por simetrizacién: aqui sélo intervienen aproximaciones finitas y la ley fuerte. O

Ejemplo 2.24. Sea F = {l(_q : ¢ € R}. Esta clase tiene niimeros de bracketing finitos en
Li(P) para toda distribucién P en R; no hace falta suponer que P tenga densidad. Dado € > 0,
elijamos una grilla —co =ty < t; < -+ < t,,, = 0o tal que P((t;,t;11)) < € para todo i*". Entonces los

brackets |:]l(—oo,ti}a ]l(_oo,tiﬂ)} , 1=0,...,m—1, cubren F y tienen tamano |1 (_cc,.,) = L(—o0,

P
P((ti,tiy1)) < e. Luego Ny(e, F, Li(P)) < oo, y por el Teorema 2.23, F es P-Glivenko—Cantelli. Si

P tiene soporte finito, el resultado también vale: de hecho sélo hay finitas funciones distintas P-c.s.,
de modo que se puede cubrir con brackets exactos.

2.4.2. Glivenko-Cantelli por cubrimientos

Definicién 2.25. Una envolvente de una clase F es una funcién F : X — [0, 00] tal que |f(x)] <
F(x) para todo z € X' y todo f € F. La envolvente minima es F'(z) = sup ;.| f(z)|. Usualmente se
supone que es finita en todo punto; cuando se integra una envolvente no necesariamente medible, se
usa integral exterior, por ejemplo P*F < oc.

Definicién 2.26 (Notacién). Para clases de funciones usamos la siguiente notacion para los nimeros
de cubrimiento de la Definicién 2.11. Si || - || es una seminorma, N(e, F,| - ||) es el nimero de
cubrimiento de F para la semimétrica ||f — g||, con la salvedad de que los centros de las bolas pueden
no pertenecer a F (véase el parrafo siguiente). Si () es una medida de probabilidad y r > 1, escribimos
Iflor = (QUFINY ¥ N F, L(Q)) para el caso || - || = | - g por cjemplo, N(z, F, Ly(Py)
corresponde a la semimétrica P,|f — g|.

Los centros de las bolas no estan obligados a pertenecer a F, aunque deben tener norma finita.
Cuando un argumento requiera centros en la clase, se usara la siguiente internalizacion elemental:

25En detalle: P, f < P,u; por monotonia de P, (los extremos son medibles e integrables, parte de la definicién de
bracket), de donde (P, — P)f < (P, — P)u; + P(u; — f),y P(u; — f) < P(u; — ;) < e.

%6Por eso la minimalidad del mayorante da ||P, — P||% < méx;{---} + ¢ c.s. para cada n; la unién en n de los
conjuntos excepcionales sigue siendo nula.

2TEsto no exige continuidad de P. Con K = |1/ y los cortes cuantilicos t; := inf{t : F(t) >i/(K+1)},i=1,..., K,
donde F es la funcién de distribucién de P, la masa abierta entre cortes consecutivos es P((t;,t;41)) <1/(K+1) <e:
por la continuidad a derecha de F', F'(t;) > i/(K +1), mientras que F'(t; ;) < (i+1)/(K +1). Los dtomos, en particular
los de masa > ¢, quedan absorbidos en los puntos de corte; si algunos ¢; coinciden, se descartan las repeticiones.
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dado un cubrimiento por bolas de radio € con centros arbitrarios, eligiendo en cada bola que corta
a JF un elemento de la interseccion se obtiene, por la desigualdad triangular, un cubrimiento con
centros en F, de radio 2¢ y con a lo sumo la misma cantidad de bolas.

Definicién 2.27. Sea (G, ),>1 una filtracién decreciente, es decir G, 1 C G,. Una sucesion integrable
(Y,,) es una martingala inversa si Y,, es G,-medible y E(Y,, | G,41) = Y,41 c.s. Es una submartin-
gala inversa si E(Y,, | G,41) > Y41 c.s., y una supermartingala inversa si la desigualdad es la
opuesta.

Para pasar a una submartingala usual se indexa con los enteros negativos: parat € {..., -3, -2, —1}
sean My =Y ;, F; =G ;. Sit<sentonces —t>—-sy F, =G, CG_,=F,

Ademaés, M; es Fi-medible, y para t < —2, con n = —t — 1, E(Myy | F;) = E(Y,, | Guy1) >
Yoi1 = M. (My, Fi)i<—1 es una submartingala usual indexada por los enteros negativos, y n — oo
corresponde a t — —o0.

Teorema 2.28 (Convergencia de submartingalas inversas). Sea (G,),>1 una sucesion decreciente
de sub-c-dlgebras de un espacio de probabilidad (2, A,P), y sea G = N, Gn. Sean Y, wvariables
integrables, con'Y, G,-medible y B(Y,, | Goy1) > Y,i1 c.s. para todo n. Si inf,, EY, > —oo, existe una
variable integrable y Goo-medible Yo tal que Y, — Yoo c.s. y en L',

Teorema 2.29 (Ley 0-1 de Hewitt—Savage). Si P es una probabilidad sobre (X, A), todo A € A
invariante bajo las permutaciones de N que mueven soélo un numero finito de coordenadas cumple
P>(A) € {0,1}.

Sean X, Xy,... i.i.d. con P(X; = 1) = P(X; = —1) = %, tomadas como las coordenadas de
{—1,1}N sea S, = X; + -+ + X,, y consideremos A = {S,, = 0 para infinitos n}. El evento A es
invariante por permutaciones finitas: si 7 permuta sélo las primeras m coordenadas, S,, no cambia
para n > m, y como A depende sélo de los valores de S,, para n grande, A no cambia. La ley 0-1 de
Hewitt—Savage se aplica y da P(A) € {0,1}; de hecho P(A) = 1, por la recurrencia del paseo simple.

A no es un evento cola. Si A estuviera en o(Xs, X3,...), cambiar sélo la primera coordenada
no podria sacar a un punto de A. Pero w = (1,—1,1,—1,...) cumple Sy (w) = 0 para todo k, asi
que w € A, mientras que w’ = (—1,—1,1,—1,1,...), que difiere de w s6lo en la primera coordenada,
cumple S, (w') = Sp(w) — 2 € {—2,—1} para todo n > 1, de modo que w’ ¢ A. Por lo tanto, A no
pertenece a la o-algebra cola, y la ley 0-1 de Kolmogorov no se aplica directamente.

Lema 2.30. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F' tal que P*F < oco. Trabajamos
en el espacio producto (X°°, A®, P®), donde P, es la medida empirica de las n primeras proyecciones
coordenadas. Para cada n, sea ¥, C A® la o-dlgebra generada por todas las funciones A -medibles
h:X>* — R simétricas en sus primeros n argumentos. Entonces ¥,11 C X, y

E(|P = Pl5 | Suit) = [P — Pl P¥-cs.

Ademds, existen versiones de los mayorantes medibles minimos || P, — P||% simétricas en sus primeros
n argumentos, y por tanto X,-medibles. Cualesquiera de tales versiones forman una submartingala
inversa respecto de (X,),>1 y convergen casi sequramente a una constante.

Demostracion. Denotamos por X;: X' — X la i-ésima proyeccion coordenada. Bajo P>, las X; son
ii.d.conley P,y P, =n"'Y"  dx,. Salvo que se indique otra cosa, “medible” para funciones definidas
sobre X'* significa A*-medible, y las esperanzas, las afirmaciones casi seguras y los mayorantes
medibles minimos de esas funciones se entienden respecto de P*°. Escribimos

Ay =P, — Pllr =sup|F,f = Pfl,
ferF

que es una funcién de X* en [0, 00|, no necesariamente medible.
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Para m > 1, identificamos cada permutacion m € &,, con la transformacion de X* que permuta
las primeras m coordenadas y deja fijas las restantes:

(21, @2, .. .) = (Tr(1), - - s Tr(m)> Tmt1s T 2s - - -)-

Estas transformaciones forman un grupo bajo composicién. En particular, para cada ¢ € &,, fija,
la aplicacion m — 7 o 0 es una biyeccion de G, en si mismo. Cada 7 es bimedible, porque las
coordenadas de 7(z) son coordenadas de z. Ademés preserva P>, porque P> o 7w~!y P> coinciden
sobre los rectangulos medibles, que forman una clase cerrada por intersecciones finitas que genera
A>. Por lo tanto, para toda funcién medible g > 0,

/godeoo:/gdPoo. (1)

Una funcién h sobre X'*° es simétrica en sus primeras m coordenadas si h o™ = h para toda ™ € G,

Comenzamos describiendo ¥, mediante conjuntos. Sea S,, la clase de los A € A> tales que
71 (A) = A para toda m € &,,; veamos que %, = S,,,. La clase S,, es una o-dlgebra, porque las
preimagenes conmutan con complementos y con uniones numerables. Si h es una de las funciones que
generan ¥, y B C R es boreliano, entonces h™(B) € A y, para toda 7 € &,,,

7' (h1(B)) = (hom)(B) = h™\(B),

asi que h_l(B) € S,,. Como %, es la menor o-algebra que contiene a todos estos conjuntos, >, C S,,.
Reciprocamente, si A € Sy, la funcién 14 es medible y 14 07 = 1,-1(4) = 14 para toda 7 € &,,. Es
decir, 14 es una de las funciones generadoras, y por lo tanto A = {14 =1} € 3,

De esta caracterizacién se siguen tres hechos que usaremos. (a) ¥,,.1 C %,,. En efecto, toda
funcién medible simétrica en las primeras m + 1 coordenadas también es simétrica en las primeras m:
basta considerar las permutaciones que dejan fija la coordenada m + 1. Por lo tanto, las funciones
que generan Y, estdn incluidas entre las que generan ¥, lo que prueba la inclusién. (b) Toda
funcion medible h: X*° — [—o00, 0o] simétrica en sus primeras m coordenadas es ¥,,-medible. Si h es
real, esto es la definiciéon de ¥,,. El caso general, que necesitamos porque los mayorantes medibles
minimos pueden tomar el valor +o00, sale de que para cada t € R el conjunto {h > t} estd en A>
y cumple 77 '({h > t}) = {homw >t} = {h > t}, asi que pertenece a S,, = %,,. (c) Si A€ X, y
T e S,,, entonces 14 o0m = 14.

Construimos ahora versiones simétricas de los mayorantes medibles minimos. Primero, A, es
simétrica en sus primeras n coordenadas. SiT € &,, v f € F, como j — 7(j) es una biyeccién de

{1,...,n}, i
> flzy ACHR

1 1
Pn - Z f xrr(] -

n o n =
y tomando supremo en f resulta A, om = A,,. Sea An un mayorante medible minimo de A,,, que
existe por el Lema 1.5, y definamos

Y, := min A,, o .
ﬂ'EGn

La funcién Y,, es medible, por ser el minimo de una cantidad finita de funciones medibles. Es simétrica
en sus primeras n coordenadas, porque si 0 € &,

Y,00=min A,o(ro0o)=minA,op=7Y,,
TeES, PEGn

donde la segunda igualdad se debe a que p = 7 o o recorre todo &,, cuando 7 lo hace, de modo que
se minimiza sobre la misma familia de funciones. Domina a A,, en todo punto: como A, > A, para
cada 7 se tiene A, o > A, o1 = A,. Por ultimo, tomando 7 = id se obtiene Y,, < A,. Como Y, es
un mayorante medible de A, la minimalidad de A, da A, <Y, c.s., vy as

Y, = A, C.S.
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En consecuencia, Y;, es también un mayorante medible minimo de A, es decir, una versién de
| P, — P||%: si U es medible y U > A,,, entonces Y,, = A, < U c.s. Ademas, por (b), Y, es ¥,-medible.
Las variables Y,, son integrables. Sea F* un mayorante medible minimo de F respecto de P
(Lema 1.5), de modo que PF* = P*F < oo. Si f € F, entonces f es medible y |f| < F < F*, y por
lo tanto
PI<PIfI<PF,  |Pf|<Plf| < PF* = PR,

Luego |P,f — Pf| < P,F* + P*F para toda f € F, y tomando supremo,
A, < P,F*+ P*F.

El lado derecho es medible, porque cada F*(X;) = F* o X; lo es. Como cada X; tiene ley P,
E(P.F*+ P'F) = ZEF* ) + P*F = PF* + P*F = 2P*F.

Por la minimalidad de Y,,, 0 <Y,, < P,F*+ P*F c.s., y asi EY,, < 2P*F < .
Para calcular esperanzas condicionales respecto de X5, usaremos el siguiente hecho. Si H: X* —
[0, 0] es medible e integrable, su promedio sobre las permutaciones

es una version de E(H | X,,). En efecto, por (1) cada H o7 es integrable con E(H ow) = EH, asi que
T,,H es integrable. Ademas T,, H es medible y simétrica en sus primeras m coordenadas: si 0 € G,,,

(T,,H) o ZHO (moo) = ﬁZHop:TmH,

ml
ol TEGm " pEGm

otra vez porque 7 — 7 o ¢ es una biyeccién de &,,. Por (b), T,,H es ¥,,-medible. Por ultimo, si
AeX,ymeB,,

/AHodeoo:/ La(x) H(r(x)) dP~(x /1A (r(z)) dP®(z)
LA (r(2))

:/(1AH)o7rdP°° :/1,4(95) H(z) dP™(z /HdPOO

donde la primera igualdad usa (c), y la segunda es (1). Promediando sobre 7 € &,,,
/ T, H dP>™ = / HdP®  paratodo A€,
A A

Asi, T, H es ¥,,-medible, integrable y tiene las mismas integrales que H sobre los conjuntos de ¥,,.
Por la definicién de esperanza condicional, T,,H = E(H | ¥,,) c.s.

Ahora relacionamos A, ;1 con A, mediante este promedio, con m = n + 1. Fijemos f € F y
miremos P, f como funcién sobre X>°. Para m € G4y se tiene (P, f)(n(x)) = n™" 5, f(Ta), ¥

por lo tanto
1

mZ(nf iZ(nJrl fo”)>

' eG4 Jj=1 TEGn11

Para j < ny k < n-+1 fijos hay exactamente n! permutaciones 7 € &, con 7(j) = k: las que
mandan los n indices restantes biyectivamente sobre los n valores restantes. Agrupando segin el valor
de m(j) se obtiene, para cada j < n,

| n+1

2 Je (n+1lzf = Frnf(@),

( + )'ﬂEGn-H
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y promediando en j,
1

(n+1)!

Como Pf es una constante, coincide con su propio promedio, y restando,

> (Puf)o

7T66n+1

Pn+1f -

1
CES > ((P.—P)f)or

eG4

(Pn+1 - P)f =
Por la desigualdad triangular, y como |(P, — P)f| < A, en todo punto,

(Pari = P)f| < n+1 S A,om

TESn+1

El lado derecho no depende de f. Tomando supremo sobre f € F y usando que A, <Y, en todo

punto,
1

1
An—&—l < — An om < ——— Y,om= Tn+1Yn-
(TL + 1)' w€62n+1 <n + 1)' 7r662n+1
La funcién T,.1Y, es medible, asi que es un mayorante medible de A, 1, y la minimalidad de
Y,i1da Y, <T,.1Y, cs. Por otro lado, Y,, es medible, no negativa e integrable, asi que el hecho
anterior se aplica con H =Y, ym=n+1ydaT,.1Y, = E(Y, | ¥,:1) c.s. Combinando ambas,

Yo SEY, | ) C.8.,

que es la desigualdad del enunciado.

Pasamos a la convergencia, que obtendremos del Teorema 2.28 con G, = ¥,,. Verifiquemos sus
hipétesis. Por (a), (3,,),>1 es una sucesion decreciente de sub-o-dlgebras de A>. Cada Y, es integrable
y Y,-medible, y acabamos de probar que E(Y, | ¥,41) > Y41 c.s.; es decir, (Y;,,2,),>1 €s una
submartingala inversa. Por tltimo, inf, EY, > 0 > —oco, porque Y,, > 0. ?® El teorema da entonces
una variable integrable Y., medible respecto de

:mzrw

n>1

tal que Y,, — Y, c.s. y en L%

Veamos que Y, es trivial. Sea A € ¥, y sea m una permutacion de N que mueve s6lo un nimero
finito de coordenadas. Entonces existe m tal que 7 s6lo mueve coordenadas entre 1 y m, es decir,
T € G, ycomoAEeX, =38, setiene 77 1(A) = A. Asi, A es un conjunto de A invariante
bajo las permutaciones que mueven s6lo un nimero finito de coordenadas, y el Teorema 2.29 da
P>(A) e {0,1}.

De aqui se sigue que Y, es constante c.s. En efecto, la constante EY,, es ¥, .-medible e integrable,
y tiene las mismas integrales que Y, sobre los conjuntos de ¥ si A € ¥ y P>*(A) = 0, ambas
integrales sobre A son nulas, y si P*(A) = 1, ambas valen EY,,. Por lo tanto E(Y,, | ¥«) = EY, c.s.
Pero Y, es ¥.,-medible, asi que también E(Y,, | £o) = Yo €.8., y en consecuencia

Yo =c:=EY, C.S.

La constante c es finita y no negativa, y Y,, — ¢ c.s. Ademds, por la convergencia en L', |EY, — | <
E|Y,, — Ys| — 0, de modo que ¢ = lim,, EY,, = lim,, E*|| P, — P|| 7.

Finalmente, el resultado no depende de las versiones elegidas. Dos mayorantes medibles minimos
de una misma funcién coinciden c.s., porque la minimalidad de cada uno da que es menor o igual

28Las Y,, pueden valer +00 en un conjunto nulo. Si se quieren variables reales, basta reemplazar cada Y,, por
Yo1iy, <o}, que es X,-medible porque {Y;, < oo} € ¥,,, y coincide c.s. con Y, porque Y,, es integrable. Estas variables
cumplen las mismas hipétesis, y como coinciden con las Y;, fuera de un conjunto nulo, la conclusién vale también para
las Y,,.
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que el otro c.s. Sea (Y)!) otra sucesion de versiones de los || P, — P||% simétricas en sus primeras n
coordenadas. Por (b), cada Y, es ¥,-medible, y V! =Y, c.s.; en particular, Y, es integrable. Como
variables integrables iguales c.s. tienen la misma esperanza condicional,

E(Y, | Znp) =E(Ya [ Zni1) 2 Yo =Y, c.s.,

asi que (Y ¥,) también es una submartingala inversa. Ademaés, el conjunto |J,{Y,, # Y,,} es nulo,
por ser unién numerable de conjuntos nulos, y fuera de él las dos sucesiones coinciden, de modo
que Y, — ¢ c.s. El mismo argumento muestra que la desigualdad del enunciado vale para cualquier
eleccion de versiones de los mayorantes, sean o no simétricas. O]

Teorema 2.31. Sea F una clase P-medible de funciones medibles, con envolvente F' tal que P*F < oo.
Para M > 0, sea Fyr = {f]l{FSM} : f € F}. Entonces son equivalentes:

(i) |P, — Pll% — 0 c.s.;
(ii) para todo € >0 y todo M >0, log N (e, Far, L1(Py)) 5o

Cuando se cumplen, ambas convergencias valen también en media exterior. En particular, es suficiente
que, para todo € > 0, log N (e, F, L1(P,)) = op(n).

Demostracion de la suficiencia. Supongamos (ii). Probaremos primero la convergencia en media
exterior, E*|| P, — P|| — 0, y de ella deduciremos la convergencia casi segura mediante el Lema 2.30.

Podemos suponer que la envolvente F' es medible. En efecto, sea H := F* su mayorante medible
minimo (Lema 1.5), que es una envolvente medible de F con PH = P*F < 00.? La afirmacién (i)
s6lo depende de la clase F, no de la envolvente, asi que si (ii) vale también con H en lugar de F,
es decir, para la clase Har == {flu<my : f € F}, podemos hacer el resto de la prueba con H. La
ventaja es que, al ser H medible, H,; resulta una clase P-medible de funciones medibles, que es lo
que se necesita mas abajo para aplicar (FR) a la clase truncada. Veamos ambas cosas.

Como H > F, si H(x) < M entonces F(z) < M; es decir, {H < M} C {FF < M}, y por lo tanto
flig<my = (f]l{FgM})]l{HgM}i los elementos de H,; son los de Fj; multiplicados por el indicador
L{z<ny. Ahora bien, multiplicar todos los elementos de una clase por un mismo indicador 14 no
aumenta sus nimeros de cubrimiento en Li(P,). En efecto, |[g1la —cl 4] = |g— |14 < |g — ¢| punto a
punto, de donde P,|gl 4 — cl 4| < P,|g — c|; por lo tanto, si las bolas de radio € con centros ¢y, ..., cy
cubren la clase, las bolas del mismo radio con centros c;1y4,...,cy1l4 cubren la clase multiplicada.
Con A ={H < M} resulta N(e,Hpr, L1(P)) < N(e, Far, L1(Fy)), v la condicién de (ii) pasa de Fyy
a HM.BI

Cada flig<ay es medible porque f y H lo son. Para la P-medibilidad, fijemos n y e € R", y
para I C {1,...,n} sea Ay :={x € X" : H(x;) < M siyso6losiie I[}. Los 2" conjuntos A; son
medibles, por serlo H, y forman una particién de X": cada x estd en el de I = {i : H(x;) < M}. Si
x € Ay, entonces 1yy,)<my = Lyery para cada ¢, y por lo tanto

Z eif ()

i€l

Yo eif (@) lim @<

=1

sup
feF

= sup
feF

) ’

El lado derecho es la aplicacién de la Definicion 2.21 para F con el vector que anula las coordenadas
de e fuera de I, y es por lo tanto medible respecto de la completacion de P™. Como el lado izquierdo

29Por el Lema 1.5(1), H > F > |f| para toda f € F, asi que H es una envolvente; por el Lema 1.5(iii), que se aplica
porque H >0, PH = P*F. En particular, H < co P-c.s.

30En otras palabras, se prueba la cadena (ii) para Fy; = (ii) para Hys = (i), donde la segunda implicacién es el
resto de la demostracién hecho con H en lugar de F'; las demés hipétesis del teorema valen para H, porque F es
la misma clase y PH < oo. Con F no medible, en cambio, el conjunto {F < M} puede no ser medible, y entonces
Jf1{p<ny tampoco.

Los nuevos centros tienen norma finita, pues P,|c;14| < P,|c;|, y el argumento no usa que A sea medible. La

condicién pasa porque, para todo n > 0, {n"tlog N(e,Hnr, L1(P,)) > n} C {n"tlog N(e, Far, L1(P,)) > n}, v la
probabilidad exterior es mondétona.

69



coincide con una funcién de ese tipo sobre cada una de las piezas medibles A;, también es medible
respecto de la completacién;®? esto es la P-medibilidad de Hj;. En lo que sigue suponemos, entonces,
que F' es medible; en particular PF' < oo, cada Fj; es una clase P-medible de funciones medibles, y
lg| < M para toda g € Far, pues |flip<any| < Flipapy < M.

Por el Lema 2.20 con ®(z) = z (su hipdtesis se cumple porque P|f| < P*F < o0) y por (FR),
multiplicada por 1/n,*

E*|| P — Pllr < 2B P77 = 2ExEc[| P77

Fijemos M > 0. Cada f € F se escribe como f = flir<pny + flyrsny, donde el primer sumando
estd en Fyy y el segundo estd acotado en valor absoluto por F'l{psas. Como |g;| = 1, para cualquier
valor de la muestra y de los signos,

P21 < B L)+ Z ) T gy
< |1Pillzy + Pa(FLpsnry)-
El lado derecho no depende de f; tomando supremo en f € F,
1P NF < 1B llFy + Pa(Elipsan).
Promediando en los signos e integrando en la muestra,®*

EXEEHPSHJ’ < EXE&HPSH]:M +Epn(F]l{F>M})
= EXEEHP;;H}—M + P(F]I{F>M})>

y junto con la desigualdad de simetrizacion,
E*||P, — P||r < 2ExE.|| P} 7, + 2P(Fl{psary). (2.22)

El dltimo término tiende a 0 cuando M — oo, por convergencia dominada.?® Basta probar entonces
que ExE.|| P2 |7, — 0 para cada M fijo.

Fijemos § > 0 y una realizaciéon de la muestra X, ..., X,,. Por la internalizaciéon que sigue a la
Definicion 2.26, existe G C Fyy con |G| < N(6/2, Far, L1(Py)) tal que cada f € Fy, estd a distancia
P.|f — g7l <6 de algin g; € G.°° Para cualquier valor de los signos, como |g;| = 1,

o o L& ¢ o
Pofl < 1Bl + - D 1f(X0) = 95(Xi)| < méx | Frg| + 6,
=1

y tomando supremo en f € Fj; y promediando en los signos,

E. || P |7, < E.méx|Plg| + 6.
geg

32Si ¢ coincide con ¢ sobre cada Aj, entonces {¢ € B} = J;(Ar N {¢s € B}) para todo boreliano B, que es una
unioén finita de conjuntos de la completacién.

33La esperanza exterior de || P°|| es la conjunta en la muestra y los signos, como en el Lema 2.20. La igualdad es
(FR), que se aplica porque F es P-medible, dividida por n gracias a la homogeneidad positiva de E* (Advertencia 1.11).

34Las funciones E.||P2 |l v E:|| P 7, de la muestra son medibles respecto de la completacién por el resultado
de Fubini para el proceso de Rademacher (FR), aplicado a las clases P-medibles F y Fus, y Po(Flipsan) es
medible porque F lo es; por eso se puede integrar término a término. La igualdad se debe a que E P, (Fl pspry) =
n~t Y EB[F(Xi)1irx)>my] v cada X; tiene ley P.

#8e tiene 0 < Flypsay < F,con PF < 00,y F(x)1{p()>nmy = 0en cuanto M > F(z), de modo que Fl gy — 0
en todo punto donde F' < oo, es decir, P-c.s.

36Se aplica a un cubrimiento minimo de radio §/2: los centros pasan a estar en Fjs y el radio se duplica. (Si ese
nimero de cubrimiento fuera infinito, la cota para E.||P5||#,, que se obtiene abajo serfa trivial.)
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Para acotar el maximo, denotemos por || - ||y,|x la norma 1), en el espacio de los signos ({—1,1}", R,),
con la muestra fija. Entonces

E.méx|Pg| <2 nggg 1Pr ]

Po| X

< 2Ky, /1 + log|G] méx [ Prglly,x

\/_ Pg2 1/2
< V6 Ky,\/1 41 ] ( » >
< v2\/1 +1log |G| mix{ —>

141
SQ\/EKwM M.
n

La primera desigualdad es E|Z| < 2||Z||y,, que se probé en la demostracion del Corolario 2.18.
La segunda es el Lema 2.9 con 1) = 1, aplicado a las |G| variables P°g, junto con ¢y '(m) =

log(1 +m) < /1 +logm.*" La tercera es el Lema 2.14 con a; = g(X;)/n, cuya norma euclidea es

1/2
(Z?Zl g(Xi)z/n2) 2 (P.g*/n)"/2. La tltima usa que P,g> < M?, pues |g| < M para g € G; es para
esto que la red se eligié dentro de Fys. Como |G| < N(0/2, Far, L1(P,)), concluimos que, para toda
realizacién de la muestra, E || P} |7, < 0 + W, donde

n

Integremos ahora respecto de la muestra. Ya vimos que E.||P?|7,, es una funcién medible de la
muestra, y ademds es a lo sumo M, porque |P2g| < P,|g| < M para g € Fy;. En cambio, W,, puede
no ser medible, porque el nimero de cubrimiento, como funcién de la muestra, no tiene por qué serlo
(por eso la hipétesis (ii) esta formulada en probabilidad exterior). Sea W, su mayorante medible
minimo. Como W,, < W}, la cota anterior da E.||P?|| £, < d + W), y junto con la cota por M,

EEHPTCL)H}—M < 0+ (W; A M)

Por otra parte, como W = 24K} M? (nil +n"tlog N(6/2, Fur, Ll(Pn))), la hipétesis (ii), con 6/2

en lugar de €, da W, LN 0;% es decir, W;* — 0 en probabilidad, ya que P(W; > n) = P*(W,, > n) por
el Lema 1.9(vi). La variable W} A M es medible, esta acotada por M y tiende a 0 en probabilidad, asi
que su esperanza tiende a 0 por convergencia dominada.? Integrando en la muestra la cota anterior,

ExE.| P27, <6 +EW:AM) —s,

n—oo

y como el lado izquierdo no depende de J, que es arbitrario, ExE.||P? |7, — O.
Volviendo a (2.22), para todo M > 0,

lim_>sup E*| Py — Pllr <2 lim ExE[|P7[| 7, + 2P(Flipsan)
= 2P(F]1{F>M})7

y haciendo M — oo se obtiene E*||P, — P|| — 0, que es la convergencia en media exterior de (i).
Por la desigualdad de Markov exterior (Corolario 1.10), P*(||P, — Pl > n) < E*|P, — P||lx/n — 0
para todo n > 0; es decir, || P, — P|| LN 0, lo que equivale a || P, — P||% — 0 en probabilidad. Por
otra parte, por el Lema 2.30, las versiones de || P,, — P||% simétricas en sus primeros n argumentos

3TPara m > 1, log(1 +m) < log(2m) = log2 +logm < 1 + logm.

38Sean ¢ := 24K M? y 1> 0. Sin > 2¢/n?, entonces 1/n < n°/(2c) y {Wy > n} = {n""log N(6/2, Far, L1(P,)) >
n?/c—1/n} C{n"tlog N(6/2, Far, L1(P,)) > 1n*/(2¢)}, cuya probabilidad exterior tiende a 0 por (ii).

39Directamente: para todo n > 0, E(W; A M) <n+ MP(W} >n) —n.
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convergen casi seguramente a una constante. Como la convergencia casi segura implica la convergencia
en probabilidad, esa constante es 0, y por lo tanto || P, — P||% — 0 c.s.

Por 1ltimo, la condicién suficiente del final del enunciado implica (ii), ya que, como vimos, multi-
plicar por un indicador no aumenta los nimeros de cubrimiento, y por lo tanto N (e, Far, L1(F,)) <
N(e, F,Li(P,)) para todo € > 0y todo M > 0."! O

La necesidad de la condicion de entropia, que completa la equivalencia del Teorema 2.31, no se
demuestra aqui. La prueba de [5] usa la desimetrizacion, desigualdades para multiplicadores gaussianos
y la desigualdad de Sudakov; ademas obtiene la convergencia de la entropia en media exterior.

Proposicién 2.32. Sean F, Fi, Fo clases P-Glivenko—Cantelli. Entonces:
1. {arfi +aofs: fi € Fi, |a;| < 1} es P-Glivenko—Cantelli;
2. F1 U Fy es P-Glivenko—Cantelli;

3. la clase de todas las funciones que son simultaneamente limite puntual y limite en Li(P) de una
sucesion en F es P-Glivenko—Cantelli.

Demostracion. Para (1), si H = {a1fi + aafo : fi € Fi, |ai| < 1}, entonces |P, — P53, < ||P, —
P|% + [P, — P|l%, — 0 c.s.”? Para (2),

1P, — Pl < max{|[Py — Pl | P~ Plls} = 0 cs.

Para (3), sea F la clase descripta. Si g € F, existe f,, € F tal que f,, — ¢ puntualmente y
P|fm — g| — 0. Para cada muestra fija, P,|f., — g| — 0, pues P, sélo promedia finitos puntos.
Luego, dado i > 0, para cada g puede elegirse m con B,|fm — gl + Plfm — gl <1,y |(P. — P)g| <
\P. — Pllx + Pulfm — 9] + Plfmn — 9| < ||P. — P||# + n. Tomando supremo en g y luego n | 0,
| P, — Pllz < [P, — P|[7. Por mayorantes medibles minimos, ||F, — P||5 < [|[P, — P[> cs., y el
resultado sigue. O]

2.5. Teoremas de Donsker

2.5.1. Entropia uniforme

En esta seccion presentamos el teorema de Donsker basado en entropia uniforme. Su prueba
combina simetrizacion, una desigualdad maximal subgaussiana condicionada en la muestra y el
teorema de Glivenko—Cantelli por entropia aleatoria.

Recordemos que N(g, F,| - ||) es el nimero de cubrimiento para una seminorma cualquiera,
con centros no necesariamente en F (Definicién 2.26). Si la seminorma es la de L,.(Q), entonces
N(e, F, L.(Q)) < Ny(2e, F, L.(Q)), pues cada bracket de tamano 2¢ queda contenido en una bola de
radio €, centrada en el punto medio de sus extremos.

La condicion de entropia uniforme se formula mediante la integral truncada que definimos a
continuacion.

Definicién 2.34. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F'. Para ¢ > 0, definimos la
integral de entropia uniforme truncada por

0
J6.F L) 1= [ sup log N (£ Fllga. F. Lo(@)) de.

40Esas versiones coinciden c.s. con || P, — P||%, asi que tienden a 0 en probabilidad; como también tienden a la
constante c.s., y por lo tanto en probabilidad, la unicidad c.s. del limite en probabilidad da que la constante es 0.

41 Aqui el indicador es 1;r<my, con I la envolvente del enunciado; aquel argumento no usa medibilidad. La condicion
pasa a Fj; por la monotonia de la probabilidad exterior, como antes.

2Punto a punto, |(P, — P)(a1fy + azfa)| < |(Po — P)fil + |(Pa — P)f| para |a;| < 1; tomando supremos,
|IP. — Pl < ||Pn— Pll7, + |Pn — Pllz,, v laregla (S 4+ T)* < S* +T* del Lema 1.9(i) pasa la desigualdad a los
mayorantes. En (2) se usa andlogamente || - || zur = |- |7 VI - |7 ylaregla (SVT)* = 5* v T* Lema 1.9(viii).
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donde el supremo se toma sobre todas las medidas de probabilidad finitamente discretas () —es decir,
probabilidades que ponen masa en una cantidad finita de puntos— tales que 0 < || F||g2 < 00. Si el
conjunto de tales @) es vacio, se interpreta el supremo como 0. La condicién de entropia uniforme es

J (00, F, L) < 0. (UE)

Teorema 2.35. Sea F una clase de funciones medibles con envolvente F tal que P*F? < oo.
Supongamos que se cumple (UE) y que, para todo 6 > 0, las clases Fs = {f—g: f,g € F, |[|[f—gllp2 <
d}, F2 ={(f—9)?: f,g € F} son P-medibles. Entonces F es P-Donsker.

Demostracion. Escribamos p(f,g) = ||f —gllpe ¥y Fo = {f —9 : f,9 € F}; Fs es la clase del
enunciado. Por el criterio de convergencia débil en ¢*°(F), alcanza probar: (i) convergencia finito-
dimensional, (ii) total acotacién de (F, p), (iii) equicontinuidad asintética uniforme.*® La convergencia
finito-dimensional se obtiene del TCL multivariado, pues |f| < F'y P*F? < oo

Probamos la equicontinuidad. Sea d,, | 0. Entonces (|G|, = sup,; g <s, |Gnf — Gngl. Fijado
x > 0, por Markov exterior y simetrizacion,*’

P{lIGnllz, > 2} < “E*Gulls, < _E

(1)

Fop

Como Fj, es P-medible, (FR), aplicada a la clase Fj, y multiplicada por n~Y2 da

E*in D (X :EEELH (X 2
o) BB k()] 2)
Condicionando en X, ..., X, ponemos ||h||,2 = ||h||lp, 2 = (P.h?)'/? 02 = supyer, Puh®.
Para h, k € F;,, ﬁ Yici(h —k)(X;) LMX S| — E|ln,2, luego el proceso de Rademacher es subgaus-
siano para d,(h, k) = ||h — k||,2.%°
Separabilidad condicional. Para X = (Xi,..., X,,) fijo, el proceso depende de h s6lo a través del vector
(h(X1),...,h(X,)) € R"; el cociente de Fs, por distancia d,, nula se identifica asi con un subconjunto

de R™ y es, por tanto, separable. Eligiendo representantes de un conjunto numerable d,-denso, la
desigualdad |Z, — Z;| < n~Y2 %, |h—k|(X;) < /nd,(h, k), valida para cada realizacién de los signos,
da que el supremo global de los incrementos coincide con el supremo sobre esos representantes. Como
aqui el Corolario 2.18 se aplica con 0 = diam, esa igualdad global es lo inico que se necesita.

Como 0 € F;, (téomese f = g), el supremo del proceso estd dominado por el supremo de los
incrementos: supy, |Z,| = supy, |Z, — Zo| < supy,, |Zn — Zi|. Ademas, el didmetro de (Fs,,d,) es a lo
sumo 26, y por (2.6), [ \/log D(u,d,) du < 2 [*" \/log N (v, d,) dv.*" Por la desigualdad maximal
subgaussiana (Corolario 2.18 con ¢ = diam, y K su constante),

On
E. < 2K / J1og N(u, Fs,., Lo(P,)) du. (3)
0

Fon

\/1% if;az-h(xi)

43El criterio es el Teorema 1.67 combinado con el de equicontinuidad (Teorema 1.71): la tensién asintética equivale a
la tensién de las coordenadas (que aqui da el TCL) més la total acotacién de (F, p) y la equicontinuidad asintética
uniforme respecto de p.

44Cada f es medible con Pf? = P*f2 < P*F? < 00, asf que el TCL multivariado se aplica a los vectores (fi, ..., fx)
centrados.

45Corolario 1.10 y Lema 2.20 con ®(z) = =, aplicado a la clase Fs,. En efecto, para h = f — g € Fs,, P|h| <
2P*F < Q(P*Fz)l/2 < 00; la segunda desigualdad es Cauchy—Schwarz aplicada al mayorante F*, usando P*F = PF*
y (F?)* = (F*)? c.s. (por la minimalidad del Lema 1.5, inciso (ii)). Ademas, \/n(P, — P)h = G, h y el factor \/n
convierte P2 en n~/2 3" e;h(X;).

#6Lema 2.14 condicional, con a; = n~Y2(h —k)(X;): ||a]®? =n"' 3, (h—k)2(X;) = ||h — k|| 5, v la constante es v/6.

4TEL didmetro: ||h —k|n2 < |R|ln.2 + ||Elln2 < 260,, por Minkowski. La integral: con u = 2v, foze" log D(u,d,,) du =
2 fog" V1og D(2v,d,) dv < 2 foe" v/log N(v,d,) dv, pues D(2v,d,,) < N(v,d,,) por (2.6). Obsérvese que el Corolario 2.18
estd enunciado con nimeros de empaquetamiento D; reemplazar D por N al mismo radio irfa en la direccién incorrecta
(N < D), y es el cambio de escala u = 2v el que permite pasar a ntmeros de cubrimiento.
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Ademas, para toda probabilidad @,
N(uvfomLQ(Q)) < NQ(U/Qafa L2(Q))7 (4)

pues si g1, ..., gy cubre F con radio u/2, entonces {g; — gx : 1 < j,k < N} cubre F con radio w:
ICf = 1) = (g5 = ge)lle2 < IIf = gilla2 + I/ = grllo2 < u. Como Fs, C Fu, de (3)-(4),

E.

\}ﬁ zi:@-h(Xi)

On
< 2\/§K/ Jog N(u/2, F, Ly(P,)) du
0
Fon,

0n/(2[|F|[n,2)
_ 4\/§K||F\|n,2/0 108 N(e[| Fllno, F, Lo(P)) de - (5)

7

<43 KHFHn,QJ(",
R

F7L2>7

donde usamos que P, es finitamente discreta.®® Si ||F||,2 = 0, entonces h(X;) = 0 para todo h € F;,
e i,y (5) es trivial. Reemplazando F por F V 1, suponemos || F|,2 > 1.* Ademas,

E*|F|2, =E*P,F? < P*F* < . (6)

Mostramos ahora que 6,, — 0 en probabilidad exterior.”® Si h € F,, entonces Ph? < §2, y por
tanto
02 = sup P,h? < 6p + || P — Pl - (7)
heFs,
Basta probar que F2 es P-Glivenko—Cantelli. Esta clase tiene envolvente (2F)?, integrable exterior-
mente, y es P-medible por hipétesis. Para h, k € Fo, |h? — k*| = |h — k||h + k| < |h — k| 4F, pues
|h| < 2F, |k| < 2F. Luego, para toda probabilidad discreta @,

QIN* — k] < Q(lh — k[4F) < ||h — k|

Q2ll4F||q.2- (8)

En particular, si h, k € Foo y |h—k[lg2 < &||F||g,2, entonces Q[h* — k?| < 4e||F[|3), = €||2F||3) 5. Los
centros de un cubrimiento de F, pueden ser externos y no satisfacer |k| < 2F’; por eso internalizamos
primero (véase el parrafo que sigue a la Definicién 2.26): un cubrimiento de radio §||F||g.2 en Lo(Q)
da centros k; € F4 que cubren con radio €||F||g 2. Para estos centros vale la desigualdad anterior, y
por lo tanto

N(e2F I 72, L1(@) < N (51 Flloa: Fos La(@)) g

Usando otra vez (4),

N (5Pl P La(@)) < N2 (S 1F N0, 7. 12(Q)). (10)

Por la condicién de entropia uniforme, el lado derecho de (10) esté acotado por una constante finita
que depende de €, pero no de Q.°! Aplicado con ) = P,, obtenemos

log N (£|[2F[[2 5, F2,, Li(Py)) = Og+(1) = 0p+(n). (11)

48Kl primer paso usa (4): \/log N2(u/2,F,L2(P,)) = v2+/log N(u/2,F, Ly(P,)). El segundo es el cambio de
variable u = 2¢||F||,,.2, que aporta el factor 2||F||,, 2; luego se agranda el limite superior de 0,,/(2||F||n.2) & 0n/[|F||n.2
y se reemplaza el integrando por su supremo sobre las ) finitamente discretas, entre las cuales estd P, cuando
0 <||Flnz2 < o0.

49E] reemplazo conserva las hipétesis: F' V 1 sigue siendo envolvente, P*(F Vv 1)?2 < P*F? +1 < oo y, como
|lF'V 1|2 > ||F|lQ,2, los niimeros de cubrimiento con radio ¢||F' V 1|2 no superan a los de radio ¢||F||g,2; por lo
tanto la integral de entropia uniforme no aumenta.

0En (7): para cada h, P,h? = Ph* 4+ (P, — P)h* < 62 + || P, — P| #2_; el paso al mayorante || - [|* vale c.s. y da una
cota medible, uniforme en h.

5La finitud del supremo en @ para cada ¢ fijo sale de (UE): la integral finita fuerza que el integrando
supg V1og N(e[[F||q,2, F. L2(Q)) sea finito para casi todo ¢ y, por monotonfa en e, para todo & > 0.
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Ademds, por (6), [|2F||Z, = Op+(1). Fijados d,n > 0, podemos elegir C' < oo de modo que
P*(|2F||2, > C) < n para todo n suficientemente grande. En el evento complementario, toman-
do ¢ = 6/C y usando la monotonia del niimero de cubrimiento en el radio, N (6, F%, Li(P,)) <
N(5||2F||%72, FZ, Ll(Pn)). Por tanto, (11) implica que log N (8, F2, L1(P,)) = op+(n) para cada § > 0,
que es la condicién suficiente del final del enunciado del Teorema 2.31. Como (2F)? es una envolvente
integrable de F2, ese teorema da

1P, = P[5 = 0. (12)
De (7) se sigue
6, = 0. (13)

Como J(00, F, Ly) < o0, la funcién n — J(n, F, L) es acotada y satisface J(n, F, Ly) | 0 cuando
n 0. Por (13) y [[Fllaz = 1,

en P*
J JF,Ly| — 0. (14)
(HFHM )

Ademas, esta acotada por J(oo, F, Ly). Por Cauchy—Schwarz y (6),

On

en 1/2
i F )| < @1 (B (o Fn)) e 0)

E; HFHn,zJ< 7 Lz)
X[ Flha

por convergencia dominada exterior. Juntando (1), (2), (5) y (15),”

IGallz, —>0  (6,40). (16)

Esto es la equicontinuidad asintética uniforme.
Falta la total acotaciéon de (F, p). Por (12), para cada m existe una probabilidad discreta @, tal
que
sup |(Qm — P)h*| < m™2 (17)
heFoo
En efecto, elegimos n = n(m) y una realizacién de la medida empirica para la cual el supremo en
(12) es menor que m~?2 y, simultdneamente, P, F? < oo; esto tltimo ocurre casi seguramente, pues
P*F? < 00.% Fijado € > 0, elegimos m con m~! < e. Por la condicién de entropia uniforme,®

N(2/2, F, Lo(Qu)) < 0. (18)

Internalizando un cubrimiento de radio £/2 (véase el parrafo que sigue a la Definicién 2.26), obtenemos
fi...., fy € F tales que, para todo f € F, existe j con || f — fj|lg..2 < e Como f — f; € Fs, por
(17),

If = fillbe = P(f = f3)* < Qu(f = i) + /(P = Qu)(f — fi) | S +m™? <2e°. (19)

Entonces f1,..., fy es una v/2e-red de F en Ly(P). Como € > 0 era arbitrario, (F, p) es totalmente
acotada.

Tenemos convergencia finito-dimensional, equicontinuidad asintotica uniforme y total acotacion
de (F, p). Por el criterio de convergencia débil en (*°(F), G,, = Gp en (*°(F), donde Gp es el puente
browniano P-indexado por F. Luego F es P-Donsker. O]

52E] Cauchy—Schwarz exterior para factores no negativos se justifica con (AB)* < A*B* c.s. (Lema 1.9(v)) seguido
del Cauchy—Schwarz cldsico para A*, B*. El segundo factor tiende a 0: J?(6,,/| F||n.2) < J?(00) estd acotada y tiende
a 0 en probabilidad exterior por (14), y se razona como en la convergencia dominada del Teorema 2.31.

53Sea (P,F?)* un mayorante medible minimo de P,F?. Como E(P,F?)* = E*P,F? < P*F? < oo, se tiene
(P,F?)* < oo c.s. y, fuera de un conjunto nulo, también P,F? < oco. Por (12), para n grande el evento medible
{IPn — P||j1-§o < m~2} tiene probabilidad positiva; su interseccién con el evento de probabilidad 1 recién descripto es
no vacia, y cualquier w en ella da la medida finitamente discreta Q,, = P, (w) requerida (ndtese que || P, — P| 2 <
| P — P||%2 en todo punto).

541 integral finita implica que el integrando es finito para casi todo radio; por la monotonia de € — N (e, F, La(Qm)),
los nimeros de cubrimiento son entonces finitos para todo radio positivo: si fueran infinitos en algin €y > 0, lo serian
en todo (0,&¢] y la integral divergiria.
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Ejemplo 2.36. Sea F el conjunto de todas las funciones indicadoras 1(_ 4 en R. Para cualquier
medida de probabilidad ) y € < 1 se cumple

(*)N‘ O

N(e F. Ls(Q)) < Ny(e%, F.Li(Q)) <

%5 Como la envolvente es F' = 1, se tiene ||F||g2 = 1 para toda @, y la cota anterior es uniforme en

Q; como [ 1/log(2/e2) de < o0, la condicién de entropia uniforme (UE) se cumple y F es Donsker
para toda P. Los nimeros de cubrimiento de la clase de rectangulos inferiores (—oo, t] en dimensiones
superiores satisfacen una cota similar, pero con una potencia mayor de (1/¢). Por lo tanto, la clase
de todos los rectdngulos inferiores (—oo,t] en R* es Donsker para cualquier dimension.

Mas adelante en este capitulo se muestra que estas clases de conjuntos son ejemplos de la amplia
coleccion de clases VC, las cuales son Donsker siempre que sean adecuadamente medibles.

2.5.2. Acotamientos (bracketing)

El segundo teorema central del limite empirico usa entropia por acotamientos (bracketing) en
lugar de entropia uniforme. Su versiéon méas simple usa brackets en Ly(P) y la condicién

/Ooo \/log Ny(e, F, Ly(P)) de < oo. (2.23)

Teorema 2.37. Sea F una clase de funciones medibles. Si se cumple (2.23), entonces F es P-
Donsker.

A diferencia de la condicion de entropia uniforme, la integral de bracketing involucra sélo a la
medida verdadera P. Esta ventaja se compensa con que los nimeros de bracketing pueden ser mayores
que los nimeros de cubrimiento; por eso las condiciones suficientes basadas en entropia uniforme y
en bracketing no son comparables (véase [5, Cap. 2.5]).

El resultado anterior se prueba mediante una version algo més fuerte. A partir de una familia finita
de Ly(P)-brackets puede construirse una envolvente cuadrado-integrable; por tanto, la existencia de
tal envolvente estd implicita en (2.23). Sin embargo, una envolvente en Ly(P) no es necesaria para
que una clase sea Donsker. Lo que si debe poseer la envolvente es un sequndo momento débil, en el
sentido P*(F > z) = o(z7?), r — 00. De modo andlogo, la norma Lo(P) usada para medir el
tamano de los brackets puede reemplazarse por una cantidad mas débil, lo que reduce los niimeros de
bracketing y facilita la convergencia de la integral.

Definimos ||f||p2.co = Sup,-q (z2P(]f| > x))l/Q. Esta cantidad no es una norma, porque no
satisface necesariamente la desigualdad triangular; pero existe una norma equivalente a ella salvo una
constante 2, lo cual no sera relevante aqui. Ademas, por Markov,

1£llP2oe < 1fIlp2-

Por tanto, los nimeros de bracketing relativos a L ,(P) son menores o iguales que los relativos a
Lo(P).

La prueba de los teoremas de bracketing se basa en un argumento de encadenamiento. A diferencia
de la prueba por entropia uniforme, aqui el encadenamiento se aplica a los sumandos originales, sin
una simetrizacion inicial. Como los sumandos no estan uniformemente acotados del modo adecuado,

55Para la primera desigualdad: los brackets de semirrectas pueden tomarse con 0 < u — [ < 1, y entonces, para
f,g en un mismo bracket, Q(f — ¢)* < Q(u —1)? < Q(u — ) < €%; cada bracket cabe as{ en una bola de Ls(Q) de
radio € centrada en cualquiera de sus elementos. Para la segunda: la construccién cuantilica detallada en la nota del
Ejemplo 2.24, aplicada con &2 en lugar de ¢ (es decir, con K = |e72| cortes), da una grilla con masa abierta < &2
entre cortes consecutivos y, por tanto, a lo sumo K + 1 < 2/&? brackets, para 0 < ¢ < 1.

S5z2P(|f| > ) < E(f*1L{jfj>2}) < Pf?, y se toma supremo en x.
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no se usa Hoeffding ni la desigualdad maximal subgaussiana. En su lugar se usa la desigualdad de
Bernstein (véase [5, Seccion 2.2]): para toda funcién f cuadrado-integrable y uniformemente acotada,

1 x?
PG| 2} 209\~ B P} C

En particular, como P(f — Pf)? < Pf2y ||f — Pflloo < 2|/f]|oo, puede usarse la versién mds simple
con el denominador Pf? + 2||f||wz/(3y/n). En consecuencia, por la desigualdad maximal finita
correspondiente,”” si H es finita y [H| > 2, entonces

Al ,
<
E[[Gnlln S mix NG log [H]| +mdx [|h]| poy/log [H]. (2.24)

El encadenamiento se organiza para que los dos términos de (2.24) sean comparables. Esto ocurre
cuando ||hl|s = %7 y por eso, en la prueba, la desigualdad se aplica después de truncar los
4/ log [H]

incrementos a un nivel de este orden.

Teorema 2.38. Sea F una clase de funciones medibles tal que

/°° V108 Ny (e, F, Lo (P)) de + /OO VIog N(e, F, Ly(P)) de < oo.
0 0

Si, ademds, una envolvente F de F posee sequndo momento débil, es decir, P*(F > x) = o(x72),
xr — o0, entonces F es P-Donsker.

Demostracion del Teorema 2.37 a partir del Teorema 2.358. Verificamos las dos hipotesis. Primero,
por lo observado antes del Teorema 2.38 y al comienzo de la Subseccién 2.5.1,

Ny(e, F, Lo (P)) < Ny(e, F, La(P)),
N(e, F, Ly(P)) < Ny(2¢, F, Ly(P)).

Asi, la condicién (2.23) implica la finitud de las dos integrales de entropia del enunciado.

Segundo, la envolvente: tomando finitos 1-brackets [l;,u;], i = 1,...,m, que cubren F, la funcién
F = max <;j<m(|l;| V |ui|) es una envolvente de F y pertenece a Lo(P), por ser un maximo finito
de funciones de Ly(P). Toda envolvente de cuadrado integrable tiene segundo momento débil:
??P(F > z) < ]E(lel{p>x}) — 0 cuando * — 00, por convergencia dominada. Aplicando el
Teorema 2.38, F es P-Donsker. O

2.6. Cotas para la entropia y clases VC

En la seccion anterior vimos que el proceso empirico converge débilmente para clases F que
satisfacen la condicién de entropia uniforme (UE). En particular, si para algin 6 > 0 y alguna
constante K se cumple, para 0 < & < 1,

1

2—6
suplog N (el| Flloz 7, Lx(Q)) < K (2) (2.25)

entonces la integral en (UE) es finita: cerca de 0, el integrando queda acotado por una constante
por e 19/2 que es integrable; para ¢ grande, la entropia es nula, pues |f| < F.°® Por el teorema
de Donsker por entropia uniforme, F es P-Donsker para toda probabilidad P tal que P*F? < oo,
siempre que se cumplan las condiciones de medibilidad requeridas.

5TEs el Lema 2.10 con a = 2méxy, Ph? y b = ﬁ méxy, ||h|oo, seguido de E|Z| < C||Z]|y, y log(1l +m) < 2logm
para m > 2.

*8Para £ > 1, la bola de radio ¢||F|g,2 centrada en 0 contiene a toda la clase (|| f]lg.2 < ||F|lg,2), asi que N =1y
log N = 0; y e '*9/2 es integrable en (0, 1) porque el exponente es > —1.
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Muchas clases satisfacen incluso la condicion més fuerte

1%
sgp N(EHFHQQ,]-", LQ(Q)) <K (i) , 0<e<l, (2.26)
para algin V' < oo. En efecto, (2.26) implica supg, log N(€|‘F||Q’2,f7 LQ(Q)) <log K +Vlog(l/e),y
por tanto (2.25) para cualquier § € (0,2), ya que el logaritmo crece més lentamente que cualquier
potencia; en particular, implica (UE). En esta seccién mostraremos que cotas de este tipo se obtienen
para clases definidas por condiciones combinatorias. Para clases de conjuntos, estas condiciones fueron
introducidas por Vapnik y Cervonenkis; de alli proviene el nombre de clases VC. Mas adelante se
definen clases VC de funciones a partir de clases VC de conjuntos, y se estudian operaciones que
preservan estas propiedades de entropia.

2.6.1. Clases VC de conjuntos

Definicién 2.39 (Clases VC de conjuntos). Sea C una colecciéon de subconjuntos de un conjunto X'

Dado un conjunto finito {z1,...,x,} C X, diremos que C selecciona un subconjunto de {z1,...,z,}
si este puede escribirse como C'N{zy,...,x,} para algin C € C. Diremos que C fragmenta (shatters)
a {ry,...,z,} siselecciona todos sus 2" subconjuntos.

Definimos A, (C, z1,...,x,) := #{C N {xy,...,z,} : C € C}. La dimensién VC de C es

V(C) = sup{n: max A, (C,z1,...,2) :2”}.
{z1,...,xn}CX

Es decir, V(C) es el mayor tamafio de un conjunto finito que puede ser fragmentado por C. * Si existen

conjuntos fragmentados de tamano arbitrariamente grande, ponemos V(C) = oo. Una coleccién de

conjuntos medibles C se llama clase VC si V(C) < 0.

Con esta convencion, si C es VC, entonces ningin conjunto de tamano n > V(C) puede ser fragmentado
por C.

El resultado principal de esta seccién es que los niimeros de cubrimiento de una clase VC crecen a
lo sumo polinémicamente en 1/¢; la consecuencia Donsker se extrae después del Teorema 2.46. Las
cotas de cubrimiento que siguen estan enunciadas en términos de la dimension V/(C); en [5] aparecen
formuladas con el indice V(C) + 1, y los exponentes difieren en consecuencia.

Ejemplo 2.40. La coleccién de semirrectas (—oo, ¢] en R fragmenta cualquier conjunto de un punto,
pero no fragmenta ningin conjunto de dos puntos: si x; < z3, no puede seleccionar sélo {z,}. Por
tanto, su dimensién VC es 1. La coleccién de intervalos (a,b] en R fragmenta todo conjunto de
dos puntos, pero no puede fragmentar ningin conjunto de tres puntos ordenados, pues no puede
seleccionar simultdneamente el menor y el mayor sin seleccionar el punto intermedio. Por tanto, su
dimensién VC es 2. En R?, las clases andlogas de ortantes inferiores (—oo, c] y de rectangulos (a, b]
tienen dimensiones VC d y 2d, respectivamente.%

El siguiente resultado combinatorio, conocido como lema de Sauer, es la base de las cotas polino-
miales de entropia para clases VC. El ejemplo que sigue ilustra la diferencia entre los subconjuntos
seleccionados y los fragmentados, que son los que se comparan en su enunciado.

Ejemplo 2.41. Sea S = {1,2,3} y C = {@, S}. Sobre todo S, la clase sélo selecciona @ NS = &,
SNS =5, luego A3(C,1,2,3) = 2. En cambio, para decidir si A C S estd fragmentado se mira
{CNA: C € C}, por lo que los singletons estan fragmentados. Por tanto, los subconjuntos
fragmentados son @, {1}, {2}, {3}.

59 Aqui V(C) denota la dimensién VC. En parte de la literatura se llama indice VC' al entero V(C) + 1.

60Para los ortantes en RY%: los d vértices eq,...,eq de la base canénica se fragmentan eligiendo ¢ coordenada a
coordenada; pero entre d + 1 puntos siempre hay uno dominado, coordenada a coordenada, por el méximo de los
restantes (cada coordenada del méximo la aporta alguno de los otros d), y ese punto no puede excluirse mientras se
seleccionan los demaés. Para los rectangulos, V' = 2d: la prueba usa separadamente dos extremos por coordenada y
puede consultarse en [5, Seccién 2.6].
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Lema 2.42 (Sauer). Sean xy,...,x, € X. Entonces A,(C,xy,...,x,) estd acotado por el nimero de
subconjuntos de S = {x1,...,x,} que son fragmentados por C. En particular, si V(C) < oo, entonces

Ve /.
A (Comy,.xy) <Y () (2.27)
i=0 \J

Demostracion. Escribamos S = {z1,...,z,}. Reemplazando cada C' € C por su traza C'N.S, podemos
suponer que C C 2°. Esto no cambia los subconjuntos seleccionados de S, ni los subconjuntos A C S
fragmentados, pues (CNS)NA=CNA. Asi, A,(C,xy,...,2,) = #C.

Digamos que C C 2% es hereditaria si B C C € C implica B € C. Si C es hereditaria, entonces
todo A € C es fragmentado por C: en efecto, para cada B C A, se tiene B € Cy BN A = B. Luego,
en el caso hereditario, el nimero de conjuntos fragmentados es al menos #C.

Reducimos el caso general al hereditario. Fijado i € {1,...,n}, definimos

C\{zi}, wieCyC\{zi} ¢C,

C, en otro caso.

1)

Sea T;(C) = {T;(C) : C € C}. La aplicacion C +— T;(C) es inyectiva. En efecto, si A C S no contiene
x;, los tinicos posibles preimédgenes de A son Ay AU {x;}. Pero si A € C, entonces AU {z;} no se
transforma en A; y si A ¢ C, entonces A no es preimagen. Por tanto cada imagen tiene a lo sumo
una preimagen, y #71;(C) = #C.

Ademas, todo A C S fragmentado por T;(C) es fragmentado por C. Si z; ¢ A, entonces T;(C)NA =
C'NA para todo C, y no hay nada que probar. Supongamos x; € A. Sea B C A con z; ¢ B. Como A es
fragmentado por T;(C), existe C' € C tal que T;(C)NA = BU{z;}. Entonces z; € T;(C), luego T;(C) =
C. Por la definicién de T;, esto implica C'\{x;} € C. Por tanto CNA = BU{x;}, (C\{z:})NA = B.
Asi, para cada B C A que no contiene z;, la clase C selecciona tanto B como B U {x;} sobre A. Luego
selecciona todos los subconjuntos de A, y A es fragmentado por C.

Aplicamos sucesivamente 11, ..., T,,, y repetimos el ciclo mientras la coleccién cambie. En cada
paso el cardinal se conserva. Ademas, si T;(C) # C, entonces Y- per,(c) |D] < Xcee |C|; pues algin z;
fue borrado y ningiin elemento es agregado. Como esta suma es un entero no negativo, el procedimiento
termina. Sea D la colecciéon final. Entonces #D = #C, y, por el parrafo anterior aplicado en cada
paso, #{A C S : A es fragmentado por D} < #{A C S : A es fragmentado por C}. Ademés, D es
hereditaria: si D € Dy z; € D, pero D \ {z;} ¢ D, entonces T; todavia cambiaria la coleccién final,
contradiccién. Iterando el borrado de puntos, todo B C D pertenece a D.%!

Como D es hereditaria, fragmenta al menos #D conjuntos. Por tanto

#C = #D < #{A C S: A es fragmentado por D} < #{A C S : A es fragmentado por C}.

Esto prueba la primera afirmacion.
Finalmente, si V(C) < oo, ningin subconjunto de S de tamafio mayor que V(C) puede ser
fragmentado. Luego los subconjuntos fragmentados de S estan entre los subconjuntos de tamanos

0,...,V(C), y por la primera parte, A, (C,z1,...,z,) < Z;/:(g) (?) O]

Asi, aunque por definiciéon una clase VC sélo excluye la posibilidad de seleccionar los 2" subconjuntos
cuando n > V/(C), el Lema 2.42 muestra que en realidad sélo puede seleccionar un niimero polinomial
en n. Esta es la idea combinatoria detras de las cotas uniformes de entropia para clases VC, y se
registra en el corolario siguiente.

Corolario 2.43. Si C es una clase VC de conjuntos con dimension VC V(C) < oo, entonces
Maxy, o, An(Co 2y, ... xy) < Zy:(g) (T]‘) En particular, para 1 < V(C) < mn,

en Ve

61Con precisién: la estabilidad de D bajo cada T; da D\ {x;} € D para todo D € D y todo z; € D; quitando de a
uno los puntos de D \ B se llega a B € D.
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de modo que el crecimiento es polinémico de orden a lo sumo O(n"(©).

Demostracion. La primera desigualdad es (2.27), tomando maximo sobre z1, ..., x,. La dltima es la
cota combinatoria usual para sumas binomiales parciales.®” O

Teorema 2.44. Eziste una constante universal K tal que, para toda clase VC de conjuntos C, toda
probabilidad Q, todo r > 1 y todo 0 < e < 1,

1 rV(C)
N CLQ) S KVO@) O (1)
Aqui C se identifica con la clase de indicadores {1¢ : C € C}, y ||[1c — 1pllg, = Q(CAD)Y". La
formula se entiende para V(C) > 1. St V(C) =0 y la clase es no vacia, todas sus trazas son idénticas
y el numero de cubrimiento es 1, de modo que el caso limite es trivial.
La demostracion se apoya en el Lema 2.42 y no se incluye aqui; véase [5, Seccion 2.6].

2.6.2. Clases VC de funciones

Definicién 2.45. El subgrafico de una funcién f: X — Res Cf := {(z,t) € X xR : t < f(x)}.
Una clase F de funciones medibles se llama clase VC' de subgrdficos, o simplemente clase VC de
funciones, si la coleccién {Cy : f € F} es una clase VC de conjuntos en X x R. Denotamos por
V(F) la dimensién VC de esta coleccién de subgraficos.

Al igual que para conjuntos, los nimeros de cubrimiento de las clases VC de funciones crecen
polinémicamente.

Teorema 2.46. Sea F una clase VC-subgrafico de funciones medibles con envolvente medible F, y
sea v > 1. Entonces, para toda probabilidad Q) con 0 < ||F||g, < 0o y todo 0 < e <1,

N(EHFHQ,r,f, LT(Q)) < KV(F)(16e)" P (i>rV(}')7

donde K es una constante universal. La formula se usa para V(F) > 1; si V(F) =0 y la clase es no
vacia, contiene una sola funcion distinta y el numero de cubrimiento es 1.

Proposicién 2.47 (Cota elemental con constante relajada). Bajo las hipdtesis del teorema anterior
y suponiendo V(F) > 1,

N(f‘:HFHQ,r;f, LT(Q)) < KV(f)(lﬁe)V(}') (§>rV(}').

Demostracion. Sea C = {Cy: f € F} la clase de subgréficos de la Definicién 2.45. Para f,g € F, por
Fubini,

(Q X NCAC,) = [ Mt Lpcsay) # <o} dQ(@) = QIf — ] 1)

Ademias, C;AC, C S :={(z,t) : |t| < F(z)}.
Primero sea r = 1. Si QF > 0, definimos una probabilidad en X x R por P(A) = %'
Como CrAC, C S, de (1)
Picyacy) - 44 )
Los centros de un cubrimiento de C pueden ser conjuntos externos a la clase; internalizando un
cubrimiento de radio £/2 en L;(P) (véase el parrafo que sigue a la Definicién 2.26) se obtienen

ZCon V. =V(C) y1l <V <mncomo (V/n)™V >1paraj <V, (7)< @/V)'¥,., (5)(V/n) =
(n/V)V(1+V/n)" < (n/V)Ve, usando el binomio de Newton y 1+ z < e®.
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subgréaficos Cy, € C tales que, para todo f € F, hay un indice j con P(CyACYy,) < ¢,y (2) da
Qlf — fj| < 2eQF. Por tanto,

N(2:QF, F, L,(Q)) < N(Z,C,Ll(P)> . (3)

Aplicando el Teorema 2.44 a C, en el radio €/2,

N(2:QF, F, L1(Q)) < K V(F)(4e)V® <§>Vm . (4)

Reescalando el radio, y aumentando la constante de la base, obtenemos el caso r = 1:

1\ V%)
NEQF.F Li(Q) < KV(F)160" @ (Z) . (5)
Sea ahora r > 1. Como 0 < [|F||g, < 00, también 0 < QF""! < co. Definimos g—g = &;7:1
Usando |f — g| < 2F,
Qlf —gI" < Q{If = gl@F)} = 2" H(QF")R|f — g]. (6)
Luego
T— r 1/r
If = gllor <2@QF)IIf — g} (7)
Ademas,
(QF YY" (RF)Y" = (QF)Y" = ||F |l (8)

Asi,sif,g € Fyl|lf—gllr1 < e"RF, entonces ||f —gllor < 2¢||F||q.»; notese que la cota | f —g| < 2F
usada en (6) requiere que ambas funciones estén dominadas por la envolvente, asi que este paso vale
para redes con centros en la clase. Por consiguiente, toda red de radio " RF en Li(R) con centros en

F es una red de radio 2¢||F||g, en L. (Q), y
N(2e|[Fllgr, F, Lr(Q)) < Nin(e"RE, F, L1(R)), (9)

donde N, denota el nimero de cubrimiento con centros en la clase. Ahora bien, el cubrimiento
construido en el caso r = 1 tiene centros f; € F (la internalizacién se hizo en (3)), de modo que la
cota (5) vale también para Ny, sin costo adicional. Aplicdndola con la probabilidad R y radio &",

Nuwle' REF.La () < K V(F) (166" (1), (10)

Combinando (9) y (10), y sustituyendo € por £/2, obtenemos

9

rV(F)
N(e|| Fllgs F. Li(Q)) < K V(F)(16¢)" ) <§>

como se afirmd. O]

El Teorema 2.46 muestra que toda clase VC de funciones satisface la condicién de entropia uniforme
con holgura. Por tanto, si la clase es suficientemente medible y P*F? < oo, el Teorema 2.35 implica
que F es P-Donsker. Para clases de conjuntos, la envolvente es F' = 1, de modo que las clases
VC de conjuntos son P-Donsker para toda probabilidad P, bajo las condiciones de medibilidad
correspondientes.

Lema 2.48 (Espacios vectoriales finito-dimensionales). Sea F un espacio vectorial finito-dimensional
de funciones medibles f : X — R. Entonces F es una clase VC-subgrifico y V(F) < dim(F) + 1.
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Demostracion. Sea d = dim(F) y tomemos n = d + 2 puntos (z1,t1), ..., (s, t,) € X x R. Conside-
remos los vectores vy := (f(x1) —t1,..., f(z,) —t,) € R*, f € F. Como {(f(z1),..., f(zn)): f € F}
estd contenido en un subespacio de dimensiéon < d, el conjunto de vectores v; estd contenido en un
subespacio lineal de dimensién < d+1 = n— 1.9 Por tanto, existe a = (a1, ..., a,) # 0 ortogonal a to-
dos los vy, es decir, Y1 a;{f(z;)—t;} =0, f € F. Multiplicando a por —1 si hace falta, podemos
suponer que algin a; > 0. Entonces, para todo f € F, >, o a:i{f(z:) —t;} = Ya co(—a:){f(z;) —t;}.
El conjunto de puntos con a; > 0 no puede ser seleccionado por los subgraficos C; de la Defini-
cién 2.45. En efecto, si existiera f tal que (z;,t;) € Cf <= a; > 0, entonces el lado izquierdo de la
igualdad anterior seria estrictamente positivo, mientras que el lado derecho seria no positivo, una
contradiccién.% Asf, ningtin conjunto de d + 2 puntos puede ser fragmentado por los subgréficos de
F. Luego V(F) < d+ 1. O

Lema 2.49 (Traslaciones de una funcién monétona). Sea ¢ : R — R wuna funcién mondtona fija y
sea F = {up : Yp(x) = (x — h), h € R}. Entonces F es VC-subgrdfico con dimension VC a lo sumo
1. Si v no es constante, entonces V(F) = 1.

Demostracion. Para cada h € R, sea Gy, := Cy, = {(x,t) € R* : t < (x — h)} el subgrafico de ¥y,
(Definicién 2.45). Supongamos primero que v es no decreciente. Si hy > hg, entonces x — hy < z — hy
para todo x, y por monotonia ¢ (x — hy) < 1(xz — hy). Por tanto, hy > hy = G}, C Gj,. Es decir,
los subgraficos forman una familia totalmente ordenada por inclusién. Si ¢ es no creciente, se obtiene
la misma conclusion con el orden de los h invertido.

Una familia totalmente ordenada por inclusién no puede fragmentar dos puntos.®® En efecto,
si A C B, las trazas de A y B sobre dos puntos no pueden realizar simultaneamente las dos
configuraciones singleton opuestas {21} y {z2}. Por lo tanto, los subgraficos de F no fragmentan
ningin conjunto de dos puntos, y V(F) < 1.

Si 1) no es constante, existe un punto que si puede ser seleccionado y no seleccionado por distintos
subgraficos. En efecto, como 1 es mondtona y no constante, existen uy, us tales que, por ejemplo,
¥(u1) < ¥(ug). Elegimos ¢y con 1 (uy) < to < (uz) y fijamos cualquier o € R. Tomando hy = x¢—ua,
hy = xy — uq, se tiene ty < P(xg — hy) = VP(ua), to > Y(xo — he) = ¥ (u1). Asi, 2o = (¢, o) pertenece
a G, pero no pertenece a Gy,. Luego el conjunto unitario {z} es fragmentado. Por tanto, si ¢ no es
constante, V(F) = 1. O

Lema 2.50 (Permanencia de clases VC de conjuntos). Sean C y D clases VC de subconjuntos de X .
Sean ¢ : X — Y y: Z — X aplicaciones fijas. Entonces:

1. Cc:={C°:C eC} es VC;

2.CND:={CND:CeC, DeD} es VC;
3.CUD:={CuUD:CeC, DeD}es VC;
4. ¢(C) :={o(C) : C €C} es VC si ¢ es inyectiva;
5. 97 HC) = {yHC): C €C} es VC;
6. el cierre puntual de C, visto como clase de indicadoras, es VC;
7. 51C yD son VC en X y Y, respectivamente, entonces C x D:={C x D :C €C, D € D} es VC
en X X Y.
63Los vectores (f(z1), ..., f(zn)) recorren la imagen de F por la aplicacién lineal de evaluacién, un subespacio W
con dim W < d; entonces v; € W+ R¢, con t = (t1, ..., t,), de dimensién < d+1 < n, y el complemento ortogonal de

ese subespacio contiene algin a # 0.

64Si a; > 0, la pertenencia (x;,t;) € Cy da f(x;) —t; > 0y el sumando es estrictamente positivo (y hay al menos
un a; > 0); si a; < 0, la no pertenencia da f(z;) —t; < 0y el sumando derecho es < 0. Nétese que basta exhibir un
subconjunto no seleccionable para descartar la fragmentacion.

65Para seleccionar {21} hace falta un conjunto que contenga z; pero no z; para {z2}, uno que contenga z pero no
z1. Pero dos conjuntos comparables no pueden cumplir esto a la vez: el menor estd contenido en el mayor.
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Demostracion. Para (1), una clase selecciona un subconjunto de {x1,...,x,} si y sélo si la clase de
complementos selecciona el complemento de ese subconjunto. Por tanto, fragmentar es invariante por
complementos.

Para (2), por el Lema 2.42, de n puntos la clase C puede seleccionar a lo sumo O(n"(©)) subconjuntos,
y D a lo sumo O(n"(P)). Luego la clase de intersecciones puede seleccionar a lo sumo O(n"(©+V(P))
subconjuntos.®® Para n grande esto es estrictamente menor que 2"; por tanto no puede fragmentar
conjuntos de tamano arbitrariamente grande. Asi, CND es VC.

La afirmacién (3) sigue de (1) y (2), ya que C' U D = (C°nN D).

Para (4), si ¢(C) fragmenta {yi,...,y,}, entonces, como ¢ es inyectiva, existen z1, ..., x, tales
que ¢(z;) = y;, y C fragmenta {x1,...,7,}. Luego ¢(C) no puede tener dimensién VC mayor que C.%7
Para (5), si ¥ (C) fragmenta {z1,...,2,}, entonces los puntos 1(z;) deben ser distintos; de

lo contrario no se podria seleccionar uno de z;,z; sin seleccionar el otro. Ademaés, C fragmenta

{(21),...,%(2,)}. Por tanto ¥71(C) es VC.

Para (6), sea C' un limite puntual de elementos de C. Fijados zy,...,z,, para cada i se tiene
1c, (x;) = 15(x;); como los valores son 0 o 1, para « suficientemente grande coinciden simultaneamente
en los n puntos.®® Asi, C selecciona sobre {x,...,7,} un subconjunto que ya seleccionaba algin
elemento de C. El cierre puntual no aumenta las trazas finitas y, por tanto, conserva la propiedad VC.

Finalmente, para (7), observamos que C' x D = (C' x Y)N (X x D). Las clases {C x Y :C €C}y
{X x D : D e D} son VC por (5), aplicando las proyecciones. Luego C x D es VC por (2). ]

Lema 2.51 (Permanencia de clases VC-subgréafico). Sean F y G clases VC-subgrifico de funciones
sobre X. Sean a : X — R y ¢ : Z — X funciones medibles fijas, y ¢ : R — R una funcion fija.
Entonces:

1. FNG:={fNg:feF, gegG} es VC-subgrifico;
FVG:={fVg:feF, geg} es VC-subgrifico;
{F>0}:={{z: f(z) >0}: feF}es VC;

—F ={—f:f€F} es VC-subgrdfico,
F+a:={f+a:feF} es VC-subgrifico;
F-a:={fa: feF} es VC-subgrifico;
Fop:={forp:feF} es VC-subgrifico,

o RS T e e

poF :={po f:feF} es VC-subgrifico si ¢ es mondtona.

Demostracion. Llamamos subgréfico abierto de f al subgréfico C'y de la Definicién 2.45, y subgréfico
cerrado a C := {(z,t) : t < f(x)}. Primero observamos que las clases de subgraficos abiertos y
cerrados tienen la misma dimension VC. En efecto, si los cerrados fragmentan (z;,t;);<m, para cada
S C {1,...,m} elegimos fg tal que t; < fg(z;) siy sélo sii € S. Como hay sélo finitos pares (5, 1)
con i ¢ S, existe 0 < n < ming ;¢s{t; — fs(;)}. Entonces los subgraficos abiertos de las mismas
funciones fragmentan (z;,t; — 1);<m. La desigualdad reciproca se obtiene desplazando los niveles en
el sentido opuesto.

Para (1) y (2), Cgrg = CrNCy, Cryg = Cp U C,. Luego el resultado sigue del Lema 2.50.

Para (3),si¢: X = X X R estd dada por «(z) = (x,0), entonces {z : f(z) >0} =~ (C}). Por
permanencia bajo preimagenes, la clase {F > 0} es VC.

56Porque (CND)NS = (CNS)N(DNS): cada traza de C N D sobre S estd determinada por un par de trazas, de
modo que A, (CND) < A,(C)A,(D); por Sauer, esto es polindmico en n y, para n grande, < 2.

67Si algtin y; no estuviera en la imagen de ¢, ningiin ¢(C) lo contendria y el conjunto no podria fragmentarse (no se
selecciona el total); asi, y; = ¢(z;) para ciertos z;, y la inyectividad da ¢(C) N {y1,...,yn} = &(C N{x1,...,2,}): las
trazas se corresponden biunivocamente.

68Una red de ceros y unos que converge es eventualmente constante; para cada ¢ hay un indice a partir del cual
coinciden, y por la propiedad de conjunto dirigido hay un indice comin a los n puntos.
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Para (4), los subgraficos de — f se obtienen, mediante la transformacién fija (z,t) — (z, —t), como
complementos de subgraficos cerrados de f. Por la observacion precedente y la permanencia bajo
complementos y preimagenes, —F es VC-subgrafico.%”

Para (5), Criq = {(z,t) : t —a(z) < f(z)}, que es la preimagen de Cy por la aplicacién fija
(x,t) = (x,t — a(x)). Luego F + a es VC-subgréfico.

Para (6), descomponemos segun el signo de a: Cf, = {t < fa, a >0} U{t < fa, a <0} U{t <
0, a =0}. En {a > 0}, la condicién ¢t < fa(x) equivale a t/a(x) < f(x), una preimagen de Cy. En
{a < 0} equivale a t/a(x) > f(z), una preimagen de un supergrafico de f, que también es VC por el
argumento de (4). El tercer término es fijo. Por uniones finitas e intersecciones con conjuntos fijos,
F - a es VC-subgrafico.™

Para (7), Cop = {(2,1) : t < f(10(2))} es la preimagen de C por la aplicacion fija (z,t) — (¢(2), ).
Luego F o9 es VC-subgréfico.

Finalmente probamos (8). Supongamos primero que ¢ es no decreciente. Para cada s, el conjunto
As :={u: s < p(u)} es un intervalo superior: (as, ), [as,>0), @ o R. Supongamos que los subgraficos
de ¢ o F fragmentan (x;, s;)i<m. Ninguno de los conjuntos Ay, puede ser @ ni R, pues en esos casos la
pertenencia de la coordenada i seria constante.”' Por tanto, para cada i, existe a; tal que la condicién
de pertenencia es a; < f(z;) 0 a; < f(x;).

Para cada S C {1,...,m}, elegimos fs € F que realiza la traza S. Sea I. el conjunto de
coordenadas en las que aparece la condicién cerrada a; < f(z;). Para cada i € I., las cantidades
a; — fs(x;), Sc{l,...,m}, ¢S, son estrictamente positivas. Como son finitas en nimero,

podemos elegir 1; > 0 menor que todas ellas. Definimos

b )% T i € I,
N i¢ I,

Entonces, para todo S y todo i, b; < fs(x;) <= i € S. Asi, los subgraficos abiertos de F

fragmentan (x;,b;);<m. En consecuencia, la dimensién VC-subgrafico de ¢ o F no excede la de F.
Si ¢ es no creciente, la funcién @(u) := ¢(—u) es no decreciente y p o f = @ o (—f). El resultado

se sigue del caso anterior y de (4), porque —F es VC-subgrafico. Esto prueba (8). O

Cierre del circulo: semiespacios, bolas y elipsoides. Los lemas de permanencia permiten
verificar la propiedad VC sin volver a la definicién combinatoria, y con ella la propiedad Donsker. Sea
G={r—0"z+c: 0 eR? ceR}, un espacio vectorial de funciones sobre R¢ de dimensién d + 1.
Por el Lema 2.48, G es VC-subgréfico, y por el Lema 2.51(3) la coleccién de semiespacios abiertos

HZ{Q>O}:{{$ERd:9T9&+c>O}:HGRd, ceR}

es una clase VC de conjuntos. Su envolvente es F' = 1, de modo que P*F? =1 < oo para toda P; el
Teorema 2.44 da la cota (2.26), que implica (UE), y el Teorema 2.35 concluye que H es P-Donsker
para toda probabilidad P en R?, bajo las condiciones de medibilidad correspondientes. Agrandando
el espacio vectorial se cubren més clases con el mismo argumento: con Gy = span{l,xy, ..., x4, |z|*},
de dimensién d + 2, la clase {Gy > 0} contiene todas las bolas abiertas, pues {z : ||z — a| < 7} =
{x:7? — ||la||* + 2a"x — ||z||* > 0}; y con el espacio de todos los polinomios de grado a lo sumo 2,
de dimension (d + 1)(d + 2)/2, se obtienen los elipsoides. En todos los casos la envolvente es 1 y la
conclusion Donsker es la misma.

%9En férmulas: C_j = {(2,t) : t < —f(x)} = {(x,t) : —t > f(x)}, la preimagen por la aplicacién fija (z,t) — (z, —t)
del complemento del subgrafico cerrado C'y; se combinan las partes (1) y (5) del Lema 2.50 con la observacién inicial.

"Formalmente, la clase {Cy, : f € F} estd contenida en {(ANEL)U(BNE_)UK : A€ A, B € B}, con A, B
clases VC (preimédgenes por aplicaciones fijas de subgréficos y supergraficos), Ex = {a 2 0} x R y K fijos; una clase de
un solo conjunto es VC, y se aplican las partes (2) y (3) del Lema 2.50. La permanencia (5) de la dimensién VC bajo
preimagenes es puramente conjuntista: no requiere inyectividad ni medibilidad. La medibilidad de a y 1 se exige, en
cambio, para que las funciones transformadas (f + a, fa, f o)) sigan siendo medibles, como pide la Definicién 2.45; la
© mondtona de (8) es automdticamente boreliana.

" La pertenencia (z;,5;) € Cyor s s; < p(f(z;)), es decir f(z;) € As,. Si Ay, = @, el punto no pertenece a ningin
subgrafico y no se selecciona el total; si A5, = R, pertenece a todos y no puede excluirse. En ambos casos falla la
fragmentacién.
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2.7. Numeros de bracketing

Mientras que la teoria VC controla muchas clases mediante argumentos combinatorios, las cotas
de bracketing para clases suaves provienen de la teoria de aproximacion. En algunos casos estas cotas
son uniformes respecto de la medida subyacente.

2.7.1. Funciones y conjuntos suaves

Para o > 0, sea m := max{j € Ny : j < a} = [a] — 1. Asi, si 0 < a < 1, entonces m = 0. Sea
X C R? acotado. Para un multiindice k = (ky,. .., kq) escribimos |k| = k; +---+kqy D¥ = ol

0¥z
T 63"(1
Para funciones f : X — R suficientemente regulares, definimos

D* — DV
| fll« = max sup |Dkf(1')| + max sup | D" f () f(y)|
= acint(x) lbl=m o yein(x)  [lz —yllom
Y

Sea C'{;(X) la clase de funciones continuas f : X — R para las cuales la norma anterior estd bien
definida y satisface || f||o < M. La notacién || - ||e queda reservada para la norma supremo sobre X.

Las cotas cldsicas de entropia para C¢(X) en norma supremo dan inmediatamente cotas de
bracketing en L,(Q), uniformes en Q.

Teorema 2.52 (Entropia supremo de clases Holder (Teorema 2.7.1 en [5])). Sea X' un subconjunto
convezo y acotado de R?, con interior no vacio. Erviste una constante K, que depende sélo de o y d,
tal que

1 d/a
log N(=, CE(X). |- ) < KAXY) (2) . >0,
donde X' := {x € R? : dist(z, X) < 1}.

Corolario 2.53 (Bracketing de clases Holder). Sea X C R? convezo y acotado, con interior no vacio.
FEziste una constante K, que depende sdlo de o, d y diam(X), tal que, para todo r > 1, todo e > 0 y
toda probabilidad () sobre X,

1

d/a
log Ny (&, CF(X), (@) < K (2)

Demostracion. Sea p = N(n/2,C¢(X), | - ||s). Internalizando el cubrimiento (véase el parrafo que
sigue a la Definicién 2.26), obtenemos fi,..., f, € C{(X) tales que todo f € C{(X) satisface
| f = fillo < n para algtn i; en particular, los f; son medibles y los brackets que siguen son admisibles.
Entonces f; —n < f < fi +n, de modo que [f; — n, fi +n] cubre a f. Como @) es probabilidad,

I(fi + 1) — (fi = n)llgs = 2n. Por tanto,
Ny(20, €3, L(@) < N (5,052, I 1)

Sea K la constante del Teorema 2.52. Aplicandolo en el radio /2 = ¢/4, con n = ¢/2,

1 d/a
log Ny(=, CF(20), L, (@) < 4% Ky M) ()

Si D = diam(X) y 29 € X, entonces X! C B(zg, D + 1); por tanto A\(X?!) < vg(D + 1)4.7 Por lo
tanto vale la cota anunciada con K = 4%%v,(D + 1)?K;, que depende sélo de o, d y D. O

™44 es el volumen de la bola unitaria de R%. La inclusién: si y € X', hay 2 € X con ||y —z| < 1,y ||y — zo|| <

ly =2l + lz =zl < 1+ D.
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Consecuencia. El Corolario 2.53, junto con el teorema de Donsker por bracketing, implica que
C2([0,1]%) es universalmente Donsker si a > d/2. En efecto, para r = 2 la integral de bracketing
queda dominada cerca de 0 por fol =429 de | que es finita exactamente cuando d/(2a) < 1.7 Por
ejemplo, en [0, 1] basta una condicién Holder uniforme de orden > 1/2; en [0, 1]? basta cualquier
suavidad o > 1.

Subgraficos suaves. La suavidad de las fronteras no basta por si sola para obtener una clase
Donsker de conjuntos: también se requiere una condiciéon sobre la medida subyacente. Si la masa de
probabilidad se concentra de forma erratica cerca de las fronteras, la suavidad geométrica ayuda
poco. El siguiente resultado da una cota de bracketing para subgraficos suaves bajo una hipotesis de
densidad acotada.

Corolario 2.54 (Subgraficos Hélder). Sea d > 2 y sea Coq la coleccion de subgrdficos en [0,1]% de
funciones f € C([0,1]471), es decir,

Cod = {{(x,t) c[0, )7 x [0,1] : t < f(2)} : f € C¥([0, 1]d71)},

Si QQ es una probabilidad en R con densidad de Lebesgue acotada q, entonces, para todo r > 1 y todo

>0,
(d-D)/a 1 (d=D)r/a
10gNH(6,Ca7d,Lr(Q)) < K |lglls (€> ?

donde K depende sélo de o y d. Aqui C, 4 se identifica con la clase de indicadoras {1¢ : C € Coa}.

Demostracion. Sea p = N(n/2,C([0,1]%71),] - ||o). Internalizando el cubrimiento (véase el parrafo
que sigue a la Definicién 2.26), obtenemos fi,. .., f, € C([0,1]%"!) que forman una 7-red en norma
supremo; en particular, los f; son continuos y los conjuntos que siguen son medibles. Sea K; la
constante del Teorema 2.52 en dimensién d — 1. Aplicdndolo en el radio 1/2, logp < Kon~(@=1/% con
Ky = 2D/, )\(([0, 1]d*1)1>. Para cada 7, definimos los conjuntos inferior y superior dentro del
mismo cilindro que aparece en la definiciéon de C, 4:

Cr = {(z.1) € [0, x [0,1] : £ < fi(w) —n},

)

CH={(z,t) € [0,1]%t x [0,1] : t < fi(z) +n}.

Si Sy = {(x,t) € [0,1]77' x [0,1] : t < f(z)} es el elemento de C, 4 asociado a fy ||f — fille <7,
entonces C;7 C Sy C Cf. Ademds, C;7 \ C; C {(x,t) : x € [0, fi(z) —n <t < fi(z) +n}.
Como @ tiene densidad acotada ¢, Q(C;"\ C;) < [ a1 f]{lg))j: q(z,t) dt de < 2n]|q||~. Por tanto, el
tamafio L,(Q) del bracket de indicadoras [1,-, 1,+] es alo sumo |[1+ — 1-|lg, = Q(C;F\ C7 )V <
(20)|¢llso)*/". En consecuencia, si 21||q||lso < &7, estos brackets tienen tamaiio estrictamente menor que
g, como exige la definicion, y

Ny, Caat (@) < = N (. C2(0.0"), - o)

Tomando n = se obtiene

ET
4lqlloo

Aqlloe )"
log Nyj(e, Caa, Lr(Q)) < Ko = )
Es decir,
1>(d1)r/a

log NY(=,Cauts (@) < K gl (2 L K=K,

]

"La rafz de la cota del corolario es K'/2¢=% (%) Para ¢ > 2, un tinico bracket [—1,1] cubre la clase (||f|lc <
[Iflla < 1)y tiene tamaio ||2]|g2 = 2 < €; la integral sobre (2, 00) se anula y sélo importa el comportamiento cerca de
0.
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Observacién 2.55 (El caso d =1). Si d = 1, el dominio horizontal es un punto y la clase se reduce
a una familia de intervalos iniciales de [0, 1]. Es una clase VC de dimensién 1 y, en particular, es
Donsker. La cota de potencia del corolario anterior no debe extrapolarse poniendo formalmente
d — 1= 0: en ese caso la entropia puede crecer de manera logaritmica en 1/, y no existe una cota
uniforme independiente de ¢.

Consecuencia para subgraficos. Para d > 2, del Corolario 2.54 y el teorema de Donsker por
bracketing, los subgréficos de funciones en C2([0, 1]¢71) son P-Donsker para toda P dominada por
Lebesgue con densidad acotada si @ > d — 1. En efecto, aplicando el corolario con r = 2, la integral de
bracketing queda dominada cerca de 0 por fol ==/ de que es finita exactamente cuando o > d — 1.
En el caso de conjuntos del plano recortados por funciones f : [0, 1] — [0, 1], esto se reduce a a > 1;
es decir, basta una derivada con regularidad Holder positiva.
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Capitulo 3

Aplicaciones estadisticas

3.1. M-estimadores

El método més importante para construir estimadores estadisticos consiste en elegir el estimador
que maximiza cierta funcién de criterio. Denominaremos a tales estimadores M-estimadores (de
“maximum” o “minimum”). En el caso de observaciones i.i.d. Xi, ..., X,, un tipo comin de funcién
de criterio es de la forma 0 — P,mg = % ", me(X;), para funciones my conocidas y definidas sobre
el espacio muestral. En particular, el método de maxima verosimilitud corresponde a la eleccion
my = log py, donde py es la densidad de las observaciones.

La teoria de procesos empiricos aparece de manera natural al estudiar las propiedades asintoticas
de estos estimadores. En este capitulo presentamos varios resultados que proporcionan la distribucion
asintotica de los M-estimadores. Algunos resultados son de caracter general, mientras que otros
presuponen el esquema de observaciones i.i.d.

En muchas situaciones, los estimadores que maximizan cierta aplicaciéon también resuelven un
sistema de ecuaciones. En particular, en el caso de observaciones i.i.d., muchos estimadores son
un cero de una aplicacion del tipo 6 — P,1y, para aplicaciones dadas 1y en el espacio muestral.
Nos referiremos a las soluciones de ecuaciones de estimacién como Z-estimadores (de “zero”, cero).!
Obsérvese que en parte de la literatura el nombre M-estimador se utiliza (también) para lo que aqui
llamamos Z-estimador, y no siempre se hace la distincién entre los distintos tipos de estimadores.

El comportamiento asintotico de los Z-estimadores se estudia més adelante. El enfoque alli
presentado ofrece una alternativa al enfoque de este capitulo, aunque en general las propiedades
asintoticas de los M-estimadores se estudian mas facilmente a partir de su caracterizacién como
maximos. En este capitulo discutimos dos enfoques que utilizan directamente esta caracterizacion.

El pardmetro natural (o funcional) se denota 6 y se supone que recorre un subconjunto © de un
espacio métrico; por ejemplo, un espacio euclideo. A menudo resulta ttil separar la derivacién del
comportamiento limite de una sucesion de estimadores 6, en subproblemas, tales como demostrar la
consistencia, obtener la tasa de convergencia y, finalmente, establecer la distribuciéon limite. En este
esquema ciertos teoremas se aplican a pardmetros locales (pseudo-pardmetros) (como h = /n (§—0,) si
0o es el parametro verdadero). Por conveniencia, los teoremas que tipicamente se aplican a pardmetros
locales se enuncian en términos de un parametro h.

El teorema del argmax

El teorema del argmax formaliza una idea sencilla: bajo condiciones adecuadas, la convergencia
de las funciones de criterio permite deducir la convergencia de sus maximizadores. Si el funcional
argmax fuera continuo con respecto a alguna métrica en el espacio de funciones de criterio, entonces
la convergencia en distribuciéon de las funciones de criterio implicaria la convergencia en distribucion
de sus puntos de maximo—Ilos M-estimadores—al punto de maximo de la funcién de criterio limite.

IPara algunos propésitos, como demostrar consistencia o tasas de convergencia, particularmente en el caso de
modelos convexos en el pardmetro, es técnicamente conveniente elegir una funcién diferente.
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Esto es simplemente un caso particular del teorema de la aplicacién continua para la convergencia
débil.

En consonancia con el desarrollo principal de estas notas —la convergencia de procesos estocasticos
en espacios del tipo £*°(T"), como el proceso empirico—desarrollaremos esta idea utilizando la topologia
uniforme en el espacio de funciones de criterio.

Considérese una sucesiéon {M,(h) : h € H} de procesos estocasticos indexados por un espacio
métrico H. Para cada n, sea el estimador h, un punto de (casi) maximo de la funcién de criterio
h +— M, (h). Formalmente, B, puede ser cualquier aplicacion con valores en H definida sobre el mismo
espacio de probabilidad que el proceso M, sin que supongamos necesariamente su medibilidad de
Borel. Sea {M(R) : h € H} un proceso limite y sea h un elemento aleatorio Borel-medible con valores
en H. Por esta razén, en los enunciados y pruebas usaremos probabilidades exteriores P* cuando
intervengan los estimadores hy, 0 supremos potencialmente no medibles.

El funcional argmax es continuo en aquellas funciones M que tienen un punto de maximo tnico y
“bien separado”: la funcién h — M (h) debe ser estrictamente menor que M(h) en el complemento de
todo entorno del punto h. Este requisito, que parece natural, es la primera condicién del siguiente
lema.

El lema siguiente aisla el argumento basico; en aplicaciones concretas puede ser necesario adaptarlo
a la geometria particular del criterio.

Lema 3.1. Sean M,,, M procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico H, y sean A, B C H,
con B # @. Supdongase que existe un elemento aleatorio Borel-medible h, con valores en H, tal
que, casi sequramente, M(h) > suppeag M(h) para todo abierto G h. Supéngase ademds que
M, (h,) > supp,er My (h) — op=(1 ) Si M, = M en (>*(AU B), entonces, para todo cerrado F C H,
limsup,, .. P*(h, € FNA) <P(h € F U B°).

Demostracion. Si F'N' A = &, no hay nada que probar. En otro caso, por el teorema de la aplicacién
continua, Y, := suppcpna Mn(h) — suppep My (h) = Y = suppcpna M (h) — supyeg M (h), pues
f > suppna f — supp f es continuo para || - ||s-

Sea &, = op+(1) tal que M, (h,) > supjcy My(h) — &,. Entonces {h, € F N A} C {Y, > —&,}.
Como Y, +¢, = Y, por Slutsky y Portmanteau aplicado al cerrado [0, 00), lim sup,, IP’*(/Azn e FNA) <
P(Y > 0) = P(suppng M > supg M).

Resta acotar este ultimo evento. En efecto, si h ¢ Fy h € B, entonces G = F* es un abierto que con-
tiene a h, y por la separacién del méaximo, supy,cpna M(h) < SUpheae M () < M(h) < sup,cp M().
Por tanto, {supp~4 M > supy M} C {h € F}U{h ¢ B}, y se obtiene limsup,, ,., P*(h, € FNA) <
P(h € F U B°). O

Si M,, = M en (*(H), el lema puede aplicarse con A = B = H. Entonces, para todo cerrado
F C H, limsup,, ]P’*(fzn € F) < ]P’(lAz € F), y, por Portmanteau, h, = h. Esta hip6tesis suele ser
demasiado fuerte: la convergencia uniforme de las funciones de criterio en todo H es mucho mas
exigente que la convergencia de las localizaciones de sus maximos. Por eso se prueba primero que
los maximizadores no escapan al infinito. Bajo tensién asintotica, basta controlar los criterios sobre
compactos.

Teorema 3.2. Sean M, M procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico H tales que

M, = M en (*°(K) para todo compacto K C H. Supdngase que, casi sequramente, h — M (h) es

semicontinua superiormente y posee un mdarimo unico en un punto aleatorio Borel-medible iL, el

cual es tenso como aplicacion aleatoria en H. Si (h (An) es asintoticamente tensa —es decir, para todo

€> 0 ewiste un compacto K C H tal que limsup,, IP’*(h ¢ K) < ¢e;en H=RF esto es exactamente
= Op-(1)— y My,(hy) > supjcg My, (h) — 0p-(1), entonces h,, = h en H.

Demostracion. Fijemos un compacto K C H. Verifiquemos la condicién de separacion del Lema 3.1
con A = B = K. Trabajamos en el evento de probabilidad uno en el cual h +— M(h) es semicontinua
superiormente y tiene maximo tnico en h. Sea GG un abierto tal que h € G. Si G°N K = @, la
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separaciéon es trivial. Si G° N K # @, entonces, como G° N K es compacto y M es semicontinua

superiormente, existe hg € G°N K tal que M (hg) = sup,e\g M (h). Como hg ¢ Gy h € G, se tiene
he # h. Por unicidad del méximo global de M, suppeng M(h) = M(hg) < M(h). Por tanto, casi

seguramente, M (h) > suppex g M (h) para todo abierto G 3 h.

Aplicando el Lema 3.1 con A = B = K, para todo cerrado F' C H, limsup,, P*(fzn EFNK)<
P(h € F U K°). Luego,

lim sup P*(h,, € F) < limsupP*(h,, € F N K) + limsup P*(h,, ¢ K)

<P(h e F)+P(h ¢ K)+ limsup P*(h, ¢ K).

Dado ¢ > 0, por tension de h y tension asintdtica de (}Aln), existe un compacto K C H tal
que P(h ¢ K) < ¢, limsup,, P*(h, ¢ K) < e. Asi, limsup, P*(h, € F) < P(h € F) +
2e para todo cerrado F'. Como ¢ > 0 es arbitrario, el teorema de Portmanteau implica h, =
h en H. O]

Corolario 3.3. Sea (M,),>1 una sucesion de procesos estocdsticos indexados por un espacio métrico
O, y sea M : © — R determinista.

(1) Supdngase que ||M,, — M ||o 250 y que existe 6, € © tal que

M(6y) > sup M(0) para todo abierto G > 6.
0¢G

Entonces toda sucesion 0,, que satisface M, (6,) > SUPgee Mn(0) — op« (1) verifica b, =5 6.

(11) Supongase que | M, — M| k 25 0 para todo compacto K C ©, y que 0 — M(0) es semicontinua
superiormente y tiene un unico maximo en 6y. Entonces la misma conclusion vale si (én) es
asintéticamente tensa; en particular, si © = R? (o, mds generalmente, si © es cerrado en R?),
basta que (én) sea acotada en probabilidad. Si © no es cerrado, la acotacion en probabilidad no
basta: los cerrados acotados de © no son necesariamente compactos de O, y el maximizador

puede fugarse hacia la frontera.

Criterio reescalado y distribucion limite. Los resultados anteriores estan escritos para un
parametro abstracto h, porque en las aplicaciones a distribucién limite se aplican tipicamente al
pardametro local h = r, (6 — 6y), donde 6, es el valor verdadero y r,, — 0o es la tasa de convergencia. Si
0, maximiza 0 — M, (0), entonces h,, := r, (6, —0y) casi maximiza, en el espacio local correspondiente,
un criterio de la forma h — an{Mn<90 + rh> — M, (6) ¢, a, > 0. El factor a, no cambia el

punto de maximo, pero permite obtener un limite no degenerado. En cambio, el Corolario 3.3 se aplica
normalmente al criterio original M,,, o a un multiplo positivo suyo, para probar primero consistencia.

Un esquema estandar para obtener la distribucion limite de M-estimadores euclidianos consiste
en:

= probar la consistencia 0, LN Oo;
= probar la tasa r,, equivalentemente h, = rn(én —6p) = Op+(1), es decir la tensién asintética de ﬁn;

= probar que los criterios locales reescalados convergen en distribucién a un proceso limite M en
(>({h:||h]| < K}), para todo K < 0.

Si las trayectorias h — M (h) son semicontinuas superiormente y poseen un maximo tinico h, entonces
el teorema del argmax da 7,(6, — 6y) = h,, = h.
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Ejemplo 3.4

Sea X7i,..., X, una muestra i.i.d. de Py,, con densidades (pg : € € ©) respecto de una medida
dominante, donde © C R” es abierto y 6y € ©. Sea L, (0) := 37, log pe(X;) la log-verosimilitud.
Para h € R¥ definimos el criterio local g,,(h) := L, (90 + \/Lﬁ) — L, (6y), h € H, :=/n(©—6).
Como 6y es interior, todo compacto K C R¥ est4 contenido en H,, para n suficientemente grande.
Para trabajar sobre un dominio fijo, extendemos el criterio a todo R* mediante

_ o _ Jon(h), h € Hy,
gn(h) = {—n, h¢ H,y.

Como 0 € H, y 9,(0) = 0 > —n, se tiene la identidad exacta sup,cgr §n = SUPpep, gn = 0.
Ademas, todo casi-maximizador de g, con error op«(1) pertenece a H, con probabilidad que
tiende a uno, pues fuera de H, el criterio vale —n, mientras que el supremo es no negativo.
Ademas, sobre cada compacto fijo se tiene g, = g, para todo n suficientemente grande.
Supéngase que el modelo es LAN en 6y, con informacién de Fisher Iy, positiva definida, en
la siguiente forma secuencial: existe una sucesién de vectores aleatorios A, tal que A, =
A, A ~ Ni(0, Iy,), v, para toda sucesién h,, — h,

By 1
L, (90 + _> B Ln(HO) = h A, — _hTIGOhn + 0P90(1>'

vn 2
En el caso regular iid., A, = n /2", ly(X;), con by, := Oplogpslo—g,, con Py ly, =
0, Pgofg()é;; = Ip,. Como hy, = hy A, = Op, (1), en la expansién anterior el miembro derecho

puede reemplazarse por hT A, —% thgoh+O]P>90 (1). La formulacién con sucesiones h,, — h es ligera-
mente mas fuerte que la propiedad LAN puntual (la expansién con h fijo); es la que se obtiene, por
ejemplo, bajo diferenciabilidad en media cuadrética, y es la que usaremos para obtener la conver-
gencia en (*°(K). La propiedad LAN implica, en particular, la convergencia finito-dimensional del
criterio local: (gn(h1), ..., gn(hm)) = (g(h1), ..., g(hm)), g(h) := h" A—LhT Is h. Esta conver-
gencia finito-dimensional, por si sola, no basta para aplicar el teorema del argmax. Para ello supone-
mos ademads la versién uniforme en compactos: g, = g en (*(K) para todo compacto K C
Rk,

Sea 0,, un estimador de maxima verosimilitud, o mas generalmente un casi-maximizador, tal que
L (8,) > supgee Ln(6) —os;_ (1), y supéngase que ya se probé la tasa h,, == /n(0, —6) = O]p* (1).
Entonces h, casi maximiza §, sobre R¥, pues g, () = Ln(0,) — L (60) > supjegs Gn(h) — op;, (1).
El proceso limite g tiene trayectorias continuas y, como Iy, es p081t1va definida, Vg(h) =
A —Ig,h, V2g(h) = —1Iy, < 0. Por lo tanto g tiene un méximo tinico en h = I(,OIA. La tension
asintOtica de (ﬁn), la convergencia g, = g en £>°(K) para todo compacto K C R¥, y la versién
localizada del teorema del argmax implican \/ﬁ(én —0y) = by = h = Iy, 'A. Finalmente, como

A ~ Ni(0, I, ), v/1(0 — 60) = N (0, I, ).
\ )

3.1.1. Tasa de convergencia

En el caso regular euclidiano, si M es dos veces diferenciable, 6, es interior y M tiene un maximo
local en 6y, entonces VM (6y) = 0 y el Hessiano es semidefinido negativo. Si, ademés, el Hessiano
es definido negativo, la expansién de Taylor motiva la condicién cuadratica local M (6) — M (6y) <
—d*(0,0,) para 0 cerca de 6. La tasa de un casi-maximizador de M,, se obtiene comparando esta
calda determinista con el médulo de continuidad de M,, — M.

Teorema 3.5. Sea M, una sucesion de procesos estocasticos indexados por un espacio semimétrico
(©,d), y sea M : © — R determinista. Supongase que existen ¢ > 0 y una vecindad U de 0y tales
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que M(0) — M(6y) < —cd*(0,6,), 0 € U. Supongase ademds que, para todo n y todo § > 0
suficientemente pequeno,

. $n(9)
E d(;z&éKMn — M)(0) — (M,, — M)(0o)| < N

donde, para algin o < 2 independiente de n, § — ¢"(5) es no creciente. Sea r, > 0, con r, — 00,
tal que r2¢,(1/r,) < /n para todo n. Supongase que existe una sucesion de variables aleatorias
A, >0, con A, = Op<(r,%), tal que M, (9 ) > M,(6h) — A, y 0, LA 0. Entonces 1, d(én,ﬁo) =
Op+(1). Si las condzczones anteriores valen para todo 6 y todo 6 > 0, la hipdtesis de consistencia no
es necesaria.

Demostracion. Escribamos W,, = M,, — M. Por la hipdtesis local, existen n > 0y k > 0 (por ejemplo,
k = ¢y n tal que la bola de radio n centrada en 6, esté contenida en U) tales que, si d(6,6y) < n,
M(0) — M(6y) < —rd?(0,0,), vy la cota del médulo estocdstico vale para todo 0 < § <. Sea A, la
sucesion de la hipétesis de casi-maximizacion.

Para j € Z, definamos las coronas diddicas S;,, := {6 : 277 < r,d(6,6,) < 27}. Fijado un entero
m, si rad(0,,00) > 2™ y 2d(8,,0,) < 1, entonces 6, € S;n para algin j > m con 2/ < nr,. Por tanto,

P*{rnd (0, 00) > 27} <P*| |J {0, € S;n} | +P*{2d(0,,0) > n}
j>m
2j<"77’n (1)
< P*(AS o) + Z P*( 6, € Sins Anc) +P*{2d(0n,90) >n}.
>m
2]J<nrn
Sea C' > 0y pongamos A, ¢ = {r2A, < C}.
En el evento A, c N {0, € Sjn}, supgeg, {Mn(0) — Mu(60)} > —Cr%. Si ademds 27 < nry,
entonces S;, C {0 :d(0,60y) <n}, y para todo 6 € Sin, M(0) — M (6 ) —k2%72r 2 Luego, para
m suficientemente grande, dependiendo sélo de C' y k, existe ¢ > 0 tal que, para todo 7 > m,

P* (0, € Sjn, Anc) <P’ { sup |W,,(0) — W (6o)| > 02%7"52} :
QESj,n
Como Sj,, C {6 : d(6,6y) < 27/r,}, se tiene SUPpes;, , WL (0) — W, (6p)] < SUDy(9,00)<2 /rn
Wi (o)l .
Luego, por Markov y por la hip6tesis del médulo, con § = 27/r,,

Wn (‘9) -

2
0 <2] Tn
< Ta®n(?[1n) /Tn)

Para j > m > 0, la monotonia de 6 — ¢,(d)/d* implica ¢,(2//r,) < 29%¢,(1/r,), siempre que
27 /r,, <. Usando r2¢,(1/r,) < /n, raén(2/rn) < 27(=2)_ Por consiguiente,

2%\ /n
S P (B, € Sjn, Ane) S Y 200072 < gmla?), (2)
j>m i>m
20 <nry,

De (1) y (2),
lim sup P*{r,d(0,,, 0p) > 2™} < 2™~ 4 lim sup P* (A}, o)

+ lim sup P*{2d(0,,, 6,) > n}.
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Por consistencia, limsup, P*{2d(f,,6,) > n} = 0. Ademas, como r2A, = Op-(1), el término
lim sup,, P*(Aj, ) se hace arbitrariamente pequefio tomando C suficientemente grande.

Finalmente, como a < 2, 2™@=2 — ( (m — o0). Asi, lim,,_,s lim sup, P*{r,d(6,,6y) >
2m} = 0, lo cual equivale a r,d(f,,0y) = Op«(1).

Si las condiciones son globales, se omite el recorte por 7, la suma se toma sobre todos los
J > m, y desaparece el término [P’*{Qd(én, 0p) > n}. Por eso, en el caso global no se necesita suponer

b, = 0,. O
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Apéndice

3.2. Resultados auxiliares

Teorema 3.6 (Teorema de extensién de Tietze). Sea (D,d) un espacio métrico y sea A C D un
subconjunto cerrado no vacio. Toda funcion continua y acotada h : A — R admite una extension
h € Cy(D) tal que N N

hla=h,  |hlls.o = [[lss,a-

Mas precisamente, si a < h(z) < b para todo x € A, la extension puede elegirse de modo que
a < h(x) <b para todo x € D.
Véase [3, Seccion 4.2].

Teorema 3.7 (Teorema de Dini). Sea K un espacio métrico compacto no vacio y sean f,, f € C(K)
funciones reales. Supongamos que f,(x) — f(x) para todo x € K y que la sucesion es mondtona: o
bien fni1(z) < fu(z) para todo n y todo x € K, o bien se cumple la desigualdad opuesta para todo n
y todo x € K. Entonces la convergencia es uniforme:

||fn - f”oo,K — O

En particular, st f, | 0 puntualmente en K, entonces sup,cx fn(z) 1 0.
Véase [1, Apéndice M.

Definiciéon 3.8 (w-sistemas y clases de Dynkin). Sea S un conjunto. Una familia no vacia P de
subconjuntos de S es un w-sistema si AN B € P para cualesquiera A, B € P.
Una familia £ de subconjuntos de S es una clase de Dynkin, o A-sistema, si:

1. Se s
2. si A€ L, entonces S\ A € L;

3. si (An)n>1 C £ es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos, entonces U, > A, € L.

Teorema 3.9 (Teorema de Dynkin o teorema 7-\). Sea P un m-sistema de subconjuntos de un
conjunto S. Si L es una clase de Dynkin que contiene a P, entonces o(P) C L.
En particular, sean v y v dos medidas finitas sobre un espacio medible (S, A) y sea P C A un
m-sistema tal que S € P y o(P)=A. Si u(A) = v(A) para todo A € P, entonces 1 = v en A.
Véase [2, Teorema 2.1.6].

Lema 3.10. Sean (9;, A;,P;), i = 1,2, espacios de probabilidad y P := P; ® Py la probabilidad
producto sobre A1 ® As, es decir, la inica probabilidad sobre A; ® Ay tal que P(A x B) = P1(A)Py(B)
para todo A € Ay, B € Ay. Sea g : Q1 x Qs — [0, 00] medible respecto de Ay & As. Entonces:

(a) para todo wy € U, la seccion g(wy,-) : Qo — [0,00] es Az-medible;

(b) la funcion ®(wi) == [o, g(wi,w2) dPs(w2), que por (a) estd definida para todo wy con valores en
[0, 00], es A;-medible;

94



(c) (Tonelli)
Eg = ~/(21><Qz gdP = o </QQ g(wy,ws) dPg(w2)>d]P>1(w1),

con ambos miembros en [0, o).

Demostracion. Para C' C Oy x Qs y wy € Q, escribimos C,,, := {ws : (w1, ws) € C}.
Secciones de conjuntos. Sea

D= {CGA1®A2:CW1 e A, lete}.

Los rectéangulos pertenecen a D, pues (A X B),, = B siw; € A, y & en caso contrario. Ademas,
(€ =€), (UG) =UCaa
n w1 n

de modo que D es una o-algebra. Como contiene los rectangulos y D C A1 @ Ay, D = A; ® A,.
Fijado wy, para todo ¢ € R, {ws : g(w1,ws) > ¢} = ({g > ¢})w, € Az, pues {g > ¢} € A ® A,.
Como los conjuntos (¢, o], ¢ € R, generan B([0, oo]), esto prueba (a).
Por el primer paso, C,,, € Ay para todo C € A; ® Ay y todo wy, por lo que Py(C,,) esta bien
definido. Definamos

= {C €A Q@ Ay wy — Py(C,) es Al—medible}.

Los rectangulos pertenecen a D', ya que Py((A X B)y,) = Po(B)1s(wq). Ademds, D’ es una clase de
Dynkin: contiene 2 x g; si C C C” estan en D,

(C'\Cluy =Co, \ Cuyy,  Po((C"\ Oy) =Po(C, ) — Pa(Cly),
que es medible (aqui se usa que Py es finita), y si C,, T C con C,, € D', entonces
(Cn)wl T CWI? PQ(Cwl) - HTan ]P)Q((Cn)wl)v

también medible. Como los rectangulos forman un w-sistema que genera A; ® A,, el teorema 7\ da
= A ® As.

Sis= Zszl arlc, es simple, a; > 0, entonces

s(wy,*) Z@kﬂ (Ch)eoy » /Q s(wi, ) dPy = Z%PQ (C)er)s
2

k=1

que es A;-medible. Para g > 0 medible, tomamos simples no negativas s, 1 ¢ puntualmente. Fijado
w1, Sp(wi, ) T g(wy,-), y por convergencia mondtona,

/92 Sp(wy, ) dPy 1 /92 g(wr, ) dPy =: ®(w).

Asi, ® es limite puntual de funciones .4;-medibles, y por tanto es A;-medible. Esto prueba (b).
Para C' € A; ® A, definimos

V(C) == /Q Py(C.,) APy (w1).

Entonces v(; x ) = 1. Si C,, son disjuntos dos a dos y C' = ,, C,,, entonces las secciones (C,,).,
son disjuntas dos a dos y C,, = U,,(Cy).,; por tanto,

o0

/QZPQ o) APy = Z/ Py((Ch)) dPy = 3 0(C,),

1 n=1 n=1
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por convergencia mondtona aplicada a las sumas parciales. Asi, v es una probabilidad. Sobre los
rectangulos,

V(A x B) = / Py(B)L4 dP, = P, (A)Py(B) = P(A x B).

Q1
Como los rectangulos forman un 7-sistema que genera A; ® A, y v, P son probabilidades que coinciden
sobre él, el teorema de unicidad da v = IP. Por tanto, para todo C' € A; ® A,

P(C) = /Q Pa(Cl) dPy (1) (3.1)

Tonelli. Si s = S0, axl¢, es simple y no negativa, por (3.1),
N N
[sdp =3 apc)=3" ak/ Py((Ch)o,) dP; = / </ s(wr, ) dpg) dP,.
k=1 k=1 1\

Para g > 0, tomamos nuevamente simples s,, T ¢ y definimos

(w1 ::/Q sn(w1, ) dPy.

2

Por convergencia monotona en €25, ®, T ®, y por convergencia mondtona en 2; x {2y y luego en €y,

/gdP:Hm/snd]P’:lim o, dP, = [ ®dP,.
n n Jo, o

Esto prueba (c), con ambos miembros en [0, co]. O

Completacion y productos con un factor finito

Los resultados siguientes se usan en la Seccion 2.3 para justificar el teorema de Fubini para el
proceso de Rademacher. En todos ellos, (€2,C, i) es un espacio de probabilidad.

Definicién 3.11 (Completacién). La completacién de C respecto de p es
C .= {B C Q: BAC C N para algunos C; N € C con u(N) = O},

donde A denota la diferencia simétrica. Para B € ? se define @(B) := pu(C), con C' como antes.
Cuando haga falta explicitar la medida escribimos C". En un producto se completa la o-dlgebra
producto respecto de la probabilidad producto.

Es inmediato que C es una o-algebra que contiene a C y que 77 es una probabilidad bien definida
que extiende a p.”

Lema 3.12. Sea h: Q2 — [0, o).

(i) h es C-medible si y sdlo si existen una funcién C-medible h:Q—[0,00] y un conjunto N € C con
u(N) =0 tales que h = h en Q\ N. Una tal h se llama una versién medible de h.

(i) En ese caso, [ hdn = [ hdpu.

(iii) En ese caso, ademds, h* = h c.s. y E*h = [ hdf, donde el mayorante medible minimo h* y la
esperanza exterior se calculan en (,C, ).
281 BAC C N, también B°AC® = BAC C N;ysi B,AC), C N}, para todo k, entonces (Uk Bk)A(Uk Ck) C U Ne,

que es nulo. Si BAC; C Ny y BACy C Na, entonces C1ACy C N1 U Na, v por tanto u(Cy) = p(Cs). Por ltimo,
si los By son disjuntos dos a dos y N := J, Ni, los conjuntos C, \ N = Bj, \ N son disjuntos dos a dos, y

E(Uk Bk) = H(Uk Ck \N) = Zk w(CL\ N) = Zkﬁ(Bk)-
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Demostracién. (i) Supongamos que h es C-medible y sean s;, > 0 funciones simples C-medibles con
s; — h puntualmente. Cada s, es combinacién lineal finita de indicadores de conjuntos B € C; para
cada uno de ellos elegimos Cg, Ng € C con BACp C Ng 'y u(Ng) = 0. Sea 5, la funcién que se
obtiene al reemplazar en s; cada 1 por 1¢,, y sea N la unién de todos los Np, que es nula por ser
unién numerable de conjuntos nulos. Fuera de N se tiene 1 = 1o, para todos los B, y por tanto
Sp = s para todo k. Asi, h:=lim supy, Sx es C-medible, toma valores en [0, oo] y coincide con h fuera
de N.
_ Reciprocamente, si h = h fuera de N, para cada t € R se tiene {h > t}A{h >t} C N con
{h >t} €C,luego {h >t} € C. Como los conjuntos (¢, 0|, t € R, generan B([0, oc]), h es C-medible.
(ii) Como h = h fuera del conjunto fi-nulo N, [hdfi = [ hdf, y esta Gltima integral es [ h dy,
porque h es C-medible ya=penC.
(iii) La funciéon h es medible y h > h fuera de IV, asi que el Lema 1.5(ii) da h* < h c.s. Por otro
lado, h* > h = h fuera de N. Luego h* = h c.s. Como h* > h > 0, la esperanza de h* existe, y el
Lema 1.5(iii) y la parte (ii) dan E*h = Eh* = [ hdu = [ hdp. O

Lema 3.13. Sea E un conjunto finito, con la o-dlgebra 2F de todas sus partes, y sea QQ una probabilidad
sobre 2% tal que Q({e}) > 0 para todo e € E. Sean v := u ® Q la probabilidad producto sobre C @ 2%,
y C®2E, U su completacion. Para B C Q x E ye € E escribimos B, := {w € Q : (w,e) € B}.
Entonces:

(a) si D € C®2F yv(D) =0, entonces u(D,) = 0 para todo e € E; en particular, D C N x E, donde
N :=U.epD. €C y u(N) =0y

(b) un conjunto B C Q x E pertenece a C ® 2E si y sélo si B, € C para todo e € E;

(¢) una funcion H : Q x E — [0,00] es C ® 2F-medible si y sdlo si, para cada e € E, la seccion H(-,e)
es C-medible. En ese caso,

[Hdr = [ (3 QUe)) Hiwe)) die).

ecE

Demostracion. Todo B C €2 x E es la unién disjunta, finita por serlo E,

B=J(B. x {e}).

eck

Por tanto, B € C ® 2F si y sélo si B, € C para todo e: si las secciones estdn en C, B es una unién
finita de rectangulos medibles; reciprocamente, los conjuntos con todas sus secciones en C forman
una o-algebra que contiene a los rectangulos. En ese caso, por la aditividad de v,

v(B) = > v(Be x {e}) = 3 QU{e}) (D). (3.2)
eck eceE

(a) Por (3.2), 0 =v(D) =%, Q({e})u(D,); como todos los pesos Q({e}) son positivos, pu(D,) =0
para todo e. (Este es el tinico lugar de la prueba donde se usa esa hip6tesis.) La inclusion D C N x E
es inmediata, y N es una unién finita de conjuntos nulos de C.

(b) Si B € C®2F, existen C,D € C ®2F con v(D) = 0 y BAC C D. Tomando secciones,
B.AC, C D., donde C,, D, € C y, por (a), u(D.) = 0; luego B, € C. Reciprocamente, supongamos
que, para cada e, existen C,, N, € C con u(N,) =0y B.AC, C N,. Los conjuntos C' := {J.(C, x {e})
y D := U.(N. x {e}) pertenecen a C @ 2F, se tiene v(D) = 0 por (3.2) y BAC C D, porque la
inclusién vale seccion a seccion. Luego B € C ® 2F.

(c) Para t € R, la seccion en e de {H > t} es {H(-,e) > t}. Por (b), {H >t} € C ®2F para
todo ¢ si y s6lo si {H(+,e) >t} € C para todo t y todo e. Como los conjuntos (t,00], t € R, generan
B(]0, 0]), esto prueba la equivalencia.

Para la férmula, el Lema 3.12(i) da, para cada e, una versién C-medible he de H (-, e) que coincide
con ella fuera de un conjunto nulo N, € C. Sean N := |, N, y H(w, e) := he(w). Las secciones de
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{H > t} son los conjuntos {h. > t} € C, asf que H es C ® 2F-medible; ademés, H = H fuera de
N x E,yv(N x E) = pu(N) =0. Por lo tanto, usando el Lema 3.12(ii) en Q x FE, el Lema 3.10(c)
con 0 =Qy Qe = FE, yotra vez el Lema 3.12(ii) en €2,

[Hdr= [fHav= [ (T QUehh)dn= [ (ZQUen HC.e)) dp

eckE eck

En la segunda igualdad se usé que la integral de H(w,-) respecto de Q es 3, Q({e}he(w); en la
tercera, que Y., Q({e})he es una version medible de >, Q({e})H(-, e). O
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