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Algunos datos en variedades

Datos en variedades - Mediciones de viento

Una medicion de viento se puede ver como un dato en el cilindro: una direccion en St y una
intensidad en RT, Cholaquidis et al. (2022b)
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Algunos datos en variedades

Cono de matrices definidas positivas

C, matrices simétricas r x r definidas positivas. L.

Incluye matrices de covarianza no degeneradas.

Se puede definir en C;,
p(A,B) = || log(A~1/2BA=1/2)|.

donde es ||A||> = traza(ATA), y resulta una variedad diferenciable, ver Bonnabel and
Sepulchre (2010); Cholaquidis et al. (2022a),

Si queremos predecir una matriz de covarianzas no cualquier método de regresion va a
resultar adecuado, ya que podria dar una matriz que no sea definida positiva.

1Recordar que M es def. positiva si viMy >0 para todo v, donde vT denote vector transpuesto
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Datos en variedades -Vectocardiogramas

Se obtiene de los electrodos una curva, que se resume en un elemento de S(3, 2): bases
ortonormales de planos en R3, ver Cholaquidis et al. (2022b)




Algunos datos en variedades

Imagenes como datos en espacios métricos

En este caso podemos trabajar en (M, dy) con M los subconjuntos compactos de algin e.m.,

Predict
Segmentation Mask




Algunos datos en variedades

La esfera

Un modelo de regresion en la esfera (ver Mardia et al. (2000)):

Y,~M<Lﬁx’,n),i=1,z...,4oo
[l + BXll

M es la distribucién de Von-Misses en la esfera?, X; ~ U(—1,1) iid.

Figura:n = (1,0,0), 8 = (0,0, 1),y x = 200. Se representan 400 puntos Y; en rojo. Los puntos en azul
pertenecen al borde de la banda tedrica de confianza 90 % para X; = 0. Los puntos en verde pertenecen a la
estimacion de dicho conjunto.

2su densidad es f(x; u, k) = Cexp(rpx),x € S?



Algunos datos en variedades

Algo de irrupcion en la economia

Volume 32, Issue 8 RESEARCH ARTICLE | AUGUST 08 2022
August 2022 Time-series forecasting using manifold learning, radial basis
— function interpolation, and geometric harmonics @3
s Panagiotis G. Papaioannou; Ronen Talmon @ ; loannis G. Kevrekidis ® ; Constantinos Siettos &
- n J M) Check for updates
————— - + Author & Article Information

Chaos 32, 083113 (2022)

Detecting strange attractors in turbulence

Pasan de un proceso (o serie de tiempo) a una variedad, usando un Teo de Florins Takens (1981).
Theorem 1. Let M be a compact manifold of dimension m. For pairs (9,y), @:M = M
a smooth diffeomorphism and y:M = IR a smooth function, it is a generic property that
2m+l

h & ‘M = R defined b
the map (©, ) - » y

8 g3y = 60, YOE, . ¥ M)

2
is an embedding; by "smooth” we mean at least C™.

Toman M = R,donde t; =ty + i§,parai =0,...,m — Ly o(t) =t + 6. y(t) = X(t) el proceso
(o serie de tiempo) en t.
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Algo de irrupcion en la economia

Econometrica, Vol. 84, No. 3 (May, 2016), 1249-1264

A GEOMETRIC APPROACH TO NONLINEAR
ECONOMETRIC MODELS

ISAIAH ANDREWS
Harvard University, Cambridge, MA 02138, U.S.A.

ANNA MIKUSHEVA
M.IT, Cambridge, MA 02142, U.S.A.
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Algo de irrupcion en la economia

Handbooks in

Mathematical Finance

7 - A Geometric View of Interest Rate Theory
from Part two - Interest Rate Modeling

Published online by Cambridge University Press: 29 January 2010

By T. Bjork

Edited by E. Jouini, J. Cvitanic and Marek Musiela

& chare L& cite
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Algo de irrupcion en la economia

Decision Support Systems

Volume 64, August 2014, Pages 31-42

A kernel entropy manifold learning
approach for financial data analysis ¢

be

Yan Huang ° Gang Kou®© 2 =

&



Algunos datos en variedades

Algo de irrupcion en la economia

European Journal of Operational Research

Volume 258, Issue 2, 16 April 2017, Pages 692-702 Jd
ELSEVIER

Innovative Applications of O.R

Nonlinear manifold learning for early
warnings in financial markets

Huang Yan !, Kou Gang ®* &=, Peng Yi ¢! 2 =



Algunos datos en variedades

Algo de irrupcion en la economia

E THE ROYAL
SOCIETY

10.1098/rspa.2000.0722

Interest rates and information geometry

By DorJE C. BRoDY! AND LANE P. HuGHSTON?

! Blackett Laboratory, Imperial College of Science, Technology and Medicine,
London SW7 2BZ, UK and
Centre for Mathematical Science, University of Cambridge, Wilberforce Road,
Cambridge CB3 0OWA, UK (dorje@ic.ac.uk)
2 Department of Mathematics, King’s College London, Strand,
London WC2R 2LS, UK (lane.hughston@kcl.ac.uk)
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Algo de irrupcion en la economia

J. Phys. A: Math. Gen. 33 (2000) L5-L14. Printed in the UK PII: S0305-4470(00)07603-4

LETTER TO THE EDITOR

Gauge geometry of financial markets

Kirill Ilinskif

IPhys Group, CAPE, 14th line of Vasilievskii’s Island, 29 St Petersburg 199178, Russian
Federation

and

School of Physics and Space Research, University of Birmingham, Edgbaston, B15 2TT
Birmingham, UK



Algunos datos en variedades

Algo de irrupcion en la economia

. mathematics

Article

Interest Rate Based on The Lie Group SO(3) in the
Evidence of Chaos

Melike Bildirici 177, Yasemen Ucan 2 and Sérgio Lousada 3:4:5.6.7.*
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Algo de irrupcion en la economia

Quantitative Finance >
Volume 11, 2011 - Issue 4: Special Issue on Rates and FX

Submit an article

F.C.Park &, C. M. Chun, C. W. Han & N. Webber

€6 Cite this article https://doi.org/10.1080/14697680903468963

Altmetric

views Interest rate models on Lie groups

Pag 26 Jun 200! d 29 Oct 2009, Pub online: 11 May 2010

Ente
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» Dada (X,Y) € R? x R queremos saber como la variable de respuesta Y depende del vector
de observaciones X.

= ...0 un poco menos: una f : RY — R tal que f(X) sea una buena aproximacion de Y.
= Laf medible que minimiza E[f(X) — Y|? es E(Y|X = x) = f(x).
= El modelo de regresion clasico con ruido aditivo es Y = f(X) + e con E(¢|X) = 0.

= Los métodos clasicos de regresion (k-nn, Kernel, redes neuronales, RF, etc) aproximan
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» Se pueden extender a X y/o Y € H con H de Hilbert de manera natural y existen diversos
resultados de consistencia.

= Elcaso Y € {1,...,K} se llama clasificacion, se busca minimizar P(f(X) # Y).

Algunas preguntas...

= ;Tiene interés el caso Y € M con M una variedad?
= Mas general ;Y en un espacio métrico ?

= ;Que seria E(Y|X = x) cuando Y € M?

= ;Que es E(Y) si Y € M?...media de Fréchet.
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Algunas problemas técnicos

Problemas si (M, dy) es un e.m

= Definir E(Y|X = x) con R.N requiere poder definir E(Ylxcg) para B boreliano de R

» La media de Fréchet: E(Y) = arg min ,cp E(dm(Y,2)?) no tiene por qué existir o ser Gnica.

North pole

South pole \M ean

Figura: La media de Fréchet en la esfera es cualquier punto del Ecuador, si los datos son el polo norte y el
polo sur. Si Py es uniforme en $? su media es toda la esfera.

= Sif(x) = E(Y|X = x) minimiza E|Y — g(X)|? entre las g : R — R medibles, es razonable
proponer.
E(Y|X = x) = arg min Edp(Y, g(X))?
gRI—M

No esta claro en que casos existe o es Unica...por lo tanto ;Qué queremos estimar?




Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.



Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.

= Sisuponemos que existe fy|x := fv x/fx |a densidad de Py|x, definimos

E(Y|X = x) = arg min / dm(y, 2) fy x=x(2)dz.
yeM M



Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.

= Sisuponemos que existe fy|x := fv x/fx |a densidad de Py|x, definimos

E(Y|X = x) = arg min / dm(y, 2) fy x=x(2)dz.
yeM M

= Si M tiene curvatura < 0 o Py|x_, esta incluida en B(p, £)

< % min {inj(M), ﬁ}

A : cota superior de la curvatura seccional, inj(M) radio de inyectividad de M.

Algunas preguntas y problemas

1. ;Qué tan restrictivo es suponer 3! E(Y|X = x)?




Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.

= Sisuponemos que existe fy|x := fv x/fx |a densidad de Py|x, definimos
E(Y|X = x) = arg min / dm(y, 2) fy x=x(2)dz.
yeM M

= Si M tiene curvatura < 0 o Py|x_, esta incluida en B(p, £)

< % min {inj(M), ﬁ}

A : cota superior de la curvatura seccional, inj(M) radio de inyectividad de M.

Algunas preguntas y problemas

1. ;Qué tan restrictivo es suponer 3! E(Y|X = x)?
2. Estudiar casos particulares de My Py|x donde 3! E(Y|X = x)




Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.

= Sisuponemos que existe fy|x := fv x/fx |a densidad de Py|x, definimos

E(Y|X = x) = arg min / dm(y, 2) fy x=x(2)dz.
yeM M

= Si M tiene curvatura < 0 o Py|x_, esta incluida en B(p, £)

< % min {inj(M), ﬁ}

A : cota superior de la curvatura seccional, inj(M) radio de inyectividad de M.

Algunas preguntas y problemas

1. ;Qué tan restrictivo es suponer 3! E(Y|X = x)?
2. Estudiar casos particulares de My Py|x donde 3! E(Y|X = x)
3. Se puede hacer regresion sin estimar E(Y|X = x)




Regresion en variedades

Algunas soluciones técnicas

= Si M es compactay C2=E(Y|X = x) existe, no tiene por qué ser Unica.

= Sisuponemos que existe fy|x := fv x/fx |a densidad de Py|x, definimos

E(Y|X = x) = arg min / dm(y, 2) fy x=x(2)dz.
yeM M

= Si M tiene curvatura < 0 o Py|x_, esta incluida en B(p, £)

< % min {inj(M), ﬁ}

A : cota superior de la curvatura seccional, inj(M) radio de inyectividad de M.

Algunas preguntas y problemas

1. ;Qué tan restrictivo es suponer 3! E(Y|X = x)?
2. Estudiar casos particulares de My Py|x donde 3! E(Y|X = x)
3. Se puede hacer regresion sin estimar E(Y|X = x)...si




Regresion en variedades
k-nn
Sea Dy = {(X1, Y1), ..., (Xn, Ya)} iid de (X, Y) y k € N¥,

1. Ordenamos las X;: dy(x, X1(x)) < -+ < dn(X, Xn(x))



Regresion en variedades
k-nn
Sea Dy = {(X1, Y1), ..., (Xn, Ya)} iid de (X, Y) y k € N¥,

1. Ordenamos las X;: dy(x, X1(x)) < -+ < dn(X, Xn(x))

2. Denotamos Y1y, - - -, Yi(x) las etiquetas de los k vecinos de x



Regresion en variedades
k-nn
Sea Dy = {(X1, Y1), ..., (Xn, Ya)} iid de (X, Y) y k € N¥,

1. Ordenamos las X;: dy(x, X1(x)) < -+ < dn(X, Xn(x))

2. Denotamos Y1y, - - -, Yi(x) las etiquetas de los k vecinos de x

3. Definimos el estimador

Pk(x) = argmin — Z d,zv,(y, x)) = argmin ¢ x¥)
yeM i—1 yeM

donde

Cka) ZdMYa /(x
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k-nn
Sea Dy = {(X1, Y1), ..., (Xn, Ya)} iid de (X, Y) y k € N¥,

1. Ordenamos las X;: dy(x, X1(x)) < -+ < dn(X, Xn(x))
2. Denotamos Y1y, - - -, Yi(x) las etiquetas de los k vecinos de x

3. Definimos el estimador

Pi(x) = arg min deZM(y, 1) = argmin Cex(y)
emMm i—1 yeM

donde

Cka) ZdM,V, /(x

El objetivo es probar la consistencia de k-n.n cuando (X, Y) € N x M, N, M variedades.

Una propuesta analoga se puede hacer con Kernel...
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Algunas hipotesis sobre las distribuciones

(X,Y) C N x M satisface H1 si para todo x € supp(Px) existe y es Unica E(Y|X = x) .

Si para todo x € supp(Px) ,y € M,

G = | duly. 2 frr(2)ie
zeM
(X,Y) C N x M satisface H2 si existe a > 0, tal que, en un entorno U de y* = E(Y|X = x),

Cx(y) > Cx(y*) + adu(y,y*)* paratodoy € U

(X,Y) C N x M satisface H3 si existen rp > 0y L > 0, tal que para todo x, x’ € supp(PBx) con
[[x — x| < ro se cumple
W2 (Pyjx=x, Pyjx=x) < Lllx = x| 1

Siexiste Ty, : M= Mtal que Ty, #(Pyjx—x') = Pyjx—x YVZ E M,
dm(z, Ty _ux(2)) < Lo|lx — x’|| = se verifica (1) con L = Lo.
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Ejemplos

Generaliza el caso clasico

M =TRydm(a,b) = |a— b|.
Y=pX)+e

donde Y € R, X € RPx, g|X = x ~ N(0, 02).

Si ¢(x) es Lipschitz y x — oy es Lipschitz = se cumplen H1, H2, H3 y ademas

E(Y|X = x) = ¢(x).
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Algunos resultados

Teorema

Sean Ny M C2 y compactas. Supongamos soporte(X,Y) C N x M.Denotamos dx la dimension
de N.

Supongamos que Py es estandar respecto de v la medida de Hausdorff en N°.

G
Supongamos H1,H2 y H3, si k, = cn*? entonces

E <H<;3kn(x) —E(Y|X = x)H2> =0 (n’

Yexiste eg > 0 tal que Py (B(x, €)) > cv(B(x, €)) para todo x € supp(Px),0 < € < ¢

N
Q|
>
fe
4
N——
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Por donde va la prueba

Sea x € N,e > 0y ¢ una densidad con soporte(¢) C B(x, €).

Entonces,
(VC(y) — Le)? < Ty o(y) < (VG(Y) + Le)?
donde Ef,e(y Joix,e) @()Culy)du.

Lo vamos a aplicar a

fx(v)
B/ |
Pe(u) = By (B(x.)) B(x,e) (),
Hoeffding mediante, si A = diam(M), se puede probar
<b,n log(kn) 2
(’Ckn,x(y o (y)‘ el @

donde ry < (kn/n)Px,y N C RPx,
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El abc
= Intercambiabilidad: para toda permutacion 7 de {1, ..., n},
(Xl’ cee 7Xn) = (Xﬂ'(i)7 oo ’Xﬂ(n))
en distribucion, donde X; € Z .

= Medida de no conformidad:
A(Bn,2): 2" xZ — R

Ainvariante por permutaciones. EvalUa cuan diferente es un ejemplo z de un conjunto
Bp = {le s 7Xn}

» Definimos

=
I

ABrU{Z}\ X, X) i=1,...,n

Rot1 = A(Bn,2)

1 .
w(z) == n+1#{l:1,...,n+1:R,->R,,+1}

= Para« € [0,1]
Y41y .. Xn) ={z€Z:7(2) > a}.

Proposicion [Vovk et al. (2005)]

1@()(”+1 eya(xi,...,xn)) <a.
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En regresion

Dada B, = {Z; = (X;, Y;)} iid de Z = (X, Y) buscamos Cy(x), condicionalmente validos:

PYeGX) | X=x)>1-c.

Si existe p(y|x) estamos estimando
Cp(x) = {y : p(yl¥) > t%(x)} ©)

donde t(x) es tal que

/1{p(y|x)zra(x>}P(Y|X)dy =l-a

Medidas de no conformidad

= 7j(x) un estimador de E(Y|X = x), en cuyo caso R; := g, u{(x,y)}\z (Xi)

= p(x) un estimador de py|x(x), en cuyo caso R; = Pg,u{(x,)}\z (Xi)- Cholaquidis et al.
(2024)

Y2y, Zn) =y w(x,y) > a}.
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