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Tépicos de Conteo Indice general

., Qué vamos a hacer en estas notas?

Estas notas tienen como objetivo desarrollar algunas herramientas basicas de la Ma-
tematica Discreta. El recorrido comienza con el lenguaje de los conjuntos, las funciones
y las relaciones, que nos permite describir objetos matematicos y vinculos entre ellos
con precision. Luego formalizamos la idea de contar: decir que un conjunto tiene n
elementos significa compararlo, mediante una biyeccion, con el conjunto {1,...,n}.

A partir de esa idea estudiamos principios béasicos de conteo, como los principios
de la suma y del producto, que permiten contar procesos dividiéndolos en casos o en
etapas. Finalmente estudiamos combinaciones y variantes: situaciones donde importa
elegir elementos, pero no necesariamente ordenarlos. Asi, el hilo conductor sera pasar
de describir conjuntos a contar sus elementos de manera sistematica.
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Figura 1: Hilo conductor de las notas: de conjuntos a combinaciones.



| Coninntos v funci

La teoria de conjuntos es una teoria axiomatica, es decir que parte de conceptos
primitivos (en este caso el de conjunto y el de pertenencia) que estan regidos por una
lista de sentencias (axiomas) a partir de las cuales se prueban todos los teoremas. En
esta parte del curso trabajaremos de manera un poco informal y no especificaremos los
axiomas de la teorfa. Asi por ejemplo mostraremos construcciones de ciertos conjuntos
sin justificar por qué estos estan bien definidos dentro de la teoria.

{Para qué estudiamos conjuntos?

El lenguaje de conjuntos nos permite ser precisos sobre qué objetos estamos consi-
derando. Las funciones permiten describir asignaciones entre conjuntos, y las relaciones
permiten expresar vinculos mas generales, como equivalencia, orden o pertenencia a
una misma clase. Estos conceptos seran la base para definir qué significa contar y para
formular problemas de conteo.

1.1 Primeras definiciones

El concepto de conjunto representa la idea intuitiva de una coleccion de objetos. A
estos objetos los llamaremos elementos del conjunto. Escribiremos x € X para indicar
que el objeto x pertenece al conjunto X o, lo que es lo mismo, que x es un elemento de
X.

Un conjunto queda determinado por sus elementos, es decir que si A y B son dos
conjuntos, entonces A = B si y solo si A y B tienen los mismos elementos. Esto nos
dice que en principio para definir un conjunto debemos decir cudles son sus elementos.
Podemos por ejemplo hacer esto nombrandolos explicitamente o identificarlos mediante
una propiedad que los caracterice. En el primer caso decimos que estamos definien-
do el conjunto por extensiéon mientras que en el segundo lo estamos definiendo por
comprension.

Ejemplo

Definimos el mismo conjunto A por:

» extension: A = {a, e, i, o, u},

= comprensién: A es el conjunto de todas las vocales del alfabeto latino.
Otro ejemplo es el siguiente:
= B=1{0,2,4,6,8}, 0

» B={neN:nesparyn<10}.
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Decimos que un conjunto A estd contenido o incluido en otro conjunto B si todos
los elementos de A son elementos de B. También podemos decir en este caso que A es
un subconjunto de B o que B contiene a A y lo escribimos A C B. Observar que
si AC By B C A entonces A = B. Como ejemplo de inclusiones podemos mirar los
conjuntos de nimeros:

NczcQcRcC.

También escribiremos A B para indicar que A no esta incluido en B, y A & B para
indicar que A estd incluido en B pero estos conjuntos no son iguales. El conjunto
vacio se notard por (). Este es el conjunto que no tiene elementos. Observar que si X
es cualquier conjunto, entonces () C X.

4 leA {2)¢4
° {1} {1} e A
1 (1}cA
’ {fiypca

Los elementos de A son 1, 2y {1}.

Figura 1.1: Diferencia entre pertenecer a un conjunto y estar incluido en él.

1.2 Unién de conjuntos
La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto
AUB={x:x€ Aox € B}.

Observar que A y B son ambos subconjuntos de A U B. Més ain, AU B es el menor
conjunto que contiene a ambos, es decir que si otro conjunto C' contiene a A y a B,
entonces AU B C C.

Observacién 1.2.1. La union de conjuntos es claramente conmutativa (por definicion).
También es, por definicion, asociativa. Es decir que si A, B y C son tres conjuntos,
entonces

AUu(BUC)=(AuB)UC.

Para esto simplemente observamos que x € AU(BUC) si y sdlo si se da alguna de las
siguientes condiciones: (1) x € A, (2) z € B, (3) z € C.
De la misma forma se observa que x € (AU B)UC si y sdlo si se cumple alguna de las

condiciones (1), (2) o (3).

La Observacién 1.2.1 permite que tenga sentido notar A U B U C sin paréntesis, que
representa entonces la unién de tres conjuntos.

Consideremos ahora una coleccion de conjuntos C. Definimos la uniéon de C por
JC :={z: 2 € C para algin C € C}.
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Observar que si C = {A, B}, entonces
Uc=AuB.
Si tomamos C = {Ay,..., A, } escribimos

AU.. U4, =JC.

Si A= {A;|i€ I} esuna familia de conjuntos, una notacién usual para |J.A es

UA=UA4.

iel
Es decir,
A ={z:2 €A, para algin i € I}.
iel
Ejemplo
Para cada ntmero primo p € N definimos el conjunto A, = {pn : n € N}.

Notamos por P al conjunto de todos los niimeros primos. Se tiene

U A4, =10,2,3,4,5,6,...}

peEP

(el conjunto que contiene a todos los niimeros naturales excepto el 1).

1.3 Interseccién y resta de conjuntos

Si A y B son conjuntos, definimos:
» su interseccién: AN B :={z:z€ Ay x € B},
» ysuresta: A\ B:={x € A:x ¢ B}.

Diremos que A y B son disjuntos si AN B = (). Observar que la interseccién (al igual
que la unién) es conmutativa y asociativa (la resta no es ni una cosa ni otra).

AUB ANB A\ B AAB

Figura 1.2: Operaciones bésicas entre dos conjuntos.

Consideramos A = {2n : n € N}, B = {3n : n € N}. Luego

ANB={6n:neN}, A\B=1{24,810,14,16,---}
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L (el conjunto de los pares que no son multiplos de 3) J

En general, si C es una coleccién de conjuntos, su interseccion se define por
(C:={z:2e€CVCeC}
Si C estd indexada (C = {C;}icr), entonces también escribimos
Nec=Nc.
iel
Por ejemplo si consideramos los conjuntos A, como en el Ejemplo 1.2, tenemos

M A4, = {0}.

peEP

Si A C X, entonces definimos el complemento de A en X como el conjunto A¢ = X'\ A.
Observar que en la notacién A° no se explicita el conjunto X . Cuando se habla de com-
plemento, el conjunto X se piensa como el universo en el que estan contenidos los
conjuntos y se deduce del contexto. Si esto no es asi, entonces es mejor mantener la
notacién X \ A que explicita el conjunto X.

Probar, para A, B subconjuntos de X:
1. A\ B=An B

2. Si A C B, entonces B¢ C A (el universo implicito es X).
Solucién Recordemos que, si A y B son subconjuntos de un conjunto universo
X, entonces A\B={rxeX: z€Aya¢B},yB°={reX: x¢ B}.

1. Queremos probar que A\ B = AN B¢. Para probar una igualdad entre con-
juntos, probamos las dos inclusiones.

Primero veamos que A\ B C ANB¢. Sea x € A\ B. Por definicién de diferencia
de conjuntos, esto significa que z € Ay x ¢ B. Como x ¢ B, por definicién
de complemento se tiene que x € B¢. Entonces x € A y x € B. Por lo tanto,
r€ AN B Asi, A\ BC An B°.

Ahora probemos la inclusién contraria: AN B¢ C A\ B. Sea x € AN B. Por
definicién de interseccién, x € Ay x € B°. Como x € B¢, por definicion de

complemento, © ¢ B. Entonces x € Ay x ¢ B. Por definicién de diferencia
de conjuntos, z € A\ B. Asi, ANB°C A\ B.

Como probamos ambas inclusiones, concluimos que A\ B = AN B¢.
2. Supongamos que A C B. Queremos probar que B¢ C A°.

Sea z € B¢ Por definicion de complemento, z ¢ B. Queremos probar que
x € A° es decir, queremos probar que z ¢ A.

Razonemos por contradicciéon. Supongamos que z € A. Como A C B, todo
elemento de A pertenece también a B. Entonces, de x € A se deduce que
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x € B. Pero esto contradice que = ¢ B.

Por lo tanto, no puede ocurrir que x € A. Entonces x ¢ A. Por definicién
de complemento, © € A°. Asi, todo x € B¢ pertenece a A, y por lo tanto
Be C A-.

Diremos que dos conjuntos son disjuntos si su interseccién es ().

,Cuales de los siguientes conjuntos son iguales?
a) {1,2,3}

)

) {3,2,1}

) {1}, {2}, {3}}
; {{1,2,3}}
)
)

i) {{1},{2},{3}} n{1,2,3}
Solucién Recordemos que en un conjunto no importa el orden ni las repeticiones.
Por lo tanto,

{1,2,3} ={1,2,2,3} = {3,2,1} = {3,2} U {1, 2}.
Luego los conjuntos iguales son los de los items a, b, ¢, g, h. En efecto,
{3,2} U{1,2} ={1,2,3}.

Los demés son distintos: en el item 4 los elementos son los conjuntos {1}, {2}, {3};
en el item 5 hay un tdnico elemento, que es {1,2,3}; en el item 6 los elementos
son 1y {2,3}. Finalmente,

{{1}7 {2}7 {3}} N {17 2, 3} =4,

pues ningun elemento del primer conjunto coincide con un elemento del segundo.

Sea A = {1,{1},2}. Indique cuéles de las siguientes afirmaciones son validas.
a) 1€ A

{1} C A

)

)

) {{lpcA
) {2} € A
)

)

)
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Solucién
Los elementos de A = {1,{1},2} son exactamente 1,{1},2. Por tanto:
afirmacion | valor | razén
a)le A V | 1 es elemento de A
b) {1} € A V| {1} es elemento de A
c){1} C A V |1€A
d{1}}cA| v [{1}eA
e) {2} € A F | {2} no es elemento de A
f) {2} C A V |2€A4
92 cA| F |{21¢4
h{{21}cA| F [{{2}}¢Z4
Luego las vélidas son a), b), ¢), d), f).

A J

Ejercicio
Indique si las siguientes afirmaciones son validas.

a) 0 el

o

o 0
N—
=

SRS
N MiN IN
p—~—=
=S

—— =

f) 0 ¢ {0}
Solucién Recordemos que ) no tiene elementos, que ) C A para todo conjunto
A,y que A C B significa A C By A # B. Entonces:

afirmacién | valor | justificacién
a)led F | 0 no tiene elementos
by C0 V |0 C A para todo A
c)DC0 F [0=0

d)Pe{d}| V |{0} tiene como tnico elemento a )

e) 0 C{0}| V |0 C Aparatodo A

DOCi)| v |0C 0}y 0 {0}

Por lo tanto, las verdaderas son: b), d), e), f).
- J

Determine todos los elementos de los siguientes conjuntos.
a) {1+ (-1)" |n € N}

b) {1+ (1/n) |n € {1,2,3,5,7}}

c) {n+n*|nef0,1,2,3,4}}
Solucién a) {1+ (—1)":n € N} = {0,2}, pues si n es par, 1 + (—1)" = 2, y si
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n es impar, 1 4+ (—1)" = 0.
1

b) {1+ ne {1,2,3,5,7}} - {2,
n

c) {n+n*:nec{0,1,2,3,4}} ={0,2,6,12,20}.

Dados A, B conjuntos, llamamos diferencia simétrica entre A y B al conjunto
AAB=(AUB)\ (ANB).

Observar que AAB=(A\B)U(B\A)yque AAB=BAA.
Solucion
Sea z un elemento del universo. Entonces

re€ AAB<x€(AUB)\(ANB).
Por definiciéon de diferencia,

r€AAB<+<=x€cAUByxz¢ ANB.
Es decir,

r€AAB<= (r€Aox € B)ynoocurre que (t € Ay x € B).

Por lo tanto, x pertenece a exactamente uno de los dos conjuntos A y B. Entonces
r€ AAB <« (r€Ayx ¢ B)o(r € Byx ¢ A). Luego x € AA B <~
z € (A\ B)U(B\ A). Como esto vale para todo x, se concluye que A A B =
(A\B)U(B\ A).

Ademés, AAB = (A\B)U(B\A)y BAA=(B\A)U(A\ B). Como la unién es
conmutativa, (A\ B)U(B\ A) = (B\ A)U(A\ B), por lo tanto AA B = BA A.

1.4 Producto cartesiano de conjuntos

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se define como
Ax B={(a,b):ac A, be B},

donde (a, b) es el par ordenado de los elementos a y b. Observar que, al tratarse de pares
ordenados, el producto cartesiano no es conmutativo.

10
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B=1{6,7,8)}

A 7 g
= 1| (1,6) (1,7) (1,8)
L] e @ @s

> B

Figura 1.3: El producto cartesiano A x B como conjunto de pares ordenados.

1. SiA=0o0 B =0, entonces A x B = ().
2. Si A={1,2} y B={6,7,8}, entonces
Ax B=1{(1,6),(1,7),(1,8),(2,6),(2,7),(2,8)}.
Determinar B x A.

3. El producto cartesiano de la recta real R con si misma es el plano R? =
R x R. De esta manera los puntos del plano quedan determinados por sus dos
coordenadas reales.

(3,2)

B

1.5 Conjunto de partes
El conjunto de partes o conjunto potencia de un conjunto A es
P(A)={B|BCc A}

11
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es decir, el conjunto formado por todos los subconjuntos de A.

Ejemplo

1. El conjunto de partes de A = {1,2} es

P(A) = {(Dv {1}7 {2}7 {L 2}}

2. El conjunto de partes del conjunto vacio es P(()) = {0}.

&

&

Sean

a) A={neN:1<n<7}
b) B={2n:n € A}

c) C={3n:ne (AN B)}
d) D ={1,2,3}

Calcular:

Solucién

A={1,2,3,4,56,7}, B ={2,4,6,8,10,12,14}.

Ademéas, AN B = {2,4,6}, y por lo tanto C' = {3n:n € AN B} = {6,12, 18}.
Entonces:

a) AUB = {1,2,3,4,5,6,7,8,10,12, 14}

b) AUD = A= {1,2,3,4,5,6,7}.

c) AnC = {6}.

d) A\ B=1{1,3,57).

e) A\ D = {4,5,6,7}.

f) D\ A=0.

g) O\ A={12,18}.

h) AAD=(A\D)U(D\ A) ={4,5,6,7}.

i) Como BU D = {1,2,3,4,6,8,10,12,14}, se tiene A A (B U D) =
{5,7,8,10,12, 14}.

) Ax D= 1{(1,1),(1,2),(1,3), 2, 1),(2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3),
(4,1),(4,2),(4,3),(5,1),(5,2), (5,3), ( 1), (6,2{, 3), ( 1),(7,2),(7,3)}.

); 6.
k) P(D) = {0, {1}, {2}, {8} {1,2}, {13}, {2.3}, {1,2,3}).

-
.
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Considerando los siguientes subconjuntos de Z, indique cuales son iguales entre
si.

A={2m+1|meZ}, B={2n+3|ne€Z}, C={2m-3|meZ},
D={3r+1|reZ}, E={3m+2|meZ}, F={3m—-2|meclZ}.

Solucién
Los conjuntos

A={2m+1:m e Z}, B={2n+3:n€Z}, C={2m—-3:meZ}
son iguales, pues todos describen el conjunto de los enteros impares:
A=B=C={ke€Z:kesimpar}.
En efecto, 2n +3 =2(n+1) + 1, 2m — 3 = 2(m — 2) + 1. Por otro lado,
D=3r+1:reZ}={ke€Z: k=1 (mdd3)}.
Ademés, F ={3m —2:meZ}={3(m—1)+1:m € Z}, por lo tanto D = F.
En cambio, FE = {3m+2:me€Z} ={k€Z: k=2 (mbd 3)}, y no coincide con

ninguno de los anteriores.
Luego las tinicas igualdades entre los conjuntos dados son A = B =C, D = F.

1.6 Funciones

Hasta ahora describimos conjuntos y operaciones entre ellos. El siguiente paso es estu-
diar formas de asignar a cada elemento de un conjunto un elemento de otro. Esa idea
da lugar al concepto de funcion.

Dados conjuntos A, B, se llama relaciéon de A en B a cualquier subconjunto de A x B.

Una funcién de A en B es una relacién f C A x B que cumple:

Va € A existe un tnico b € B tal que (a,b) € f

En este caso llamamos dominio de f al conjunto A y codominio de f al conjunto B.

Escribimos f : A — B para indicar que f es una funcién de A en By f(a) = b
para denotar que (a,b) € f.

Ademés, notaremos B4 al conjunto de todas las funciones de A en B.

13
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A Funcién B A\Io es funcién
) ) ) )
ae—_ | _—® b1 a1 @~ > by
] T
as e | >o b a2 e T b,

/
a3 e | ® b3 az e e b3
N N N N

un elemento tiene dos imagenes
y otro no tiene imagen

Figura 1.4: Una funcién asigna a cada elemento del dominio un tnico elemento del
codominio.

Ejemplo

1. La tnica funcién posible f : ) — B es la funcién vacia.

2. Sea X cualquier conjunto. Definimos la funciéon identidad en X por

idx : X = X, idx(x) =z Vr e X.

3. Si A C B definimos la funcién inclusiéon por
i:A— B, i(a) =aVa€ A.

(Si A = B, entonces i = id,.)
4. Tomemos by € B. La funcién constante by es f: A — B, f(a) = by Va € A.

5. 51 f : X = Y es una funciéon y A C X, llamamos restriccion de f al
subconjunto A, a la funcién f, : A =Y definida por f,(z) = f(z).

Averiguar si cada una de las siguientes relaciones de A en B es una funcién. Si lo
es, determinar su imagen.

1. {(z,y):z,yeR, y=2>+7}), A=Ry B=R.
2. {(z,y) :z,yeR, y* =2}, A=Ry B=R.
3. {(z,y):z,yeR, y=3x+1}, A=Ry B=R.

4. {(z,y):z,yeQ, 22 +y*=1}, A=Qy B=Q.

Solucién
Recordemos que una relacion de A en B es funcién si para cada x € A existe un
tnico y € B tal que (x,y) pertenece a la relacion.

1. Si es funcién, pues para cada r € R existe un tnico y = 2% + 7. Su imagen es

Im(f) = {2®+7: 2 € R} = [7,4+00).

14
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2. No es funcién. Por ejemplo, si # = 1, entonces y?> = 1 tiene dos soluciones:
y=1ey=—1. Ademsds, si x < 0, no hay soluciones reales.

3. Si es funcién, pues para cada x € R existe un tinico y = 3z + 1. Su imagen es
Im(f) =R, ya que dado y € R, tomando = (y — 1)/3 se obtiene y = 3x + 1.

4. No es funcién. Por ejemplo, si # = 0, entonces 4> = 1, y por tanto y = 1 o
y = —1. Hay dos valores posibles de y € Q para el mismo x.

1.6.1 Imagenes y preimagenes

Tomemos f : A — B una funcién. Si f(a) = b, decimos que b es la imagen de a por f
y que a es una preimagen de b por f. Ademas, para X C A, Y C B, definimos

» f(X)={f(x): 2z € X} CB.
» fUY)={a€ A: f(a) e Y}

También diremos que la imagen de la funcién f (o su recorrido) es el conjunto f(A).

Consideremos una funciéon f : X — Y y dos familias de subconjuntos {4;};cr v
{Bi}icr con A; C X y B; C Y para todo i € I, se tiene

. f (UieI Ai) = Uie] f(AZ)

o f(Mier Ai) C Nier f(A4;). i Se da la igualdad en general?
S (Uier Bi) = Uier f7H(By).

FH (Nier Bi) = Nier f1(By).

La regla de asignacion

idefine una funcion f: R — R? ;y una funcién f: Z — Z? En caso de que no,
dar un dominio y un codominio donde dicha regla si defina una funcién.
Solucién

No define una funcién f: R — R, porque la regla no esta definida en

z=+/2 nien x:—\/i,

ya que allf 2 — 2 = 0. Tampoco define una funcién f: Z — Z, porque aunque
2? — 2 # 0 para todo x € Z, los valores no siempre son enteros. Por ejemplo,

1 1
=—=— @& /%
Una forma correcta de definir la funcién es
1
f:R\{_\/ﬁv\/ﬁ}%R? f(:E):xQ_Q
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También, restringiendo el dominio a los enteros, se puede definir

1
x2 -2

f12-Q  f(x)=

1.6.2 Inyectividad y sobreyectividad

Decimos que una funciéon f: X — Y es inyectiva si para x # 2’ se tiene f(x) # f(2').

Ejemplo

1. La inclusién ¢ : A — B (si A C B) es siempre inyectiva. También lo es la
identidad.

2. Una funcion constante f : A — B no es inyectiva, salvo que A sea un conjunto
unitario.

3. La funcién f: N — N, f(n) = 2n, es inyectiva.

4. La funcién f:Z — N, f(n) = |n|, no es inyectiva pues f(—1) = f(1).
N J

Decimos que f: X — Y es sobreyectiva si f(X) =Y, es decir, si su imagen coincide
con su codominio.

1. La inclusiéon de A en B no es sobreyectiva salvo que A sea igual a B. En ese
caso la funcién es la identidad.

2. f:Z — N, f(n) = |n|, es sobreyectiva.

Consideremos una funcién f : X — Y y dos conjuntos A C X y B C Y. Probar
que:

1. AcC f7Yf(A)) y la igualdad se da si y sélo si f es inyectiva.

2. f(f~Y(B)) C By la igualdad se da si y sdlo si f es sobreyectiva.

Solucién

Primero observemos que, tal como esta escrito, los “si y s6lo si” deben entenderse
como: la igualdad vale para todo A C X si y sélo si f es inyectiva, y la igualdad
vale para todo B C Y siy sélo si f es sobreyectiva.

1. Sea x € A. Entonces f(z) € f(A), luego x € f~1(f(A)). Por lo tanto A C
F7Yf(A)). Ademas,

z € fTHf(A) = f(z) € f(A) == Ta € A: f(z) = f(a)

(
i f esinyectiva, de f(x) = f(a) se deduce z = a, y por tanto x € A. Luego
f(A)) C A, y entonces f~(f(A)) = A. Reciprocamente, supongamos que
f(4))

= A para todo A C X. Sean x1, 25 € X tales que f(z1) = f(x2).

= N

,1(
_1(
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Tomando A = {z,}, se tiene f(xq) € f(A), luego zy € f71(f(A)) = A = {x1}.
Asi, x9 = x1. Por lo tanto f es inyectiva.

2. Sea y € f(f~'(B)). Entonces existe x € f~!(B) tal que y = f(z). Como
x € f~YB), se tiene f(z) € B. Luego y € B, y por tanto f(f~'(B)) C B.
Ademds, f(f~1(B)) = BN f(X). En efecto, siy € f(f~(B)), entonces y € B
yy € f(X), luego y € BN f(X). Reciprocamente, si y € BN f(X), entonces
existe + € X tal que y = f(z), y como y € B, resulta x € f~!(B). Luego
y = f(z) € f(f71(B)).

Por lo tanto, f(f~!(B)) = B para todo B C Y siy sélo si BN f(X) = B para
todo B C Y, lo cual equivale a B C f(X) para todo B C Y. En particular,

tomando B =Y, esto equivale a Y C f(X), es decir, f(X) =Y. Por lo tanto,
la igualdad vale para todo B C Y siy sélo si f es sobreyectiva.

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Inyectiva Sobreyectiva Biyectiva

Figura 1.5: Tres tipos importantes de funciones.

Determinar si la funcién f: Z — Z es inyectiva y/o sobreyectiva y hallar su
imagen en cada uno de los siguientes casos.

a) flx)=x+47
b) f(z) =2z -3
c) flx)=—z+5
d) f(z) =22

e) flz)=2>+x
f) f(z) =2
Solucién

a) f(xr) = x+ 7. Es inyectiva, pues x +7 = y + 7 implica x = y. Es sobreyectiva,
pues dado z € Z, tomando © = z — 7 € Z se tiene f(z) = z. Por tanto,
Im(f) = Z.

b) f(z) = 2z — 3. Es inyectiva, pues 2x — 3 = 2y — 3 implica x = y. No es
sobreyectiva, porque sus valores son siempre impares. Su imagen es

Im(f)={2r—3:2€Z}={2€Z: z es impar}.
¢) f(z) = —x + 5. Es inyectiva, pues —x + 5 = —y + 5 implica * = y. Es

sobreyectiva, pues dado z € Z, tomando x =5 — z € Z se tiene f(x) = z. Por
tanto, Im(f) = Z.
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d) f(z) = 2. No es inyectiva, pues f(1) = f(—1) = 1. No es sobreyectiva,
porque no toma valores negativos. Su imagen es Im(f) = {2 : z € Z} =
{0,1,4,9,16,...}.

e) f(x) = 2% + z. No es inyectiva, pues f(0) = 0 = f(—1). No es sobreyectiva,
porque sus valores son siempre no negativos y, ademas, no todo entero no
negativo aparece. Su imagen es Im(f) = {#?+z : x € Z} = {z(x+1) : z € Z}.

f)  f(xz) = 2. Es inyectiva, pues z® = y? implica * = y. No es sobreyectiva,
porque por ejemplo 2 no es el cubo de ningiin entero. Su imagen es

Im(f) = {2* : 2 € Z}.

1.6.3 Composicion y funciéon inversa

Consideremos dos funciones f : X - Y y ¢g: Y — Z, su composicion es la funcion
go f: X — Z, definida por

(go f)(z) =g(f(x)) Vx € X.

gof

Figura 1.6: La composicion g o f como aplicacion sucesiva de dos funciones.

Proposiciéon 1.6.1. 1. La composicion de funciones es asociativa.

2. La composicion de funciones no es conmutativa.

3. Dada f : A— B, se tiene foidy=f yidgo f=f.

Demostracion. Se hizo en clase, queda como ejercicio revisarla. [

En el caso X = Z decimos que g es inversa de fsigof =idx : X - Xy fog=
tdy : Y — Y. Si f tiene una inversa diremos que es invertible.

Proposicién 1.6.2. Si una funcion [ tiene inversa, entonces esta es unica y se nota
ffl

Demostracion. Supongamos que g y h son dos inversas de f, queremos ver que para
todo y € Y, g(y) = h(y). Como f es biyectiva podemos tomar = tal f(x) = y, luego

9(y) = 9(f(x)) = = = h(f(x)) = h(y)- -

Lo que sigue lleva a probar que las funciones que admiten inversa son exactamente las
biyectivas.
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Lema 1.6.3. Sean f: A — B,g: B — C funciones.

1. Si go f esinyectiva, entonces [ es inyectiva.
2. Si go f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

Demostracion. 1. Supongamos que a,a’ son elementos de A tales que f(a) = f(a).
Queremos ver que a = a'.
Aplicando ¢ a la igualdad de arriba, se tiene g(f(a)) = g(f(a’)), que equivale a
(go f)(a) = (go f)(a). hora bien, como g o f es inyectiva, se deduce a = a’.

2. Sea ¢ € C, buscamos b € B tal que g(b) = a. Como go f: A — C es sobreyectiva,
existe a € A tal que (g o f)(a) = c. Entonces g(f(a)) = ¢ y obtenemos que f(a) es
un elemento como el b que buscabamos.

O
Proposicién 1.6.4. Una funcion es invertible si y solo si es biyectiva.

Demostracion. (=) Supongamos que g es una inversa de f. Veamos primero que f es
inyectiva. Como go f =id4 y i1d 4 es inyectiva, se deduce de la primera parte del Lema
anterior, que f es inyectiva.

Por otra parte, como f og =1idg y idp es sobreyectiva, se deduce de la segunda parte
del Lema anterior, que f es sobreyectiva.

(<) Ahora supongamos que f es biyectiva y definamos su inversa g de la siguiente
manera: para y € Y sabemos que existe un tnico z € X tal que f(x) = y. Ponemos
entonces g(y) = . Es directo ver que g es la inversa de f. [

Al conjunto de todas las funciones de un conjunto A en un conjunto B lo notamos B4.

Sean A y B conjuntos, con A # (), y sea f : A — B. Decimos que f es invertible
a izquierda si existe g : B — A tal que

go f=idy.
Decimos que f es invertible a derecha si existe g : B — A tal que
f c0g= ldB .

1. Dar ejemplos de funciones invertibles de un solo lado, verificando que la “in-
versa de un lado” no lo sea del otro. Verificar ademas, en cada ejemplo, que
no necesariamente hay una tnica inversa de un lado.

2. Probar que una funcion

a) es invertible a izquierda si y sélo si es inyectiva;

b) es invertible a derecha si y s6lo si es sobreyectiva.

Solucién

1. Ejemplo invertible a izquierda pero no a derecha. Sea

A={0,1}, B={0,1,2}, f(0)=0, f(1)=1.
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Definimos g : B — A por g(0) =0, g(1) =1, g(2) = 0. Entonces g o f = ida,
pero (fog)(2) = f(0) =0 # 2, por lo que g no es inversa a derecha. Ademas,
la inversa a izquierda no es unica, pues también sirve g(0) = 0, g(1) = 1,
g(2) = 1. Ejemplo invertible a derecha pero no a izquierda. Sea

A={0,1,2}, B={0,1}, fO)=0, f(1)=1, f(2)=1.

Definimos g : B — A por ¢(0) = 0, g(1) = 1. Entonces f o g = idp, pero
(go f)(2) =g(1) =1 # 2, por lo que g no es inversa a izquierda. Ademas, la
inversa a derecha no es tnica, pues también sirve g(0) =0, g(1) = 2.

2. a) Supongamos que f es invertible a izquierda. Entonces existe g : B — A tal

que gof = idy . Si f(x) = f(y), aplicando g obtenemos g(f(x)) = g(f(y));
y por tanto x = y. Luego f es inyectiva.

Reciprocamente, supongamos que f es inyectiva. Como A # (), fijamos
ag € Ay definimos g : B — A por

() = z, siy= f(x) para algin z € A,
M e sy fa).

Esta bien definida porque f es inyectiva. Entonces, para todo z € A,
g(f(z)) =z, luego g o f =idy4 . Por lo tanto, f es invertible a izquierda.

b) Supongamos que f es invertible a derecha. Entonces existe g : B — A tal
que fog =1idg. Si y € B, entonces y = idg(y) = f(9(y)), por lo que
y € f(A). Luego f(A) = B,y f es sobreyectiva.
Reciprocamente, supongamos que f es sobreyectiva. Para cada y € B,
elegimos un elemento x, € A tal que f(z,) = y. Definimos g : B — A por
9(y) = z,. Entonces, para todo y € B,

(fog)y) = fla(y)) = f(zy) = .

Por lo tanto, f o g =idg, y f es invertible a derecha.

Sea A un conjunto con al menos dos elementos. Probar que si f : A — B es tal
que tiene una unica inversa a izquierda o una unica inversa a derecha, entonces
f es invertible.

Solucion

Supongamos primero que f tiene una tunica inversa a izquierda. Entonces existe
una Unica g : B — A tal que go f = id . En particular, f es inyectiva. Probemos
que también es sobreyectiva. Si no lo fuera, existiria by € B\ f(A). Como A tiene
al menos dos elementos, tomamos a;,as € A, a; # as. Definimos dos funciones
91,92 : B — A que coinciden en f(A) por
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lo cual esta bien definido porque f es inyectiva, y ponemos

91(50) = aq, 92(50) =

En los demds puntos de B\ f(A) las definimos igual, de cualquier forma. Entonces
g1 o f=ida, g2 0 [ =ida,

pero g1 # go, contradiciendo la unicidad. Luego f es sobreyectiva. Por tanto f es
inyectiva y sobreyectiva, es decir, invertible.

Supongamos ahora que f tiene una tnica inversa a derecha. Entonces existe una
unica g : B — A tal que fog =idg. En particular, f es sobreyectiva. Probemos
que también es inyectiva. Si no lo fuera, existirian a1, as € A, a1 # as, tales que
f(a1) = f(az2) =b. Sea g : B — A una inversa a derecha. Definimos h : B — A

por h(y) = g(y) si y # b, y clegimos

~ Jaz, sig(h) =a,
hb) = {al, si g(b) # ay.

Entonces h # g y, ademas,

fR®) =6, f(h(y) = fle) =y (y#b)

Luego f o h =idp, lo cual contradice la unicidad de la inversa a derecha. Por lo
tanto f es inyectiva. Como ya era sobreyectiva, f es invertible.

1.7 Ejercicio de respuesta Verdadero/Falso

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Si A C B, entonces AUC C BUC.
b) A\ (BNC) = (A\ B)U(A\ C).
) AAB =0 siysblosi A= B.
) AA(BAC) = (AAB)AC.
) P(ANB) =P(A) NP(B).
f) P(Au B) =P(A) UP(B).
g) SSAxC=BxCyC#0, entonces A = B.
h) Si Ax C C B x C, entonces A C B.
Respuesta

c
d
e

a)V, b))V, ¢)V, d)V, eV, f)F, gV, h)F.
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Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Para todo conjunto A, se tiene () € P(A).
b) Para todo conjunto A, se tiene {0} C P(A).
) Si A tiene n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos.
) Si P(A) = P(B), entonces A = B.
) Si A C B, entonces P(A) C P(B).
f) SiAe 73( ), entonces A C B.
g) Si A C P(B), entonces A C B.
h) Si A € B, entonces A C B.
Respuesta

a)V, bV, oV, 4V, &V, )V, g F, h)F.

-
-

Ejercicio

Sea f: X — Y una funcién. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. Justifique.

a) Para todo A C X, se tiene A C f71(f(A)).
) Para todo A C X, se tiene f~!(f(A)) C A.
) Si f es inyectiva, entonces f‘l(f(A)) = A para todo A C X.
) Para todo B C Y, se tiene f(f~*(B)) C B.
) Para todo B C Y, se tiene B C f(f_ (B)).

f) Si f es sobreyectiva, entonces f(f~1(B)) = B para todo B C Y.
g) Si f(A1) = f(As), entonces A; = A,.
h) Si f~'(By) = f~'(By), entonces By = Bs.

Respuesta

a)V, b)F, ¢V, d)V, eF, )V, g F, h)F.

S~
-

Ejercicio

Sea f: X — Y una funcion y sean {A;};c;r subconjuntos de X y {B;}ies sub-
conjuntos de Y. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Justifique.

a) f(Uier i) = ieI f(A).

b) ( zGIA ) zEI f( )
C) f (ﬂzEI ) C anI f( )
d) Si f es inyectiva, entonces f (N;er Ai) = Nier f(4:).
e) f7 (Uier Bi) = Uier f71(By).

f) f_l (nzel B; ) = ﬂie[ f_l(Bi)‘

g) Si By N By =0, entonces f~1(By) N f~1(By) = 0.

h) Si AN Ay =0, entonces f(A;) N f(Az) = 0.
Respuesta

a)V, b)F, ¢)V, 4V, eV, )V, gV, h)F.
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Indique si las siguientes afirmaciones sobre funciones son verdaderas o falsas.
Justifique.

a) Sigo f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

) Si go f esinyectiva, entonces g es inyectiva.

) Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

) Sigo f es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.

) Si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.
)
)
)

oINS

— @

Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

Si g o f es biyectiva, entonces f es inyectiva y g es sobreyectiva.
Si g o f es biyectiva, entonces f y g son biyectivas.

Respuesta

= 09

a)V, b)F, o)V, d)F, eV, )V, gV, h)F.

Indique si las siguientes afirmaciones sobre inversas son verdaderas o falsas. Jus-
tifique.

a) Si f tiene inversa a izquierda, entonces f es inyectiva.

) Si f tiene inversa a derecha, entonces f es sobreyectiva.

) Si f es inyectiva, entonces tiene inversa a izquierda.

) Si f es sobreyectiva, entonces tiene inversa a derecha.

) Si f tiene inversa a izquierda, entonces esa inversa es tnica.

)

)

)

o eIR"

—

Si f tiene inversa a derecha, entonces esa inversa es unica.

Si f es biyectiva, entonces tiene una unica inversa.

Si f tiene una tUnica inversa a izquierda y el dominio tiene al menos dos
elementos, entonces f es biyectiva.

Respuesta

= 09

a)V, b)V, o)V, &)V, e F, f)F, gV, hV.

1.8 Ejercicio de opcién maultiple

En cada pregunta, marque la inica opcién verdadera.

1. Sean A, B, C conjuntos. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) P(AUB) =P(A)UP(B).
b) A\(BNC)=(A\B)Nn(A\C).
c) Si AC B, entonces AUC C BUC.
d)
e) Si A C P(B), entonces A C B.

Si Ax C =B x (C, entonces A = B, sin importar si C' es vacio o no.

2. Sean A y B conjuntos. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Para todo conjunto A, se tiene () € A.
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b) Si A € P(B), entonces B C A.

c¢) Si P(A) = P(B), entonces A = B.
d) Si A € B, entonces A C B.

e) Si A C P(B), entonces A C B.

3. Sea f : X — Y una funcion, sean A, A, C X y B C Y. ;Cudl de las siguientes
afirmaciones es verdadera para toda funcion f7

a) f7H(f(A)) C A.
b) f (ﬂiel Az‘) = (ier f(Az)
¢) [ (Uier Ai) = Uies f(A4).
d) B C f(f~(B)).
e) Si A; N Ay =10, entonces f(A;) N f(Az) = 0.
4. Sean f: X — Y yg:Y — Z funciones. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es
verdadera?
a) Si go f esinyectiva, entonces g es inyectiva.
b) Si go f es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.
c) Si go f es biyectiva, entonces f y g son biyectivas.
d) Si fy g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

e) Si go f es sobreyectiva, entonces f es inyectiva.
5. Sea f: X — Y una funcién. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si f tiene inversa a izquierda, entonces f es inyectiva.
b) Si f tiene inversa a derecha, entonces f es inyectiva.
c) Si f tiene inversa a izquierda, entonces esa inversa es tnica.
d) Si f tiene inversa a derecha, entonces esa inversa es unica.
e) Si f es sobreyectiva, entonces tiene inversa a izquierda.
6. Sean A, B, C' conjuntos. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) SiA\ B=A\C, entonces B =C.
b) Si AUB = AUC, entonces B = C.
c) SiANB=ANC, entonces B = C.
d) Si A\ B =0, entonces A C B.
e) Si AAB = AAC, entonces BN C = {).

7. Sea f: X — Y una funcién. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si f( 1) C f(As), entonces A} C As.
b) Si f~YB;) C f~1(By), entonces B; C Bs.
c) Si f es inyectiva y f(A1) C f(Asy), entonces A; C As.
d) Si f es sobreyectiva 'y f(A;) C f(As), entonces A; C As.
) Para todo A C X, se tiene f~1(f(A)) = 0.

(&
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8. Sean f: X - Y yg:Y — Z funciones. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es
verdadera?
a) Sigo f esinyectiva y f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
b) Si go f es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva.
c) Sigo f esinyectiva y g es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva.
d) Si go f es sobreyectiva y f es inyectiva, entonces g es inyectiva.

e) Si go f es biyectiva, entonces f y g son biyectivas.

Clave:
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Nos enfocamos ahora en estas preguntas:

=/ Qué es contar?

= ; Qué significa que un conjunto tenga n elementos?

Para ilustrar esto, antes de verlo formalmente, consideremos el conjunto {a, b, ¢, d, e}.
Lo que se hace es senalar cada elemento y decir en orden los nimeros naturales a partir
del 1, como se muestra en la siguiente figura:

{a,

S R

(Para qué estudiamos cardinalidad?

Contar un conjunto no significa solamente enumerar sus elementos: significa com-
pararlo con un conjunto modelo, como {1,...,n}, mediante una biyeccién. Esta idea
permite definir con precision cuando un conjunto tiene n elementos, cuando dos con-
juntos tienen la misma cantidad de elementos y cuando un conjunto es infinito.
Cuando ya no quedan elementos que senalar, se toma el tltimo natural n usado y se
declara: “El conjunto tiene n elementos”.

El conjunto de la figura tiene entonces 5 elementos. Podemos observar que alli se es-
tablece una funcién entre el conjunto {a,b,c,d,e} y el conjunto {1,2,3,4,5}. Vemos
ademas que esta funcion es biyectiva.
Podria pasar que dado un conjunto X no fuera posible llevar a cabo este proceso de
manera de agotar todos sus elementos. En ese caso estamos en presencia de lo que lla-
mamos un conjunto infinito. En este capitulo formalizaremos estas ideas.

Diremos que un conjunto X es finito si es vacio o bien existe una funcién biyectiva

fAL...,n} =X

para algiin nimero natural n € N*. Si X no es finito, diremos que es infinito.
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X ={a,b,c,d, e} {1,2,3,4,5}
O ) O )
a e >0 |
be >e 2
ce >e 3
de e /

c e >e 5

Contar es construir una biyeccién
con un conjunto modelo.

Figura 2.1: El conjunto X tiene 5 elementos porque X ~ {1,2,3,4,5}.
El siguiente es un resultado clasico, a la vez simple y poderoso, entre otras cosas para
poder definir la cantidad de elementos de un conjunto.

Teorema 2.0.1 (Principio del Palomar). Sea n un natural no nulo. No existe una
funcion de {1,...,n+ 1} en {1,...,n} que sea inyectiva.

Demostracion. Probamos por induccién en n > 1. Para n = 1, la tunica funcién f :
{1,2} — {1} verifica f(1) = f(2) = 1, luego no es inyectiva.
Supongamos ahora que no existe una funcién inyectiva

{1,...,n+1} = {1,...,n}.
Veamos que no existe una funcién inyectiva
fAL ... on+2} = {1,...,n+1}.
Supongamos, por contradiccion, que tal f existe. Sea
A=f({1,....n+1}) C{1,...,n+1}.

Construiremos una funcién inyectiva g : {1,...,n+ 1} — {1,...,n}, contradiciendo la
hipétesis inductiva.

Sin+1¢ A, definimos g(x) = f(z), z € {1,...,n + 1}. Entonces ¢g toma valores
en {1,...,n} y es inyectiva.

Sin+1¢€ A, existe a € {1,...,n+ 1} tal que f(a) = n
Como f es inyectiva y a # n + 2, se tiene b = f(n+2) # f(a

be{l,...,n}. Definimos
ﬂ@:{ﬂ@,x#@

b, T =a.

+ 1. Sea b = f(n+ 2).
) = n+ 1, por lo tanto

Entonces ¢g toma valores en {1,...,n}. Ademads, g es inyectiva: si z,y # a, se deduce
de la inyectividad de f; si x = a e y # a, entonces

g(x) =b=f(n+2)# f(y) =9(y),

porque y # n+ 2y f es inyectiva. El caso y = a,  # a es igual.
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En ambos casos construimos una funcién inyectiva
g:{1,...,n+1} = {1,...,n},
contradiccion. Por lo tanto no existe una funcién inyectiva
{1,....n+2} = {1,...,n+ 1}
Por induccién, no existe una funcién inyectiva {1,...,n+ 1} — {1,... ,n}. ]

El nombre Principio del Palomar se debe a su formulacién mas popular: no pueden
meterse n + 1 palomas en n jaulas sin que dos palomas compartan una jaula.

n + 1 objetos n cajas

Si hay més objetos que cajas,
alguna caja recibe al menos dos objetos.

Figura 2.2: Idea visual del Principio del Palomar.

Probar que cualquier subconjunto de seis elementos del conjunto S = {1,2,...,9}
debe contener dos elementos cuya suma sea 10.

Solucién

Agrupamos los elementos de S segtn las parejas que suman 10:

{1,9}, {2,8}, {3,7}, {4,6}, {5}.

Estos cinco conjuntos forman una particién de S.

Sea A C S tal que A tiene seis elementos. Como los seis elementos de A deben
ubicarse en los cinco bloques anteriores, por el principio del palomar hay al menos
un bloque que contiene dos elementos de A.

El bloque {5} tiene un solo elemento, por lo que ese bloque no puede ser el que
contiene dos elementos. Por lo tanto, alguno de los bloques

{1,9}, {2, 8}, {3, 7}, {4,6}

contiene dos elementos de A.
Pero en cada uno de esos bloques los dos elementos suman 10. Luego A contiene
dos elementos cuya suma es 10.
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@) () (o) (@) (@)

Los 9 elementos quedan divididos en 5 bloques.
Si elegimos 6 elementos, dos caen en un mismo bloque.

Figura 2.3: Particién de {1,...,9} en bloques asociados a sumas iguales a 10.

Demuestre que entre 50,000 personas hay al menos dos que nacieron exactamente
el mismo dia del ano.

Solucién Hay a lo sumo 366 fechas posibles de cumpleanos.

Distribuimos las 50,000 personas en 366 grupos, segtin su fecha de nacimiento. Si
en cada grupo hubiera a lo sumo una persona, habria a lo sumo 366 personas en
total, lo cual contradice que hay 50,000 personas.

Por el principio del palomar, al menos un grupo contiene dos personas. Es decir,
existen al menos dos personas que nacieron el mismo dia del ano.

Corolario 2.0.2. 1. Consideremos niumeros naturales n,m tales que n < m. Luego
no eziste ninguna funcion de {1,...,m} en {1,...,n} que sea inyectiva.

2. N es infinito.
Demostracion. 1. Si f : {1,...,m} — {1,...,n} fuera inyectiva y m > n, enton-

ces la restriccién fi, ni1y 0 {1,...,n + 1} = {1,...,n} también seria inyectiva,
contradiciendo el Principio del Palomar.

2. Si N fuera finito, existirfa una biyeccién f : {1,...,n} — N para algin n € N*.
Entonces f~!: N — {1,...,n} serfa inyectiva. Restringiendo a {1,...,n+ 1} C N,
obtenemos una funcién inyectiva

f|§11,...,n+1} : {17 e 7n+ 1} - {17 e 7n}7

lo cual contradice el Principio del Palomar. Por lo tanto, N es infinito.

Proposicién 2.0.3. Sea f:{1,...,n} — {1,...,m} una funcion.
» Si f es inyectiva, entonces n < m.
» Si f es sobreyectiva, entonces n > m.

» Si f es biyectiva, entonces n = m.

Demostracion. La primera parte es el contrarreciproco del Corolario a). Por otra parte,
si f es sobreyectiva, por un ejercicio del practico, sabemos que tiene una inversa a
izquierda, y que esta es inyectiva de {1,2,---,m} en {1,2,--- ,n}. Deducimos de lo
anterior que m < n.

Finalmente, si f es biyectiva, su inversa es inyectiva, y por tanto se tiene n < m < n,

de donde n = m.
]
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Inyectiva: n < m Sobreyectiva: n > m

{1,...,n} {1,...,m} {1,...,n} {1,...,m}

Figura 2.4: Restricciones de cardinalidad impuestas por inyectividad y sobreyectividad.

El corolario anterior y el hecho de que la composicion de funciones biyectivas es biyectiva
habilitan la siguiente definicion:

Definicién 2.0.4. Sea X un conjunto finito. Si es vacio, decimos que 0 es el cardinal

de X. En caso contrario, decimos que n es el cardinal de X si existe una funcion
biyectiva f : {1,...,n} — X. Escribimos #X = n.

Decimos que dos conjuntos X e Y son equipotentes si existe una funcién biyectiva
f X — Y. Notaremos en este caso X ~ Y. A partir de esto uno puede decir que X
tiene cardinal n si X ~ {1,...,n}.

Probar, por induccién en n, que todo subconjunto de {1,2,--- ,n} es finito.
Solucion
Probamos por induccién en n la afirmacion:

P(n): todo subconjunto de {1,2,...,n} es finito.

Para n = 1, los subconjuntos de {1} son @), {1}, y ambos son finitos. Luego P(1)
es verdadera.

Supongamos ahora que P(n) es verdadera, es decir, que todo subconjunto de
{1,2,...,n} es finito. Probemos P(n +1). Sea A C {1,2,...,n,n+ 1}. Hay dos
casos. Sin+1 ¢ A, entonces A C {1,2,...,n}. Por hipdtesis inductiva, A es finito.
Sin+1 € A, consideramos A’ = A\ {n + 1}. Entonces A’ C {1,2,...,n}. Por
hip6tesis inductiva, A" es finito. Como A = A’U{n+ 1}, y agregar un elemento a
un conjunto finito da nuevamente un conjunto finito, se concluye que A es finito.
En ambos casos, A es finito. Por lo tanto, todo subconjunto de

{1,2,....n+1}

es finito. Esto prueba P(n + 1).
Por induccién, para todo n € N, todo subconjunto de {1,2,...,n} es finito.

Sea X una coleccion de conjuntos. Probar que la equipotencia define una relacién
de equivalencia en X'. Describir su cociente en el caso de que los elementos de X
sean todos conjuntos finitos.
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Solucion
Definimos, para A, B € X,

A~ B <= Ay B son equipotentes <= 3f : A — B biyectiva.

Probamos que ~ es relaciéon de equivalencia.

Reflexividad. Para todo A € X, la identidad id4 : A — A es biyectiva. Luego
A~ A

Simetria. Si A ~ B, existe una biyeccion f : A — B. Como f es biyectiva, existe
su inversa f~!: B — A, que también es biyectiva. Luego B ~ A.

Transitividad. S1 A ~ By B ~ C, existen biyecciones f : A — B, g:B—C.
Entonces go f: A — C' es biyectiva. Luego A ~ C.

Por lo tanto, la equipotencia es una relaciéon de equivalencia en X'.

Si todos los elementos de X son conjuntos finitos, entonces dos conjuntos son
equipotentes si y solo si tienen la misma cantidad de elementos. Por tanto, las
clases de equivalencia son

(Al ={BeX:|B|=|Al}.

Asi, el cociente queda descrito por los posibles cardinales finitos que aparecen en
X
X/Nz{{AeX:]A|:k}:keN0, JA € X con |A\:k:}.

Probar las siguientes igualdades por induccion en #A:
1. #(AUB) = #A+ #B si Ay B son disjuntos,

2. #(A X B) = #A x #B,
3. #P(A) = 274,

Probar las siguientes igualdades por induccion en #A:

1. #(AUB) = #A+ #B si Ay B son disjuntos,
2. #(A X B) = #A x #B,
3. #P(A) = 274,

Solucién
Probamos por induccién en n = #A.

1. Supongamos AN B = (. Si #A =0, entonces A =0y
H(AUB) = #B =0+ #B = #A + #B.

Supongamos valida la formula para todo conjunto con n elementos y sea
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#A =n+ 1. Tomamos a € A y escribimos
A= A"U{a}, ag¢ A, #A =n.
Como AN B =, también A’'NB =0y a ¢ B. Entonces
AUB = (A"UB)U/{a},
con a ¢ A’ U B. Por hipétesis inductiva,
#(AUB)=#A UB)+ 1= (#A+#B)+1=#A+ #B.

2. Si #A =0, entonces A =0y Ax B =10, luego
H(AxB)=0=0-4#B = #A-#B.

Supongamos la férmula valida para #A = n y sea #A = n + 1. Escribimos
A=AU{a},a ¢ A", #A = n. Entonces

Ax B=(A"xB)U({a} x B),
y esta unién es disjunta. Por la parte anterior y por hipdtesis inductiva,
H#(AXB) = #(A'xB)+#({a} x B) = #A'#B+#B = (#A'+1)#B = #A#B.

3. Si#A =0, entonces A = y P(A) = {0}, por lo que #P(A) =1 = 20 = 2#4,
Supongamos valida la formula para #A = n y sea #A4 = n + 1. Escribimos
A=AU{a},a¢g A, #A" = n. Todo subconjunto de A o bien no contiene a
a, o bien contiene a a. Luego

P(A) = P(A)U{CU{a} : C € P(A)},

y esta unién es disjunta. Ademds, ambos conjuntos tienen la misma cantidad
de elementos. Por tanto, usando la hipodtesis inductiva,

HP(A) = #P(A) + #P(A) = 2#P(A) =2-2" = 2" = o#4,

P(A") {CU{a} : C e PA)}
subconjuntos que subconjuntos que
no contienen a a contienen a a

~N 7

[ P(A) = PA)YU{CU{a} : C € PA)} J

Al agregar un elemento nuevo a, cada subconjunto
de A’ genera exactamente dos subconjuntos de A:
uno que no contiene a a y otro que si lo contiene.

Figura 2.5: Descomposicién de P(A) al agregar un nuevo elemento a.
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El hotel de Hilbert®: Un viajero llega a un hotel de infinitas habitaciones nu-
meradas por N* = {1,2,3,...}. El hotel estd lleno. Entonces el viajero propone
reubicar a cada huésped de la habitacion n en la habitacion n+ 1. Asi queda libre
la habitacion 1.

(a) Reinterpretar este ejemplo en términos de conjuntos infinitos y equipotencia.

(b) Usar la parte anterior para dar una definicién alternativa de conjunto infinito.

we (DD D ERE)
NN\ N
e e (2) (3) (1) (5)

Cada huésped de la habitacién n pasa a la habitacién n + 1.

Figura 2.6: Reubicacion en el hotel de Hilbert: la funcién s(n) = n + 1.

Solucion

(a) El conjunto de habitaciones es N* = {1,2,3,...}. La reubicacién corresponde
as:N*— N*\ {1}, s(n) =n+ 1. Es inyectiva, pues

s(n)=s(m)=n+1l=m+1=n=m.

Es sobreyectiva, puessi k € N*\{1}, entonces k > 2y k = s(k—1). Luego N* ~
N*\ {1}. Asi, un conjunto infinito puede ser equipotente a un subconjunto
propio.

(b) Esto motiva la siguiente definicién alternativa: un conjunto X es infinito si
existe Y C X tal que X ~ Y. Es decir, si existe una biyeccion f : X — Y con
Y C X.

“Este ejemplo se le atribuye al matematico prusiano David Hilbert, quien casualmente nacié
en Konigsberg, la ciudad de los puentes.

2.1 Ejercicio de respuesta Verdadero/Falso

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

a) Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

b) Si X es finito y existe una funcién inyectiva X — Y, entonces Y es finito.

c) Si X es finito y existe una funcién sobreyectiva X — Y, entonces Y es finito.

d) Si X es finito, X # (), y existe una funcién sobreyectiva Y — X, entonces YV’
es finito.
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e) Si X ~Y y X es finito, entonces Y es finito y #X = #Y.
f) Si X es finito, no existe Y C X tal que X ~ Y.
Respuesta

a)V, b)F, ¢V, d)F, ¢V, f)V.

-
-

Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

a) No existe una funcién inyectiva {1,...,n+1} — {1,...,n}.

b) Existe una funcién sobreyectiva {1,...,n} — {1,...,n+ 1}.

c) Si f:{1,...,n} —{1,...,m} es inyectiva, entonces n < m.

d) Sif:{l,...,n} = {1,...,m} es sobreyectiva, entonces n < m.

e) Si f:{l,...,n} = {1,...,m} es biyectiva, entonces n = m.

f) Si n < m, entonces toda funcién {1,...,m} — {1,...,n} identifica al menos
dos elementos.

Respuesta

a)V, b)F, ¢)V, d)F, eV, f)V.

-
(&

Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Si Ay B son finitos disjuntos, entonces #(AU B) = #A + #B.

b) Si Ay B son finitos, entonces #(AU B) = #A + #B.

c) Si Ay B son finitos, entonces #(AU B) = #A+ #B — #(AN B).
d) Si A C By B es finito, entonces #A4 < #B.

e) Si A C By B es finito, entonces #A < #B.

f) Si #A = #B, entonces A = B.

g) Si A ~ B, entonces #A = #B, siempre que A y B sean finitos.
Respuesta

a)V, b)F, ¢)V, d)V, ¢V, f)F, g V.

-
(&

Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Si Ay B son finitos, entonces #(A x B) = #A#B.

)

) Si Ay B son finitos no vacios y A x B ~ A, entonces #B = 1.
d) Si A x B~ B x A, entonces necesariamente A = B.

)

f) Si #(A x B) =0, entonces A =0 o B = 0.
Respuesta

a)V, b)F, ¢V, d)F, eV, f)V.

-
(&
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Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Si A es finito, entonces #P(A4) = 274,
b) Si #A = n, entonces #P(A) = n’.
¢) Si A C By B es finito, entonces #73( ) < #P(B).
d) Si 73( )~ P(B) y A, B son finitos, entonces A ~ B.
e) Si #A = n, entonces la cantidad de subconjuntos propios de A es 2" — 1.
f) Si #A = n, entonces la cantidad de subconjuntos no vacios de A es 2" — 1.
g) Si #A = n, entonces la cantidad de subconjuntos de A con un solo elemento
es n.
Respuesta

a)V, b)F, ¢V, d)V, eV, )V, g)V.

-
-

Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) La equipotencia es una relacién de equivalencia en cualquier coleccion de con-
juntos.
b) Si A~ By B~ C, entonces A ~ C.
) Si A~ B, entonces necesariamente A C B o B C A.
d) Si Ay B son finitos, entonces A ~ B siy sélo si #A = #B.
e) Si A es finitoy B C A, entonces A # B.
f) Si A es infinito, entonces necesariamente A ~ N.
) Si A~ N, entonces A es infinito.
Respuesta

a)V, b)V, ¢F, d)V, eV, f)F, g)V.

-
&

Ejercicio

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) N~ N\ {1}.
b) La funcién s : N* — N*\ {1} dada por s(n) =n + 1 es biyectiva.
¢) Si un conjunto es equipotente a un subconjunto propio de si mismo, entonces
es finito.
d) Ningin conjunto finito es equipotente a un subconjunto propio de si mismo.
e) El hotel de Hilbert muestra que un conjunto infinito puede ser equipotente a
una parte propia.
f) Si X es infinito, entonces para todo xy € X se tiene X ~ X \ {zo}.
Respuesta
a)V, b)V, ¢ F, d)V, e)V, f) F.

S
-
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Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique usando,
cuando corresponda, el principio del palomar.

a) En cualquier subconjunto de 6 elementos de {1,...,9} hay dos elementos que
suman 10.

b) En cualquier subconjunto de 5 elementos de {1,...,9} hay dos elementos que
suman 10.

c¢) En cualquier subconjunto de 6 elementos de {1,...,11} hay dos elementos que
suman 12.

d) En cualquier subconjunto de 7 elementos de {1, ..., 11} hay dos elementos que
suman 12.

e) Entre 367 personas hay dos con el mismo dia de cumpleatios.

f) Entre 366 personas hay necesariamente dos con el mismo dia de cumpleatios.

g) Entre 13 enteros hay dos con el mismo resto al dividir entre 12.

h) Entre 12 enteros hay necesariamente dos con el mismo resto al dividir entre
12.

Respuesta

a)V, b)F, oF, AV, eV, f)F, gV, h)F.

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.

a) Si A tiene n elementos y B tiene m elementos, entonces la cantidad de funciones
A— Besm".

b) Si A tiene n elementos, entonces la cantidad de funciones A — {0,1} es 2™.

¢) Si A tiene n elementos, entonces P(A) ~ {0, 1}4.

d) Si A tiene n elementos y B tiene m < n elementos, entonces toda funcién
A — B falla ser inyectiva.

e) Si A tiene n elementos y B tiene m > n elementos, entonces toda funcion
A — B falla ser sobreyectiva.

f) Si A y B son finitos y existe una biyeccion A — B, entonces existe una
biyeccién P(A) — P(B).

g) Si existe una biyeccién P(A) — P(B) y A, B son finitos, entonces existe una
biyeccion A — B.

Respuesta

a)V, b))V, ¢)V, d)V, eV, )V, g V.

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique.
a) Si Ay B son finitos disjuntos, entonces AU B ~ {1,...,#A + #B}.

b) Si Ay B son finitos, entonces A x B es finito.

c) Si P(A) es finito, entonces A es finito.

d) Si A es infinito y B es finito, entonces A U B es infinito.
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e) Si A es infinito y B C A, entonces B es infinito.

f) Si A es infinito y A C B, entonces B es infinito.

g) Si A es finito y B es finito, entonces A U B es finito.
Respuesta

a)V, b)V, ¢V, d)V, e F, )V, g)V.

2.2 Ejercicio de opciéon maultiple

En cada pregunta, marque la tinica opcién verdadera.

1. Sean X e Y conjuntos. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si X es finito y existe una funcién inyectiva X — Y, entonces Y es finito.

b) Si X es finito, X # (), y existe una funcién sobreyectiva Y — X, entonces Y es
finito.

c) Si X ~Y y X es finito, entonces Y es finito y #X = #Y.
d) Si X es infinito y Y C X entonces Y es infinito.
e) Si P(X) es finito, entonces X es infinito.

2. Sean n,m € N. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) Existe una funcién inyectiva {1,...,n+1} — {1,...,n}.
b) Existe una funcién sobreyectiva {1,...,n} — {1,...,n+ 1}.
c) Si f:{1,...,n} = {1,...,m} es inyectiva, entonces n < m.
d) Sif:{1,...,n} = {1,...,m} es sobreyectiva, entonces n < m.
e) Sin < m, entonces toda funcién {1,...,n} — {1,...,m} es sobreyectiva.
3. Sean A y B conjuntos finitos. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) Siempre se cumple #(A U B) = #A + #B.
b) Siempre se cumple #(AN B) = #A + #B.
c) Si A C B, entonces #A = #B.
d) Si A C B, entonces #A < #B.
e) Si #A = #B, entonces A = B.
4. Sean A y B conjuntos finitos. ;Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) SiAx B=10, entonces A=0y B=40.

b) Si Ay B son finitos, entonces #(A x B) = #A#B.
c) Si A x B~ B x A, entonces necesariamente A = B.
d) Si #A =2y #B = 3, entonces #(A x B) =5.

e) Si #(A x B) =0, entonces A=0y B =10.

5. Sea A un conjunto finito con #A = n. ;Cual de las siguientes afirmaciones es
verdadera?

37



To6picos de Conteo Capitulo 2. Cardinalidad de conjuntos finitos

a) #P(A) = n?.

b) La cantidad de subconjuntos propios de A es 2".

¢) La cantidad de subconjuntos no vacios de A es 2" — 1.

d) La cantidad de subconjuntos de A con un solo elemento es 2".

e) Si A C B, entonces #P(A) = #P(B).
6. Sean A, B, C' conjuntos. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) Si A ~ B, entonces necesariamente A C B o B C A.
b) Si A~ By B~C, entonces A~ C.
c) Si A es infinito, entonces necesariamente A ~ N.
d) Si A es finitoy B C A, entonces A ~ B.
e) Si A~ N, entonces A es finito.

7. (Cual de las siguientes afirmaciones sobre conjuntos infinitos es verdadera?

a) Ningin conjunto infinito puede ser equipotente a una parte propia.

b) Si un conjunto es equipotente a un subconjunto propio de si mismo, entonces es
finito.

¢) N~ N\ {1}.
d) Todo conjunto infinito es equipotente a N.

e) Si X es infinito, entonces para todo zp € X se tiene X ~ X \ {z(}.

8. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) En cualquier subconjunto de 5 elementos de {1,...,9} hay dos elementos que
suman 10.

b) En cualquier subconjunto de 6 elementos de {1,...,11} hay dos elementos que
suman 12.

c) Entre 366 personas hay necesariamente dos con el mismo dia de cumpleaios.
d) Entre 13 enteros hay dos con el mismo resto al dividir entre 12.

e) Entre 12 enteros hay necesariamente dos con el mismo resto al dividir entre 12.

Clave:
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Dedicamos esta seccién a presentar las herramientas fundamentales para resolver
problemas que implican contar elementos en conjuntos finitos.

{Para qué sirven los principios de conteo?

Una vez que sabemos qué significa que un conjunto tenga cierta cantidad de elemen-
tos, necesitamos métodos para calcular esa cantidad sin listar todos los elementos. Los
principios de la suma y del producto permiten contar procesos separandolos en casos
excluyentes o en etapas sucesivas.

3.1 Principio de la Suma

El Principio de la Suma establece que si un proceso puede realizarse de dos maneras
mutuamente excluyentes, entonces el nimero total de formas de realizar el proceso es
la suma de las formas de cada manera.

Supongamos que un estudiante debe elegir una (unica) materia entre 3 asignaturas de
matematicas y 4 asignaturas de fisica. El nimero total de opciones es 3 +4 = 7.

Matemaéatica Fisica

3 opciones 4 opciones

N7

Elegir una tnica materia

3+ 4 = 7 opciones

Figura 3.1: Aplicacion del principio de la suma: elegir una materia entre dos grupos
disjuntos.

La formulacién matematica de este principio es que si A 'y B son disjuntos, #(AUB) =

H#A+#B.
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A B
#A opciones #B opciones

AUB
#(AUB) = #A+ #B

Cuando las opciones vienen de casos
mutuamente excluyentes, se suman.

Figura 3.2: Principio de la suma para conjuntos disjuntos.

En una biblioteca hay tres colecciones disjuntas de libros disponibles para prés-
tamo: 18 libros de matemaética, 24 libros de fisica y 15 libros de informatica. Un
estudiante debe elegir exactamente un libro.

1. ;Cuantas opciones tiene?

2. Si ademas 5 de los libros de informatica estan reservados y no pueden pres-
tarse, jcuantas opciones tiene ahora?

Solucién
Sea M el conjunto de libros de matematica, F' el de fisica e I el de informatica.
Como las colecciones son disjuntas,

#(MUFUI) = #M + #F + #I = 18 + 24 + 15 = 57.

Luego el estudiante tiene 57 opciones.
Si 5 libros de informatica no estan disponibles, quedan 15 — 5 = 10 libros de
informatica disponibles. Entonces el niimero total de opciones es 18424410 = 52.

Una clave de acceso debe elegirse de una de las siguientes formas, mutuamente
excluyentes:

1. una letra mayuscula seguida de un ntimero par de dos cifras;
2. un numero impar de tres cifras seguido de una vocal;

3. uno de los simbolos {!, 7, #, $} seguido de una letra mindscula.

. Cuantas claves distintas pueden formarse?

Solucion

Por el principio de la suma, como los tres tipos de clave son disjuntos, el total es
26-45+450-5+4-26. En efecto, hay 26 letras maytsculas y 45 niimeros pares de
dos cifras; hay 450 nimeros impares de tres cifras y 5 vocales; y hay 4 simbolos
y 26 letras mintsculas. Por tanto, 26 - 45 4+ 450 - 5 + 4 - 26 = 3524. Luego pueden
formarse 3524 claves distintas.
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3.2 Principio del Producto

El Principio del Producto establece que si un proceso consta de dos pasos in-
dependientes, y cada paso puede realizarse de un nimero fijo de maneras, entonces el
numero total de formas de realizar el proceso completo es el producto del niimero de
maneras de cada paso.

Supongamos que un estudiante debe elegir una asignatura de mateméticas (3 opciones)
y una de fisica (4 opciones). El nimero total de elecciones es 3 x 4 = 12.
La formulacién matemética de este principio es que si A y B son conjuntos, #(A X B) =

H#A X #B.

Paso 1 Paso 2 Proceso completo
m opciones 7, opciones m - m opciones

Cuando un proceso se realiza en etapas sucesi-
vas e independientes, se multiplican las opciones.

Figura 3.3: Principio del producto: contar procesos por etapas.

Cantidad de funciones A partir del principio del producto, se puede probar que
#(B*) = #B* A, puesto que dar una funcién de A en B es asignar a cada elemento
de A un elemento de B. Como son #A pasos (asignaciones) y en cada paso hay #B
opciones, se tiene #B X #B X ... X #B (#A veces), esto es #B7 A.

elegir f
# B opciones

[#(BA) —#B-#B..--#B = (#B)#AJ

# A veces

elegir f(asz)
# B opciones

elegir f(a1)
# B opciones

Figura 3.4: Para definir una funciéon f : A — B, se elige una imagen en B para cada
elemento de A.

Una clave se forma eligiendo una letra maytuscula, luego un digito y finalmente
una letra mintscula. ;Cuantas claves distintas pueden formarse?

Solucién

El proceso tiene tres pasos independientes: 26 opciones para la letra mayuscula,
10 para el digito y 26 para la letra mintiscula. Por el principio del producto,
26 - 10 - 26 = 6760. Luego pueden formarse 6760 claves distintas.

41



To6picos de Conteo Capitulo 3. Principios béasicos de conteo

Maytscula Digito Mintscula
26 10 26
Y
Total
26 -10 - 26

Figura 3.5: Una clave formada en tres etapas se cuenta con el principio del pro-
ducto.

Sean A =1{1,2,3,4} y B = {0, 1,2}. ;Cudntas funciones f : A — B verifican que
1(1) # £2) y 1(3) = F(4)?

Solucién

Para definir f debemos elegir los valores f(1), f(2), f(3), f(4) en B. Primero ele-
gimos f(1): hay 3 opciones. Luego f(2) debe ser distinto de f(1), asi que hay
2 opciones. Finalmente elegimos f(3): hay 3 opciones, y como debe cumplirse
f(3) = f(4), el valor de f(4) queda determinado. Por el principio del producto,
3-2-3 =18. Luego hay 18 funciones f : A — B que cumplen las condiciones.

1. {De cuantas formas se pueden pintar tres casas con cuatro colores?
2. /Y si los colores de las casas contiguas deben ser distintos?
Solucién

1. Cada casa puede pintarse de 4 formas. Como son 3 casas, 4% = 64.

2. Para la primera casa hay 4 opciones. Para la segunda, como debe ser distinta
de la primera, hay 3 opciones. Para la tercera, como debe ser distinta de la
segunda, hay nuevamente 3 opciones. Luego 4 - 3 - 3 = 36.

3.3 Permutaciones

Consideremos el siguiente problema:
¢De cudntas formas se pueden ordenar las letras A,B,C,D,E y F?.

Observemos que para elegir la letra que va en el primer lugar tenemos 6 posibilidades.
Luego de esta eleccion, nos quedan 5 posibilidades para elegir la letra que va en el
siguiente lugar. Entonces por el Principio del Producto, tenemos 6-5 = 30 posibilidades
para elegir las letras que van en los primeros dos lugares. Siguiendo de este modo,
podemos concluir que la cantidad de formas de ordenar estas letras es 6-5-4-3-2 = 6!.
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DDonnn

opciones opciones opciones opciones opciones opciéon

[ 6-5-4-3-2-1=6! j

Figura 3.6: Ordenar 6 simbolos distintos produce 6! permutaciones.

Para generalizar y abstraer este problema, observemos que el problema de contar las
formas de ordenar n simbolos diferentes es equivalente al problema de contar reordena-
ciones del conjunto {1,...,n}.

Ademés, una reordenacion de {1,...,n} no es otra cosa que una funcién biyectiva, pues
escribir la secuencia 3, 2,4, 1,5 es equivalente a definir una funcién

Fi{1,....5} > {1,...,5}

de forma tal que f(1) =3 (el 3 ocupa el primer lugar), f(2) =2, f(3) =4, f(4) =1y
f(5) = 5. Definimos entonces el conjunto

S, ={f:{1,...,n} = {1,...,n}: f es biyectiva},

y notamos P, = #S,,.

A cada elemento de S,, lo llamamos una permutacién de n y a P, naimero de per-
mutaciones de n. En el primer ejemplo, vimos que P =6! =6-5-4-3-2. Esto nos
da una idea de lo que debe ser P, para cualquier n. En general tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.3.1. Para todo n € N se tiene P, =n!=n.(n—1)...2, con 0! = 1.

Demostracion. Probamos por inducciéon en n € N.

Para n = 0, se tiene Sy = {f : 0 — 0 : [ es biyectiva}. Hay una tnica funcién
) — 0, la funcién vacia, y es biyectiva. Por lo tanto Py = #S; = 1 = 0!. Supongamos
ahora que P, = n!. Para ordenar el conjunto {1,...,n + 1} procedemos en dos pasos:
primero elegimos qué elemento ocupa el lugar n + 1, para lo cual hay n + 1 opciones;
luego ordenamos los n elementos restantes en los primeros n lugares, para lo cual hay
P, = n! opciones. Por el Principio del Producto, P11 = (n+1)P, = (n+1)n! = (n+1)\.
Por induccién, P, = n! para todo n € N. n

Un grupo de n personas se sienta alrededor de una mesa circular para jugar a un
juego de cartas. La silla ocupada por cada persona no tiene ninguna injerencia
en el juego, sin embargo la persona que cada jugador tenga a la derecha o a la
izquierda si la tiene.

1. ;Cuantas configuraciones posibles hay? Llamaremos a esta cantidad niimero
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de permutaciones circulares de n y lo notaremos PC),.

2. Expresar PC,, como el cardinal de un cierto conjunto cociente de §,,.

Solucién

1. Una forma de contar es fijar una persona, por ejemplo la persona 1, y ordenar
las restantes n — 1 alrededor de ella. Como importan los vecinos de derecha
e izquierda, pero no la silla exacta, identificamos configuraciones que difieren
s6lo por rotacion. Por tanto,

PC, = (n—1).L

2. Identificamos una permutacién o € S, con la lista circular
(0(1),0(2),...,0(n)).
Definimos en S,, la relacién
o~71<= 3ke{0,...,n—1} tal que 7(i) = o(i + k),

donde los indices se toman médulo n. Es decir, 0 ~ 7 si una lista se obtiene de
la otra por una rotacion circular. Cada clase tiene exactamente n elementos,

luego
|
_#S )
n n

3.4 Arreglos
Consideremos ahora, para dos nimeros fijos k£ < n, el siguiente conjunto:
An, k) ={f:{1,...,k} = {1,...,n} : [ es inyectiva} .

Luego escribimos A} = #.A(n, k). Este nimero, llamado arreglos de n tomados de
a k, puede interpretarse como la cantidad de posibilidades de formar palabras de largo
k usando n simbolos diferentes sin repetirlos. Hacemos aqui, al igual que en el caso de
las permutaciones, la identificacién

f=fWf2)... fk).

Es claro que A7 = P,.

44



To6picos de Conteo Capitulo 3. Principios béasicos de conteo

Palabra de largo k sin repetir simbolos

[lugm] [lugm] [lugargj [ ] [mgark]

n n—1 n—2 n—k+1

opciones opciones opciones opciones

[ AZ:”(”—l)"-(”_k"‘l):(nﬁ!k)! j

Figura 3.7: Arreglos de n simbolos tomados de a k: importa el orden y no se repite.

Para n > k, observemos que para definir f € A(n, k) se puede hacer lo siguiente:
1. Elegir f(1), para lo cual se tienen n posibilidades.

2. Completar definiendo las imagenes de 2, ..., k, para lo cual se tienen A}~{ posibili-
dades.

Del Principio del Producto obtenemos, para 0 < k£ < n,

n!

Azzn.Agj:n.(n—1).A}::§:---:n.(n—l)---(n—/fﬂ):m-

Por otro lado, si k > n, por el Principio del Palomar se tiene A(n, k) = 0, o sea A} = 0.

. Cuantos resultados diferentes se pueden obtener al arrojar 3 dados distintos?
Solucion

Si los dados son distintos, importa el orden. Cada dado tiene 6 resultados posibles,
luego 6 -6 -6 = 63 = 216.

3.4.1 Arreglos con repeticion

Supongamos ahora que permitimos repeticiones. Esto es, consideramos palabras de
largo k escritas a partir de un alfabeto de n letras. La cantidad de formas de hacerlo
se denotara por AR}, estos son los arreglos con repeticion de n tomados de a k.
Observar que este nimero es el cardinal del conjunto

{1,... n}{tei

es decir AR? = nk.
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Palabra de largo k permitiendo repeticiones

[lugm] [lugm] [lugargj [ ] [mgark]

n n n n
opciones opciones opciones opciones
AR = n-n---n = nk
——
k veces

Figura 3.8: Arreglos con repeticion: en cada lugar vuelven a estar disponibles los n
simbolos.

4 . Y N ( Yy )
Sin repeticién Con repeticion
las opciones disminuyen las opciones se mantienen
A =nn—-1)---(n—k+1) AR} = n¥
- RN J

La diferencia central es si, después de elegir un
simbolo, este queda disponible nuevamente o no.

Figura 3.9: Comparacion entre arreglos sin repeticién y arreglos con repeticion.

3.5 Ejercicios de respuesta Verdadero/Falso

Dificultad media. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Una clave formada por una letra mayuscula seguida de tres digitos puede
elegirse de 26 - 10% formas.

b) Una clave formada por dos letras mintsculas, permitiendo repeticién, seguida
de un simbolo de {!,?, #,$} puede elegirse de 26 - 25 - 4 formas.

¢) Una clave formada por un digito distinto de 0, una vocal y una letra maytscula
puede elegirse de 9 - 5 - 26 formas.

d) Si los tres tipos de claves anteriores son excluyentes, y en el segundo tipo se
permite repetir letras, el niimero total de claves es

26-10°+262-4+9-5-26.

e) Si A={1,2,3,4,5} y B ={a,b,c,d}, entonces hay 4° funciones f : A — B.
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f) La cantidad de funciones f : A — B tales que f(1) = f(2) v f(3) # f(4) es
4.4.3-4.
Respuesta
a)V, b)F, ¢)V, d)V, eV, f)V.

Dificultad media. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Con las letras A, B,C, D, E, F, G pueden formarse 7° palabras de largo 5 si se
permiten repeticiones.

b) Con las letras A, B,C, D, E, F, G pueden formarse 7-6 -5 -4 - 3 palabras de
largo 5 sin repetir letras.

c) Con las letras A, B,C, D, E, F, G pueden formarse 7! palabras de largo 5 sin
repetir letras.

d) Usando los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7, sin repetir, pueden formarse 8 - 7-6 -5
numeros de cuatro cifras.

e) Usando los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7, sin repetir, pueden formarse 7-7-6-5
numeros de cuatro cifras.

f) Usando los digitos 0,1, 2, 3,4,5,6, 7, permitiendo repeticiones, pueden formar-
se 7 - 8 nimeros de cuatro cifras.

Respuesta
a)V, b)V, ¢ F d)F, eV, f)V.

Dificultad alta. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) La cantidad de funciones inyectivas f : {1,2,3,4} — {1,2,...,9} es9-8-7-6.

b) La cantidad de funciones inyectivas f : {1,2,3,4} — {1,2,...,9} tales que
f(1) es pary f(2) es impar es 4-5-7 - 6.

¢) La cantidad de funciones inyectivas f : {1,2,3,4} — {1,2,...,9} tales que
f(1) y f(2) son pares es 4-3-7-6.

d) La cantidad de palabras de largo 6 con letras de A, B,C, D, E, F,G, H, sin
repetir, con primera letra vocal y tltima consonante, es 2-6-6-5-4 - 3.

e) La cantidad de palabras de largo 6 con letras de A, B,C, D, E, F,G, H, sin
repetir, con primera letra vocal y tultima consonante, es 2 - 6 - 6!.

f) La cantidad de funciones f : {1,...,6} — {0,1,2,3} tales que f(1) = f(2),
fB)# f(4)y f(5)€{0,1} es4-4-3-2-4.

Respuesta

a)V, bV, o)V, &)V, eF, f)V.

3.6 Ejercicio de opciéon maultiple

En cada pregunta, marque la tnica opcién verdadera.

1. Una clave esta formada por una letra mayuscula seguida de tres digitos. ; Cuantas
claves distintas pueden formarse?
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26 + 10°.

26 - 10°.

c) 263 - 10.

d) 26-10-9-8.
e) 10%.

a

)
b)
)
)

2. Una clave esta formada por dos letras mintsculas, permitiendo repeticion, seguida
de un simbolo de {!,?, #,$}. ;Cudntas claves distintas pueden formarse?

a) 26-25- 4.
262 - 4.

252 - 4.

4. Sean
f(1)
a) 4-3-2-1.
b) 4-4-4-4.
0)4434
d) 4
6)4-34.

A=1{1,2,3,4,5} y B = {a,b,c,d}. ;Cudntas funciones f : A — B cumplen
=f(2)y /3

)y £3) # F(4)?

5. Con las letras A, B,C, D, E, F, G, ;cuantas palabras de largo 5 pueden formarse si
se permiten repeticiones?

6. Usando los digitos 0,1,2,3,4,5,6,7, sin repetir, jcuantos nimeros de cuatro cifras
pueden formarse?

a) 8-7-6-5.
b) 7-7-6-5.
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c) 74
d) 8%
e) 7-6-5-4.
7. ;Cuéntas funciones inyectivas f: {1,2,3,4} — {1,2,...,9} existen?
a) 9%
b) 49
c) 9-8-7-6.
d) 9-7-5-3.
e) 9.
8. ;Cuéantas funciones inyectivas f : {1,2,3,4} — {1,2,...,9} cumplen que f(1) es
par y f(2) es impar?
a) 4-5-7-6.
b) 5-4-7-6.
¢) 4-4-7-6.
d) 9-8-7-6
¢)4:-5-9-8
Clave:
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. Combi :

Nos interesa ahora estudiar algunos problemas que consisten en elegir subconjuntos (y
no palabras, en las que importa el orden) de un conjunto dado. Miremos el siguiente
ejemplo:

Una persona entra a una heladeria y quiere elegir 3 sabores de helado. Cuando

llega al mostrador se encuentra con que hay 20 sabores disponibles. ;Qué posibi-
lidades tiene de armar su helado?

En general notaremos por (Z) al niimero de formas de tomar k elementos de un conjunto
de cardinal n y lo llamamos combinaciones de n tomadas de a k (puede encontrarse
también en la literatura la notacién (}) para indicar esta cantidad). De esta forma el

problema planteado en el ejemplo anterior consiste en calcular (230) . Dicho de otra forma,

(2) es el nimero de subconjuntos de cardinal k£ de un conjunto de cardinal n. Para ser

mas precisos podemos escribirlo como el cardinal de

(Z)Z{Ac{l,...,n};#A:k}_

Observacién 4.0.1. 1. Hay algunos nimeros combinatorios (asi le llamaremos a los
numeros (Z)) que son muy faciles de determinar. Por ejemplo es claro que (8) =

(”) = 1. También puede verse que (”) =n.

n 1

2. Observar que (Z) = ( " ) Y que (Z) =0sin<k.

n—1

(Por qué pasamos de arreglos a combinaciones?

En los arreglos y permutaciones importa el orden. Sin embargo, muchos problemas
consisten en elegir elementos sin importar el orden: formar un comité, elegir sabores
o seleccionar un subconjunto. Las combinaciones aparecen para contar este tipo de
elecciones.

4 ) 4 )
Arreglos Combinaciones
importa el orden no importa el orden
ABC # BAC {A,B,C} ={B,A,C}
- J \_ J

Las combinaciones cuentan elecciones de sub-
conjuntos; los arreglos cuentan listas ordenadas.
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Figura 4.1: Diferencia entre arreglos y combinaciones.

Teorema 4.0.2. (Férmula de Stiefel) Para 1 < k < n se tiene

(5 =62

Demostracion. Contamos los subconjuntos X C {1,...,n,n+1} con | X| = k. Hay dos
casos excluyentes. Si n+ 1 ¢ X, entonces X C {1,...,n} y hay (Z) posibilidades. Si

n+1 € X resta elegir los otros k— 1 elementos de {1,...,n}, y hay (kﬁl) posibilidades.

Por el Principio de la Suma,
n+1\ [n . n
k) \k k—1)

Subconjuntos de k£ elementos de
{1,...,n,n + 1}

- ~ ~
Caso 1 C?SOZX
n+1 ¢ X n + €

Se eligen los otros

Entonces X C {1, e 771} k — 1 elementos

y hay (}) posibilidades y hay (,",) posibilidades

n+1l\ [n n n
k - \k k—1
Figura 4.2: Descomposicion de los subconjuntos de k elementos segiin contengan o no
al elemento n + 1.

J

>

]

La siguiente proposicion relaciona las combinaciones con los arreglos y las permutacio-
nes.

Proposicion 4.0.3. Para n, k naturales, con k < n, se tiene

Ay = (Z) Dy (4.1)

Demostracion. Contamos las funciones inyectivas f : {1,...,k} — {1,...,n}. Primero
se elige su imagen X, con | X| = k, lo que da (Z) posibilidades. Luego se ordenan los

elementos de X, o equivalentemente se elige una biyeccién entre {1,...,k} y X, lo que
da Py posibilidades. Por el Principio del Producto,

A = (Z) P
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4 )
Paso 1 4 )
Paso 2
Elegir k£ simbolos ,
. . Ordenar los k simbolos
entre n disponibles 1 .
uego elegidos

Y

k L P Y,

\
% _ x

Se obtiene una lista ordenada sin repeticion.

n
n — P

- J

Figura 4.3: Un arreglo se obtiene eligiendo los elementos y luego ordenandolos.

Corolario 4.0.4. '
n n!
S 4.2
(k) (n — k)LE! (42)
Demostracion. Se deduce de (4.1) y de las férmulas para arreglos y permutaciones. [

De esta forma podemos terminar el Ejemplo 4 concluyendo que el cliente tiene

(20) 200 20-19-18

3 317 3.2

posibilidades de armar su helado.

Volviendo a los helados, veamos la solucion.

Como s6lo importa qué sabores elige y no el orden en que los menciona, debemos
contar subconjuntos de 3 elementos dentro de un conjunto de 20 sabores. Por lo
tanto, la cantidad de posibilidades es

20 20-19 .18
(s)—W—”‘“’-

Luego puede armar su helado de 1140 formas distintas.

Una heladeria tiene 20 sabores disponibles, de los cuales 6 son de chocolate, 5
son frutales y los restantes son de otros tipos. Una persona quiere elegir 4 sabores
distintos, con la condiciéon de que elija al menos 2 sabores de chocolate. ;De
cuantas formas puede armar su helado?
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Solucién

Hay 6 sabores de chocolate y 20 — 6 = 14 sabores que no son de chocolate.
Contamos por casos segun la cantidad de sabores de chocolate elegidos.

Puede elegir exactamente 2, exactamente 3 o exactamente 4 sabores de chocolate.

Entonces:
6\ /(14 N 6\ (14 N 6
2/\ 2 3/\ 1 4)
Calculando,

14 14
<g><2>+<§><1>+<2> =15-91+20-14 + 15 = 1365+ 280 + 15 = 1660.

Luego puede armar su helado de 1660 formas distintas.

Un comité de 6 personas sera elegido entre 4 personas uruguayas y 4 extranjeras.
. De cuantas formas se puede hacer una seleccion si:

. No hay restricciones.

. Queremos que sean 3 uruguayos y 3 extranjeros.

1
2
3. Queremos que haya un ntmero par de extranjeros.
4. Queremos que sean mas extranjeros que uruguayos.
5

. Queremos que sean al menos 3 uruguayos.

Solucion
Como se elige un comité, el orden no importa. Usamos combinaciones.

a) (5) =28.

b) (3)(5) =4-4=16.
o) ()@ +() () =6-1+1-6=12.
d) (i) (;) = 1-6 = 6. Como el comité tiene 6 personas, para que haya méas

extranjeros que uruguayos debe haber 4 extranjeros y 2 uruguayos.
e) (4> (4> + (j) 3) = 16 + 6 = 22. Puede haber 3 uruguayos y 3 extranjeros, o 4
e

3/\3
uruguayos y 2 extranjeros.

Si se convoca para armar un equipo de football a 3 arqueros, 7 defensores, 7
mediocampistas y 6 delanteros, ;jde cudntos modos es posible formar el equipo
con un arquero, 4 defensores, 4 mediocampistas y 2 delanteros?

Solucién

Como no importa el orden dentro del equipo, usamos combinaciones:

QG -o-se-a5-15-s
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Luego se puede formar el equipo de 55125 formas.

., Cual es la probabilidad de ganar el 5 de Oro?

Solucién

Para ganar el pozo principal hay que acertar los 5 niimeros elegidos entre 48. La
cantidad de jugadas posibles es

= 1712304.

48)  48-47-46-45- 44
5/  5.4-3.2-1

Por lo tanto, la probabilidad de ganar es

11
(458) 1712304

4.1 Teorema del binomio

Nos enfocamos ahora en el problema de calcular la n-ésima potencia de un binomio
x 4+ y. Veamos los primeros ejemplos:

x—i—y)

r+y)? = a4 2zy +y°

(

. (:I:‘—i-y) =x+y
(
(

r+y)? = 2% + 32y + 3zy? + o>

o (24 y)t = 2t + 43y + 62797 + 4oy +
Observamos que en los primeros ejemplos los coeficientes de los monomios corresponden
a las primeras filas del tridngulo de Pascal. Los ntimeros combinatorios no sélo cuentan
subconjuntos: también aparecen como coeficientes algebraicos. El Teorema del Binomio
muestra esta conexion entre conteo y algebra.

Esto inspira el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 (Teorema del Binomio).

=3 ())a )

Primera prueba del Teorema del binomio. Lo probaremos por induccién en n > 1. Co-
mo vimos en los ejemplos, el caso para n = 1 ya estd probado. Supongamos entonces
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que la formula (4.3) se cumple para cierto n. Luego

) = ) (X @y)

()
0 <<k> mhik b <k>wn_kyk+1>

=) G () (e

n _
k) n+1kkz+z< >n+1 ok
Usando la férmula de Stiefel en el sumando del medio y las igualdades (3) = ("H) =

(n> = (nH) = 1 en los otros, obtenemos ’

n n+1
n+1 1
(33 + y)n-i-l — Z (n + >xn+1—kyk‘
k=0 k

3

e
I
=

I
\E

>
Il

I
\E

Hacer una prueba combinatoria del resultado anterior.
Observacién 4.1.2. En el producto (z+y)" = (x+y)(z+y) - -- (r+vy), cada monomio
se obtiene eligiendo, en cada uno de los n factores, o bien x o bien y. Para obtener

el término " *y*¥ debemos elegir y en exactamente k de los n factores, y x en los
restantes. FEsto puede hacerse de

n

k

formas. Por eso el coeficiente de z" *y* es (Z)

En cada factor se elige z o y

[factor 1] [factor 2] [factor 3] [ ]
(zov) (o) (o) ()

Para obtener ™ *y* hay que ele-
giry en exactamente k factores.

Eso puede hacerse de () formas.

Figura 4.4: Interpretacién combinatoria del coeficiente de 2" *y* en (z + y)™.
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Usando el Teorema del Binomio, probar que
" (n
S (") = o
=)

Interpretar esta identidad en términos de la cantidad de subconjuntos de un
conjunto con n elementos.

Solucién

Por el Teorema del Binomio,

Tomando x =1ey =1,

" [(n
2= (141" =) (k:)
k=0
La interpretacion combinatoria es la siguiente. Si A es un conjunto con #A = n,
entonces la cantidad total de subconjuntos de A es
#P(A) =2".

Por otro lado, podemos contar esos subconjuntos segiin su cantidad de elementos.
Para cada k = 0,...,n, hay (Z) subconjuntos de A con exactamente k elementos.
Como todo subconjunto tiene una unica cantidad de elementos, sumando por

casos obtenemos
" (n
#P(A) =3 ( k)

k=0

£() -

k=0

Por lo tanto,

Clasificamos los subconjuntos por su tamano

0 elementos 1 elemento 2 elementos n elementos
(o) (1) (3) ()

Sumando todos los casos se cuentan todos los subconjuntos:

Q)0

Figura 4.5: La suma de los nimeros combinatorios cuenta todos los subconjuntos
de un conjunto de n elementos.
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4.2 Cantidad de funciones sobreyectivas

Nos preguntamos ahora cuantas funciones sobreyectivas pueden definirse de un conjunto
de n elementos en un conjunto de k£ elementos, es decir, cudl es el cardinal de

{f:AL,....;n} = {1,...,k}: f sobreyectiva},

al que notamos por Sob(n, k).

Sabemos que Sob(n, k) = 0 si n < k. Para obtener una férmula para el caso n > k, usa-
remos el Principio de Inclusién-Exclusién. Consideramos entonces Z = {1, ..., k}{1n}
el conjunto de todas las funciones de {1,...,n} en {1,...,k}, que tiene cardinal k", y
los subconjuntos

A=1{feZ:i¢ f({1,....n)}

Es claro que el conjunto de funciones sobreyectivas es (Ule AZ)C. Observamos que

#(A,N---NA;,) = (k—0)"y que hay (1;) intersecciones de esta forma. Luego tenemos

1

= g(—l)i@)(/ﬂ — )"

Sob(n, k) = k" — <k> (k—1)"+ (’;) (k—2)"— ...+ (=1)! (k f 1) 1"

Funcién sobreyectiva

dominio codominio
/T )
L O —>0 ]|
2 o——]
—
/=>0 2
3 &—]
—»>0 3
4 e— \ )

Ser sobreyectiva significa que todos los elemen-
tos del codominio reciben al menos una flecha.

Figura 4.6: Una funcién sobreyectiva no deja elementos del codominio sin preimagen.

Se quieren repartir 7 libros distintos entre 3 estudiantes, de modo que cada estu-
diante reciba al menos un libro. ;De cuantas formas puede hacerse?

Solucion

Dar un reparto equivale a definir una funcién f : {1,...,7} — {1,2,3}, donde
f(4) indica a qué estudiante se le da el libro i. La condicién de que todos reciban
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al menos un libro equivale a que f sea sobreyectiva. Entonces

Sob(7,3) =37 — (‘?) 2" + (2) 17 = 2187 — 384 + 3 = 1806.

Luego hay 1806 repartos posibles.

Desordenes

Dada una palabra formada por n simbolos diferentes, la cantidad de palabras
que se pueden formar reordenando las letras de forma tal que ninguna quede en
su lugar original, se llama desérdenes de n elementos y se nota D,,.

4.3 Otras cantidades interesantes

4.3.1 Combinaciones con repeticiéon

Supongamos ahora que 10 personas estan en un bar y cada una encarga una

bebida entre las siguientes posibles: Agua, Cerveza, Limonada, Vino. ;Cuantas
pedidos son posibles?

Observar que los pedidos posibles pueden pensarse como las posibles formas de elegir
10 letras entre A, C, L y V. Aqui listamos algunas posibilidades:
AAAAACCLVV, AAAAAAAAAA, ACCVVVVVVV, CCCCLLVVVV

Observemos que se trata de utilizar 10 letras entre A,C,L,V, sin que importe el orden
(y, claro estd, con la posibilidad de repetir). Es natural entonces llamar a este niimero
“combinaciones con repeticién de 4 tomados de a 10 y notarlo C'Rj,.

En general, notamos CR}}, y llamamos combinaciones con repeticién de n to-
madas de a k a la cantidad de formas de tomar k elementos de un conjunto de n, con
posibles repeticiones, y sin que importe el orden.

Podemos interpretar los ejemplos de arriba, en términos de los simbolos — y /, como
sigue:

AAAAACCLVV  — — — — — Jm o) — ) ——
AAAAAAAAAA — — — — —— — — — 17/
ACCVVVVVVV =) ——)] === — — ——
CCCCLIVVVV [————)——)————

Esto es, son las posibles formas de elegir 10 lugares (los ocupados con el simbolo — en
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una lista de 10 + (4 — 1) lugares (todos los ocupados). Esto es

10+4-1
CR‘ll0:< 0 )

En general, se tiene el siguiente resultado.

— — 1!
CRY — <k+n 1) _ (n+ k-1

k kl(n —1)!

Notemos ademés que C'R} puede interpretarse como la cantidad de posibles soluciones
de la ecuacién x1 + ...+ x,, = k, con variables z1,...,x, € N. Aqui x; corresponde al
numero de veces que se elije el elemento 7. Luego podemos escribir

CR} ={(x1,..., ) EN" 2y + -+ 2, = k}.

Observemos ademas que C'R}} también puede verse como la cantidad de formas de meter
k pelotas iguales en n cajas distintas.
Resumiendo, el nimero C' R} puede verse como la cantidad de:

s formas de elegir k£ elementos de un conjunto de n permitiendo repeticiones y sin que
importe el orden.

= soluciones de la ecuaciéon 1 + -+ x, =k con z1,...,x, € N.

= maneras de distribuir £ objetos iguales en n recipientes distintos.

Barras y estrellas para 10 bebidas y 4 tipos
T T D EHEEE

Agua Cerveza || Limonada Vino
4 2 0 4

Hay 10 estrellas y 3 barras. Cada distribucién co-
rresponde a ubicar esas 3 barras entre los 13 lugares.

10+4—1 13
4 _
Chyp = < 10 ) - <10>'

Figura 4.7: Representacion de combinaciones con repeticion mediante barras y estrellas.

4.3.2 Combinaciones multinomiales

Pensemos en cuantas palabras pueden formarse con las letras de la palabra IBIRAPITA
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Reordenar letras con repeticiones

En IBIRAPITA hay 9 letras: I aparece 3 veces y A aparece 2 veces.

9!
312!

Figura 4.8: Las repeticiones de letras obligan a dividir por los ordenamientos internos
indistinguibles.

Podemos imaginarnos una gran familia de ejemplos que consisten, en esencia, en este
mismo problema: contar las formas de ordenar n simbolos sabiendo que estos se repiten
con frecuencias ny, ..., n; (suponemos aqui que ny +---+n, = n). La cantidad descrita
es llamada permutaciones de n con repeticiones de frecuencias nq,...,ng, y se
denota por Cp ., porque generaliza a los nimeros combinatorios.

Este nimero se puede entender como la cantidad de formas de partir un conjunto de n
elementos en una k-upla ordenada de conjuntos de cardinales respectivos nq, no, - -+ , N,

es decir el cardinal del conjunto

Sning .y :{f:{l,...,n}—>{1,...,k’}:#f_l(i) =n,; paratodoizl,...,k}.

Generaliza a los nimeros combinatorios en el sentido de que (Z) = Cp,_1- En efec-
to, el nimero de la izquierda cuenta la cantidad de subconjuntos de cardinal k de
{1,2,--- ,n}, el de la derecha cuenta la cantidad de formas de partir el conjunto

{1,2,--- ,k} en pares ordenados de subconjuntos de cardinales respectivos k y n — k.
Proposicién 4.3.1. Para n; +ns +---n, = n, se tiene

n!
n —
Cnl’n2""’nk N n1!n2! cee nk‘
Demostracion. Haremos la prueba por induccion en k£ > 1. Para k = 1 se tiene n; = n
y los dos términos valen 1 y por tanto coinciden.
Supongamos que esta probado para k y que ny+mns - - - ng+ng1 = n. Luego el Principio
del Producto nos da la igualdad

on _ (™). cn-m _ n! (n —mny)!
Nyee N, Mk 41 ny N2y Ny Mk 41 nll(n _ nl)' TLQ! . nk:—H!

donde en la tdltima igualdad se utiliz6 la formula de las combinaciones y la hipétesis de
recurrencia. Simplificando, se obtiene el resultado buscado. [

Usando esta féormula podemos rapidamente resolver el problema planteado al principio.

Observar que las repeticiones correspondientes a las letras I, B, R, A, Py T sonn; = 3,
neo=1n3=1n4=2 n5s =1y ng =1, luego la cantidad buscada es

Cy g 8xTx5x4x3

R TRTE TR TR TR O
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Usemos ahora las permutaciones con repeticiones para generalizar el teorema del bino-
mio (Teorema 4.1.1).

Teorema 4.3.2 (Teorema Multinomial). El coeficiente del monomio xi* ... x.*

desarrollo (x1 + -+ x)" es

en el

cm _ n!
R L T

Demostracion. Siguiendo la idea de la prueba combinatoria del Teorema 4.1.1 puede

verse que el coeficiente de z7" ... z.* en el desarrollo es Cp . ]

Para ilustrar la demostracién anterior supongamos que n =5, k =3, ny = 2, np = 3
vy n3 = 1y que queremos formar z3z,x3. Una manera de obtener este monomio es
haciendo la siguiente eleccion (marcada en negrita):

(:1:1 +.’1§'2+LE3)5 = (.Tl +$2+X3).($1 +X2+I3).(X1 +.§L’2+Q?3).(X1 —|—LE2—|—ZL’3).(.§L’1 +Q32+X3>.

Esto se identifica con la palabra xsxoxi2123. Luego las formas de obtener dicho monomio
en el desarrollo estan en biyeccién con el conjunto de las palabras de largo cinco que se
pueden formar con tres letras repitiendo dos veces x; y x3. Esta cantidad es, como ya
vimos, C3, ;.

4.4 Ejercicios de respuesta Verdadero/Falso

Dificultad media. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Elegir 3 sabores entre 20 disponibles puede hacerse de (230) formas.
( ) ~20-19-18

a)

) 3-2-1
c¢) Si importa el orden de eleccién, la cantidad sigue siendo (30).
d) Para todo 0 < k < n, se tiene (Z) = (nT_‘k)
e) Si k > n, entonces (") =0.

f) Para k < n, se tiene A} = (Z) P.
Respuesta:

o

= 1140.

a)V, b))V, ¢)F, 4V, eV, f)V.

Dificultad media. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

()—()—1

a)
b) (7) =n
¢) La férmula de Stiefel dice que ("Zl> = (Z) + (kfl)
d) La férmula de Stiefel dice que (";:1) = (kL) + (Z)
)

e) En el tridangulo de Pascal, cada entrada interior es suma de las dos entradas
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superiores.
f) La suma de los elementos de la fila n del tridngulo de Pascal es 2.
Respuesta:
a)V, b)V, ¢V, d)F, eV, f)V.

Dificultad media. Un comité de 6 personas se elige entre 4 uruguayas y 4
extranjeras. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sin restricciones, hay (2) comités posibles.

b) Con 3 uruguayos y 3 extranjeros hay (3) @

) comités.
¢) Con ntmero par de extranjeros hay (g) (4) + (4) (4) comités.
)

4 1) \2
d) Si hay mas extranjeros que uruguayos, necesariamente hay 4 extranjeros y 2

uruguayos.

e) Con al menos 3 uruguayos hay (g) (g) I (i) (3‘) comités.

f) Con al menos 3 uruguayos hay solamente 2

3)5) comites.
Respuesta:

a)V, b)V, ¢V, 4V, eV, f)F.

Dificultad media. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) El coeficiente de 2" *y* en (x + y) s (1)
b) El coeficiente de z” y en (z +y)! ( )
c) El coeficiente de 27y% en (x + y)lo es 120.
d) ¥k o( ) = 2"

e) Sr_ol— )k<”) = 0 para todo n > 1.

f) El coeficiente de x?y> en (x + y)* es (‘31)
Respuesta:

a)V, b))V, ¢)V, d)V, eV, f)F.

Dificultad alta. Una heladeria tiene 20 sabores, de los cuales 6 son de chocolate,
5 frutales y 9 de otros tipos. Se eligen 4 sabores distintos. Indique si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Con al menos 2 sabores de chocolate hay (g) (124) + (g) (114) + (i) elecciones.

b) Con exactamente 2 sabores de chocolate hay (g) (14) elecciones.

14

p ) elecciones.

)
¢) Con ningtn sabor de chocolate hay (144) elecciones.
d) Con al menos un sabor de chocolate hay (240> — (

)

e) Con exactamente un sabor frutal y al menos dos de chocolate hay G’) ( (S) (?) +

(g) ) elecciones.
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f) Con exactamente dos sabores frutales hay (g) (125) elecciones.
Respuesta:
a)V, b)V, ¢V, d)V, ¢V, f)V.

Dificultad alta. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) CRy = ("Jr,’:_l).
b) CR = (35).

10

o n+k:—1> ‘

La cantidad de soluciones de 1 + --- + z, = k con x; € Ny es ( i

)

)
d) La cantidad de soluciones de 21 + -+ + 2, =k con x; E Ny k > n es (:j)
e) Elegir 10 bebidas entre 4 tipos, permitiendo repeticién y sin importar el orden,

puede hacerse de 4'° formas.

f) Distribuir k objetos iguales en n cajas distintas puede hacerse de C'R} formas.
Respuesta:
a)V, b))V, ¢)V, d)V, e F, f)V.

A J

Dificultad alta. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) La cantidad de palabras distintas que se forman reordenando las letras de

|
IBIRAPITA es 9

3121
n! :
b)( ..... ):nl!---nk!Slnl—i_.“—i_nk:n'
c) ( ) (k n—k)'
5!
d) El coeficiente de 2%zoz3 en (z1 + 22 + 73)° es 911121
e) La suma de todos los coeficientes de (z7 + - o e xk)n es k"
5!
f) El coeficiente de z3z3xs en (z; + 2o + x3)° es IEIRTR
Respuesta: -
a)V, b)V, o)V, d)V, eV, f)F.
L J

Dificultad alta. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Sob(n,k) =0sin <k.

b) Sob(n,n) =n!.

¢) Sob(5,3) =35 — (}) 2° + (§) 1°.

d) Sob(7,3) =3"—3-27 + 3.

e) La cantidad de formas de repartir 7 libros distintos entre 3 estudiantes, de

modo que todos reciban al menos uno, es Sob(7, 3).
f) En general, Sob(n, k) = k™ — (k — 1)".
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Respuesta:
a)V, b)V, ¢V, 4)V, eV, f)F.

Dificultad alta. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Un desorden de n elementos es una permutacién sin puntos fijos.
b) D; = 0.

C) DQ = 1,

e) D4 =9.

f) D, = Sob(n,n).

Respuesta:

a)V, bV, o)V, d)V, eV, f)F.

4.5 Ejercicio de opcién miultiple

En cada pregunta, marque la tinica opcién verdadera.
1. Elegir 3 sabores entre 20 disponibles, sin importar el orden, puede hacerse de:
a) 20° formas.
b) 20-19 - 18 formas.
c) (230> formas.
d) (230) formas.
e) 20+ 19 + 18 formas.

2. ;Cual de las siguientes identidades es verdadera para 0 < k < n?

3. Un comité de 6 personas se elige entre 4 uruguayas y 4 extranjeras. ;Cuantos comités
pueden formarse con exactamente 3 uruguayos y 3 extranjeros?

b (3)(3)-
o) (3)(3)-
a) (3) + (3):

64



To6picos de Conteo

Capitulo 4. Combinaciones

)) (5) )
4. {Cudl es el coeficiente de 27y en (x + y)1°?
@) (7)+ (%)
b ().
c) 10°.
d) 3.

) (5)

5. Una heladeria tiene 20 sabores, de los cuales 6 son de chocolate y 14 no son de
chocolate. Se eligen 4 sabores distintos. ;Cuantas elecciones tienen al menos un

sabor de chocolate?
@) (¥) - (3)

b (1))

¢) (§)-

d) ().

o) (%) + ().

6. ;Cuantas soluciones tiene

T+ tx, =k

con x; € Ny?

c) (”le_l).
d) nk.
e) k™.

7. (Cudl es el coeficiente de 3xoz3 en (z1 + x5 + x3)°7

8. ;Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Sob(n,k) = k™ — (k — 1)" para todo n, k.
b) Sob(n,n)=nl.
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c) Sob(n,k)=0sin> k.
d) Un desorden de n elementos es una permutacién con todos sus puntos fijos.

e) D, = Sob(n,n).

Clave:

66



	Conjuntos y funciones
	Primeras definiciones
	Unión de conjuntos
	Intersección y resta de conjuntos
	Producto cartesiano de conjuntos
	Conjunto de partes
	Funciones
	Imágenes y preimágenes
	Inyectividad y sobreyectividad
	Composición y función inversa

	Ejercicio de respuesta Verdadero/Falso
	Ejercicio de opción múltiple

	Cardinalidad de conjuntos finitos
	Ejercicio de respuesta Verdadero/Falso
	Ejercicio de opción múltiple

	Principios básicos de conteo
	Principio de la Suma
	Principio del Producto
	Permutaciones
	Arreglos
	Arreglos con repetición

	Ejercicios de respuesta Verdadero/Falso
	Ejercicio de opción múltiple

	Combinaciones
	Teorema del binomio
	Cantidad de funciones sobreyectivas
	Otras cantidades interesantes
	Combinaciones con repetición
	Combinaciones multinomiales

	Ejercicios de respuesta Verdadero/Falso
	Ejercicio de opción múltiple


