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Estas notas fueron hechas para el curso de Estadistica de la Licenciatura en Recursos Naturales, dictado
en el ano 2012. Han sido reescritas para el curso de 2013 y ampliadas para el curso de Bioestadistica de la
Facultad de Ciencias, en el 2018. Se agregaron ademads subsecciones con comandos de R. No pretenden ser
un sustituto de las clases, sino més bien una guia para que el estudiante sepa que temas se dieron en las
clases, y una orientacién del estilo y metodologia usados en las mismas. Las definiciones se introducen de
manera intuitiva, omitiendo las construcciones tedricas rigurosas que la teoria de la probabilidad requiere.
Al final de cada seccién hemos agregado algunos comandos basicos de R (implementados en la version 3.5
y con Rstudio) relacionados a lo visto en esa seccién. La bibliografia y el indice figuran al final. Las erratas
que hubieren, se agradece comunicarlas a acholaquidis@hotmail.com.
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Capitulo 1

Conteo

1.1. Conteo

En la presente secciéon mencionaremos de forma breve algunos conceptos que seran muy importantes
para el calculo de probabilidades. El entendimiento de los mismos no requieren de conocimientos previos de
ningun tipo. Para un estudio méas completo de los mismos, una referencia clasica, con ejemplos y ejercicios
resueltos es [2].

1.1.1. Regla del Producto

La regla del producto es un principio basico de conteo que nos dice que si tenemos n formas de realizar
una tarea A y para cada una de ellas podemos realizar otra tarea B de m formas, entonces la tarea completa
(realizar A y B) se puede realizar de m x n formas. Esto se generaliza de manera trivial a cualquier cantidad
de tareas. Por ejemplo, si tenés 3 tipos de hamburguesas para elegir en tu restaurante de comida favorita,
y para cada una de ellas tenés 5 bebidas distintas que podes elegir y 2 guarniciones distintas, en total hay
3 x5 x2 = 30 posibles formas de armar tu meni. Veamos otro ejemplo que nos serd de utilidad méas adelante,
supongamos que tenemos 2 dados, uno con nimeros en rojo y otro en negro, ;cuantos posibles resultados
tenemos?. Aqui una tarea es por ejemplo que salga (1,2), otra es (6,3), y otra distinta es (3,6). Para cada
uno de los 6 posibles resultados de tirar el dado rojo tenemos 6 posibles resultados de tirar el dado negro, por
lo tanto en total tenemos 6 x 6 = 36 posibles resultados. Veamos otro ejemplo, supongamos que queremos
contar cuantos numeros pares de 3 cifras se pueden armar con los nimeros del 0 al 6. Llamemos C1C5C5 a
un caso genérico, es claro que C7 # 0, por lo tanto para la primera tarea (elegir C) tenemos 6 posibilidades
(estoes, C1 =1,C1 =2,C1 =3,C1 =4,C1 =50 Cp = 6), para la segunda tarea, es decir elegir Cy podemos
usar cualquiera de los 7 niimeros entre 0 y 6. Finalmente, para la tercer tarea tenemos una restriccién ya
que queremos que el nimero sea par, por lo tanto C3 no puede ser ni 1, ni 3 ni 5. Esto nos da 6 x 7 x 4
posibilidades.

1.1.2. Permutaciones

Vamos a empezar con un ejemplo muy simple, consideremos las tres primeras letras, A, B y C del
abecedario, queremos contar de cuantas maneras distintas se pueden permutar u ordenar. Es claro que las
posibilidades son ABC, ACB, BCA,BAC, CBA y CAB. Es decir tenemos 6 formas distintas. Si escribimos
todas las formas de ordenar las cuatro primeras letras ABCD, vemos que en este caso nos quedan 24
posibilidades, no obstante esta forma de contar se vuelve inapropiada cuando por ejemplo tomamos las 10
primeras letras. Veamos a continuacién una forma de contar las maneras de ordenar una cantidad cualquiera
n de objetos.

Definiciéon 1.1. Supongamos que tenemos n objetos distintos. Queremos contar la cantidad de formas
distintas de ordenarlos en n lugares. En el primer lugar podemos poner cualquiera de los n elementos, en el
segundo lugar, dado que ya tomamos un objeto para el primer lugar, nos quedan n — 1 objetos. Por lo tanto
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para el primer y segundo lugar tenemos n x (n — 1) posibilidades. Razonando de esta manera, llegamos que
tenemos
nx(n—1)xn—-2)x---x2x1,

posibles ordenaciones, o permutaciones de los n objetos.

En general se emplea la notacién n! :==n x (n—1) x (n —2) x --- x 2 x 1, y se asume, por definicién que
ol'=1.
Observemos que, dado que, por definicién (n — 1)! = (n — 1) x (n —2) X -+ x 2 X 1 tenemos que

nl=nx(n—1).

Ejemplo 1.2. Supongamos que queremos contar de cuantas maneras se pueden ordenar las letras de la
palabra HOLA. Dado que no se repiten letras (es decir pueden ser consideradas como objetos distintos),
es un problema de conteo de permutaciones de 4 elementos distintos. En el primer lugar podemos poner la
letra H,la O la L o la A, es decir tenemos 4 posibilidades. En el segundo lugar, dado que elegimos 1 de las
letras, tenemos 3 posibilidades, en el tercer lugar tenemos 2 y en el iltimo nos queda 1 sola letra sin colocar.
En la Figura se muestra el arbol de las posibilidades, si empezamos con la letra H.

L——A

OHAHL

A

N

AHOHL

L—>O

Cuadro 1.1: Si comenzamos con H tenemos 6 posibilidades, dado que podemos empezar con cualquiera de
las 4 letras (y que comenzar con letras distintas da ordenaciones distintas) tenemos 6 x 4 = 24 = 4!

1.1.3. Arreglos

Siguiendo nuestro ejemplo sencillo de las primeras tres letras del alfabeto, supongamos que queremos
contar de cuantas maneras se pueden ordenar esas tres letras en 2 lugares. Es claro que ahora las palabras
van a estar formadas por dos letras, tomadas de las tres que tenemos, es decir las posibilidades son: AB,
BA, AC, CA, BC y CB. Nos da 6 igual que antes. Veamos que pasa ahora con las cuatro primeras letras.
Aqui las posibilidades son AB, AC, AD, BA, CA, DA, BC, BD, CD, DC, CB, DB. En este caso nos da 12,
es decir la mitad que el total de permutaciones de 4 elementos distintos. Veamos como contarlas cuando son
mas de 3 elementos.

Definicion 1.3. Supongamos que tenemos n objetos distintos. Queremos contar la cantidad de formas
distintas de ordenarlos en k lugares (con k& < n). Es importante tener en cuenta que importa el orden en
que se colocan los objetos, por ejemplo, si queremos ordenar las letras de la palabra HOLA en tres lugares,
el ordenamiento OLA es distinto que LOA. En este caso tenemos 4 letras para colocar en el primer lugar,
3 en el segundo lugar y finalmente 2 en el tercero; nos da 4 x 3 x 2 posibilidades. En general, si tenemos n
objetos distintos (razonando de la misma manera que antes) en el primer lugar podemos poner cualquiera
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de los n elementos, en el segundo n — 1, en el tercero n — 2 y en el lugar k (con k <n) n—k+1 . Es decir
en total tenemos
nx(n—1)x---x(n-—Fk+1).

En general se denota A} :=n x (n—1) x--- x (n—k+1).

Ejemplo 1.4. ;Cuantos niimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 0, 1,2, 3 y 4 si no se permite
la repeticiéon de digitos? Observemos que en las unidades podemos poner cualquiera de los 5 digitos, esto
nos deja 4 digitos para elegir para las decenas, y finalmente, en las centenas podemos poner 3 digitos. En
total son Ag =5 x 4 x 3. Observemos ademas que podemos escribir
2x1 B

A3 =5x4x3=5x4x3x ———

= — =60.
2x1 2!

Observacion 1.5. Verificar que
n!

en particular A} = n! T =n.

1.1.4. Combinaciones

Continuando con nuestro ejemplo, supongamos que queremos contar la cantidad de maneras distintas
en que se pueden ordenar las tres primeras letras del abecedario, en 2 lugares, pero nos es indistinta la
ordenacion. Es decir, no distinguimos AB de BA, ni AC de CA, ni CB de BC. Observemos que esto es lo
mismo que agrupar de a pares de letras, o, lo que es lo mismo, construir conjuntos de dos elementos (ya que
en los conjuntos no importa el orden). Tenemos entonces tres conjuntos: el que contiene las letras A y B:
{4, B}, el que contiene las letras A y C: {A, C'} (observemos que como conjunto es distinto al anterior). Y
el que contiene las letras B y C: {B,C'} que es distinto a los anteriores. Son entonces tres posibilidades. Nos
dio exactamente la mitad que en el caso en que tenemos en cuenta el orden, jes esto intuitivo?. Si repetimos
el razonamiento con 4 letras, y 2 lugares nos da los conjuntos {4, B}, {A4,C}, {A,D}, {C,B}, {C,D}y
{B, D}, es decir, nos da 6, nuevamente nos dio la mitad que teniendo en cuenta el orden. No obstante, si
tomamos 4 letras y 3 lugares tenemos 4 conjuntos (escribirlos) y esto es la misma cantidad que si hubiésemos
tenido en cuenta el orden. En general no tener en cuenta el orden da lugar a menos posibilidades que al
tenerlo en cuenta ya que al no tener en cuenta el orden estamos agrupando ordenaciones.

Definicion 1.6. Supongamos que tenemos n objetos distintos y que queremos contar la cantidad de sub-
conjuntos de k elementos (con k& < n) formado con k de los n elementos. Al hablar de subconjuntos, no
importa el orden. Por ejemplo: tenemos n = 5 objetos diferentes A,B,C, D y E y queremos contar cudntos
subconjuntos de k = 3 elementos se pueden formar. En el subconjunto formado por los elementos A, By C
tenemos 3! = 6 ordenaciones posibles de dichos elementos que producen el mismo subconjunto, el {A, B, C'}.
Por lo tanto basta contar las ordenaciones de 3 elementos y luego agrupar las que forman el mismo sub-
conjunto. O, lo que es lo mismo, si tenemos el nimero de subconjuntos, multiplicamos por 3! y nos da el
nimero de ordenaciones o arreglos de 3 elementos. Es decir, en base a esto ultimo, el niimero que queremos
(que denotaremos (Z)) tiene la propiedad de que (Z) x k!' = A7. Si usamos la observacién anterior y

<Z> N (n—nl'c)'k:' (1.2)

Ejemplo 1.7.

= Se juega a un juego del tipo 5 de Oro: hay que acertar 5 niimeros, elegidos dentro de 44 posibilidades.
;,Cuantas jugadas posibles hay?. Lo primero y mas importante que hay que observar es que el orden no
importa, importa a que nimeros jugamos, y no en que orden. Por lo tanto estamos ante un problema
de combinaciones. Tenemos n = 44 objetos distintos, y queremos contar la cantidad de subconjuntos

de k = 5 elementos, es decir la respuesta es (454).
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= De entre 8 personas debemos formar un comité de cinco miembros. ; Cudntas posibilidades diferentes
existen para formar el comité?. Nuevamente, como hablamos de un comité de personas, no importa el
orden en que las elegimos. La respuesta es entonces (g)

Ejercicio 1.8. Veamos un ejemplo que nos seréd de utilidad mas adelante

» Supongamos que tenemos una urna con 6 bolas de color rojo (que denotaremos Ri, Ro, R3, R4, R5 y
R y 3 de color negro (N7, N2 y N3). Vamos a extraer 5 bolas. Contaremos la cantidad de formas de
extraerlas de modo tal que 3 sean de color rojo, y 2 de color negro. Es decir una posible extraccion
es Ry, Ro, R5, N1, N3 mientras que otra distinta es R3, Ro, R5, N1, N3. Por otro lado, no nos importa
el orden es decir Ry, Ra, R5, N1, N3 se puede sacar de 5! formas distintas, (y lo mismo para cualquier
extraccién). Como no nos importa el orden, vamos a usar combinaciones. Observemos que tenemos
(g) formas distintas de extraer 3 bolas rojas, de las 6 bolas rojas que hay en total. Por otro lado, para
cada extraccién de 3 bolas rojas, podemos completar las 5 que tenemos que sacar en total eligiendo
2 de las 3 bolas negras, es decir tenemos 3 = (g) formas de extraer dichas bolas. En total tenemos

entonces
6 3
X .

= Supongamos que se tiene una urna con 15 bolas de color rojo y 7 de color negro.;De cuantas formas
se pueden extraer 9 de modo tal que 6 sean de color rojo y 3 de color negro?

Observacion 1.9. Verificar que

= (Z) =1 (?) = n. Notese que A} = (71‘) Sin usar las formulas respectivas, explicar por qué es razonable

ese resultado.

= (Z) = (nﬁk) Esta formula, que se demuestra facilmente a partir de (1.2) nos dice que, elegir subcon-
juntos de k elementos, es lo mismo que elegir n—k elementos que no vamos a incluir en el subconjunto.

1.1.5. EnR

Si queremos calcular el nimero de permutaciones de n objetos distintos tenemos la funcién factorial(n).
Si queremos que nos de cuales son esas permutaciones (suponiendo que los n objetos son los nimeros
1,...,n tenemos el paquete combinat y la funcién permn(n). Para calcular el niimero (Z) tenemos la funcién
choose(n,k) y si queremos calcular cuales son podemos usar combn(n,k).
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Probabilidad, Variables Aleatorias

Aqui mencionaremos de forma breve, y sin el rigor que la teoria de la probabilidad requiere, los conceptos

de probabilidad, independencia, probabilidad condicional, y algunas de las propiedades de la misma. Un libro
recomendable para profundizar en estos temas es [I] o [3].
El objeto de estudio de la probabilidad son los experimentos cuyos resultados no se pueden determinar de
antemano. Es decir la repeticiéon del experimento no nos conduce necesariamente al mismo resultado (en
este sentido es que decimos que el resultado es aleatorio o depende del azar). Por ejemplo arrojar un dado,
una moneda. etc. El ejemplo clasico donde esto no sucede, son los experimentos de la quimica donde siempre
que se combinan, en iguales condiciones, determinadas sustancias, se obtiene el mismo resultado. Por otro
lado, en probabilidad supondremos que el conjunto de resultados posibles es conocido de antemano. En el
caso del dado, sabemos que solo puede salir 1,2,3,4,5 o 6 en la cara superior. El conjunto de resultados
posibles se llama espacio muestral, y suele denotarse con la letra griega 2. Finalmente, si bien no sabemos
con anterioridad el resultado del experimento, supondremos que no pueden haber multiples resultados al
mismo tiempo. Es decir, por ejemplo, al arrojar un dado no puede salir 3 y 5 en la cara superior al mismo
tiempo.

De manera intuitiva y a partir de la experiencia cotidiana (que motivé y dio origen a la formalizacién
tedrica posterior) la probabilidad de un suceso es la frecuencia con que este se da. Asi por ejemplo, la
probabilidad de que salga cara al arrojar una moneda es la mitad, 1/2, de la cantidad de tiradas. De
la misma manera, la probabilidad de que al tirar un dado salga 2, es 1/6 ya que si arrojamos muchas
veces el dado, 1/6 de las mismas saldrd 2 (y es igual a la probabilidad de que salga cualquiera de los 6
numeros). Observemos que, lo que estamos haciendo es asignar el mismo nimero entre 0 y 1, que llamamos
probabilidad, a cada uno de los posibles resultados, y dado que son 6, solamente podemos asignar 1/6.

Es importante aclarar que la probabilidad de un suceso no es un porcentaje, sino un nimero mayor o
igual que cero, y menor o igual que uno, aunque son conceptos relacionados, no son lo mismo. Podemos decir
a veces, que, en promedio, el 50 % de las veces que tiramos una moneda sale cara, o que al tirar un dado
aproximadamente el 16,6 % de las veces sale 1 (o cualquiera de los 6 posibles ntimeros), pero la probabilidad
de que salga cara no es 50 %, ni de que salga uno al tirar el dado es 16.6 % (observar que 16.6 % es una
aprozimacion al porcentaje, que seria 100/6).

Esta es la forma maés simple de asignar probabilidades a sucesos, el modelo se conoce como casos favorables
sobre casos posibles. Nuestra intuicion nos dice que en general no es cierto que los sucesos tengan la misma
probabilidad siempre, pensemos por ejemplo que queremos asignar una probabilidad al color en que esta la
luz del seméforo cuando llegamos a una esquina, intuitivamente es menos probable que la luz este en color
amarillo, ya que el tiempo de duracién del color amarillo es menor. Si pensamos que el tiempo en que esta
la luz en amarillo es 1/4 del tiempo en que esté en rojo, y que el tiempo en que estd en rojo y en verde son
iguales, tenemos que, al asignar probabilidades la probabilidad de que sea amarillo es 1/9 (;por qué?).

Como mencionamos antes, los sucesos a los que vamos a asignar probabilidades (es decir niimeros entre
0 y 1) seréan subconjuntos de un cierto conjunto conocido 2. Por ejemplo, en el caso de los resultados de
tirar una moneda 2 = {0, 1} donde O representa cara, y 1 nimero. En el caso de los resultados de tirar un
dado, Q@ = {1,2,3,4,5,6} y un suceso es, por ejemplo A = {1,2}. En este sentido la probabilidad de A,
que denotaremos P(A) es la probabilidad de que al tirar un dado salga 1 o 2, que, intuitivamente es 2/6. Si
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tiramos dos dados tenemos que 2 es el conjunto de las 36 parejas (¢,j) con i,5 = 1,...,6 (ver tabla ({2.1))
més adelante) y A puede ser por ejemplo el suceso {la suma de los resultados es 7}.

2.0.1. Casos favorables sobre casos posibles: Tirar dos dados

En la tabla se muestran los posibles resultados de tirar dos dados, vamos a suponer que podemos
distinguirlos entre si, por ejemplo uno tiene los ntimeros en rojo y el otro en negro. Para simplificar la
explicacién, cuando decimos, por ejemplo, que el dado rojo es mayor que el dado negro, nos referimos a que
el resultado que sale en la cara superior del dado cuyos ntimeros son rojos es mayor que el resultado que
sale en la cara superior del dado cuyos niimeros son negros.

Lt [2]3[4]5 6 |
1LY ] (1,2) | (1,3) | (LY | (1Lb) | (1L0)
220 | 22) | 23) | 24 | (25) | 2.0)
3G (2 [ 33 [ G | 35) | 3.0
1 @D | (342 [ 33) | (A1) | (45) | (46)
51 (5,1) | (5,2) | (5,3) | (5,4) | (5,5) | (5,6)
6 | (6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

Cuadro 2.1: Resultados de tirar 2 dados

Tenemos 36 posibles resultados (casos posibles). Es razonable pensar que la frecuencia con que cualquiera
de ellos aparece es la misma, y por lo tanto 1/36. Asi, por ejemplo, la probabilidad de que salga (1,1) es
igual a la de que salga (1, 3) es igual a la de que salga (3,1) y es 1/36. Observemos que si queremos calcular
la probabilidad de que salga un 1 y un 3, tenemos 2 casos favorables a considerar, el (1,3) y el (3,1) y por lo
tanto la probabilidad es 1/36 + 1/36 = 1/18, lo que hacemos es sumar las probabilidades de los sucesos. Si
queremos calcular la probabilidad de que los dos niimeros sean iguales, tenemos 6 casos favorables, es decir
los 6 que forman la diagonal. Por lo tanto la probabilidad es 6/36 = 1/6. Observemos que lo que hacemos
nuevamente es sumar las probabilidades de los sucesos (1, 1) hasta (6, 6). Supongamos que queremos calcular
la probabilidad de que el nimero que sale en uno de los dados sea estrictamente mayor que el que sale en el
otro. Si observamos la tabla, tenemos que contar todos los elementos, excepto los de la diagonal. Esto nos
da 36 — 6 = 30 casos favorables. Es decir la probabilidad es 30/36. Veamos que este nimero lo podemos
calcular de otra manera: si contamos la cantidad de posibles resultados para los cuales el dado rojo es mayor
que el dado negro esto nos da 15 casos (correspondientes a las entradas de la tabla cuya fila es estrictamente
menor que la columna), es decir la probabilidad de que el dado rojo sea mayor que el negro es 15/36. Por
otro lado, si contamos la cantidad de casos en los que el dado rojo es menor que el dado negro obtenemos
nuevamente 15 casos (observar que corresponden a las entradas de la tabla cuya fila es estrictamente mayor
que la columna). Es decir la probabilidad de que el dado rojo sea menor que el negro es 15/36. Es claro que
la probabilidad de que un dado sea menor que el otro, es la suma de estos dos sucesos, y es, como habiamos
calculado antes 15/36 + 15/36 = 30/36.

El ejemplo anterior nos conduce a una propiedad de la probabilidad, (que sera cierta en general, no solo
en el modelo de casos favorables sobre casos posibles). Si tenemos A y B dos posibles resultados o conjunto
de resultados de un experimento (por ejemplo A = {el dado rojo es menor que el dado negro } y B = {el
dado rojo es mayor que el dado negro}), de modo tal que si siempre que pasa A no sucede B (es decir son
disjuntos). Entonces

P(AuB)=P(A)+ P(B). (2.1)

Esto quiere decir que la probabilidad de la unién de dos sucesos disjuntos (es decir, la probabilidad de que
alguno de ellos ocurra) es igual a la suma de las probabilidades de los sucesos.

Andlogamente si tenemos A, B, C tres sucesos, tal que si sucede uno, no sucede ninguno de los otros 2,
entonces

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C). (2.2)

10
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Por ejemplo, A = {el dado rojo es menor que el dado negro}, B = {el dado rojo es mayor que el dado
negro} y C' = {ambos dados son iguales} (es decir el niimero que sale es el mismo). Es claro que AUBUC
incluye los 36 casos. Por lo tanto P(AU B UC) = 36/36 = 1, y por lo que calculamos antes esto coincide
con P(A)+ P(B) + P(C).

Observacién 2.1. Es importante observar que ni ng son ciertos en general. Pensemos por
ejemplo que A = {el dado rojo es menor o igual que el dado negro}, mientras que B es el suceso {el dado
rojo es mayor o igual que el dado negro }, En este caso P(AU B) = 1 mientras que P(A) = 21/36 = P(B)
es decir P(A) + P(B) =42/36 > 1.

Tampoco es cierto en general que si se cumple 0 entonces los sucesos son disjuntos.

Observacion 2.2. En general se cumple que P(AUB) < P(A)+P(B) y P(AUBUC) < P(A)+P(B)+P(C).
Usando la tabla de tirada de dos dados, encontrar ejemplos de conjuntos A y B donde se cumple el menor
estricto.

Ejemplo 2.3. Consideremos el suceso A = {el dado rojo es menor que el dado negro}, y el suceso comple-
mentario, que denotaremos A¢ = {el dado rojo no es menor que el dado negro}, es decir es mayor o igual.
Observemos que dichos sucesos son disjuntos y que la probabilidad de la unién de los mismos es 1. Por lo
tanto si usamos obtenemos que

1 = P(AU A%) = P(A) + P(A°).

Este razonamiento, que hicimos para un A particular es cierto en general ya que A y su complementario
A° son disjuntos. De dicho resultado se sigue que, para cualquier suceso A

P(A) = 1 — P(A°). (2.3)

Ejemplo 2.4. Consideremos el suceso A = {la suma de los resultados es 7}, y B = { el dado rojo es menor
que el dado negro}. Observando la tabla vemos que P(A) = 6/36 = 1/6 y P(B) = 15/36. Consideremos
ahora el suceso: {el dado rojo es menor que el dado negro y la suma de los resultados es 7 }. Este suceso, que
se denota A N B, esta formado por los resultados (6, 1), (5,2), (4, 3), por lo tanto P(AN B) = 3/36 = 1/12.
Por otro lado P(A) x P(B) = 1/6 x 15/36 < 1/12. Es decir, no es cierto en general que para todo Ay
B P(AN B) = P(A) x P(B), el hecho de que esta ultima igualdad ocurra es importante y es el objeto de
estudio de la siguiente seccion.

2.0.2. Independencia

Vamos a introducir ahora uno de los conceptos mas importantes del curso, el concepto de independencia
de sucesos. Supongamos que tiramos una moneda y sale cara. Luego volvemos a tirar la moneda y sale
ntmero. Desde un punto de vista intuitivo, el hecho de que haya salido cara en la primera tirada, no
influye sobre el resultado de la segunda tirada, dicho de otra manera, para saber cual serd el resultado de
la segunda tirada, no nos aporta informacién saber que la primera tirada fue cara. Lo mismo nos dice la
intuicién respecto al resultado de tirar un dado, y luego otro, etc. Intuitivamente, cuando el resultado de la
realizacién de un experimento no nos aporta informacion que nos permita deducir a priori, el resultado de
otro experimento, decimos que estos son independientes. Observemos que no estamos diciendo que el hecho
de que se haya dado un determinado resultado es incompatible con que suceda el otro. Veamos como se
formaliza en términos matematicos esta idea intuitiva.

Ejemplo 2.5. Consideremos nuevamente los 36 resultados de tirar 2 dados, el suceso A = { la suma de los
dados es 7 }, y el suceso B = { el dado rojo es 1 }. Sabemos que P(A) = 1/6 y que P(B) = 1/6, ademés,
la probabilidad de que la suma sea 7 y que el dado rojo sea 1 (es decir AN B) es 1/36, observemos que

P(AN B) = P(A) x P(B). (2.4)

Definicién 2.6. Si tenemos A y B dos sucesos tal que la identidad (2.4) se cumple, decimos que los sucesos
Ay B son independientes.
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Ejemplo 2.7. Veamos que se confirma lo que nos dice la intuicién respecto a la independencia de la primera
y segunda tirada. Si en lugar de tirar los dos dados a la vez, tiramos primero el dado negro y luego el rojo
la tabla de posibilidades es . Es razonable pensar que aqui también cualquier pareja de resultados tiene
la misma probabilidad, es decir 1/36. Si calculamos la probabilidad de que, por ejemplo, el dado rojo sea
i (donde 7 es cualquier nimero entre 1 y 6), tenemos 6 casos (correspondientes a la columna ¢ de la tabla)
por lo tanto el suceso A = { el dado rojo es i}, tiene probabilidad 1/6. Por otro lado, si consideramos el
suceso B = { el dado negro es j} (donde j es cualquier niimero entre 1 y 6) tenemos que P(B) = 1/6 (basta
considerar los 6 casos de la fila j de la tabla). El suceso A N B que corresponde a que el dado rojo sea i
y que el dado negro sea j nos da unicamente la pareja (j,7) que tiene probabilidad 1/36. Es decir se da la
igualdad y por lo tanto son independientes.

Definicion 2.8. Consideremos tres sucesos A, By C, si

o asga
NFN
oD
SR
I

decimos que son independientes.

Ejercicio 2.9. Demostrar, a partir de los 8 posibles resultados de tirar 1 moneda 3 veces, que las tiradas
son independientes.

Observemos que en el Ejemplo (2.4)) tenemos dos sucesos que no son independientes, (como vimos, no
se cumple (2.4))). Esto nos conduce al siguiente concepto:

Definicion 2.10. Probabilidad Condicional Cuando dos sucesos no son independientes, es decir saber
que pasé un suceso A nos aporta informacién sobre la probabilidad de que pase otro suceso B tiene interés
calcular la probabilidad de que pase B dado que pasé A, esto se denota P(B|A). Si, por ejemplo, siempre
que pasa A pasa B, es intuitivo que P(B|A) tiene que ser 1. En el caso de que sean independientes, es
razonable también que P(B|A) = P(B) (saber que pasé A no me aporta informacién y por lo tanto no hace
a B més o menos probable).

Consideremos el suceso A = {la suma de los dados es 7} y B = {el producto es 10}. En este caso
P(A)=1/6 y P(B) = 1/18. Observemos que P(B|A) es la probabilidad de que el producto de 10, dado que
la suma fue 7. Es decir, sabemos que la suma fue 7 queremos ver que tan probable es que el producto sea 10.
Si sabemos que la suma fue 7 tenemos que restringirnos a las 6 posibles tiradas que hacen que la suma sea
7, es decir, el conjunto de casos posibles tiene 6 elementos (estos son (4, 3), (5,2),(6,1),(2,5),(3,4),(1,6)).
De esos 6 solamente 2 resultados hacen que el producto sea 10, es decir tenemos 2 casos favorable, por lo
tanto P(B|A) =2/6 = 1/3. Observemos que P(AN B) =2/36 = 1/18 y que se cumple que

P(ANB)

(2.5)
La identidad (2.5)) define la probabilidad condicional P(B|A). Para que dicha expresién tenga sentido es
necesario que P(A) # 0. Observemos que P(A N B) # P(A)P(B). Es decir los sucesos A y B no son
independientes.

Observar que si A y B son independientes (y P(A) > 0), de (2.5)) se sigue que P(B|A) = P(B) y si
siempre que sucede A (nuevamente con P(A) > 0) sucede B (es decir A C By por lo tanto AN B = A), se
sigue que P(B|A) = P(A)/P(A) = 1.

2.0.3. Regla de Bayes

A modo de ejemplo, supongamos que tenemos dos sucesos A; y As de modo que son excluyentes, es decir
A1 N Ay =0, siempre ocurre alguno de ellos, es decir P(A; U Ag) =1 y ambos tienen probabilidad no nula.
Por ejemplo se puede pensar que estamos haciendo un estudio médico, donde A; es que el individuo sea
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hombre, y A que sea mujer. Supongamos que tenemos otro suceso B; siguiendo el ejemplo anterior, podemos
pensar que B es el suceso en el cual un individuo tiene cierta enfermedad. Tenemos como dato tinicamente
la probabilidad condicional de que se de B dado que se dio A; (es decir P(B|A;) y la probabilidad de que
se de B dado que se da Ay, ademds sabemos P(A;) y P(As2). Queremos calcular P(A;|B) para i = 1,2, en
nuestro ejemplo, la probabilidad de que un individuo sea hombre (o mujer) dado que tiene la enfermedad.
Como los sucesos A; o Ag siempre ocurren, tenemos que P(B) = P(B N [A; U Aj]), ademds, en general
usando propiedades de unién e interseccién de conjuntos se tiene que B N [A; U Az] = [BN A;] U [BN As].
Como los sucesos A1 y As son disjuntos, también lo son BN Ay y BN Ao, por lo tanto

P(B)=P(BN(A1UAy)) =P([BNA1JU[BNAg]) =P[BNA;|+ P[BnN A;y].
Si ahora usamos (2.5 (observar que aqui usamos que ni A; ni As tiene probabilidad 0), podemos escribir
P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(A2) (2.6)

Usando nuevamente (2.5) escribamos P(A4;|B) = P(A; N B)/P(B) y P(A; N B) = P(B|A;)/P(B) por lo
tanto, la probabilidad que queremos es

P(iB) = L P

si sustituimos ahora P(B) por lo que obtuvimos en (2.6)) tenemos que

P(B|A;)P(A;)
(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A3)

P(A]B) = (27)
La féormula se denomina féormula de Bayes. De forma totalmente analoga se demuestra que en
general si se tienen Ay, ..., A, sucesos, todos ellos con probabilidad no nula, disjuntos dos a dos (es decir
A; N A; = para todo i # j) y tal que siempre ocurre alguno de ellos (es decir P(A; UAs U...UA,) =1),
entonces:
P(B|Ai)P(A;)

PUAIB) = S b (BlAy P(Ar) 28)

Ejemplo 2.11. La probabilidad de que haya un accidente en una fabrica que dispone de alarma es 0,1. La
probabilidad de que suene la alarma si hay un accidente es 0,97 y de que suene si no hay ninguno es 0,02.
Si sabemos que soné la alarma, jcudl es la probabilidad de que no haya habido un accidente?.

Vamos a traducir las probabilidades que queremos a sucesos, consideremos el suceso I = hubo accidente
(denotamos I¢ al complemento de I es decir, no hubo accidente), y el suceso A = soné la alarma. Lo que
sabemos es que P(I) = 0,1, P(A|I) = 0,97 y P(A|I¢) = 0,02, lo que queremos calcular es P(I¢|A). Los
sucesos I y I¢ son disjuntos y su unién tiene probabilidad 1. Por lo tanto si usamos la formula de Bayes

(2.7) escribimos

P(A|I®)P(I°) B 0,9 x 0,02
(A|T)P(I) + P(A|I¢)P(I¢) 0,1 x 0,97 + 0,9 x 0,02

P(I°|A) = 5 = 0,157.

En R

Si queremos por ejemplo elegir k£ nimeros al azar (distintos) de entre los primeros n podemos usar la
funcién sample(n,k). Si queremos permitir que se puedan repetir alguno de los n en la muestra de tamafio
k tenemos que usar sample(n,k,replace=TRUE).

2.1. Variables aleatorias discretas

2.1.1. Distribucién Binomial

En esta seccién vamos a centrarnos en el estudio de un tipo de experimento muy particular en el cual
existen exactamente 2 posibles resultados, por ejemplo los resultados que surgen de tirar una moneda. Otro
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ejemplo simple consiste en considerar si al tirar un dado sale o no un cierto ntimero. Usualmente se llama
érito a uno de estos resultados y fracaso al otro (éxito podria ser que salga 5 al tirar un dado). Es claro
que como tenemos 2 posibilidades (éxito o fracaso) podemos decir que la frecuencia con que ocurre éxito si
repetimos el experimento muchas veces (esto es P(éxito)) es un nimero p donde 0 < p < 1, mientras que la
frecuencia con que no ocurre el éxito (es decir ocurre el fracaso) es 1 — p (deducirlo a partir de (2.3)). Lo
que nos interesara es, fijada de antemano la cantidad de veces que repetiremos el experimento (y bajo la
hipétesis de que los experimentos se realizan de forma independiente), calcular qué tan probable es obtener
determinada cantidad de éxitos. Por ejemplo, si tiramos 50 veces el dado, qué tan probable es que el 5 salga
exactamente 10 veces, es decir, la probabilidad de que la cantidad de éxitos sea 10, o, lo que es lo mismo,
que la cantidad de fracasos sea exactamente 40.

Veamos cémo es la construccion del marco tedrico de este modelo. Es natural que, para modelar el
experimento que consiste en tirar 3 veces un dado y mirar la cantidad de veces que salié el niimero 5
pensemos en tomar 2 como el conjunto de ternas de ceros y unos, donde 1 es éxito, es decir sali6 el 5.
Asi por ejemplo un posible resultado es (1,0,0), que representa el experimento en el cual en la primera
tirada salié el 5 mientras que en las dos siguientes no salié el 5. Es claro que dicho resultado es distinto
de (0,0,1) o de (1,1,1). Observemos que (2 tiene 8 elementos (escribirlos). Observemos ademds que, si las
tiradas son independientes, el suceso (1,0, 0) tiene probabilidad 1/6 x 5/6 x 5/6 ya que P((1,0,0)) = P({En
la primera tirada sale el 5} N {En la segunda tirada no sale el 5} N {En la tercera tirada no sale 5}) y como
son independientes, el resultado se sigue de .

Por otro lado el el suceso (1,1, 1) tiene menor probabilidad (P((1,1,1)) =1/6 x 1/6 x 1/6, esto se sigue
razonando de forma andloga a como hicimos con (1,0,0)). De esto ltimo deducimos que no estamos ante
un modelo de casos favorables sobre casos posibles.

Ejercicio 2.12. Asignar a cada una de las 8 ternas de ceros y unos sus probabilidades.

Volviendo al problema que mencionamos antes, queremos calcular la probabilidad de tener una determi-
nada cantidad de éxitos. En el caso de repetir 3 veces el experimento de tirar el dado, si éxito es que salga
el nimero 5 es claro que podemos tener:

1) 0 éxito, como en (0,0,0),
2) exactamente 1 éxito, como en (1,0,0) o (0,1,0) o (0,0,1),
3) exactamente 2 éxitos, como en (1,1,0) o (0,1,1) o (1,0, 1),
4) 3 éxitos, como en (1,1,1).

Si lo que nos interesa es contar la cantidad de éxitos, los 3 resultados posibles del caso 2 se pueden
agrupar en el suceso {exactamente 1 éxito} y podemos asignarle a esos 3 elementos de el nimero 1.
Andlogamente, los 3 elementos del caso 3 se pueden agrupar en el suceso {exactamente 2 éxitos } y podemos
asignarle a esos 3 elementos de €2 el nimero 2. Finalmente, razonando de manera andloga, al elemento del
caso 1 le asignamos el 0 mientras que al del caso 4 le asignamos el 3, ver figura .

Esta funcién (la cual denotaremos con la letra X') que hemos definido, de € en los nimeros {0, 1, 2,3} se
llama variable aleatoria con distribucién binomial. En general, una variable aleatoria serd una funcién
X de Q en los ntimeros reales R. Y nos interesara calcular cosas como P(X =t) o P(X < t), donde ¢ es
un numero real, entendiendo por eso la probabilidad de el conjunto de los elementos de ) que hacen que
X =t.

En nuestro ejemplo anterior si X tiene distribucién binomial,

P(X =2) = P((1,1,0) U (0,1,1) U (1,0,1)) = P((1,1,0)) + P((0,1,1)) + P((1,0,1)),

donde en esta igualdad hemos usado la propiedad (2.2)). Dado que P((1,1,0)) = P((0,1,1)) = P((1,0,1)) =
(1/6)2 x 5/6 tenemos que
P(X =2)=3x(1/6) x 5/6. (2.9)

De la misma forma se llega a que
P(X =1)=3x(1/6) x (5/6)? (2.10)
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R

(11,00(10,2)(0.12)

(1,0,0) (0,1,0)
(0,0,1)

(0,00)

3
2
1

0

Figura 2.1: Variable aleatoria Binomial en el caso de 3 experientos

Vamos a calcular P(X = 0), tenemos un sélo caso (caso 1, el (0,0,0)), que tiene probabilidad (5/6)3, esto
es lo mismo que hacer
P(X =0)=1x(1/6)° x (5/6)%. (2.11)

Verificar que en (2.9)), (2.10) y (2.11)) obtuvimos, para k = 0, 1,2, 3 éxitos:

P(X = k) =(formas de poner k unos en 3 lugares)x(1/6)* x (5/6)3~*

Veamos como contar en términos de combinaciones la cantidad de formas de poner k unos en 3 lugares
(con k =0,1,2,3). Recordemos que (Z) cuenta la cantidad de subconjuntos distintos, de k elementos, que
podemos hacer con n objetos diferentes. Podemos pensar que los n = 3 objetos distintos son los lugares
donde vamos a poner los k unos, y como los unos son intercambiables (una vez elegidos en que lugares
se pondran) estamos ante un problema de combinaciones. Es decir, podemos poner los unos en la primera
tirada, en la segunda, o en la tercera. Por ejemplo, para k = 2 elegir primera tirada y tercera tirada produce
la misma cantidad de éxitos que elegirlos en el orden inverso: tercera tirada y primera tirada y da lugar a
la terna (1,0,1), pero es distinto que elegir primera tirada y segunda tirada ya que en este caso estamos
eligiendo de los 3 posibles lugares, los dos primeros (y da lugar a la terna (1,1,0)). Es decir tenemos @)
formas de elegir esos lugares. Es claro que si tuvimos 1 solo éxito, tenemos tres posibles lugares donde poner
ese uno, y por lo tanto son (‘;’), finalmente si no se dio éxito en ninguna de las tiradas tenemos una sola

posibilidad, la terna (0,0,0) y nuevamente aqui tambien (3) =1.

Definicién 2.13. Bin(n,p): Siguiendo el razonamiento que hicimos antes, si tenemos n experimentos, y
p = P(éxito) decimos que X : Q@ — {0,1,2,...,n} tiene distribucién binomial con pardmetros n,p que se
denota X ~ Bin(n,p) si
n

P(X =k) = (k)pk(l—p)n_k k=0,1,2,...,n (2.12)
Definicién 2.14. Ber(p): En el caso particular en que n = 1 (es decir hacemos un sélo experimento) se
dice que la variable tiene distribucién de Bernoulli de parametro p. Mas adelante veremos que si X tiene
distribuciéon Binomial de pardmetros n y p, se puede escribir como suma de n variables con distribuciéon de
Bernoulli de parametro p.

Ejercicio 2.15. Usando la expresién anterior calcular la probabilidad de que al tirar 50 veces un dado
salgan exactamente 10 cincos.

Ejercicio 2.16. Supongamos que X ~ Bin(n,1/2)
» Intuitivamente, sin calcular, ;Cudnto da P(X =0)+ P(X =1)+ P(X =2)+---+ P(X =n)?

= Usando la parte anterior y deducir que (3) + (7) + (5) + -+ (1) = 2" y observar que 2" es

n
exactamente la cantidad total de secuencias de largo n que podemos formar con ceros y unos.
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En R

Para sortear nimeros al azar con distribucién Binomial tenemos el comando rbinom(N,n,p). El parame-
tro N indica cuantas realizaciones queremos de la variable, el pardametro n indica que cada una de estas
realizaciones da como resultado un nimero entre 0, ...,n (cantidad de éxitos), finalmente p es la probabili-
dad de éxito en cada realizacién. Por ejemplo para tener una Bernoulli de parametro p, tenemos que hacer
rbinom(1,1,p).

2.1.2. Distribucién Geométrica

Supongamos que estamos interesados en repetir un experimento que tiene dos posibles resultados, uno de
ellos que llamaremos éxito, y el otro fracaso, hasta que se da el éxito por primera vez. Supondremos ademaés
que el experimento lo repetimos de forma independiente de lo que sucedié antes. Por ejemplo podemos
pensar que tiramos una moneda hasta que salga cara, o un dado hasta que salga 5 etc. En el caso del dado,
el 5 puede aparecer por primera vez en la primera tirada, o puede que en la primera tirada no salga 5 pero
en la segunda si, etc. La probabilidad de que salga 5 en la primera tirada es 1/6. La probabilidad de que
salga por primera vez en la segunda tirada es la probabilidad de la interseccién de los sucesos A = { no
sale 5 en la primera tirada } y B = { sale 5 en la segunda tirada}. Dado que estamos suponiendo que los
experimentos se realizan de forma independiente, es decir saber que salié 5 en la primera tirada no influye
sobre el resultado de la segunda, tenemos que P(AN B) = P(A) x P(B). Como P(A) = 1/6 mientras que
P(B) = 5/6 tenemos que la probabilidad de que salga el 5 por primera vez en la segunda tirada es 5/6 x 1/6.

Ejercicio 2.17. Probar que la probabilidad de que salga 5 por primera vez en la tercera tirada es (5/6)?x1/6.

En general, razonando de esta manera, es facil ver que la probabilidad de que salga 5 por primera vez,
en la tirada k es la interseccién de los sucesos independientes A = { no sale 5 en las tiradas 1,2,...,k — 1}
y B = {sale 5 en la tirada k}. Dicha interseccién tiene probabilidad (5/6)*~! x 1/6. Esto nos conduce a la
siguiente definicion:

Definicion 2.18. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucién geométrica de parametro p
con 0 < p <1 (que denotaremos X ~ Geo(p)) si

PX=k=1-pFtxp k=1,23,... (2.13)

Observemos que, a diferencia de lo que sucede con las variables con distribucién binomial de parametros
n, p, una variable con distribucién geométrica es una funcién que toma infinitos valores (1,2,3,...) mientras
que una variable con distribucién binomial de pardmetros n,p toma valores 0,1,2,...,n, donde n es un
nimero fijado de antemano.

Ejercicio 2.19. Supongamos que tiramos un dado hasta que sale 3
Calcular la probabilidad de que salga por primera vez en la primera tirada o en la segunda.

Calcular la probabilidad de que haya que realizar més de 2 tiradas.

Vamos a demostrar una propiedad importante de la distribucién geométrica, que se conoce como pérdida
de memoria. Para eso vamos a necesitar probar un resultado intermedio, que dice que si X ~ Geo(p) entonces

P(X > k)= (1-p)k, (2.14)
E| para probar esto tltimo observemos que,

PX>k) =P(X=k+1)+P(X =k+2)+P(X =k+3)+P(X =k+4)+...+...

!Otra forma de ver (2.14) es observar que si X > k en los primeros k experimentos no obtuvimos éxito, y esto pasa con
probabilidad (1 — p)* ya son k eventos independientes
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esto ultimo es una suma de infinitas probabilidades, y se escribe de manera compacta como
P(X > k) Z P(X =k +1),

si usamos (2.13)) tenemos que P(X =k +i) = (1 — p)¥*~1p y por lo tanto

o0

P(X > k) ZP =k+i)=> (1-pFp.

=1

Veamos que es lo que estamos sumando, para i = 1 el primer término es (1 —p)*p, para i = 2 es (1 —p)*+1p,
para i = 3 es (1 — p)¥*2p, etc, por lo tanto la suma anterior se puede escribir como
oo oo o0
Y (=p) =1 —p)p=> (1-p)*1-p)p,
i=1 i=0 i=0
como el factor (1 — p)¥p no depende de i, sale de factor comtin para afuera de la sumatoria, es decir
oo o
S @-pf-pip=01-pFpd (1-p)
i=0 i=0
Ahora usamos un resultado de series, que no demostraremos que dice que
> 1
d (1-p)i=-, (2.15)
i=0 p

finalmente obtuvimos, como queriamos
P(X >k)=(1-pk.

La propiedad de pérdida de memoria dice que, si ya realizamos m experimentos (independientes con
probabilidad de éxito en cada uno igual a p) en los cuales no ocurrié exito, la probabilidad de que ocurra
por primera vez éxito luego de realizados n + m experimentos (es decir, tengamos que hacer mas de n +m
experimentos, con n > 0) es igual a la probabilidad de que tengamos que realizar més de n experimentos,
para obtener éxito por primera vez. Esto en términos de probabilidad condicional se escribe como

P(X >n+m|X >m)=P(X >n). (2.16)

Esto significa que la variable se olvida que ya realizamos m experimentos en los que no hubo éxito (de
ahi el nombre pérdida de memoria). Para demostrar que se se cumple (2.16))vamos a usar la definicién de
probabilidad condicional,

PH{X >n+m}n{X >m})
P(X >m)

P(X >n+m|X >m)= (2.17)

Veamos ahora cual es el evento {X > n+m} N{X > m}, si X > n+ m quiere decir que hasta el momento
m + n no tuvimos éxito, en particular hasta el momento m no tuvimos éxito (ya que n +m > m), por lo
tanto el evento X > m + n incluye al evento X > m, es decir {X >n+m}N{X >m} ={X >n+m},y
por lo tanto

P{X >n+m}n{X >m})=P(X >n+m)
Si ahora usamos la férmula tenemos que P(X >n+m) = (1 —p)™" y P(X >m)=(1-p)™, por
lo tanto nos queda

P{X >n+m}n{X >m}) (1-p"t™
P(X >m) T (1-pm

en la ultima igualdad hemos usado que ([2.14)

P(X>n+m|X >m)=

=(1-p"=PX >n).
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En R

Si queremos una realizaciéon de una variable con distribucion geométrica de pardmetro p, tenemos el
comando rgeom(1,p). Esto nos da el nimero de fracasos antes del primer éxito, si la probabilidad de éxito
es p. Si queremos el primer momento en que se da el éxito hay que sumar 1. Para obtener N realizaciones
de esta variable se usa rgeom(N,p).

2.1.3. Distribuccion Hipergeométrica. Extracciones sin resposicion

Veremos ahora otro tipo de variable aleatoria. Supongamos que tenemos una urna con 6 bolas de color
rojo y 3 de color negro como en . Vamos a suponer que la diferencia es inicamente el color. Si extraemos
una bola al azar, como la diferencia esta solamente en el color, podemos agarrar cualquiera de las 9 bolas
pero, intuitivamente, la probabilidad de extraer una bola roja es mayor (ya que son mas) que la de extraer
una bola negra. Dado que cualquiera de las 9 bolas tiene la misma probabilidad (es decir 1/9), el espacio
muestral 2 esta formado por los 9 posibles resultados. Por lo tanto el suceso A = { la bola extraida es roja}
tiene probabilidad 6/9 = 2/3, mientras que el suceso B = { la bola extraida es negra } tiene probabilidad 3/9.
Consideremos ahora el experimento que consiste en sacar 5 bolas (al mismo tiempo) de las 9, supongamos
que queremos calcular la probabilidad de extraer 3 bolas de color rojo, y 2 de color negro. Como las bolas
son todas idénticas, cualquier conjunto de 5 bolas tiene la misma probabilidad, por lo tanto en total tenemos
(g) (casos posibles ) formas de extraer las 5 bolas. Como vimos en , los casos favorables son (g) X (;’)
es decir, la probabilidad que queremos calcular es

6 3
6 ()
5 .
(5)
Ejemplo 2.20. Razonando de la misma forma que antes, si en lugar de sacar 5 bolas sacamos 3 y queremos
tener 2 rojas y 1 negra, obtenemos que la probabilidad es

(g)é)@ _ %_ (2.18)

Una pregunta que surge naturalmente es qué sucede si en lugar de sacar las 5 bolas al mismo tiempo,
las sacamos de a una (y las que vamos sacando no las devolvemos a la urna, es decir son extracciones sin
reposicion). Veamos, para el caso en que extraemos 3 bolas (sélo a efectos de hacer menos engorrosas las
cuentas), que el resultado es el mismo que el que obtuvimos en el ejemplo . Observemos que tenemos
que sumar la probabilidad de los sucesos (disjuntos) A = {Sale roja en la primer extraccién, roja en la
segunda, y negra en la tercera}, B = {Sale roja en la primer extraccién, negra en la segunda, roja en la
tercera} y C' = {Sale negra en la primer extraccién, roja en la segunda, y roja en la tercera}. Vamos a
calcular la probabilidad de C' y quedard como ejercicio verificar que A y B tienen la misma probabilidad.
Observemos que la probabilidad de que salga negra en la primer extraccién 3/9. En la segunda extraccion,
dado que sacamos una bola negra, nos quedan 8 bolas en la urna, 6 son de color rojo y 2 de color negro, la
probabilidad de sacar una bola roja ahora es 6/8. Finalmente, en la tercer extraccién, dado que sacamos
una bola negra en la primera y una roja en la segunda, tenemos 7 bolas en la urna, de las cuales 5 son rojas
y 2 son negras, por lo tanto la probabilidad de sacar una bola roja es 5/7. De esta manera, llegamos a que
P(C) =3/9x6/8 x5/7. Como dijimos antes, A, B y C tienen la misma probabilidad (verificarlo!) por lo
tanto la probabilidad que queremos es 3 x P(C) = 3 x (3/9 x 6/8 x 5/7) = 15/28 que es lo mismo que
obtuvimos en el ejemplo . La pregunta que nos queda por responder ahora es: jpor qué multiplicamos
las probabilidades que fuimos calculando?. Veamos que esto sale de la aplicacion en cadena de la férmula
de probabilidad condicional dada en . Antes de eso observemos que si despejamos en obtenemos
que.

P(B|A) x P(A) = P(BnNA) (2.19)

Volviendo a lo que queriamos calcular:

P(C) = P({negra en la primera} N {roja en la segunda} N {roja en la tercera})
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si tomamos en (2.19) A = { negra en la primera } N { roja en la segunda} y B = {roja en la tercera }
obtenemos que

P(C) = P({roja en la tercera}’{ roja en la segunda} N { negra en la primera}) X
P({ roja en la segunda} N { negra en la primera}) (2.20)

Si volvemos a aplicar (2.19) con B = { roja en la segunda} y A = { negra en la primera} obtenemos que

P ({ roja en la segunda} N { negra en la primera}) =
P({roja en la segunda}’{negra en la primera}) X
X

P({negra en la primera}) = (2.21)

| >
O w

Por otra parte

5
P({roja en la tercera}({ roja en la segunda} N { negra en la primera}) = (2.22)

De (2.22) (2.21) y (2.20) obtenemos 6/8 x 3/9 x 5/7 que es a lo que habiamos llegado antes con lo cual
queda demostrado que es lo mismo extraer las 3 bolas al mismo tiempo o de a una, siempre y cuando no se
vuelvan a colocar en la urna. El problema de hacer el cdlculo mediante la segunda forma estd en que hay
que contar todas las posibles formas de sacar una bola roja, una negra, y otra roja (en algin orden), que
dio lugar a los sucesos A, B 'y C. En este ejemplo contarlos es simple. Luego de que sabemos cuantos son,
basta calcular la probabilidad de uno de ellos y multiplicarlo por el nimero de casos ya que los diferentes
casos tienen siempre la misma probabilidad.

Definicion 2.21. En general, cuando tenemos un conjunto de N objetos, de los cuales 0 < d < N son de un
tipo (llamemosle A) y N —d son de otro, la probabilidad de obtener z elementos de A (con x = 0,1,2,...,d)
en una extraccion de n elementos es (d) (N_d)
X
xr n—x

N

(n)
Decimos que una variable aleatoria X : Q@ — R tiene distribucién hipergeométrica (que denotaremos
X ~ HipGeo(d,n,N)) si

(2.23)

() x (i)

()

P(X =x)= x=0,1,2,...,min{n,d}.

En R

Para sortear nn datos al azar con distribucién hipergeométrica (ver [2.21) se puede usar la funcién
rhyper(nn,d,N-d,n). Por ejemplo si hacemos rhyper(10,3,5,2) nos va a devolver una secuencia de 10 nimeros
donde cada uno puede ser 0, 1 o 2. En cada una de las 10 tiradas, la probabilidad de que salga 0, 1 o 2 viene

dada por la férmula (2.23)).

2.1.4. Distribucién Multinomial

La distribuciéon multinomial es una generalizacién de la binomial, en cada experimento los resultados
posibles pueden ser mas de 2. Para fijar ideas supongamos que tiramos un dado n veces, cada uno de los
posibles resultados en lugar de ser un 0 o un 1, es un valor entre 1 y 6, y nos interesa contar la cantidad
de veces que salid el 3. Otro ejemplo es pensar que hacemos 5 extracciones con resposiciéon de una urna que
tiene bolas de 3 colores, rojo (R) azul (A) y negro (N). Supongamos que la probabilidad de sacar una bola
roja es pp la de sacar una bola azul es py y la de sacar una bola negra es p3. Como son los Uinicos colores
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posibles p1 4+ p2 4+ p3 = 1. Si queremos calcular la probabilidad de sacar 2 bolar rojas, 1 azul y 2 negras sin
importar el orden, tenemos que contar de cuantas maneras posibles se puede realizar dicha extraccién (una
posibles puede ser RARANN y otra distinta es RRAANN por ejemplo) y multiplicarlo por p?pap? que es
la probabilidad de cualquiera de esas extracciones. Para contar la cantidad de maneras posibles de realizar
dicha extraccién observemos que tenemos (g) formas distintas de elegir las dos extracciones donde sacamos
la bola roja. Nos quedaron 5 — 2 lugares para las otras 3 extracciones. Por cada una de las posibilidades
anteriores tenemos (512) = (i’) formas de elegir donde poner la bola azul, es decir en que extraccién la
sacamos. Ahora nos quedan solamente 2 lugares y por lo tanto tenemos (g) formas de elegir donde poner

las bolas azules. En total nos dio
5\ (3\ /2 5!
2)\1/\2) a2

En el caso general, razonando de esta forma, si hacemos n > 0 extracciones con resposicion de una urna
que tiene bolas de k colores distintos y tenemos que sacar 0 < x; < n de un color, 0 < xg < n de otro color
distinto, etc, hasta 0 < x; < n del color k, con 1 + x2 + - - - + £ = n tenemos

(n)(n—aﬁ) <n—x1—m2> <n—x1—x2—x3~-—aﬁk1> (2.24)
T T2 €3 Tk

formas distintas de realizar dicha extraccién. Si se desarrollan las combinaciones de (2.24) se llega a que lo
anterior es igual a

n!
_ 2.25
x1!x2!...xk! ( )

Por lo tanto si p; es la probabilidad de sacar una bola del color 1, po la probabilidad de sacar una bola del
color 2, hasta pj la de sacar una bola del color k£ y suponemos que p; + p2 + - -+ 4+ pr = 1, tenemos que la

probabilidad de extraer exactamente 1 del color 1, x5 del color 2 hasta xj, del color k (con las restricciones
sobre los z; que usamos para deducir (2.25)) es

n!
331!.%2! . .ka!p:flpgz B 'pik' (226)
Se deja como ejercicio verificar que en el caso en que k = 2 se obtiene la distribucién binomial con pardmetro
p = p1. Observar que aqui los resultados posibles de repetir n veces el experimento no son nimeros reales,
sino n uplas que pueden ser por ejemplo los n colores que salieron. Si denotamos X; la variable aleatoria que
indica la cantidad de veces que salié el color ¢ en las n repeticiones tenemos una variable con distribucién
binomial de parametro n, p; siendo p; la probabilidad de que en una extraccion salga una bola del color 4.

2.1.5. Distribucién de Poisson

Hasta ahora hemos definido variables aleatorias a partir de cierto tipo de experimentos, vimos que
ellas encierran la informacién que nos permite calcular probabilidades relacionadas a ellos. Por ejemplo, la
variable aleatoria con distribucién binomial de pardmetros n y p la asociamos al modelo que nos permite
contar la cantidad de éxitos en la repeticién de n experimentos independientes en los cuales la probabilidad
de éxito es p. La distribucién geométrica a contar intentos hasta obtener éxito, y la hipergeométrica a contar
extracciones de una urna que contiene dos tipos de elementos. En el caso de la distribucion de Poisson que
definiremos ahora, existen algunos fenémenos fisicos que se modelan con dicha distribucién. Vamos a dar la
definicién y hacer algunos comentarios.

Definicion 2.22. Una variable aleatoria con distribucién de Poisson es un funcion X : 2 — R que toma
solamente los valores 0,1,2,3... con ciertas probabilidades que dependen de un parametro A > 0, esto se
denota X ~ Poisson()\). Las probabilidades son:

Nee=A

k=0,1,2,3,.... (2.27)
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Observemos que, al igual que lo que sucedia con la distribucciéon geométrica, el recorrido de la variable
es infinito (todos los nimeros naturales). A diferencia de la geométrica (que tomaba valores a partir de 1)
la Poisson toma el valor 0 con probabilidad e™* como se sigue inmediatamente a partir de tomar k = 0
en . Si X ~ Poisson(A), dado que los unicos valores que toma son 0,1,2,3,... tenemos que P(X =
0)+P(X =1)+P(X =2)+--- =1 (esta suma tiene infinitos sumandos). De esto ultimo se deduce
que si k tiende a infinito, P(X = k) tiende a cero muy rédpidamente. Una pregunta natural es: jqué papel
juega A en la definicién de la variable aleatoria?. Supongamos que tomamos, para fijar ideas A = 3. El
concepto de probabilidad como frecuencia nos dice que si sorteamos por ejemplo n = 1 millén de nimeros
con distribucién de Poisson(3), aproximadamente e~3 x n de veces va a salir el 0 (es decir la proporcién de
veces que sale 0 es P(X = 0)), aproximadamente e~ x n veces va a salir 1 (es decir la proporcién de veces
que sale 1 es P(X = 1)), aproximadamente (A?/2) x e x n veces va a salir 2, etc. Si promediamos esos
numeros, es decir sumamos los n nimeros que salieron (de modo tal que si el 0 salié 1560 veces, sumamos
1560 veces 0, si el 1 salié 3450 sumamos 3450 veces 1 etc) y dividimos entre 1 millon, el nimero que vamos a
obtener va a estar préximo a A que en nuestro caso es 3. Es decir, A es un pardmetro (que se denomina valor
esperado) que tiene que ver con lo que obtenemos si promediamos muchos datos que siguen la distribucién
Poisson(A). El concepto de valor esperado es importante en la teoria de la probabilidad, y aparecera a lo
largo del texto en muchas oportunidades.

Una propiedad interesante de la distribucién de Poisson, que hace que se use para modelar ocurrencias
de un evento por unidad de tiempo (por ejemplo llamadas a una central telefénica recibidas en un periodo
de 1 hora) es que la suma de variables independientes con distribucién de Poisson de pardmetros A\; y A2
es otra variable con distribuciéon de Poisson de pardametro A1 + Ao. Esto, intuitivamente, significa que el
ntmero de ocurrencias de un determinado evento, cuando lo miramos en dos intervalos de tiempo iguales
pero disjuntos, es la suma de el niimero de ocurrencias en cada intervalo. En el ejemplo de las llamdas
telefénicas, la cantidad de llamadas que se reciben entre la 1 y las 2 y entre las 3 y las 4, es la suma de las
que se recibe entre la 1 y las 2, més las que se reciben entre las 3 y las 4 (asumiendo la hipdtesis, razonable
en este caso, de que las llamadas entre la 1 y las 2 son independientes de las que se reciben entre las 3 y las
4).

La distribucion de Poisson se usa para modelar algunos fenémenos de la naturaleza, por ejemplo, el
nimero de mutaciones de determinada cadena de ADN después de cierta cantidad de radiacién, el niimero
de nucleos atémicos inestables que se han desintegrado en un determinado periodo de tiempo. El ntimero
de autos que pasan a través de un cierto punto en una ruta, etc.

En R

Si queremos sortear n variables de acuerdo a la distribucién (2.27) el comando es rpois(n,\).

2.2. Variables aleatorias absolutamente continuas

2.2.1. Distribucién Uniforme

Hasta ahora hemos visto variables que toman una cantidad finita, o numerable de valores. Como vimos
con la distribucién geométrica y de Poisson, si toma infinitos valores, no puede tomarlos con la misma
probabilidad ya que la suma total de las probabilidades de los valores que toma es 1. Esto quiere decir en
particular que nunca vamos a poder sortear al azar, de forma equiprobable, un niimero natural. En este
capitulo vamos a introducir un nuevo tipo de variable aleatoria, que, no solo puede tomar infinitos valores,
sino que nos permitird definir qué quiere decir sortear al azar un ntimero entre 0 y 1. Dos preguntas que
surgen naturalmente son

1) jPuede la variable tomar todos los ntimeros entre 0 y 1 con la misma probabilidad y ademds que esta
sea no nula?

2) (En caso de que 1) no sea posible, puede tomar todos los niimeros entre 0 y 1 con probabilidad no
nula (aunque no sea la misma)?
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Vamos a intentar responder estas preguntas, empecemos por la primera que es la mas facil. Es claro que
entre 0 y 1 tenemos infinitos niimeros, por ejemplo 1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,.... Al igual que lo que sucede con
los nimeros naturales, no podemos asignarle probabilidad positiva y la misma a dichos ntimeros. ;Por qué?
Supongamos que le asignamos a los infinitos nimeros de la forma 1/n con n = 2,3,4,5,... probabilidad
p > 0, es decir tenemos una variable aleatoria X tal que P(X = 1/n) = p para todo n > 1. Entonces

P(le) +P(X:1) +P(X:1) +---+P(X=l) =nxp,
2 3 4 n
como p es un nimero no nulo, fijo, n X p se puede hacer tan grande como se quiera al ir agregando sumandos
( y por lo tanto mayor que 1). Con lo cual tiene que ser p = 0. Esto responde la pregunta 1), veamos la 2).
La pregunta dos es mucho mas dificil de responder y simplemente daremos una idea intuitiva de dénde esta
el problema. Observemos que ahora, el problema no estd en que sean infinitos niimeros ya que una variable
aleatoria con distribucién geométrica toma infinitos valores (1,2,3,...) y sin embargo pudimos asignarle
probabilidad positiva a cada uno de ellos: (1 — p)* x p, sino en que entre 0 y 1 hay muchos mds valores que
puede tomar. Esto tiene que ver con el hecho de que los ntimeros entre 0 y 1 no se pueden poner en una lista
y contarlos, son no numerables, lo cual hace que la respuesta a la pregunta formulada en 2) sea negativa.
Volviendo al problema de sortear un nimero entre 0 y 1 de manera equiprobable, podemos decir que
intuitivamente, si nuestro niimero a sortear puede ser cualquier niimero entre 0 y 1 y queremos que el sorteo
sea equiprobable es razonable pensar que cualquier nimero entre 0 y 1/2 tiene la misma probabilidad de
salir que un numero entre 1/2 y 1. A su vez, la suma de las probabilidades de dichos intervalos es 1. Si bien
no son disjuntos ([0,1/2] N[1/2,1] = 1/2) la probabilidad de que X tome el valor 1/2 es 0, por lo que vimos
antes (no puede tomar ningin valor con probabilidad positiva. Por lo tanto

plxelog))-5-rlre L)

Razonando de la misma manera

1 1 11 13 3
pP(xegl)=g=rxelia])=rlxelpil) =rlre31)
< 4 4 < 4’2 < 24 < 4
y lo mismo podemos hacer para los n intervalos [0,1/n],[1/n,2/n],...,[(n — 1)/n,1] y concluir que tienen
que tener probabilidad 1/n. De esta manera vemos que la probabilidad de que la variable pertenezca a un
intervalo [a, b] depende unicamente de la longitud del intervalo: b — a. Consideremos la funcién f constante

e igual a 1, definida del intervalo [0,1] en los reales. Por lo que acabamos de ver, P(X € [a,b]) no es otra
cosa que el drea de la funcién f entre los puntos a y b. Ver figura (2.2)).

08

06

0.4

02

0.0

Figura 2.2: Grafico de la densidad de una variable con distribucién uniforme en [0, 1]. Las dreas en azul son
iguales y son la probabilidad de que una variable con distribucién uniforme en [0, 1] pertenezca al intervalo
[0,1;0,2] para el primer rectangulo y al [0,4;0,5] para el segundo.
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Definicién 2.23. Una variable aleatoria tiene distribucién uniforme en [0,1] (que denotaremos X ~
U(]0,1]) si para todo 0 < z <y < 1 tenemos que

P(X€lz,y]) =y—uz.

Observemos que en este caso P(X € [z,y]) coincide con drea encerrada por el grafico de la funcién constante
f =1yeleje x y ademas, la probabilidad de que la variable pertenezca a un determinado intervalo depende
unicamente de la longitud del intervalo.

Vamos a definir formalmente que quiere decir que una variable X tenga distribucién uniforme en [a, b],
con a < b:

Definicién 2.24. Una variable aleatoria tiene distribucién uniforme en [a,b] (que denotaremos X ~
U(]a, b]) si para todo a < x <y < b tenemos que

y—x

P(X €[z,y]) = P

(2.28)

Observemos que en este caso P(X € [z,y]) coincide con drea encerrada por el grafico de la funcién constante
f=1/(b—a) y el eje z. Nuevamente la probabilidad de que la variable pertenezca a un determinado intervalo
depende unicamente de la longitud del intervalo y como caso particular, cuando ¢ =0 y b = 1, tenemos la
distribucién uniforme en [0, 1].

Ejercicio 2.25. Hemos definido la variable aleatoria uniforme en un intervalo fijo [a,b] ;Se puede definir
una variable aleatoria con distribucién uniforme en R?

En R

Para sortear n datos con distribucién uniforme en [a, b] (por defecto toma a = 0,b = 1) el comando es

runif(n,a,b).

2.2.2. Distribucién de una variable aleatoria

La funcién que para cada z € R nos da la probabilidad de que la variable sea menor o igual que x (es
decir P(X < z)) se llama funcién de distribucién, y usualmente se denota como Fx. Tiene algunas propie-
dades (que no demostraremos) bastante intuitivas, por ejemplo es claro que, para todo x, 0 < Fx(x) <1
(yva que 0 < P(X < z) <1 para todo x). Por otra parte, los limites a —oco y +00 son 0 y 1 respectivamente,
es decir Fix(z) = 0si ¢ — —o0, y Fx(x) — 1 si # — 4o00. Una propiedad fécil de ver es que Fx es no
decreciente, lo cual significa que si x < 2z’ entonces Fx(x) < Fx(z'). Esto se sigue simplemente de que
Fx(z') = Fx(z)+ P(X € (z,2']) > Fx(x), donde en la primera igualdad hemos usado y en la segunda
desigualdad que P(X € (x,2']) > 0. Por otra parte, se puede ver que Fx(z) es continua por derecha, lo
cual significa que Fx(t,) — Fx(z) si t, — x pero por derecha, es decir ¢, > z para todo n > ngy para
algin valor ng. Esto no implica que la funciéon Fx sea continua en todo punto ya que podria pasar que
Fx(ty,) tiende, cuando t,, tiende por izquierda (es decir por valores menores que x), a un valor estrictamente
menor que Fx(z). Observemos que de se deduce que por ejemplo, P(X € (a,b]) no es otra cosa que
P(X € (—o00,b]) — P(X € (—00,al]) y esto es, por definicién, Fx(b) — Fx(a). Si la funcién Fx es continua en
a, se puede ver que P(X € [a,b]) coincide también con Fx(b) — Fx(a) (si no lo es, hay que sutituir Fx(a)
por el limite por izquierda de Fx(x) cuando z tiende a a). Esto nos muestra que si conocemos la funcién de
distribucién podemos saber la probabilidad de que la variable pertenezca a cualquier intervalo [a,b], para
todo a < b.

Veamos un par de ejemplos. En primer lugar supongamos que tenemos X con distribucién uniforme en
[0, 1], vamos a calcular F'x (z) para todo z. Observemos que, al definir la distribucién uniforme en [a, b] con
a < b (ver Definicién dimos la probabilidad de que la variable pertenezca a un intervalo [z, y| para
todo a < z < y < b. En nuestro caso la variable aleatoria sélo toma valores en el intervalo [0, 1] (estamos
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tomando a =0y b= 1), es decir P(X € [0,1]) = 1 y por lo tanto P(X ¢ [0,1]) = 0. Si tenemos un = < 0
es claro que Fx(z) = P(X < x) =0, esto se deduce usando . De igual forma se deduce que Fx(z) =1
para todo x > 1. Se deja como ejercicio deducir la férmula general de Fx (z) cuando X ~ U([a, b]). Si usamos
ahora la férmula (2.28) obtenemos que Fx(x) = P(X € [0,z]) = x (verificarlo).

Consideremos ahora un caso aiin mas sencillo: tenemos una variable aleatoria X que toma tnicamente el
valor 0, es decir P(X = 0) = 1. Veamos cémo es su funcién de distribucién. Si razonamos como antes,
vemos que Fx(x) = 0 para todo x < 0 mientras que Fx(z) = 1 si x > 1. No obstante Fx(0) = 1 ya que
(nuevamente usando (2.1))), Fx(0) = P(X < 0)+ P(X =0) = 0+ 1 = 1. Esta funcién no es continua en
x = 0. Se deja como ejercicio verificar que P(X € (0,1)) = 1, lo cual no coincide con Fx(1) — Fx(0) =0, y
graficar F'xy en este caso.

2.2.3. Densidad asociada a una variable aleatoria

Una funcién f > 0 que tiene la propiedad de que P(X € [a,b]) es igual al drea que encierra la gréfica de
f vy el eje de las z, en el intervalo [a, b] se llama funcidn de densidad. Para aquellos que hayan visto célculo
integral, esto se puede expresar como

b
P(X € [a,b]) :/ f(z)dx. (2.29)

Por la forma en que hemos definido la funcién de distribucién, esto no es otra cosa que Fx(b) — Fx(a).
Es importante aclarar que la funcién de distribucién se puede definir siempre (como Fx(z) = P(X < x)),
aunque la variable no tenga densidad. Un ejemplo de esto lo vimos anteriormente, en el caso de la variable
que tomaba tunicamente el valor 0. De manera intuitiva, si esta variable tuviera densidad, que vamos a

denotarla como f, por la férmula (2.29)), tendria que cumplirse 1 = P(X € [-1/n,1/n]) = fi{?n f(z) para

todo n. Si la funcién f estuviera acotada por alguna constante C, la integral anterior esta acotada por C2/n
que tiende a 0 cuando n tiende a oco.

Se puede demostrar, aunque no lo haremos, que si X tiene densidad, esto implica que la funcién de
distribucién no sélo es continua por derecha, sino que es continua en toda la recta real.

A veces, en lugar de definir cual es la variable, diremos cual es la densidad. Observemos que, para las
variables que toman una cantidad finita (como la binomial o la hipergeométrica) o numerable de valores
(como la geométrica y la Poisson) no se puede definir una densidad. Veamos (de manera intuitiva) por qué
es esto en el caso de la binomial. Si tenemos X ~ Bin(4,1/3) sabemos que P(X = 3) =4 x (1/3)3 x 2/3. Si
existiese una tal f tendria que tener la propiedad de que 4 x (1/3)3 x 2/3 = P(X € [3 —1/n,3 + 1/n]) es
igual al 4drea de la funcién f en el intervalo [3 — 1/n,3 4+ 1/n] y esto tiene que ser cierto para todo n. Por
otro lado observemos que la longitud del intervalo [3 —1/n,3+ 1/n] = 2/n que tiende a 0 cuando n tiende a
infinito, por lo tanto para que la funcién tenga 4rea fija e igual a 4 x (1/3)3 x 2/3 tendria que tomar valores
arbitrariamente grandes en dicho intervalo, que conduce a que en 3 tenga que valer infinito.

Una propiedad importante de las densidad es que el area total que queda bajo el grafico de la misma es 1

(;por qué?).

En R

En general los comandos de R para obtener el valor de la densidad de una variable comienzan con la
letra d seguido del nombre que usan en R para identificar la variable, por ejemplo, dunif(x,a,b) nos da el
valor en z, de la densidad de la uniforme en [a, b]. ; Cuanto deberia dar por ejemplo dunif(2,0,3)? Verificarlo
en R. Si tenemos un conjunto de datos Xi,...,X, y queremos hacer un grifico de como es su densidad
(aproximadamente) podemos usar plot(density(datos)) por ejemplo plot(density(runif(10000))) grafica algo
que se parece a la densidad de la uniforme.

2.2.4. Funcién cuantil

La funcién cuantil de una variable aleatoria X nos da para cada u € (0,1) el infimo de los valores de
x € R para los cuales la probabilidad de que la variable sea menor o igual que x es mayor o igual que u, es
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decir
meqﬁ{xeRmengu}

Si la variable X tiene densidad, serfa como hallar el infimo de los valores de x para los cuales el drea
encerrada por la densidad (entre —oo y x) es u. Observemos que otra forma de escribir esto es decir que
Q(u) = inf{z € R : Fx(z) > u}. Si la funcién Fx es mondtona creciente esto implica que es invertible, y
por lo tanto existe un dnico z tal que Fx(z) = u que se calcula como x = F )zl(u), es decir en este caso
Q(u) = Fx'(u).

Veamos algunos ejemplos. Supongamos que X toma tnicamente el valor 0. En este caso, como vimos

antes,
O0siz<O
Fx(x) =
x(@) {1$x20

Por lo tanto para cualquier u € (0,1), Q(u) = 0. Veamos un caso menos trivial, supongamos que X ~ U(0, 1),
en este caso sabemos que

0siz<O
Fx(z)=qxsi0<z<1
lsiz>1

Como Fx es invertible en [0, 1] (y su inversa es ella misma), tenemos que Q(u) = u.

Recordemos que la funcién de distribuciéon Fx de una variable aleatoria siempre se puede definir, tenga
esta densidad o no. Por lo tanto la funciéon cuantil también se puede definir siempre.

En general en R la funcién cuantil e una distribucion empieza con la letra q y el nombre de la distribucién,
por ejemplo para la uniforme es qunif para la binomial es gbinom, etc.
Veamos ahora algunas definiciones que usaremos luego.

» El valor Q(1/2) se conoce como mediana (o segundo cuartil), se denota como Qs.
» El valor Q(1/4) es el primer cuartil, se denota como Q.
» El valor Q(3/4) es el tercer cuartil, se denota como Q3.

= Kl valor Q3 — Q1 es el rango inter-cuartilico.

2.2.5. Distribucciéon Normal

Veremos ahora una de las distribuciones méas importantes del curso (y probablemente de la probabilidad
toda), la distribucién normal (o distribucién gaussiana). La importancia de esta distribucién radica, entre
otras cosas, en un teorema que se denomina Teorema Central del Limite, el cual da la distribucién a la que
tiende el promedio de observaciones, mas adelante enunciaremos este resultado con precisiéon ya que serd
de utilidad en el curso. Su origen data de 1733 y hasta la actualidad se siguen descubriendo propiedades y
definiendo generalizaciones de la misma. Vamos a empezar con el caso mas simple, la distribucién normal
de pardmetros 0 y 1.

Definicién 2.26. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucién normal de pardmetros 0y 1 (que
se denota X ~ N(0,1) si su funcién de densidad es

1 —£E2/2
T) = e . 2.30
o) = o= (2:30
El grafico de la funcién f se muestra en la Figura ({2.3)).
Veamos algunas propiedades que se deducen de la forma de la f. Como se ve en ([2.30)) la funcién es
simétrica respecto de 0 es decir f(xz) = f(—x) (esto se conoce como funcién par). Como f es par,si0 < a < b
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04 05

0.3
|

0.2
|

01

0.0
|

Figura 2.3: Gréfico de la densidad de una variable con distribucién Normal con media 0 y diferentes valores
del desvio 0. En negro ¢ = 1, en rojo o = 1,5, en azul 0 = 1,8 y en amarillo ¢ = 0,8. Observar que en todos
los casos la densidad es simétrica respecto de 0.

entonces P(X € [a,b]) = P(X € [—b, —a]), ademds, también por la propiedad de simetria respecto de 0 se
obtiene que
P(X >a)=P(X < —a), (2.31)

en particular P(X < 0) = P(X > 0) = 1/2. En general la propiedad va a ser cierta para cualquier
variable cuya densidad sea par. Por otro lado es claro que el méaximo de la funcién se da en 0 (y es 1/y/27
como se sigue de (2.31))). De donde se deduce que para todo —a < 0 < a, P(X € [—a,a]) > P(X € [,s])
para cualquier intervalo [l,s| que tenga longitud 2a (ya que el drea va a ser més pequena). Si bien el 4rea
que encierra la grafica de f con el eje z no se puede calcular de manera simple a partir de , (como
hacfamos con la funcién de densidad de una variable con distribucién uniforme) existen tablas que dan para

ciertos valores de ¢t > 0 el valor de P(X < t). Este valor se puede calcular en R con pnorm(t). En general se
denota ®(t) = P(X <t) con X ~ N(0,1).

Observacion 2.27. Observemos que si a < b, ®(b) — ®(a) = P(X € [a,b]).

Ejercicio 2.28. Deducir, a partir de (2.31)) que
O(t) =1— P(—1).

Esta propiedad es muy importante a la hora de usar una tabla de la distribucién normal ya que como dijimos
antes, dichas tablas solo dan los valores de ®(t) para algunos ¢t > 0. Dado que la funcién definida en
tiende a 0 muy répido cuando x tiende a +00 0 a —00 es que en general las tablas no dan el valor ®(t) para
valores mayores a 4 (en R verificar que ®(4) = 0,999 con el comando pnorm(4)).

El lector ya sospechara que el 0 en la definicién de N(0, 1) tiene que ver con el hecho de que sea simétrica
respecto de 0, efectivamente esto es asi. Esta relacionado al comportamiento que tienen los niimeros que se
sortean con distribucién N(0,1). En una muestra de muchos datos que siguen dicha distribucién, y bajo el
supuesto de que los datos son independientes unos de otros, vamos a obtener aproximadamente la misma
cantidad de nimeros positivos que negativos (no sélo la misma cantidad sino también de similar magnitud,
pero de signo opuesto). Esto hace que si los promediamos de un valor préximo a 0. Por ahora no vamos a
justificar mucho més ese pardmetro, mas adelante veremos que es lo que se denomina wvalor esperado. La
relacién del 1 en N(0,1) con el comportamiento de los datos es un poco mas dificil de explicar a partir de

26



Capitulo 2. Probabilidad, Variables Aleatorias

(2.30)), tiene que ver con qué tanto se alejan de 0 esos nimeros sorteados con distribucién normal. Si en
lugar de 1 ponemos 1 millén, vamos a ver que los nimeros se hacen mucho més grandes en magnitud. En
virtud de esto es que vamos a definir:

Definicién 2.29. Una variable aleatoria X tiene distribucién normal con media y y varianza o2 > 0, que
denotamos N (y,c?), si su densidad es

1 _(e=p)?

27 (2.32)

fz) =

e
oV 2

El gréafico de esta funcion es idéntico al que se muestra en la Figura salvo por el hecho de que el
punto de simetria es u. Esto hace que promediar muchos datos independientes, con distribucién N (u, o?)
da un valor préximo a u. Se puede demostrar, y serd lo que se usard para calcular probabilidades de una
variable con distribuccién N (p,0?) el siguiente resultado:

Teorema 2.30. Si X tiene distribucion N(0,1) entonces, si o > 0,
oX +p~ N(p,a?).

Demostracion. Llamemos Z = 0X + p observar que X = 2(Z — p) (aqui hemos usado que o > 0), tenemos
que probar que Z tiende densidad dada por ([2.32). Para eso calculamos

PZ<)=P@-p<t—p)=P((Z-n)<

(t—u)) =P(X < %(t—u))

Como X tiene distribucién normal con esperanza 0 y varianza 1, si usamos ([2.30)), la probabilidad anterior

se puede calcular como
t—p
/cr 1 < 1 2>d
exp | — -z )dz,
oo V2T P 2

ahora hacemos el cambio de variable z = (y — p)/o E| tenemos que dx = (1/0)dy, y ademds y = ox + p por
lo tanto los nuevos limites de integracién son —oo (ya que o > 0) y ¢, y nos queda,

[T Lo ()= [ (- LIy

con lo cual llegamos a que la densidad de Z esta dada por (2.32)) y esto concluye la demostracién. O

De ésto tiltimo se sigue que, si Z ~ N(u,0?) entonces

Z—
o

<I>(t):P< St)zp(ZSUt—i-,u).

Si tomamos ahora t = 1 (u — ;1) tenemos que

o(“=F) =Pz <)

o

Ejercicio 2.31. Sea X ~ N(1,4). Calcular P(X < 2). Usando la igualdad anterior con u = 1 tenemos que
P(X <2) = @(251) = ®(1/2) y, usando la tabla ®(1/2) ~ 0,691. En R esto se calcula como pnorm(1/2)

(recordar que por defecto R asume que estamos con una normal con media 0 y varianza 1). Si queremos
calcular directamente el valor P(X < 2) tenemos que hacer pnorm(2,1,2)

Observacion 2.32. La mediana de una variable X con distribucion normal con media p es . Esto se sigue
de que, como la densidad de X es simétrica respecto de p, P(X < pu) = 1/2 = P(X > ). Por lo tanto
Q(1/2) = p.

%la férmula del cambio de variable dice que fab f(g(x)g (z)dx = fgg((:)) f(u)du, en el ejemplo g(z) = oz + p 'y f esta dada por
2-32)
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En R

Para sortear n variables aleatorias con distribucién normal con media p y varianza o2 se escribe

rnorm(n,u,0). Observar que el tercer parametro no es o2 sino o. El comando para obtener el valor de la den-
sidad en un punto x, como dijimos, es dnorm(x,u,0) mientras que la funcién cuantil para un cierto u € (0, 1)
se calcula como gnorm(u,x,0). La distribucién se calcula como pnorm(x,u,0) y por defecto pnorm(x)=o(z).

2.2.6. Distribucion Exponencial

Vamos a definir ahora una nueva variable aleatoria a partir de su densidad: la variable aleatoria con
distribuciéon exponencial de pardmetro A. Dicha variable se emplea tipicamente para modelar el tiempo
entre la llegada consecutiva de dos personas a una fila (y por lo tanto es una variable que toma unicamente
valores positivos). Tiene algunas propiedades que la hacen importante en la teoria de probabilidad, una de
ellas, quizés la mas conocida es la de pérdida de memoria que, a grandes rasgos dice que, haber esperado un
tiempo h para que suceda un cierto fenémeno no nos aporta informacion de si este sucederd o no en tiempo
t + h. Dicho de otra manera, el fenémeno se olvida de lo que pas6 hasta h. En términos de probabilidad
condicional esto se escribe como

P(X >t+h|X >h)=P(X >1). (2.33)
Veamos cual es la definicion formal

Definiciéon 2.33. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial de pardmetro
A > 0 (que denostarmos X ~ Exp())) si su densidad es

e ™™ & t>0

7(t) = { (2.34)

0 en otro caso

El gréfico de dicha densidad, para 3 valores de A, se muestra en la Figura (2.4)).

1.5 2.0

1.0

0.5

0.0

Figura 2.4: Graficos de las densidades de la variable exponencial, para diferentes valores de A. En negro
A=0,5, en rojo A =1, en amarillo A = 1,5 y en azul A = 2.

Observemos que f(0) = A. El pardmetro A, al igual que el p de la distribucién normal, tiene que ver
con el promedio de muchos datos independientes, que tienen distribucién exponencial. Se puede demostrar,
aunque no lo haremos ahora que el promedio de esos datos estard préximo a 1/\. Es decir cuanto més grande
es \ mas chico es el promedio. Esto coincide con el hecho, observable en la Figura de que al aumentar
A la grafica toma valores mas grandes cerca de 0 y valores mas chicos hacia infinito.
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Observacion 2.34. Veamos que si X ~ Exp(\) entonces

1—e M >0
PX <) = {0 e Z 1< (2.35)

Para ver eso observemos que, como la densidad de una variable con distribucion exponencial es nula hasta

0, sit <0 se cumple (2.35)), y sit >0,
t
P(X <t) :/ e Mods,
0

por la regla de Barrow lo que tenemos que hacer es hallar una primitiva de Ae™™*, evaluarla en t y en 0 y

restar dichos valores. Es fdcil ver que la funcion —e™>* es primitiva (verificarlo derivando). Por lo tanto

¢ t
P(X <t)= / Ae Mds = —e | = —eMpl1=1—eN

0 0

es decir se verifica (2.35)).

Vamos a demostrar que se cumple ([2.33). Observemos que de (2.35)) tenemos que, para todo h > 0
P(X >h)=1—-P(X <h)=e .
Por definicién
PH{X >t+h}N{X > h})
P(X >h) ’
Observemos que P({X >t+ h} N{X > h}) = P(X >t + h) ya que si pasé més de ¢t + h, seguro que paso

més de h. En términos de sucesos lo que estamos diciendo es que {X > ¢t + h} C {X > h} por lo tanto
{X >t+h}N{X >h}={X >t+ h}. Siusamos eso tenemos que

P(X >t+h|X >h)=

P(X >t+h) e Mth)  g=Me=An
P(X>t+h|X >h)= PX > 1) ) = oom = owm ¢ M= P(X >t).

Observacién 2.35. Veamos que si X ~ Exp()\) entonces su funcion cuantil es Q(u) = —3 log(1 — u).con
u € (0,1). Por sabemos que F'(x) = 1—exp(—Ax), por lo tanto si hacemos uw = F(z), 1—u = exp(—Ax)
es decir log(1 — u) = —Az, de donde x = =t log(1l — u), es decir Q(u) = Stlog(l — u). En particular la
mediana de la exponencial es Q(1/2) = L log(2).

En R

Para obtener la densidad, la distribucion, la funcién cuantil o sortear datos con distribucién exponencial
tenemos que usar dexp(x,A), pexp(q,A), qexp(u,A) y rexp(n,\) respectivamente. Si no especificamos el valor
A por defecto toma A = 1.

2.2.7. Distribucién T de Student

Definiremos ahora una variable aleatoria que aparecerd en los préximos capitulos y es muy importante
para hacer test de hipdtesis.

Definicion 2.36. Diremos que una variable aleatoria tiene distribucion T" de Student con k£ > 0 grados
de libertad (que denotamos T}) si su densidad es

C(k)

f@) =
(1+2)%

donde C(k) es una constante (que depende de k) que hace que f(z) sea una densidad, es decir que el 4rea
entre el eje y = 0 y la grafica de f sea 1. Se puede dar una férmula explicita para C(k) que aqui no daremos
ya que no haremos uso de ella.
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Se deja como ejercicio verificar que f es simétrica respecto de 0. Si bien, a diferencia de lo que sucedia
con , existen férmulas expicitas para P(Ty < x) es decir el drea de f hasta x, lo que se hace en general
es usar una tabla que da, para algunos valores de t y de k, los valores de P(T}, < t) (esto se puede calcular en
R con el comando pt(t,k)). Se puede demostrar que para valores de k grandes, P(T;, < ) ~ P(N(0,1) < x)
para todo T mas aun

P(T, < x) - P(N(0,1) < z) sik tiende a infinito.

La Figura (2.5) muestra, para diferentes valores de k el grafico de f.

0.4
|

0.3

0.2

01

0.0

Figura 2.5: Graficos de las densidades de una variable con distribuciéon T} para diferentes valores de k. En
rojo k =1 en negro k = 2 en amarillo £k = 5 en azul k = 10 y en magenta k = 40

Una propiedad que nos sera de utilidad maés adelante, que se deduce de que T}, es simétrica respecto de
0 es que, si llamamos Fr, () a la funcién que (al igual que ® para la normal) nos da el area hasta x, es decir
si P(Ty < x) = Frp, (x) entonces, para todo x

FTk (.CE) =1- FTk(—iL‘) (236)

Se deja como ejercicio expresar la igualdad anterior en términos de la funcion cuantil Q.

En R

Supongamos que tenemos k grados de libertad, para obtener: la densidad en un punto x usamos dt(x,k),
la funcién de distribucién en un punto x pt(x,k), la funcién cuantil en u qt(u,k), n realizaciones rt(n,k).

2.2.8. Distribucién Chi-cuadrado: x;

Finalmente, otra distribucién que aparecerd, pero que no estudiaremos en profundidad, es la distribu-
cion Chi-cuadrado con k£ grados de libertad, que se denota usualmente x%-

Definicion 2.37. Diremos que una variable X tiene distribucién X% si su densidad es

gh/2—1e—x/2 six
flz) = {C(k) >0 (2.37)

0 six <0

donde C(k) es una constante (que depende de k) que hace que el drea bajo la gréfica de f sea uno. (No es
la misma constante que para la T" de student pero también existen férmulas explicitas para C(k)).

Observemos que la densidad f es cero si 2 < 0 (al igual que lo que sucedia con la distribucién exponencial),
es decir si una variable tiene distribucién X;% esta s6lo toma valores positivos. La Figura (2.6)) muestra el
grafico de f para diferentes valores de k.
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Figura 2.6: Graficos de las densidades de una variable con distribucion x% para diferentes valores de k. En
negro k = 2, en rojo k = 1, en amarillo k = 3, en azul k =4 y en magenta k =5

En R

Nuevamente, si tenemos k grados de libertad, para obtener: la densidad en un punto x usamos dchisq(x,k),
la funcién de distribucién en un punto x pchisq(x,k), la funcién cuantil en u qchisq(u,k), n realizaciones
rchisq(n,k).

2.3. Esperanza y Varianza de una variable aleatoria

En esta seccién vamos a definir dos valores asociados a una variable aleatoria que serdan de importancia
en el resto del curso. No daremos las definiciones formales sino simplemente la idea intuitiva de qué son, para
qué se usan, y como se calculan para las variables aleatorias que hemos definido. Vamos a comenzar con el
concepto de esperanza de una variable aleatoria. Al comienzo del apartado sobre probabilidad dijimos que,
intuitivamente, la probabilidad de que se de un determinado resultado en un experimento, estd asociado a
lo que sucede cuando repetimos ese experimento muchas veces. Si tiramos una moneda mil veces es intuitivo
que aprozimadamente la mitad de las veces va a salir cara, y la otra mitad va a salir nimero, si representamos
cada una de estas ocurrencias con un 1 cuando sale cara y 0 cuando sale nimero y promediamos la secuencia
de ceros y unos que obtenemos vamos a tener que sumar cerca de 500 veces 0 y cerca de 500 veces uno, y
dividir sobre el total de tiradas, es decir el promedio es aprozimadamente 500/1000 = 1/2. Consideremos la
variable X que toma los valores 0 y 1 con probabilidad 1/2, observemos que el promedio que calculamos es
O0x P(X =0)+1xP(X =1)=1/2. Esto se expresa diciendo que el valor esperado de X es 1/2. El nombre
valor esperado puede dar lugar a confusion, no quiere decir que si arrojamos una moneda (cuyos resultados
son unicamente 0 (cara) y 1 (nimero) vamos a obtener 1/2 (que en términos del experimento no representa
nada) sino que el promedio se estd préximo a 1/2.

Veamos otro ejemplo: la probabilidad de que al tirar un dado salga 5 es 1/6 porque intuitivamente,
si tiramos un dado, digamos mil veces para fijar ideas, 1/6 de las mismas va a salir 5 (1000/6 ~ 166 de
veces). Veamos que pasa si cada vez que obtenemos un resultado, lo anotamos, y luego promediamos los mil
resultados que obtuvimos, pudimos haber obtenido: 1,3,3,3,3,4,5,3,5,6,6,6,4,5,1,1,5,1,2,1,1.... Como
dijimos, el 5 sale aproximadamente 1/6 de las veces, es decir tenemos que sumar 166 veces 5. Es razonable
suponer que lo mismo va a pasar con el 1, con el 2, con el 3 con el 4 y con el 6. Es decir, vamos a tener
que sumar 166 veces 1, 166 veces 2, 166 veces 3, 166 veces 4 y 166 veces 6. Por lo tanto el promedio que
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queremos hacer va a dar aproximadamente:

1 x 166 + 2 x 166 + 3 x 166 4 4 x 166 + 5 x 166 4+ 6 x 166

1000 35,
que es igual a:
166 166 6 166 166 166
1 2 3 4 5 6 X —— 2.38
* 7000 T2 1000 T2 7000 T 1000 T2 1000 " °* 1000 (2.38)
a su vez, como 105 ~ 1/6, (2-38) es una aprozimacion de
1 1 1 1 1 1
I1X 42X =-4+3Xx-4+4Xx-4+5X-=-+6X%X —.
X 6 + X 6 —+ X 6 + X 6 —+ X 6 + X 6

Vamos a definir la variable aleatoria X que sea i si salié ¢ al tirar el dado, es claro que X toma valores
1,2,3,4,5,6 con probabilidad 1/6 cada uno. Lo que escribimos es

IxP(X=1)42xP(X=2)4+---+6x P(X =6). (2.39)
Observemos que en desaparecio completamente el nimero mil, que era el nimero de veces que tiraba-
mos el dado. Es decir el nimero que se calcula en es una propiedad de la variable X, que, como
vimos, esta relacionada con lo que pasa al promediar los resultados de experimentos independientes que
siguen la distribucién de X. Dicho nimero se llama valor esperado de X. Es claro que no todas las variables
toman los valores 1 a 6 (una variable con distribucién geométrica toma infinitos valores) ni los toman con la
misma probabilidad. No obstante, el valor esperado se calcula de forma parecida a , de tal manera que
represente el nimero al que se aproxima el promedio de los resultados de repetir el experimento de forma
independiente. Esto se debe a que en el promedio de los resultados, cada niimero aparece tantas veces como
la probabilidad de que aparezca, multiplicado por la cantidad de experimentos que se hacen. La tabla
tiene los valores esperados de las variables aleatorias que hemos presentado hasta ahora.

Distribucién Valor esperado
Bin(n, p) np
Geo(p) 1/p
HipGeo(d,n, N) ”Wd
Poisson(\) A
Ula, b] (a+b)/2
N(u,0?) I
Exp(\ 1/A
Ty 0
Xk k

Cuadro 2.2: Esperanza de algunas variables

En R

El comando que nos permite calcular promedios es mean, por ejemplo si hacemos mean(rnorm(100,1,2))
lo que hace es primero general 100 realizaciones de una variable aleatoria con distribucién normal con media
1 y varianza 4 (recordar que el tercer pardmetro es el desvio y no la varianza de la normal), y luego calcula
el promedio. Esto deberia dar cerca de 1. Observar que al correr distintas veces este comando, obtenemos
valores distintos (pero préximos a 1). Verificar computacionalmente que mean(rnorm(1000,1,2)) esta ain
mas proximo a 1y si hacemos mean(rnorm(100000,1,2)) nos acercamos todavia mas!.
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2.3.1. Esperanza de X ~ Bin(n,p)

Veamos ahora cémo calcular la esperanza de una variable con distribuccién binomial. Para fijar ideas
tomemos n =4y p=1/6 y denotemos X ~ Bin(4,1/6). Recordemos que la distribucién binomial cuenta la
cantidad de éxitos que se tienen en la repeticién n veces de un experimento cuya probabilidad de éxito es
p. Si repetimos muchas veces la secuencia de 4 experimentos, el valor esperado serd préximo a la cantidad
de éxitos promedio que obtenemos. Al igual que como hicimos con los dados, el valor esperado de X que se
denota E(X) es

BE(X)=0xP(X=0)+1xP(X=1)+2x P(X =2)+3 x P(X =3) +4 x P(X = 4),
Usando (2.13) con n =4y p = 1/6 tenemos que
4 1 95\3 4 1\2 9 2 4 1\3 5 4 1\4
200 = (1) <5 (5) 5) * () (5) %5 (5) =4
()(1>x6x6+<2>x6><6+3><6><6+4><6 /6
Observemos que nos dio exactamente np. En general si X ~ Bin(n, p) se tiene que E(X) = np, por ejemplo

si p =1 el ntimero promedio esperado de éxitos es n, lo cual es muy razonable dado que p = P(éxito). Si
p = 0 da 0 que también es muy intuitivo. Veamos la demostraciéon de esto. Para eso vamos a usar la férmula

del binomio de Newton: .
@+y)" =) (Z) T (2.40)

k=0

Sea X ~ Bin(n, p), dijimos que la esperanza de una variable discreta esta dada por la suma de los valores
que toma, multiplicado por la probabilidad de que tome esos valores, es decir,

- n
E(X) = ki1 . \n—k
=3 k()
k=0
el primer sumando (k = 0) da cero, por lo tanto
Zk(k>p’f<1 = k(k>p’“<1 T,
k=0 k

si ahora usamos la formula para (Z) tenemos que

= ny i n—k & n! k n—k
> 1-— = — pF1 -
k<k>p (1=p) kk:!(n - k)!p (1=p)
k=1 k=1

I
—

ahora usamos que n! = n(n — 1)! y que k! = k(k — 1)! y escribimos p* = pp*~! por lo tanto

n n! B " n—1)! _ n—
kzlkk!(n — 0= ;”p(k (1)!(n) IO

observemos que el factor np sale multiplicando para afuera de la sumatoria, y que % = (Z:i), por

lo tanto obtuvimos

" (n—1)! _ ek o= (n—1\ 4 e
2 (P k_np;<k—1>pk AU

Veamos que Y ;_; (Z:i)pk*1(1 —p)" % =1, para eso vamos a usar ([2.40)).

n n—1
S (h gt = (M = ey =
k=0

k=1
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2.3.2. Esperanza de X ~ Geo(p)

No vamos a hacer la cuenta para calcular F(X) para la distribucién geométrica, que implica sumar los
infinitos valores:

E(X)=1xP(X=1)4+2xP(X =2)+3x P(X =3) +4x P(X =4) +....

Se puede demostrar que dicho valor es 1/p. Aqui también, valores grandes de p hacen que E(X) sea chico,
esto quiere decir que el tiempo que, en promedio, tenemos que esperar hasta que ocurra el primer éxito se
hace menor a medida que hacemos mas probable que este ocurra. Muy razonable, ;no?. Por otro lado 1/p
tiende a infinito si p tiende a 0. Lo cual significa que si es poco probable que se de el éxito, vamos a tener
que esperar en promedio mucho hasta que se de por primera vez.

2.3.3. Esperanza de X ~ Poisson()\)

Sea X con distribucion de Poisson de pardmetro A, veamos que su esperanza es A, tenemos que calcular,

[e'e] Ak B
E(X):Zk:ye A
k=0

nuevamente el primer sumando es 0. Y por lo tanto la suma anterior puede arrancar en k = 1. Vamos a usar
primero que \* = A\*~1 y que k! = k(k — 1)!, por lo tanto

0 A\k-1 )
E(X)=>" )\me
k=1

observemos los factores A y e > salen fuera de la sumatoria ya que no dependen de k, por lo tanto

e )\k—l

e )\k;—l N N

Ao e =ae Y
D k—1)° ¢ Z(k—n!
k=1 k=1

se puede demostrar, aunque no lo haremos, que la sumatoria anterior es e* y por lo tanto F(X) = .

2.3.4. Esperanza de X discreta

Definiciéon 2.38. Vamos ahora a definir cémo se calcula la esperanza de una variable aleatoria que toma
valores x1,%2,...,Zk, ... (una cantidad finita o infinita numerable). Supongamos que P(X = z;) = p; > 0
y que p1 +p2 + p3 + -+ = 1 es decir esos son todos los valores que toma. Se define la esperanza de X, que
denotamos E(X) como:

E(X) = x1p1 + xop2 + x3p3 + - + Tpr + - . -,

siempre que la suma (o serie en el caso de infinitos sumandos) anterior sea finita. Como pasaba con el
dado, cuyo valor esperado era 3,5, el valor esperado de una variable no necesariamente es uno de los valores
que toma. Tampoco es cierto que en general tenga que ser positivo ya que los x; pueden ser negativos. No
obstante, se puede demostrar que estd entre el minimo y el maximo de los valores que toma X (si dichos
valores son finitos, si por ejemplo el minimo es —oco y el maximo es un valor C, la esperanza estara entre
—oo0 y C). Esto tltimo es muy intuitivo si lo pensamos en términos de promediar las veces que salieron los
x; ya que el promedio nunca va a dar mayor que si siempre sumamos el mayor de los datos ni menos que lo
que daria si sumamos el mas chico.

2.3.5. Esperanza de X absolutamente continua

En el caso de variables que tienen densidad, las férmulas anteriores no se aplican ya que la variable, como
vimos, toma cualquier niimero con probabilidad 0 y adem&s toma una cantidad mno numerable de valores.
En ese caso se usa la igualdad

+oo
EX) = / xf(z)dz. (2.41)
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» X ~ U([a,b]). Tenemos que calcular

1 1 22
E(X):b_a/xd:c:x

:(bQ—a2):2(b1_a)(b—a)(b+a): ath

» X ~ Exp()), entonces E(X) = 1/\. Recordemos que si X tiene distribucién exponencial su densidad
es ([2.34)), por lo tanto

E(X):/ Aze Mz
0

si usamos la férmula de integracién por parteslﬂ (una primitiva de e™* es _Tle_)‘l’)

Oo—/ A_—le_/\xdac.
0 0 A

9

o -1
/ \ze Mdy = \p—e M
0 A

Veamos el primer sumando

—1 00 oo
AM—e M| = _—ze ™| = lim —ze M =0
A 0 0 r—+00
el segundo término es
> 1 > -1 o~ 1
—/ A—e Mdgy = / e My = —e M| ==
0 A 0 A 0 A

Por lo tanto E(X) = 1/\.

» X ~ N(u,0?) entonces E(X) = u, para eso vamos a usar que si g(x) es una funcién impar (es decir
cumple g(z) = —g(—=x)) su integral en toda la recta es 0). Tenemos que calcular

B0 = [~ e[ 5 (5) e

o0 O

Hacemos el cambio de variable u = (x — ) /0o, y por lo tanto du = %dm, y © = ou + p. Observar que
los limites de integracién no cambian ya que o > 0,

>~ 1

[ sgmrow -5 (58 Jio= [ Jtonsmrem (- g

— 00

si separamos la integral anterior en suma de dos integrales, obtenemos

E(X) :0\/12? /_Zuexp(— ;u2>du+u/_(: 127r exp(— %u2)du

La primera integral da 0 ya que (se deja como ejercicio verificarlo) la funcién uexp(—%uZ) es impar.

Por otra parte, \/% exp ( — %uz) es la densidad de la normal con media 0 y varianza 1 por lo tanto si

la integramos en toda la recta da 1. Finalmente obtenemos que E(X) = p como querfamos.

2.3.6. Varianza

de una variable aleatoria X que sabemos que tiene distribucién normal con esperanza 10 y varianza o

Supongamos que tenemos mil datos independientes, Xi,..., X1000 que corresponden a observaciones
2

desconocida. Por lo que dijimos antes, si promediamos dichos datos nos da préximo a 10 ya que la esperanza
de X ~ N(10,0?) es 10. Pensemos que esos datos son resultados de mediciones de algo cuyo valor real
sabemos que tiene que ser 10, con un aparato que tiene un cierto error al medir. Lo que queremos ahora es
tener una idea de qué tanto se equivoca al medir el aparato. Es decir, que tan alejados de 10 son los valores

B[P f(a)g (x)dx = falh — [V g(x)f'(z)dz
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que medimos. La varianza 2 nos da una idea de la dispercién de los datos entorno al valor esperado. Cuanto

mas grande es la varianza, més dispersos son los datos, y, en nuestro ejemplo, mas grande es el error que
comete el aparato. En el caso extremo en que 02 = 0 es decir la varianza es nula, los datos van a ser todos
iguales a 10, en cuyo caso el error es 0. La definicién de la varianza se hace por medio de la esperanza de una
nueva variable. Lo que hacemos es, dada la variable X restarle la esperanza, es decir tomar X — 10 (con lo
cual los datos que antes tenian esperanza E(X) ahora, centrados, tienen esperanza 0) y luego promediar las

nuevas observaciones X; — 10, Xo — 10, ..., X1000 — 10 pero de modo tal que los datos que son muy grandes
influyan mds en el promedio que los datos pequenos. Es decir, en lugar de promediar X1 —10, ..., X900 — 10
que sabemos que nos va a dar préximo a 0, promediamos (X1—10)%, (X5—10)2,. .., (X1000—10)2. Observemos

que la funcién 2 hace justamente lo que deciamos antes. Si una observacién, supongamos la X, para fijar
ideas, es tal que X4 — 10 es muy grande (que quiere decir que ese dato se alej6 mucho de la esperanza), al
elevar al cuadrado da un niimero aiin mayor. Mientras que si X4 — 10 < 1, entonces (X4 — 10)? < (X4 — 10).
La definicién formal es la siguiente:

Definicién 2.39. Sea X una variable aleatoria tal que E(X?) < oo entonces
Var(X) = E[(X — B(X))’]

Veamos c6mo se calcula la varianza a partir de la férmula que dimos en ([2.38)), para variables que toman
una cantidad finita o numerable de valores:

Observacién 2.40. Vamos ahora a calcular la varianza de una variable aleatoria que toma valores x1, xo,
s Thy ... (una cantidad finita o infinita numerable). Supongamos que P(X = x;) = p; > 0 y que p1 + p2 +
ps+--- =1 es decir esos son todos los valores que toma. Sabemos, por (2.38) que

E(X):I1p1+$2p2+x3p3+~--+xkpk+...,

De la formula anterior tenemos que para calcular E((X — E(X))Q) tenemos que ver que valores toma
(X — E(X))?) y con qué probabilidades, y luego usar dicha férmula. Observemos que (X — E(X))? toma
los walores (x1 — E(X))? con probabilidad py, (x2 — E(X))? con probabilidad pa, etc, (x) — E(X))? con
probabilidad pg, ... por lo tanto, usando la formula anterior

E((X - B(X))?) = (21— E(X))*p1 + (w2 — E(X))*p2 + (w3 — E(X))*ps +- -+ (a2 — B(X))*pr + ... (2.42)

La observacion anterior nos da la forma de calcular, por ejemplo, al varianza para la binomial, la geométri-
ca, la hipergeométrica y la Poisson. Para las variables que tienen densidad no es posible usar dicha férmula
(no obstante la definicién ([2.39)) sigue siendo cierta), pero se calculan usando la férmula

Var(X) = /+Oo(x — B(X))f(z)dz. (2.43)

—0o0

La tabla ([2.3.6]) contiene los resultados de las varianzas de las variables que hemos visto hasta ahora.
A modo de ejemplo supongamos que X tiene distribucion de Bernoulli de pardmetro p, en este caso X
toma tnicamente los valores 0 con probabilidad 1 — p y 1 con probabilidad p. La esperanza de X, E(X) es

p, por lo tanto si usamos ([2.42)
Var(X) = (0 -p)*(1 =p) + (1 =p)’p = p(1 = p)(p + 1 = p) = p(1 — p).

Veamos ahora como calcular la varianza de la variable X que daba el resultado de tirar un dado, es
decir la variable aleatoria X que sea ¢ si salié ¢ al tirar el dado, como dijimos toma valores 1,2,3,4,5,6 con
probabilidad 1/6 cada uno. y su esperanza es 3,5, por lo tanto su varianza se calcula, usando (2.42)) como

Var(X) = (1/6)[(1 —3,5)> + (2 —3,5)% + (3 — 3,5)* + (4 — 3,5)% + (5 — 3,5)> + (6 — 3,5)?] ~ 2,9166.
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- Si X ~U([a,b]),

Var(X

/ Hb ”"‘:3@1_@){”6—@;()}Z:3(61_@([?’—&;6}3—{a—agb]g)
(b_a([m [“"’D a2+ 5 = et - 550

= Si X ~ Exp()),

Var(X) = / [az - X] Aexp(—Az)dz,
0
para eso vamos a usar la férmula de integracién por partes, integrando A exp(—Azx) (cuya primitiva es
—exp(—Az) y derivando (z — 1/))2.

o0

/000 [az - i] 2)\ exp(—Ax)dxr = — [az - %]2 exp(—)\x)’ - /000 —2 [m - %} Aexp(—Az)dz

0

El primer sumando es

— [az — %rexp(—)\x)‘O<> = [ lim — {x - %}2exp(—)\x)] +(1/0)? =1/)2,

0 T—00

el segundo término es 0, ya que estamos calculando 2E(X — E(X)).

Distribucion Varianza
Bin(n, p) np(l —p)
Geo(p) (1—-p)/p?
HipGeo(d,n, N) %
Poisson(\)
Ula, b] (b—a)?/12
N(u,o?) o?
Exp()) 1/A2
Ty con k > 2 k/(k—2)
X% 2k

Cuadro 2.3: Varianza de algunas variables

2.4. Independencia de Variables

En la seccién sobre independencia de sucesos vimos qué queria decir que dos sucesos fuesen indepen-
dientes. En esta seccién definiremos qué quiere decir que dos variables X e Y sean independientes. La idea
intuitiva de fondo es la misma que para sucesos, lo que decimos es que saber el resultado de una variable no
nos aporta informacién para deducir el resultado que tendra la otra. Por ejemplo, si X es una variable que
dada una persona nos da la altura (es decir definida en 2 = {conjunto de todas las personas}, e Y es una
variable (definida en el mismo ) que dada la persona nos da el color de ojos (supongamos que los hemos
numerado 1= verdes, 2 azul, etc) es razonable pensar que dichas variables son independientes en el sentido
de que saber el color de ojos de una persona nada nos dice de la altura, y que saber su altura nada nos dice
del color de ojos que tendrd. En términos matematicos estamos diciendo, por ejemplo

P(1,60 < X < 1,75]Y = 1) = P(1,60 < X < 1,75),
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0, como vimos, (dado que P(Y = 1) > 0), considerando los sucesos {1,60 < X < 1,75} y {Y = 1} lo anterior
es equivalente a decir que

P({1,60 < X < 1,75} N {Y =1}) = P({1,60 < X < 1,75}) x P({Y = 1}).

y esto, por definicién, no es otra cosa que decir que los sucesos {1,60 < X < 1,75} y {Y = 1} son
independientes. En virtud del ejemplo anterior, vamos a introducir la siguiente definicién

Definicién 2.41. Dos variables X e Y son independientes si, para todo par de intervalos [a,b] y [c,d] se
cumple que

P{X € [a,b]} n{Y € [e.d]}) = P{X € [a,6]}) x PY € [e,d]}),
es decir los sucesos {X € [a,b]} v {Y € [¢,d]} son independientes, para todo a,b,c,d.

La definicién anterior se generaliza de manera intuitiva a n variables X1, ..., X,,. Muchas veces, cuando
tenemos una muestra de n datos, vamos a hacer el supuesto de que son independientes. Es un supuesto muy
fuerte pero sin el cual muchos razonamientos que haremos no son ciertos. En la siguiente seccion vamos a
ver algunas propiedades de las variables independientes.

2.4.1. Suma de variables aleatorias

Hasta ahora hemos hablado de sumar datos, promediarlos, etc. Vamos a introducir aqui un poco mas de
formalizacion respecto de lo que significan esos procedimientos. Supongamos que tiramos 3 veces un dado,
y que éxito es que salga 5 en la cara superior. Contar la cantidad de éxitos nos lleva (o deberia) a pensar
en una variable binomial de parametros n = 3, p = 1/6. Sabemos que cada una de las 3 tiradas se hacen
de forma independiente (porque es parte de los supuestos del experimento). Por otro lado, si representamos
éxito con un 1, y fracaso con un 0, contar la cantidad de éxitos no es otra cosa que contar la cantidad de
unos que que hay en las ternas de ceros y unos. Es decir, si ahora consideramos las tres variables: X; que
vale 1 si salié éxito en el primer experimento y 0 en caso contrario, X la variable que vale 1 si sali6 éxito en
el segundo experimento y 0 en caso contrario X3 la variable que vale 1 si sali6 éxito en el tercer experimento
y 0 en caso contrario, es claro que dichas variables son independientes. Si llamamos X a la variable que
cuenta la cantidad de éxitos, de la cual sabemos que X ~ Bin(3,1/6), tenemos que la cantidad de éxitos es
X1+ Xo + X3. Es decir

X =X;+ X2+ X3.

Veamos algunos cdlculos para convencernos de esto: P(X = 3) = P(X; + X2 + X3 = 3) y esto se da
tinicamente si X1 = Xo = X3 = 1. Usando la formula de Bin(3,1/6) tenemos que P(X = 3) = (1/6)3.
Observemos que las variables X1, Xo y X3 son independientes, en el sentido de la definiciéon anterior ya que
hicimos el supuesto de que los experimentos se realizaban de forma independiente. Por lo tanto

P({X1 =1} 1 {Xa = 1} N {X; = 1}) = P({X1 = 1}) x P({X2 = 1}) x P({X3 = 1})
=1/6x1/6 x1/6,

es decir llegamos al mismo resultado. Para calcular P(X = 2) tenemos que considerar todas las formas
de sumar 2 a partir de las variables X1, X2 y X3 que nos conduce a 3 casos, ((1,1,0),(1,0,1) y (0,1,1)).
Queda como ejercicio hacer la cuenta de que también se cumple que P(X = 2) = P(X; + X2 + X3 = 2).
Lo que hicimos fue sumar variables, para obtener una nueva variable aleatoria (definida en el mismo (2).
Este procedimiento tiene interés en general. Asimismo a veces puede ser de interés considerar la variable
aX que dados los resultados de X los multiplica por una constante a. Estas nuevas variables tienen algunas
propiedades interesantes:

Teorema 2.42. = 5i X eY son variables independientes entonces
E(XY)=EX)E(Y) (2.44)

Es importante aclarar que el resultado anterior no es cierto sin la hipdtesis de independencia. De
(2.44) y de la propia definicion de varianza es inmediato verificar que si X e'Y son independientes se
verifica

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
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s Para cualquier variable X y cualquier numero a,
E(aX)=aBE(X) y Var(aX)=a*Var(X).
s Para cualquier par de variables X,Y se tiene que
E(X+Y)=E(X)+ E(Y).

Ejemplo 2.43. Usando estas propiedades deducir de que también vale Var(X) = E(X?) — (E(X))?.
Otra consecuencia inmediata de estas propiedades, y de la propiedad es que si X ~ N(u,0?), su
varianza es o2.

Observacioén 2.44. Es importante aclarar que, incluso en el caso en que X eY son independientes e igual-
mente distribuidas, su suma no necesariamente tiene la distribucion comun. Por ejemplo la suma de dos va-
riables independientes X e Y, con distribucion exponencial de pardmetro A tiene una distribucion que se de-
nomina distribucion de Erlag (de pardmetros 2 y \) cuya densidad esta dada por f(x) = (1/2)A\?z exp(—Ax)
six >0y f(r)=0siz<0.85 X eY son independientes y uniformes en [0,1] su suma tiene una dis-
tribucion conocida como Irwin-Hall, cuya densidad f(x) vale 0 salvo cuando x € [0,2] en cuyo caso vale
fl@)=xsizel0,1] y f(z)=2—1z sixz € [1,2] (se deja como ejercicio graficarla). Un caso muy particular
es el de la distribucion normal, en este caso si X tiene distribucion con esperanza px y varianza Og{, yY
es otra variable, independiente de X, con distribucion normal con esperanza puy y varianza 032,, su suma
st tiene distribucion normal, y en este caso la esperanza de la suma es la suma de las esperanzas, es decir

ux + py, e igualmente, la varianza de la suma es la suma de las varianzas (es decir Ug( + 032,).

2.5. Covarianza y coeficiente de correlacién

Como vimos la hipotesis de independencia entre variables es muy importante. Dadas dos variables X
e Y veremos que se puede definir una cantidad p(X,Y) que se denomina correlacién (y es un valor en el
intervalo [—1,1]), de modo que vale 0 si las variables son independientes (podria ser 0 pero que no sean
independientes), y es 1 o -1 si y sélo si si estamos en el caso de méxima dependencia, es decir una es una
combinacién lineal de la otra, o lo que es lo mismo, existe a # 0 y b tal que con probabilidad 1, Y = aX +b.
Para eso vamos a definir primero la covarianza entre dos variables.

Definicion 2.45. Dadas dos variables aleatorias X,Y, supongamos que existen sus esperanzas, es decir
E|X| < ooy E|Y| < o0, definimos su covarianza como

cov(X,Y) = E [(X ~ E(X))(Y - E(Y))} (2.45)

Es inmediato verificar que cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y), por lo tanto de esta ltima férmula junto
con se sigue que si X e Y son independientes entonces cov(X,Y) = 0, es muy importante tener en
cuenta que el reciproco no es cierto en general, es decir que la covarianza sea 0 no implica que las
variables sean independientes. Para ver esto ultimo consideremos el siguiente ejemplo, sea X la variable que
toma unicamente los valores —2, —1,1,2 con probabilidad 1/4 (y por lo tanto E(X) = 0), y Y la variable
aleatoria X2, es inmediato verificar que X e Y no son independientes. No obstante XY = X? toma los
valores —8, —1,1,8 con probabilidad 1/4 y por lo tanto E(XY') = 0, de donde se sigue que cov(X,Y) = 0.
Algunas propiedades importantes que se deducen de la propia definicién son

= Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y).
» cov(X,a) = 0 para todo nimero real real a.
» cov(X,X) = Var(X)

(X,Y

= COV ) =cov(Y, X)
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» cov(aX,bY) = abcov(X,Y) para todo a,b nimeros reales.
» cov(X +a,Y +b) =cov(X,Y)

Definicion 2.46. Dadas dos variables aleatorias X,Y con varianzas 0 < a%oo vy 0 < U% < o0 respectiva-
mente, el coeficiente de correlacién se define como

cov(X,Y)

p(X,Y) =
ox0Oy

(2.46)

Algunas propiedades importantes de la correlacién son
= —1<p(X,Y) <1
» [p(X,Y)] =1siy sélo siexiste a # 0 y b tal que con probabilidad 1, Y = aX + b.

» p(aX,bY) = p(X,Y) para todo a > 0,b > 0. Esta propiedad dice que el coeficiente de correlacién es
invariante por cambios de escala en las variables.

» p(X +a,Y +b) =p(X,Y).

2.6. Ley de los Grandes Niumeros y Teorema Central del Limite

Vamos a enunciar un par de teoremas que serdan de utilidad més adelante y cuya demostracién excede
el contenido del curso, el primero, que se conoce como Ley de los grandes ntimeros, justifica formalmente el
hecho de que la frecuencia en que sucede un evento (por ejemplo que sale cierto nimero al tirar un dado),
tiende bajo ciertas hipdtesis a la probabilidad (tedrica) de que dicho evento suceda. El segundo es el Teorema
Central del Liimite. Si bien se pueden encontrar diversas formas con distintas hipdtesis, el siguiente teorema
se debe a Kolmogorov,

Teorema 2.47. (Kolmogorov). Sea { X, }nen una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas tal que E|X;| < oo, entonces

Xl—i-—‘an
n

5 E(X)) (2.47)

Como son idénticamente distribuidas (es decir todas tienen la misma distribucién) se puede demostrar
que todas tienen la misma esperanza, es decir E(X;) = E(Xy) = ... = E(X,) = .... En el resultado
anterior hay un pasaje al limite, que viene dado por el simbolo —, definir con precisién que quiere decir
que la variable promedio % converge al nimero F(X1) requiere de definiciones que no daremos pero
intuitivamente lo que estamos diciendo, si pensamos X1, Xo,..., X, como los resultados de un experimento
que se repite n veces de forma independiente, es que promediar estos valores da para valores de n grandes
un valor p6ximo a E(Xj).

La equacion ([2.47) nos dice en particular que % —E(X;) — 0, la pregunta que surge naturalmente
es, a que velocidad, o dicho de otra manera, ; es posible encontrar «,, — oo una sucesién de niimeros, de
modo que compense la diferencia anterior, es decir,

<X1+---+Xn
oap | ———————=

- —H%D%Z

siendo Z alguna variable aleatoria?. La respuesta es que si las variables X7,..., X,, son independientes e

idénticamente distribuidas con varianza o2 finita se puede tomar o, = 7" y Z como la Normal con esperanza
0 y varianza 1, como demuestra el siguiente Teorema.
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Teorema 2.48. (P. Levy) Sean X1,..., X, independientes e idénticamente distribuidas, Var(X;) = 0% <
0. Entonces para todo a < b numeros reales,

P(a< {f [¥ ~ B(X))] <) = B(b) ~ B(a)

donde ® es la funcion de distribucion de la Normal con esperanza 0 y varianza 1.

Lo que estamos diciendo es que la probabilidad de que el promedio normalizado, es decir una vez que le
restamos la esperanza, y multiplicamos por y/n /o, pertenezca a un cierto intervalo [a, b] tiende, para valores
de n grandes, al nimero ®(b) — ®(a).
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Capitulo 3

Estimacion y estadistica descriptiva.

En este capitulo veremos algunas aplicaciones de los conceptos introducidos en el capitulo anterior. En
general se cuenta con datos Xi,..., X, que resultan de realizar n veces un cierto experimento, y se quiere
deducir propiedades de la distribucién de los mismos: su valor esperado, su varianza, etc. Por ejemplo, si
suponemos que los n datos son alturas de cierto grupo de personas, y si suponemos ademaés que los mismos
se distribuyen uniformemente en algun intervalo [a, b] que desconocemos, nos puede interesar aproximar a o
b o el valor esperado (a +b)/2. En otro caso, los datos pueden provenir de mediciones de un fenémeno fisico
que suponemos sigue una distribucién normal, cuya esperanza y varianza desconocemos (llamemos u y o2
respectivamente), y nos interesa estimar dichos pardmetros. Por otro lado, tener una aproximacion del valor
esperado no es de mucha utilidad si la varianza es muy grande ya que nuevos datos nos van a conducir a
una aproximacién del valor esperado que puede diferir mucho de la que habiamos obtenido con los primeros
datos. Por lo tanto es necesario conocer, con cierta certeza o confianza, un intervalo (que dependera de la
muestra y por lo tanto es aleatorio) donde es muy probable que esté el valor esperado. Es decir construir I,
tal que, con cierta probabilidad « € (0,1), u estara en I,,, donde « es un numero fijado de antemano, que
se denomina nivel. Lo que sucedera es que si la varianza de la variable es muy grande, el intervalo va a ser

grande.
En otro tipo de aplicaciones queremos saber si es razonable afirmar, con cierta confianza o certeza que
la esperanza no supera un valor critico pg. Pensemos por ejemplo que las variables X7, ..., X,, provienen

de mediciones del nivel en sangre de colesterol (medido en mg/dl) en una poblacién de n personas y que el
valor critico, es decir lo que se considera alto, es 130mg/dl. Es claro que es mucho més grave equivocarse
afirmando que el nivel de colesterol de la poblacién es normal (inferior o igual a 130) cuando en realidad
supera 130 (y es mds grave atn si la patologia que estamos estudiando requiere de un tratamiento inmediato),
que decir que el nivel es alto cuando en realidad es normal. Lo que queremos es que la probabilidad, si la
muestra es tal que p > 130 de afirmar que p < 130, sea un valor chico, fijado de antemano (que en general
denotaremos con la lera griega o). Vamos a testear dos hipétesis la primera, Hy : u > 130mg/dl, (que se
denomina hip6tesis nula), contra la alternativa Hy : u < 130.

1, Qué sucede cuando tenemos méas datos?. Al tener méas datos, por la ley de los grandes nimeros, podemos

aproximar mejor p a partir de X,,, construir intervalos de confianza mas chicos que nos permitan determinar
mejor donde estara u, afirmar con mayor certeza que u supera el valor critico, o que no lo supera, etc. Este
comportamiento, que intuitivamente queremos que se verifique es cierto en general para todo lo que veremos
en este capitulo no obstante no siempre daremos demostraciones de que es asi dado que algunas requieren
de herramientas matematicas sofisticadas.
Finalmente, y no menos importante, ;qué hipdtesis haremos sobre los datos que tenemos?, por ahora simple-
mente diremos que, a lo largo de tédo el capitulo supondremos que los datos X7, ..., X,, son independientes,
v que todos siguen una determinada distribcién, de la cual en general supondremos que desconocemos ciertos
parametros. Por ejemplo, sabemos que es normal con cierta varianza pero desconocemos p, o sabemos que
es normal y desconocemos tanto p como 2. En otros ejemplos es razonable suponer que los datos tienen
distribucién exponencial pero desconocemos A, etc.
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3.1. Estimacién de E(X) y Var(X)

Como dijimos antes, dados n datos Xji,..., X, independientes e identicamente distribuidos segun una
cierta variable X, si queremos estimar F(X) es razonable considerar como estimador el promedio X,,, dado
por

-~ Xi+Xo+---+ X,

X, , 3.1
n (3.1)

ya vimos que (ver Teorema [2.47))

X, — E(X) cuando n tiende a infinito. (3.2)

Dado que Var(X) lo definimos a partir de la esperanza de una nueva variables, es decir Var(X) = E((X —
E(X))?) tenemos que, si conociéramos E(X) un estimador para Var(X) es

\//a\r(X) _ (X4 *E(X))QﬁL(XQ 7E(X))2+“'+(Xn—E(X))2’

n

en caso de no conocerlo podemos sustituir E(X) por el estimador X, obteniendo asf el estimador de Var(X):

— X1 — X)) 4+ (Xo— X,)2 4+ -+ (X, — X,,)?
Var(x) = 1= %)’ + (X n>+ + 2

en este caso también es posible demostrar, bajo ciertas hipétesis que
%(X ) = Var(X) cuando n tiede a infinito.

En general, en lugar de estimar Var(X) a partir de Var(X) usaremos el estimador de /Var(X)

1 .
= R 2
S ;Zl(xl X,.)

es decir S2 — Var(X). Observemos que la relacién entre %(X )y S2 es:

n-lg

n

Var(X) =

n

Observacion 3.1. Se deja como ejercicio, y es 1util a veces para hacer cuentas, verificar que

o 1 - 2 v \2
Sn_”_lliz;Xi n(Xn)].

Vamos a enunciar sin demostrar algunas propiedades de S, que serdn de utilidad para calcular intervalos
de confianza.

Teorema 3.2. Sean X1,..., X, independientes e idénticamente distribuidas con distribucion N(u,o0?), en-
tonces

2
) Xy o N <M, ") |
n
2) X, y S2 son independientes.
n

—1 2 2
o2 Sn “ Xn—1-

3)

4) \/ﬁ(){?g;m"‘ n—1-
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3.2. Estimacion del coeficiente de correlacion

Supongamos que tenemos datos X7i,..., X, iid de X y Y7,...,Y,, iid de Y, denotemos X,, al promedio
de las X; y Y,, al promedio de las Y}, el coeficiente de correlacién p(X,Y) lo estimamos mediante

(3.3)

ST (X — X (Y~ Vo)
HX,Y) =
VI (X = )2 S (v - V)

se puede demostrar, usando la ley de los grandes nimeros, que p(X,Y) — p(X,Y) cuando n — oo. En R se
puede usar el comando cor para estimar la correlacién mientras que cov estima la covarianza.

3.3. Estimaciéon de Fx(z)

Supongamos ahora que queremos estimar Fy(z), a partir de una muestra de n datos Xi,...,X,, in-
dependientes e identicamente distribuidos segun una cierta variable X. Por definicién F'x(x) nos da la
probabilidad de que la variable sea menor o igual que z. Si seguimos un modelo del tipo casos favorables
sobre casos posibles, es intuitivo que un estimador de Fx(z) es contar cuantos datos X; son menores o
iguales que x (casos favorables) y dividir este nimero entre n, es decir

n )

veamos por qué esto es razonable (es decir, se aproxima a F'x (x) para valores de n grandes). Consideremos,
para j = 1,...,n, las variables aleatorias auxiliares

v — 1 cuando X; <=
710 cuando Xj>x

Esto se denota también Y; = I;x <,}. Observemos que

#{X;: X; <z}

n

Yi+--+Y,=

Estas variables Y} tienen todas la misma distribucién de Benoulli, con pardmetro de éxito p = P(X <
x) = Fx(z). Por otra parte su esperanza, como sabemos, también es p. Se puede ver ademds que son
independientes, por lo tanto si usamos ahora (3.1) y (3.2) obtenemos que

Yi+Yo+...4+Y,
n

— B(Y) = P(X < z) = Fx(x).

La funcién que para cada = toma el valor #{X; : X; < x}/n se conoce como distribucién empirica, a partir
de la muestra Xy, ..., X,,, y usualmente se denota como F},. Supongamos que no hay dos valores repetidos,
si ordeamos los datos de menor a mayor y denotamos X (1) al menor, X o) el siguiente, hasta X, es decir

X(l) < X(Q) <... < X(n),

de la propia formula F, (X)) = #{X; : X; < X(;)}/n se sigue que Fy,(X(;)) = i/n paratodoi=1,...,n, ya
que X(; tiene ¢ datos menores o iguales que el. Por otra parte si, por ejemplo x € (X(j), X(j+2)) para algin
J, tambien de la férmula deducimos que Fy(x) = j/n. Finalmente si x < Xy, Fo(x) = 0y si 2 > X,
F.(z) =1.Enla ﬁgura se grafica, en rojo, la funcién F,, para el caso en que X tiene distribucién normal
con media 0 y varianza 1 y tenemos 8 datos. En negro se grafica la distribucién de la normal con media 0 y
varianza 1. Si aumentamos la muestra de 8 a 50 ya vemos (ver ﬁgura izquierda) que la escalera se parece
mas a la densidad real y ya con 150 datos (ver figura derecha) son casi indistinguibles.
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Figura 3.2: En rojo F, y en negro F, con F' la distribucién de una variable aleatoria normal con media 0 y
varianza 1, a la izquierda con n = 50 y a la derecha con n = 150

3.3.1. Distancia de Kolmogorov

Supongamos que queremos ver que tan lejos esta la distribucién empirica F;, de la verdadera distribucién
Fx, una forma de medir esto es calcular

Dy (Fx, F,) = sup|Fx(z) — Fy()|. (3.4)
z€R
Observemos primero que D,, depende de la muestra X1, ..., X,, y por lo tanto es una variable aleatoria. No

obstante, tiene una propiedad muy importante, la distribucién de la variable aleatoria D,, no depende de
quien sea Fx. Como 0 < Fj,(z) <1y 0 < Fx(z) < 1 para todo x, y el valor absoluto de la resta de dos
numeros en [0,1] da un nimero en [0, 1] se tiene que 0 < D,, < 1. En la préctica, asi escrito, calcular D,
requiere calcular |F'x (z) — F,,(x)| para infinitos valores de  y tomar el supremo, no obstante, como ya vimos
en la seccién anterior F;, es constante a trozos y la funciéon Fx es no decreciente, es claro que el maximo
entre |Fx (z) — F,(z)| se va a dar cuando z es un punto de la muestra (ver figura[3.3). En estos casos, como
sabemos que Fy,(X(;)) = j/n se tiene que el valor D, coincide con

max méx{‘FX(X(i)) - %),

i=1,...,n

Fx(X@y) — Z;I‘} (3.5)

Un resultado muy importante, que no demostraremos, prueba que para valores de n grandes (es decir,
cuando n tiende a infinito) la variable aleatoria \/nD,, tiende a una cierta variable que llamaremos K (cuya
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Figura 3.3: En rojo se grafica la funcién de distribucién F'x en negro la distribucién empirica F,. En azul
i-1
n

L|'y en verde ‘FX(X(i)) -

se muestra ‘FX (X)) —

distribucién no depende de quien sea Fx). Esto se traduce, desde un punto de vista préctico, en que para
valores grandes de n, podemos aproximar P(y/nD,, € [a,b]) por P(K € [a, b]) para todo a < b. En particular,
si a = —oo, se sigue que P(y/nD, < b) — P(K <b) o lo que es lo mismo, F 5p (b) — Fic(b) para todo
b. La distribucién Fx no es ninguna de las se dieron anteriormente (el grafico de la funcion Fi se muestra
en la figura a la izquierda, mientras que la densidad (es decir su derivada) se muestra a la derecha), no
obstante, existen tablas que dan el valor Fic(b) para valores de b. Este resultado nos serd de utilidad mas
adelante, para testear si efectivamente la muestra Xi,..., X, proviene de la distribucién Fx o no.

100+ o
0.75

0.50 -

05

Figura 3.4: A la izquierda grafico de la distribucién de la variable aleatoria IC. A la derecha el grafico de la
densidad

En R

Generemos una muestra aleatoria de n = 100 normales independientes con media 0 y varianza 1 y la
llamamos a, esto se hace mediante a=rnorm(100), si queremos hacer un plot de la funcién de distribucién
empirica, basta usar el comando plot.ecdf(a). Si queremos calcular la distancia D,, entre la distribucién
empirica de la muestra a, y una normal con media 0 y varianza 1, hacemos ks.test(a,” pnorm”,0,1). Esto
devuelve dos valores, por un lado v/nD,,, y por otro lado P(K > y/nD,,), o 1o que es lo mismo, la probabilidad
de que una variable con distribucién K tome un valor mayor o igual que el /nD,, que obtuvimos con nuestra
muestra. En nuestro ejemplo, como la muestra a es de una normal con media 0 y varianza 1, es de esperarse

46



Capitulo 3. Estimacién y estadistica descriptiva.

que D,, esté proximo a 0.

Por otra parte, si queremos calcular la distancia entre la empirica, y una distribucién T de student con
2 grados de libertad, tenemos que hacer ks.test(a, “pt",2). Observemos que en este caso el valor de y/nD,,
dio mas grande. ;Por qué era de esperarse esto?.

3.4. Meétodo de los Momentos y Maxima verosimilitud

En general la distribucién de las variables aleatorias que vimos dependen de ciertos parametros, por
ejemplo la distribucién la exponencial depende del pardmetro A, la distribuciéon normal depende de la media
p vy la varianza 2. Otro ejemplo es el caso de la uniforme en un intervalo [a,b], aqui a y b son pardmetros
que podemos querer estimar a partir de una muestra. Muchas veces sabemos que los datos que tenemos son
normales pero no conocemos estos pardmetros o son uniformes pero no conocemos a y/o b. Para estimar
estos pardmetros veremos dos métodos clasicos, presentaremos el método y veremos algunos ejemplos. No
demostraremos las condiciones bajo las cuales los estimadores convergen a los valores verdaderos.

3.4.1. Meétodo de los momentos

El método de los momentos permite estimar los pardmetros siempre y cuando sean finitos los momentos
de la variable aleatoria. Dada una variable aleatoria X y un niimero natural £ > 0, el k-ésimo momento de X
es E(X") y decimos que tiene momento k si E(X*) < co. Se puede demostrar que si una variable aleatoria
tiene momento k, también son finitos los momentos 1,...,k — 1. El método de los momentos plantea el
siguiente sistema de ecuaciones:

([ BE(X) = X,
1 n
E 2 . 2
(X = -Y°x;
=1
1 n
E(XF) = =) XxF
n
=1

Los E(X k) se llaman momentos poblacionales y las expresiones al otro lado de la igualdad, momentos
muestrales. Los pardmetros a estimar aparecen en el calculo de los momentos poblacionales. El sistema de
ecuaciones anterior no necesariamente es un sistema lineal pero en algunos casos se puede resolver y se
despejan los pardmetros. Veamos algunos ejemplos

Ejemplo 3.3. Comencemos con un ejemplo simple supongamos que X tiene distribucién normal con media
vy varianza o > 0. Recordemos que Var(X) = E(X?) — (E(X))?. Por lo tanto despejamos el segundo
momento poblacional como E(X?) = o2 + u?. Denotemos + 3% X¥ = X2. Por lo tanto el sistema queda

n
,U =
02+,u2 =

2

24

Si despejamos en la segunda ecuacién, o2 = X2 — (X,)

Ejemplo 3.4. Veamos como queda el sistema para el caso en que X tiene distribucién uniforme en [a, b]
y queremos despejar a y b. Sabemos que E(X) = (a + b)/2 y Var(X) = (b — a)?/12. Recordemos que
Var(X) = E(X?) — (E(X))2. Por lo tanto despejamos el segundo momento poblacional como E(X?) =
(b—a)?/12 + (a + b)?/4. Denotemos = 3" | X¥ = X2. Por lo tanto el sistema queda

&

{ (a+b)/2 =
(b—a)?/12+ (a +b)?/4 =
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Si usamos la primer ecuacion en la segunda obtenemos

Ui Rt o)

es decir

(b—a) = £24/3(X2 - (X,,)?)
si escribimos la primer ecuacién como a + b = 2X,, y le sumamos la ecuacién anterior obtenemos que

b= Xn+1/3(X2 — (Xn)?)

y por lo tanto usando que a = 2X,, — b tenemos que

a=2X, — X, £1/3(X2 — (X,,)?) = X, £ /3(X2 — (X,)?)

como a < b tenemos tinicamente 2 soluciones posibles

b=t \/3(X2 - (X)2)

Ejemplo 3.5. Para el primer ejemplo vamos a introducir la distribucién I' de parametros k£ y A. Una variable
X tiene distribucién I'(k, A) si es suma de k variables exponenciales de parametro A, independientes. Por lo
tanto por la linealidad de la esperanza E(X) = kX y Var(X) = k/A2. Recordemos que Var(X) = E(X?) —
(E(X))2. Por lo tanto despejamos el segundo momento poblacional E(X?) = k/A\? + k2/)\2. Denotemos
% S Xk= X2. Por lo tanto el sistema queda

{sie %
) on
E+5 = X2
De la ecuacién 2, usando que k/\ = X,, obtenemos
k-
ﬁ = X?% - (Xn)27
y como k = AX,, obtenemos que o
AX — =
)\2" = X?% - (Xn)2a
es decir o
A= Xn
X2 - (X,)%
Y -2
k= Xn
X7~ (Xn)?

3.4.2. Maxima verosimilitud

La idea de este método es buscar los parametros que hagan que la muestra que observamos sea la
mas probable. Primero introduciremos el método por medio de un ejemplo muy simple, supongamos que
tenemos una variable aleatoria X Bernoulli de parametro p y queremos hallar p. Supongamos que tenemos
una muestra de n realizaciones iid de esta variable en la cual n; veces salié el valor 1 y ng el valor 0
con np + ng = n. Por lo tanto la probabilidad de que hayamos observado dicha muestra es simplemente
p™ (1 — p)™. Esto nos da una funcién L(p) que para diferentes valores de p nos da la probabilidad de que
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hayamos obtenido esa muestra. Por lo tanto si maximizamos en p estariamos hallando el pardmetro que
hace que haber observado ng veces el 0 y n; el 1, es lo mas probable. Para eso derivamos L(p) respecto de
p y maximizamos (observemos que p € [0,1]). Si derivamos

L'(p) = nip™ (1 = p)" = ngp™ (1 = p)"~" = (1= p)"~'p™" " (n1(1 ~ p) — nop)

Si igualamos la derivada a 0 nos queda que (n1(1 —p) —nop) = 0, es decir p = n1/(n1 +ng) = n1/n, lo cual
nos dice que el valor de p que hace que la muestra que observamos sea la mas probable es simplemente la
frecuencia de las veces con que observamos el 1, que era de esperarse.

Veamos otro ejemplo simple, supongamos que tenemos una variable que toma tnicamente los valores
0, 1, y 2 con probabilidades (1 — #)/3, 1/3 y 1 + 6/3 respectivamente con 6 € [0,1]. Supongamos que en
nuestra muestra observamos ng veces el 0, nq veces el 1 y no veces el 2. Por lo tanto la funcién a maximizar

es simplemente 1-0 1 146
— @\ "o nl 40N\ "2
ro=(=-)") ()"

En la funcién anterior podemos quitar el término del medio ya que no depende de 8 y por lo tanto un cierto
valor 6y maximiza L(#) si y sélo si maximiza

1—0\no/1+6\n2
(=) (=)™ (3.6)
3 3
No estamos diciendo que el valor que toma la funcién anterior es igual al que toma L(#) sino que el méximo
se realizard en el mismo 6. Por otra parte como la funcién logaritmo es creciente, 6y maximiza L(0) siy

s6lo si maximiza log(L(#)) con lo cual muchas veces se toma logaritmo antes de derivar. Aqui simplemente
derivamos ([3.6)) y obtenemos

1

s (1= 00711+ 0)"7 (=g + ma(1 = 0))

si igualamos a 0 y despejamos 6 nos queda 1 — ng/ng = 6.

Para formalizar esta idea tenemos que definir primero al funciéon de verosimilitud. Dada una muestra
X1,...,X, iid de una variable X cuya distribucién depende de ciertos pardmetros 6 = (61,...,0;). Su-
pongamos primero que X es una variable aleatoria discreta que toma unicamente los valores z1,..., 2z, con
probabilidades p1(0),...,p,(0) tal que pi(0) + p2(8) + ...+ pr(0) = 1. Si en nuestra muestra el valor z; fue
tomado nq veces, el valor zo fue tomado ns, hasta el valor z, el cual fue tomado una cantidad n, de veces.
La funcién de verosimilitud que tenemos que maximizar es

L(0) = p1(0)" p2(0)"p3(0)"* - - - pr (6)"". (3.7)
Observemos que esta es una funcién a valores reales, que toma valores en R* que es donde varfan los k
posibles pardmetros (61, ...,60;). Como vimos en el ejemplo anterior no siempre todas las p; dependen de

los parametros, en cuyo caso ese término se puede quitar a la hora de maximizar la funcién L(6). No
necesariamente existe un unico maximo de dicha funciéon. No obstante el método de maxima verosimilitud
busca el o los parametros que maximizan L.

Caso continuo

Si en lugar de una variable discreta tenemos una variable continua X cuya densidad que denotamos
f(x]0) depende de ciertos pardmetros 6 = (61, ...,0;) y tenemos una muestra iid de X se procede de forma
andloga. En este caso, si nuestras observaciones fueron z1,...,z, (usamos letras mintsculas para indicar
que nos referimos a nimeros reales y no variables aleatorias) la funcién a maximizar respecto de 6 es el
producto de las densidades, evaluadas en estos puntos, es decir.

L) =[] fx(ail6).
=1

Veamos un ejemplo simple,
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Ejemplo 3.6. Supongamos que tenemos z1,. .., T, realizaciones iid de X ~ N(u,1), la funcién de verosi-

militud es
1 1

L(p) = —ex (—f x1 — p)? + (g — p)* 4 (2, — 2).
()= grew( (1 = )" + (22— p) (@ — p)?]
Como dijimos antes, podemos primero eliminar la constante \/% y luego tomar logaritmo, por lo tanto la

funcién a maximizar es

2

L 4 2 4 o ),

2

por lo tanto si derivamos respecto de p e igualamos a 0 el maximo se obtiene en X,, = p que es muy
razonable.

Ejemplo 3.7. Supongamos que tenemos zy,...,x, realizaciones iid de X ~ Exp(\), la funcién de verosi-

militud para A es
n n
= H Aexp{—Az;} = A" exp { — )\Zm’i},
i=1 i=1
con x; > 0 Vi, derivando obtenemos

n

y por lo tanto, como A # 0, si hacemos L'(\) = 0 obtenemos A = Zni, es facil ver, mirando el signo de
i=1Ti

L'()\) que es un maximo. Por lo tanto \ = X: es el estimador maximo verosimil (E.M.V.) de A.

Ejemplo 3.8. Supongamos que tenemos z1,. ..,z realizaciones iid de X « Ugy y queremos estimar b, la

funcién de verosimilitud es entonces

n 1 1
1 — si0<zy,...,2, <Db — s b>méx{zry,..., 1,
b):HbH[o,b}(xi)Z{ br ! :{ bg xa )
i=1

0 si no si no

Como la funcién 1/b™ es decreciente obtenemos que b = max{xy,...,zn}.

3.5. Estadistica descriptiva

Supongamos que tenemos una muestra X1, ..., X, iid de datos que tienen la misma distribucién que una
cierta variable X. Como vimos, hay ciertos valores relacionados a X que son importantes por ejemplo su
varianza y su esperanza, que se estiman con los estimadores que vimos en la secciéon anterior. Pero tambien,
como vimos en la subseccién [2.2.4] la mediana y los cuartiles, asi como el rango inter cuartilico nos dan
informacién de la variable. Veremos ahora como estimar estos valores a partir de la muestra.

3.5.1. Mediana, Cuartiles y Boxplot

Empecemos por la mediana que, como vimos, se define como Q(1/2) = inf{x : P(X < z) > 1/2}. Es
decir, si la variable X tiene densidad, es el valor, que denotaremos @2, que verifica que P(X > Q2) = 1/2.
Si tenemos una muestra Xy, ..., X, iid de X para estimar la mediana lo primero que hacemos es ordenarla,
y obtenemos la muestra ordenada X(1) < X < ... < X, (por ahora supondremos que no hay empates,
es decir son todos menor estricto) donde en particular X1y = min{X1,..., Xy} y Xy = max{Xyq,..., X, }.

= Sin es un nimero impar, la mediana se estima por la mediana muestral que es X, 1) /2.
= Si n es un ndmero par, se estima por

Xn/2) + Xnj211)
5 .

Observar que en este caso no es un valor de la muestra.
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En R la mediana se calcula simplemente como median(c(X7,...,X,,)). En el caso de que hayan valores repe-
tidos, R cuenta ese valor tantas veces como aparece, por ejemplo la mediana de 1,2,2 es 2 y no 1,5.

Para estimar Q)1 y @3 existen varios métodos, simplemente diremos que la idea es andloga a la que

hicimos en el caso de la mediana. Q1 es un valor que deja 1/4 de la muestra para la izquierda y 3/4 a la
derecha. Mientras que @3 es un valor que deja 3/4 de la muestra a la izquierda y 1/4 a la derecha. Por
ejemplo si n = 100 @; es cualquier nimero real (hay diferentes formas de elegirlo) que esté en el intervalo
[X(25), X(26)) ¥ @3 es cualquier niimero real que esté en el intervalo (X(74), X(75)] La funcién de R quantile
da como resultado 5 valores, el primero y el Ultimo son el minimo y el maximo respetivamente. El segundo
tercero y cuarto son (1, @2 y Q3 respectivamente.
Una forma 1til de representar estos valores es mediante lo que se conoce como boxplot. En el boxplot (ver
figura lo que se representa es una caja, cuya linea horizontal del medio corresponde a la mediana (es
decir estd a la misma altura que la mediana muestral), la anterior es )1 y la siguiente Q3. De la parte
inferior de la caja sale una linea vertical punteada que va hasta la altura @1 — 1,5 x RIC donde RIC' es
el rango inter cuartilico que, recordemos, se define como Q3 — Q1. De la parte superior una linea punteada
que va hasta @3 + 1,5 x RIC. Finalmente los puntos que se representan fuera de estas dos tltimas lineas
corresponden a observaciones que cayeron fuera de dicho rango.

0
L
0.0
10
© 0o 0 0o o o

10

Figura 3.5: De izquierda a derecha: resultado de aplicar en R las funciones boxplot(rnorm(1000)), box-
plot(rnorm(1000,0,0.3)) y boxplot(rgeom(1000,0.3))
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Capitulo 4

Intervalos de confianza y pruebas de
hipo6tesis

4.1. Intervalos de confianza

En esta seccién vamos a ver como se construyen intervalos de confianza para el valor esperado (que
denotaremos ;) de una variable X. Primero supondremos que los datos tienen distribucién N(u,o?) y
que conocemos o2 y luego que es desconocido. Al final de la seccién veremos como construir intervalos de
confianza para el valor esperado cuando los datos no son normales. Por iltimo vermeos el caso particular
en que queremos calcular un intervalo de confianza para proporciones, es decir tenemos datos que son ceros
o unos, correspondientes a los posibles resultados de un experimento cuyos resultados posible son éxito o
fracaso y llamamos p a la probabilidad de éxito. Buscaremos un intervalo I,, (el subindice n indica que
lo construiremos a partir de una muestra Xy, ..., X,, independientes e idénticamente distribuidas, con la
misma distribucién que X) tal que, fijado un nivel o € (0,1), P(p € I,) = 1 — a. Cuando los datos son
normales (tanto cuando conocemos o2 como cuando no) es posible construir intervalos ezactos, es decir tal
que P(u € I,) = 1 — a. En general, cuando no sabemos que distribucién tienen los datos hay que hacer uso
del Teorema Central del Limite (ver Teorema y se obtiene un intervalo aprozximado I, (que depende
de la muestra X,...,X,), tal que P(u € I,) = 1 — a. No obstante se puede demostrar que

P(pel,) —1—a cuando n tiende a infinito.

4.1.1. Intervalos de confianza para datos normales, ¢ conocido.

Sea X « N(p,0?) con 0 < 02 < oo, conocido. Buscamos un intervalo I,, de la forma m — kX, + k] .
Debemos hallar & tal que P(u € I,) = 1 — «, entonces

>
IA

l—a =P(X, —k<pu<Xp+k)=Pu—k< p+k).

n

Observemos que, por la parte 1) del Teorema ({3.2)) sabemos que X,, ~» N (u, g ) . Primero retaremos u, y

luego dividimos entre o/+/n, es decir

NN AN
y de (2.30) tenemos que
Xn—p
o/\/n

~ N(0,1),

con lo cual, de
P (o = o <o) ~* (ave) ~* (5 @
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Si usamos que ®(—t) =1 — ®(¢) tenemos que {4.1] es

(e B2 <stm) < ) -Boo )] - ()

Por lo tanto obtuvimos que

o e (V).

Si aplicamos ®~! a ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos que @ =®71(1 - a/2), es decir
o

NG

Notacién: Denotaremos, para a € (0,1), z, = ®~!(a), este valor se calcula a partir de la tabla de ® o
con R, mediante el comando gnorm(«), con esta notacién el intervalo de confianza del ejemplo anterior es

k 11— a/2).

- (2 - g
|:Xn - 721—04/2 ; Xn +

Jn %Zl—aﬂ .

Es importante destacar que el intervalo (4.2]) es exacto, no es para valores de n grandes. Por otro lado,
observemos que la longitud del mismo es 2%»’51—04 /2 que tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Esto nos dice

(4.2)

que a medida que tenemos méas datos podemos determinar, con probabilidad 1 — « con més exactitud (en
un intervalo mas chico) donde estard p.

Ejemplo 4.1. Veamos un ejemplo de como se calcula. La siguiente muestra corresponde a los niveles de
sodio en sangre de 10 pacientes de una clinica (medidos en milimoles por litro).

[139,13 [ 136,67 [ 140,25 [ 140,57 [ 137,71 [ 142,38 [ 142,56 | 139,92 [ 140,65 [ 140,35 |

Asumiendo que los datos provienen de una distribucién normal N (p,0?) con ¢ = 2, dar un intervalo de
confianza 90 % para la media p.

Observemos primero que como estamos hablando de intervalo de confianza 90 % entonces a = 0,1 es
decir 1 — «/2 = 0,95. Para calcular el intervalo definido en (4.2]) tenemos que calcular X, y 20,95

— 1
X, = E(139, 13 + 136,67 + 140,25 + 140, 57 + 137, 71 + 142, 38 + 142,56 + 139, 92 + 140, 65 + 140, 35) ~ 140

20,95 es por definicién @‘1(0,95), es decir es el valor que hace que el drea hasta zp g5 sea 0,95. Si vemos una
tabla de la distribucién normal, tenemos que P(N(O, 1) < 1,64) =0,9494 y P(N(O, 1)< 1,65) = 0,9505 por
lo tanto el zp g5 que queremos estd entre 1,64 y 1,65 (si hacemos qnorm(0.95) nos da 1,644854), tomemos
1,65, el intervalo es

2 2
140 — ——1,65 ; 140 + —1,65} = [138,956 ; 141,043].
[ V10 V10 [ ]

En R esto se escribe como (suponiendo que los datos estdn en un vector que llamamos x),

2 2
[mean(x) - \/—1>anorm(0.95) ; mean(x) + \/—Toqnorm(o.%)] = [138,956 ; 141,043].

4.1.2. Intervalos de confianza para datos normales, 0 desconocido.

Veamos otro intervalo de confianza, para datos normales, pero el caso en que desconocemos o. Para eso
sea X v N(u,0?) con 0 < 0 < oo, desconocido. Dado que desconocemos o pero sabemos por lo dicho en
la seccién anterior que S, es un estimador del mismo, lo que se hace es sustituir S,, por o. Buscamos un
intervalo I,, de la forma

[Xn — kS, ; Xn+ kSn}.
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Tenemos que hallar k tal que P(u € I,) = 1 — a, por lo tanto

X, —p
Sn

P(Mefn)zp<u—ksn§7ngﬂ+ksn):P(—kg gk;).
Si multiplicamos todo por y/n tenemos que

X, —
Sn

P(Meln):P(—k\/ﬁg\/ﬁ “gk\/ﬁ).

Por el Teorema 4) sabemos que \/ﬁX’SK;” tiene distribucion 7T,,_1 de Student con n — 1 grados de
libertad. Denotemos Fr, ,(x) la funcién de distribucién de T;,—; evaluada en z (es la funcién que juega el
papel de @) es decir

P(Tn_l S a:) = FTn_l(.CC).

Observemos que

Ko —it ki) = Fr,_, (kvi) = Fr,_, (= kvin).

P(ue L) = P( = kvn < Vn="

Si usamos la propiedad (2.36)) de las variables con distribucién 7' de Student tenemos que

P(M € In) :FTn—l(\/ﬁk) - FTn—l(_\/ﬁk)
:2FTn_1<\/ﬁk) —1=1-aq,

de donde .
k= Fr  (1=a/2)  t_qpnn—1)
B vn N Vn ’
donde usamos la notacién F. 1_1 (p) = tp(n —1) siendo n — 1 los grados de libertad. Por lo tanto el intervalo
de confianza para p al nivel 1 — « es

EN

I = | Xn — \/ﬁtl—a/Q

— S,
(TL - 1)7Xn + 7”751—04/2(” - 1)

NG

La longitud de dicho intervalo es
S

2\/ﬁt1,a/2(n - 1)

que nuevamente tiende a 0 cuando n tiende a infinito (ya que t;_q/2(n —1) = 21_q/2 ¥ Sn — 0).

Ejemplo 4.2. Veamos, para los datos del ejemplo anterior, y & = 0,1 como queda el intervalo de confianza.
Si usamos la férmula para S, nos da que S? = 3,36074 y por lo tanto S, = 1,8332. Nos resta calcular
t0,05(9), esto se puede hacer de dos maneras: con una tabla andloga a la que usabamos para ®. En la tabla
de la distribucién ¢ de Student tenemos en general, en la primer columna los posibles grados de libertad,
por lo tanto nos fijamos en la fila 9. Las diferentes columnas corresponden a los diferentes o. Observemos
que si bien trabajamos con o = 0,1, lo que queremos es el valor tg95(9) es decir

P(Ty < t0,95(9)) = 0,95,

que, uso de tabla mediante, nos da t9,95(9) = 1,83. En R basta usar el comando qt(0.95,9) y nos da 1.833113.
El intervalo nos queda entonces
1,8332 1,8332
140 — —-1,83 ; 140 + —
V10 V10
Observemos que este intervalo es levemente més largo que el que obtuvimos antes. Lo cual es muy razonable
si pensamos que en este caso tenfamos menos informacién (desconociamos o).

1,83 = [138,94 ;141,06]

54



Capitulo 4. Intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis

4.1.3. Intervalo de confianza para datos cualquiera, ¢ conocido

Ahora los datos son X1,..., X, independientes e idénticamente distribuidos como una cierta variable
X con varianza 0 < 02 < oo y esperanza j. No supondremos que X es normal pero si que conocemos o.
Queremos encontrar nuevamente, dado o > 0, un intervalo I,, tal que P(u € I,) = 1 — a.. En este caso no
sera posible encontrar un intervalo exacto sino que encontraremos un interval I,, tal que P(I,) — 1 — «
cuando n — co. Para eso vamos a usar el Teorema Central del Limite. Al igual que hicimos antes escribimos

p—k—p _Xo—p _ptk—p
NN TN )

Por el Teorema Central del Limite 2.48] para valores de n grandes, se aproxima la probabilidad anterior por

* (577m) ~* (orm) (43)

Usamos que ®(—t) =1 — ®(t), y por lo tanto (4.3]) es igual a

o(sEa) - b-o(ite) = (2) 2 -ree

El valor de k se despeja igual que antes, por lo tanto la forma del intervalo es exactamente la misma que
para datos normales con o conocido. Es decir:

P(ﬂ—kSXnéquk):P(

___ o __
In = [Xn — T =Rl-a/2 Xn +

v (4.4)

g
%Zl—a/2]'
4.1.4. Intervalo de confianza para datos cualquiera, ¢ desconocido

Aqui la forma del intervalo es andloga a la anterior (nuevamente es un intervalo aproximado) pero
sustituyendo o por su estimador S,,, es decir

_ S, — Sn
[Xn - %21704/2 ; Xn+ ﬁzlfa/Q]- (4.5)

Veamos un ejemplo para el caso en que los datos tienen distribucién exponencia.

Ejemplo 4.3. Se tiene una muestra de 1000 datos de una distribuciéon exponencial de pardmetro \ y se
sabe que la suma de los datos es 492 y la suma de los cuadrados 467, calcular un intervalo de confianza al
95 % para .

Observemos primero que nos piden un intervalo para A y no para el valor esperado de la exponencial,
que como sabemos es 1/A. No obstante si tenemos I,, = [a,b] con 0 < a < b un intervalo de confianza para
el valor esperado, es claro que J, = [1/b,1/a] es un intervalo de confianza para A. Veamos como calcular
entonces un intervalo para el valor esperado. Observemos que estamos en el caso de datos con distribucién
cualquiera, y o desconocido.

Buscamos un intervalo I,, de la forma

— S, — 5,
[Xn - %2(170,05/2) ; Xn + %Z(lfoiﬁ/?)]?

si usamos la Observacién (3.1)) tenemos que S2 = 1/(999)(467 — 1000(0,492)?) = 0,22516, (y S,, = 0,4745)
por otro lado, a = 0,05 es decir 1 — /2 = 0,975 y de la tabla de la distribucién normal zgg75 = 1,96 (si
hacemos qnorm(0.975) en R nos da 1.959964). El intervalo para el valor esperado es entonces

0,4745 0,4745

1,96 ; 0,4
31,62 965 0,467+ 31,62

I, = [0,467 - 1,96} — [0,4376: 0,4964].

Por lo tanto el intervalo de confianza para A es

Jn = [1/0,4964 ; 1/4376] = [2,0144 ; 2,2852].
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4.1.5. Intervalos de confianza para proporciones

Si bien este es un caso particular del caso anterior lo estudiaremos por separado. Tenemos ahora un
experimento cuyos resultados son 0 o 1 (éxito o fracaso), y una muestra Xy, ..., X, de datos independientes
e identicamente distribuidos, que corresponden a un 0 o un 1 segtn si fue éxito o no. Queremos un intervalo
I, para la probabilidad p de éxito. Veamos un ejemplo

Ejemplo 4.4. Para estimar la proporcion de roedores de una cierta especie que padecen determinada in-
feccion se realiza un examen histolégico a 182 individuos y se encuentra que 72 estan infectados. Dar un
intervalo de confianza 95 % para la proporcién total de roedores infectados.

Observemos primero que aqui los 182 datos son 0 o 1 segun el roedor estd o no infectado. Si llamamos X a la
variable que toma el valor 1 con probabilidad p = P(infectado) y 0 con probabilidad 1 — p (es decir X tiene
distribucién de Bernoulli de pardmetro p) tenemos que, usando la formula para el cdlculo de la esperanza
de una variable discreta,

EX)=0x(1-p)+1xp=np.

Por otro lado es facil ver que Var(X) = p(1 — p) Lo que nos pide el ejercicio es un intervalo de confianza
para p. Ya sabemos, por la Ley de los Grandes Nimeros que un estimador de p es X, y es fécil ver que el
estimador Var(X) que definimos en la seccién anterior se escribe como

%(X) - Xn(l - Xn)

En este caso, dado que sabemos X,, en lugar de usar S, usamos \/\Ta/r(X ) por lo tanto el intervalo nos

queda
[xn S AT SR Al /] . (16

Jn Rl—a/2
En nuestro ejemplo X,, = 72/182 ~ 0,3956 y /182 ~ 13,49, de donde

0,3956(1 — 0,3956 0,3956(1 — 0,3956
+/0,3956(1 — 0, )1,96;0,3956+\/’ 1 0,3956)

I, = [0,3956 . 519 1319

1,96]

4.2. Pruebas de hipdtesis

Como dijimos al comienzo del capitulo, a veces queremos no sélo un intervalo para la esperanza, u, de
una cierta variable X, sino poder afirmar con cierta certeza (de modo que la probabilidad de equivocar-
nos sea «, con « chico) si u supera o no un valor critico ug. La idea intuitiva es que, si tenemos n datos
X1,...,X,, estimamos p mediante el promedio X,, y rechazamos que supera jig si el promedio es menor
que po — 6 donde § > 0 es un valor que depende de la cantidad de datos que tenemos, de « etc. Es intuitivo
que si queremos tener mas seguridad de que no nos estamos equivocando (es decir que « sea més chico)
vamos a necesitar mas datos. Lo que se plantea en estos casos son dos hipétesis, la hipétesis nula (que
usualmente se denota como Hy) y que en el caso del valor critico es Hy : 1 > po y la hipdtesis alternativa
Hy : p < po. Tenemos dos tipos de errores posibles, o bien la media p de la poblacién era mayor que pg
pero con la informacién que tenemos rechazamos que lo sea (es decir rechazamos Hy cuando en realidad era
cierta). O bien p < g pero no rechazamos Hy (es decir no rechazamos Hy cuando en realidad era cierta H).

Es importante tener en cuenta en las aplicaciones que si ug es un valor critico que superarlo implica algin
tipo de riesgo o costo grande, es mds grave el primer error que dijimos, es decir que la media p superaba
el valor critico, pero aun asi rechazamos que lo superara. La probabilidad de dicho error es el nivel (que
usualmente se denota con la letra griega «) de la prueba, es decir

a = Pp,(rechazar Hy). (4.7)
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Por otro lado, el segundo tipo de error, que también queremos que sea chico, esta relacionado con la potencia
de la prueba, usualmente se denota
$ = Py, (no rechazar Hy),

y la potencia (que en general queremos que sea 1 o esté proxima a 1), es 1 — 8 = P, ( rechazar Hy).

Dado que no sabemos el valor exacto de p (sino simplemente rechazariamos Hy si 1 < pg) lo estimamos
por medio de X,,. Tenemos que ver cémo determinar en que regién de valores de X,, rechazamos Hj. Es
intuitivo que si queremos testear Hy : u > po y calculamos X,, y nos da mayor que jg no rechazamos Hy.
Pero, ;qué pasa si nos da g — 1/10%?, en este caso si bien no es mayor que pg la diferencia es muy chica
como para que estemos seguros de que no estamos cometiendo un error producto de que tenemos pocos
datos. En virtud de esto, es razonable pensar que la region critica donde rechazaremos Hy es de la forma
RC = {X,, < pp — 6}. Y tenemos que determinar cual es la tolerancia § permitida. Si tenemos en cuenta
queremos encontrar § tal que

PH0<X7n<N0_5> = o.

Observemos que una vez que determinamos & rechazamos Hy si X,, cayé en la regién critica, es decir
X, < pto — 6. Y no rechazamos Hy en caso contrario.
Cuando rechazamos la hipdtesis nula, tenemos prueba estadistica de que la hipotesis nula es falsa. En cambio,
st no podemos rechazar la hipotesis nula, no tenemos prueba estadistica de que la hipdtesis nula sea verdadera.
Esto se debe a que en general no tenemos control sobre B, no establecimos la probabilidad 5 de aceptar
equivocadamente la hipotesis nula para que fuera pequeria. De hecho fijado n achicar o en general aumenta
B

En lo que sigue consideraremos diferentes pruebas de hipdtesis y veremos cuales son los & que hay que
tomar. No vamos a demostrar que dichos valores cumplen los requisitos necesarios mas que para el primer
caso, los otros son analogos

4.2.1. Pruebas de hipdétesis unilaterales, datos normales, o conocido
En el caso de que X1, ..., X, tengan distribucién N(u,c?) con o conocido, las pruebas de hipétesis

Ho: p <o Ho: p =pmo Ho: p =mpo

Hi: p > po Hi: p >po Hi: p =m

con p > o tienen region critica

—_— Z1—a0
RC =X, .
{ > po + 7n }

Para demostrar esto tenemos que hallar § > 0 tal que Py, (X, > po + ) = a. Usaremos que, por la

parte 1) del Teorema (3.2)) bajo Hy (en este caso la esperanza de las X; es jg = ), X, «~ N (,u, %2> Por lo

tanto L
Xn—u 0

A ) =)

Oé:PHO<

o lo que es lo mismo

1—@2@(0/%).

Si aplicamos ®~! a ambos lados de la igualdad anterior obtenemos

4]

—  =d'1-a)=2_
O‘/\/ﬁ ® (1 ) 1—a

de donde se sigue que
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Capitulo 4. Intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis

Anslogamente, las pruebas de hipdtesis

Ho: p > wo Ho: p =pwo Ho: p =po
Hy: p <pg Hy: p < —

donde w1 < g, tienen region critica

RC:{Xn<u0—ZI\;%U}.

Ejemplo 4.5. Consideremos los datos del ejemplo correspondientes al nivel de sodio en sangre de 10
personas (observemos que aqui estamos asumiendo que los datos tienen distribucién normal con o conocido).
Vamos a considerar que el nivel es critico si es mayor o igual que pg = 143. Trabajaremos con o = 0,05
Plantemos la prueba de hipdtesis

Hy: 1> 143
H : /,L<143

Planteamos la region crtica

~ 20,95
RC = { X, < 143—2—’}.
/10

Donde, como en intervalos de confianza, z g5 denota el valor de ¢ (que se obtiene mediante la tabla de la
distribucién normal o con el comando gnorm) tal que ®(¢) = 0,95. Verificar que zp 95 = 1,65, entonces

RC = {XT < 141,93}.

Como X,, = 140 < 141,93 estamos en la regién critica, por lo tanto rechazamos Hy.

Consideremos la prueba de hipotesis
Ho: p =npo
Hy: p =m

con 1 > po para el caso de datos normales y o conocido. Vamos a calcular el § de dicha prueba.

8= Py, (Xn <o+ Gzl‘“) — Py, (\/H(X" —m) o Vrlo—m) Zl_a> _ o {Zl_a _ \/M}

Vn o - o o

Por ejemplosioc =1, a =5%, 21_o = 1,645, up = 0, u1 = 0,5, tenemos la siguiente variacién de 3
segin n

n B

4 0,740
9 0,558
16 0,361
25 0,196
36 0,088

Es decir que por ejemplo para n = 9 ningin test de nivel 5% para éste test tiene potencia mayor
que 44,2 %, esto quiere decir que es muy probable que aceptemos Hj de forma erronea con estas muestras
pequeas.
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Capitulo 4. Intervalos de confianza y pruebas de hipdtesis

4.2.2. Pruebas de hipdétesis unilaterales, datos normales, ¢ desconocido

En el caso de que X1, ..., X, tengan distribucién N(u,?) con o desconocido, las pruebas de hipétesis
Ho: p <o Ho: pw =po Ho: p =po
Hi: p > o Hi: p > Hi: p =m

con p1 > o tienen region critica

Por otro lado, las pruebas de hipétesis
Ho: p > po Ho: p =po Ho: wp =po
Hi: p <o Hi: p <o Hi: p =m

Con p1 < pg. Tienen region critica

__ _aln—1
RC:{Xn<M0—t1(\;%)Sn}.

Ejemplo 4.6. La siguiente muestra registra los niveles en sangre de colesterol LDL, medidos en mg/dl,
correspondientes a diez pacientes de una clinica.

1343 | 1337 | 1295 | 131,2 | 1284 | 1254 | 1350 [ 1304 [ 133,0 | 132,7 |

Clinicamente, se consideran altos los niveles de colesterol que estdn por encima de 130 mg/dl. Asumie-
ndo que los datos tienen distribucién normal con media p y desviacién estdandar o (que por el momento
suponemos desconocida), implemente (con nivel o = 0,05) la siguiente prueba de hipdtesis para decidir si

los niveles de colesterol son razonables:
Hy: p >130

Hy: p <130

Observemos que como desconocemos o tenemos que estimarlo mediante S,,, haciendo cuentas X,, = 131,36,
S2 = 8,9493. Por otro lado, recordemos que t0,95(9) ~ 1,83, entonces

2,991

V10

Como 131,36 > 128,27 no estamos en la region critica y por lo tanto no se rechaza Hy.

RC:{E< 130 — 1,83 }:{XT< 128,27}

4.2.3. Pruebas de hipdtesis bilaterales, datos normales, o conocido

En el caso de que X7, ..., X, tengan distribucién N(u,c?) con o conocido, la prueba de hipétesis:

Ho: p =po
Hi: p #po

tiene regién critica

RC — { V(X — o)

> Zla/Q}

Ejemplo 4.7. Cada luciérnaga tiene un modo peculiar de centellear; un destello corto de luz es seguido por
un periodo de reposo. Los siguientes datos corresponden a los perfodos de reposo entre centelleos (medidos
en segundos) para una muestra de 11 luciérnagas:
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4,05 ]3,95[3,743,33[394]4,04]373][3,75]3388]350] 359 |

Se asume que los datos corresponden a una distribucién normal de valor esperado p y desvio o = 0,06.
Realice una prueba de hipotesis al nivel 0,1 para decidir entre las siguientes hipdtesis

X,, = 3,773, 0 = 0,06. Haciendo cuentas tenemos que

V(X — o) V11(3,773 — 4)
o B 0,06

= —12,714

y al tomar valor absoluto tenemos que | — 12,714| = 12,714 que es mayor que zp g5 = 1,65 y por lo tanto
estamos en la regién critica y se rechaza Hy.

4.2.4. Pruebas de hipotesis bilaterales, datos normales, ¢ desconocido

En el caso de que X1, ..., X, tengan distribucién N(u,0?) con o desconocido, la pruebas de hipétesis
Ho: p =mwo
Hi: p #po

tiene regioén critica

V(X — po)
o= { Sn

>t qpa(n — 1)}

4.2.5. Pruebas de hipdétesis para proporciones

Supongamos que queremos saber si una moneda estd balanceada o no. Se tira 100 veces y obtenemos 54
caras, debemos tomar una decisién entre

Hy: p=1/2 donde p = P(cara)
H1: p#l/Q

Es razonable pensar que rechazaremos Hj si el promedio de veces que salié cara es mucho menor que
1/2 o mucho mayor. Es decir planteamos una regién critica de nivel a de la forma

RC — { x/ﬁ(XZ— o)

> Z1—a/2} ;

Observemos que, bajo Hy estamos en el caso en que = p = 1/2 por lo tanto 02 = p(1 — p). En el caso de la
moneda, supongamos que trabajamos con a = 0,05, X,, = 54/100, Z1_a/2 = 20,975 = 1,96. Haciendo cuentas

V(X — po) _ 10(54/100 ~1/2) _ o
- 1/2 .

Como 0,8 < 1,96 no estamos en la regién critica y por lo tanto no se rechaza Hy.
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4.2.6. Pruebas de hipdtesis para datos cualquiera

Cuando los datos no siguen una distribucién normal hay que usar (siempre y cuando el valor de n sea
grande) el Teorema Central del Limite, ver Las regiones criticas quedan iguales que para el caso de
datos normales. Cuando conocemos o se sustituye por dicho valor, y sino se estima por medio de S,,. Por
ejemplo, la pruebas de hipétesis

Ho: p =npo
Hi: p #po

tiene regién critica (si no conocemos o)

_ ﬁ(Yn*MO)
e - (Y%

> Zla/2} .

4.2.7. p-valor

Definicion 4.8. Supongamos que tenemos una muestra Xi, ..., X, de una cierta variable X. En general,
dada una prueba de hipdtesis

Hy: 0 A

H1 . 9 §é A
con A C R, cuya regién critica sea RC' = {T,, > k} con T,, = T(X1,...,X,) un estimador (por ejemplo
T, = X,,) de § (que en el caso de la esperanza es § = E(X)) y dados x,, = (x1,...,x,) n datos, (es decir n

numeros reales) el p — valor es

sup P(T(X1,...,Xy) > Tn(xn)),
fcA

esto es, la probabilidad de que nuestro estadistico tome un valor tanto o mas extremo que el que observamos
(donde el que observamos es T, (x,,)).

Veamos con un ejemplo como se calcula y para que sirve,
Ejemplo 4.9. Sea Xj,..., X, una muestra iid de X «~ N(u, 1), consideremos la prueba
Ho: p=po
Hy: p# o

Si trabajamos a nivel a € (0,1), vimos que la regién critica de la prueba es

T Rl—a/2
RC = { % = o] > 3 48
%l > (1.9
Si definimos T'(X1, ..., Xy) = | X, — p| y tenemos n datos x,, (cuyo promedio denotamos X,), el p — valor

es (observar que bajo Hy p = )
PHO(!XTL— pol = [Xn — uo!) =1- Py, (IX7— prol < [T — uol) =1- Py, (x/ﬁ\XT — po| < V/n[%; — uo!>

Bajo Hy la variable \/n(X,, — po) tiene distribucién normal con media 0 y varianza 1 por lo tanto lo anterior
es igual a

1= (Vi — piol) + @ — Vil — ol ) = 2(1 - @(Val% — o) ).
Supongamos que este valor es menor que « (es decir p-valor menor que «), es decir

2(1— @(v/al% — o)) < o,

o lo que es lo mismo

«Q _
1-5< @(\/ﬁ\xn—m).
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Si aplicamos ®~! de ambos lados y recordamos que z;_, J2 = ®~1(1—/2) lo que obtuvimos no es otra cosa
que
21—a/2 < Vn|Xn — pol

y por lo tanto, si observamos la forma de la regién critica (es decir ) lo que llegamos es que si nuestras
observaciones x,, son tal que el p-valor es menor que « entonces estamos en la region critica, y por lo tanto
se rechaza Hj. Este es un caso particular de una regla mnemotécnica que usualmente se usa, que dice que
si el p-valor que obtenemos es menor que « entonces se rechaza Hy a nivel a.

En el caso de una prueba unilateral para la media de datos normales con media p y varianza o2, por ejemplo

Ho: p<po
Hy: p>po

vimos que el estadistico que usamos es X,,, y por lo tanto el p-valor es Py,(X, > X,,) donde nuevamente
X, es el promedio de las n observaciones que obtuvimos. Bajo Hy @(Yn — po) tiene distribucién normal

con media 0 y varianza 1, por lo tanto el p valor es

vn

o

NG

Py (X > 52) = Pray (L (% o) > 55— i) =1 - 255 - o).

si suponemos nuevamente que el p-valor es menor que « tenemos que

NG

1-o (Y5 — ) <
o
o lo que es lo mismo
1o <o(Y 6 - ).

Nuevamente aplicando ®~! y usando que z;_, = ®~ (1 — ), lo que obtenemos es

n,__ L
2o < ~— (X5 — po), esdecir X, > ug+
o

o
Zl—as

vn

y por lo tanto los datos que tenemos estan en la regién critica, es decir nuevamente se rechaza Hy.

En la prictica (y sobre todo para valores de n chicos) el p-valor, salvo para casos muy particulares, no
se puede calcular exactamente, como hicimos en el caso de datos Normales. Lo que se hace es simular el
estadistico T'(X1, ..., X,) bajo Hy una cantidad grande de veces. Pares eso se simulan por ejemplo [ (con
[ grande) copias iid de los n datos y se calculan Ti,...,T; los [ estadisticos en cada una de las copias, y
entonces el p valor se estima (en el caso de que la regién critica sea de la forma T(X7, ..., X,) > ¢ para un
cierto valor ¢ que depende de a, n etc) por el promedio de las veces que los T; supera T'(x,) donde x,, son
los datos que originalmente teniamos.

4.3. Pruebas de bondad de ajuste

Hasta ahora hemos hecho pruebas de hipétesis a partir de una muestra Xi,..., X, de n observaciones
de una variable X asumiendo que la misma tiene distribucién normal cuya media p desconocemos. En el
primer caso supusimos que conociamos la varianza o2 y en el segundo que no la conocfamos. Finalmente vimos
pruebas de hipétesis para proporciones, es decir los datos X; son ceros o unos. En todos los casos considerados
estamos suponiendo que, a menos de algunos parametros, conocemos la forma de la distribucién. Es claro
que esta situacion ideal no es ciera en general en la practica, donde solo contamos con los datos. Por lo
tanto nos puede interesar decidir, con cierto nivel de confianza, si efectivamente dicha muestra tiene esa
distribucidn, es decir, si tiene distribucién N(1,4) o no, si tiene distribucién uniforme en el intervalo [0,1] o
no, etc. Para eso veremos primero la prueba de Kolmogorov-Smirnov, que hace uso de la distancia entre la
distribucién empirica F), y la Fx que vimos en la seccion
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4.3.1. Prueba de Kolmogorov-Smirnov

Supongamos que tenemos una muestra Xy, ..., X, de variables independientes e idénticamente distribui-
das, de una variable aleatoria X cuya distribucién es Fx (desconocida) y queremos contrastar la hipdtesis
nula Hy, Fx = Fy (donde Fj es una distribucién conocida, que elegimos nosotros, por ejemplo uniforme en
[0,1]) conta la hipétesis alternativa Hy, Fx # Fp. Como vimos en la seccién si conocieramos Fy (en
la préctica esto no es cierto en general) una forma de medir cuan distinta es F'x de Fy podria ser calcular
sup,er | Fx () — Fo(z)|, claramente bajo Hp esto da 0. Como no conocemos Fx un sustituto razonable es
su distribucién empirica F;, y por lo tanto estarfamos calculando sup,cg |Fy(z) — Fo(x)|, observemos que,
en el caso en que efectivamente estamos bajo Hp, esto no es otra cosa que la variable aleatoria D,, que ya
estudiamos (donde en la equaciones y hay que sustituir Fx por Fj). Es razonable entonces que
vamos a rechazar Hy cuando D,, sea grande, es decir la regién critica sera de la forma RC' = {D,, > t,}. Si
fijamos a € (0,1) y queremos que nuestra prueba tenga nivel « (esto es, Py, (RC) = «) entonces buscamos
un valor ¢,, que haga que, Py, (D, > t,) = a. Si tomamos t, = t1_/+/n obtenemos Pr, (v/nDy, > t1_q4) = a.
Si usamos que Pg,(v/nD,, > t1_o) — P(K > t1_4) obtenemos que o = Pp,(v/nDy, > t1_o) = P(K > t1_4).
Por lo tanto para valores grandes de n el valor t, a partir del cual rechazamos Hy a nivel a se obtiene
calculando t1_, de la igualdad o = P(KC > t1_4) (y luego usando que t, = t1_/+/n). El valor ¢, se calcula
usando una tabla de la distribucién de K, o un software. Una aproximacién del valor ¢;_, (cuando n > 40)
esta dada por la formula

1
o~ ) log () (4.9)

donde log es el logaritmo neperiano (en base e). Una cota bastante fina prueba que P(y/nD, > t) <
2 exp(—2t2), para n fijo. Si queremos obtener el valor ¢;_, de la tabla del test tenemos que proceder de la
siguiente forma. Supongamos que tenemos 17 datos, y estamos trabajando a un nivel o = 0,05, si vamos a
la fila que corresponde a n = 17 y la columna 0,05 vemos que el valor que nos da la tabla es 0,318. Este
valor 0,318 corresponde al valor que llamamos t,,, a partir del cual rechazamos Hy. Si queremos trabajar con
a = 0,01 tendriamos que usar, para 17 datos, t, = 0,381. Si tenemos mas de 40 datos se usa la aproximacién
(4.9l

Para ver que sucede con la potencia de la prueba (P, (rechazar Hyp)) hay que usar un resultado que
dice que bajo Hi, v/nD,, tiende a +oco. Por lo tanto para valores grandes de n, fijado a, v/nD,, va a superar
cualquier valor critico t1_, y por lo tanto vamos a rechazar Hy con probabilidad 1.

En R

Cuando introdujimos la distancia de Kolmogorov vimos que en R el comando ks.test calcula \/nD,, y
ademas calcula P(KC > y/nD,,). Veamos que este valor es de mucha utilidad desde un punto de vista préactico,
a la hora de realizar el test que mencionamos antes. Como dijimos, rechazaremos H si el valor \/nD,, supera
to que vimos que era el valor que verificaba o = P(KC > t1_,). Si vemos en la figura esto es lo mismo
que decir que el area encerrada por el grifico de la densidad de K desde t;_, en adelante es a. De forma
andloga P(IC > \/nD,) es el area encerrada por la gréfica de K, desde /nD,, en adelante, por lo tanto
si P(K > \/nD,,) < «a, /nD,, tiene que ser mayor que t;_,, y recordemos que esto sucede si rechazamos
Hy. El p valor (asintético, es decir para valor de n grades) de la prueba es P(K > /nD,,), nuevamente si
p-valor< a rechazo Hy a nivel a.

Dos muestras

Si en lugar de tener una sola muestra, tenemos dos muestras, es decir, tenemos variables X1,..., X,
independientes, y todas con la misma distribuciéon Fx, y Yi,...,Y,, independientes y con la misma distri-
buciéon Fy, y queremos contrastar Hy Fy = Fy contra Hy Fx # Fy, es razonable proceder como antes y
caleular Dy, ,, = sup, |F:X(z) — FY (z)|, donde FX y FY son las distribuciones empfricas de X1,..., X, y
Y1,...,Y,, respectivamente (es importante observar que al igual que antes, para calcular D, ,, basta calcu-
larlo en puntos de la muestra ). Es claro que la regién critica serd de la forma RC = {D,, y, > tpm}. Para
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tl—a \/ﬁDn

Figura 4.1: En rojo se grafica la densidad de la variable K, si el area desde t1_, en adelante es «, y el area
desde \/nD,, es menor que « esto implica que \/nD,, > t1_, y por lo tanto se rechaza H.

calcular t,, ,, hacemos uso del siguiente resultado:

nm
P( Do > 1) = P(K > 1
n+m " ( )
cuando n y m tienden a infinito, para todo t. Si quiséramos hacer una prueba de hipdtesis a nivel « tenemos
que proceder igual que para el caso de una muestra: hallar ¢;_,, tal que « = P(KC > t1_,), el cual se halla
igual que antes a partir de una tabla de la distribucién de K, mediante algin software, o usando la férmula
aproximada (4.9) si n > 40. De forma totalmente anédloga a como hicimos antes, rechazaremos H si

tlfoz

nm
n-+m

Dy >

En R

En este caso el mismo comando ks.test nos sirve, si x e y son las dos muestras, por ejemplo x=runif(100),
y=rnorm(150), hacemos ks.test(x,y). Esto devuelve entre otras cosas el p valor P(KC > y/nm/(n + m)Dy, ),
y, al igual que antes, rechazamos H( (a nivel «) si este valor es menor que «.

4.3.2. Prueba de Lilliefors

En la prueba de Kolgomorov-Smirnov la distribucién Fy esta fijada de antemano, por ejemplo Fy puede
ser la normal con media 0 y varianza 1, o una exponencial de parametro A = 2. Si lo que queremos es testear
si los datos vienen de una distribucién normal, pero no conocemos la media o la varianza. O si provienen
de una distribucién exponencial pero no conocemos el parametro, etc, se usa la prueba de Lilliefors. La idea
es muy simple, si la distribucién Fy depende de parametros, los estimamos por medio de la muestra, esto
nos da una distribucién Fp (en el caso de N(u,0?), usamos N(X,,S2)), y luego calculamos el estadistico
D,, de la prueba de Kolmogorov Smirnov (sustituyendo Fy por Fg). Por lo tanto la prueba que planteamos
es Hy : Fx = Fj contra Hy : Fy % Fy. Lamentablemente en el caso en que no se conocen los parametros
exactos de Fy la distribucion de D,, es mas complicada y por lo tanto no se puede usar la misma tabla que
para el test de Kolmogorov-Smirnov. Para la distribucién normal hay una tabla, para las exponenciales otra
etc. En R se puede usar el paquete KScorrect que tiene varias funciones para cada caso.

4.3.3. Prueba y? de Pearson
Datos categoricos

Supongamos que tenemos un experimento cuyo resultado esta dividido en k categorias distintas Aj, As,
..., Ai (son las tnicas posibles), como por ejemplo los posibles resultados de tirar un dado, o el color que
sale al extraer (con reposicién) una bola de una urna que contiene bolas de k colores distintos. Denotemos
la probabilidad de que resulte A; como p?. El superindice © lo usamos para indicar que estas probabilidades
corresponden a la hipdtesis nula que queremos verificar si es cierta o no. El resultado de repetir n veces un
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experimento es una variable aleatoria multinomial, es decir tenemos n-uplas de letras A; que representan
la categoria a la que pertenecié el experimento i. Por ejemplo podemos haber obtenido A1 A1A;...A1, es
decir n veces el resultado pertenecii’o a la categoria Ai, otra posibilidad es A1 A2A3A1 ... Ay, entre otras
(la cantidad de posibilidades distintas es k™). En las pruebas de bondad de ajuste para datos categéricos lo
que se tienen son los resultados de las n repeticiones del experimento, y se desea testear si efectivamente la
probabilidad de cada una de las categorias es pg 0 no, es decir queremos testear

Hy : pi:p? Vi=1,...,k
Hy: p; %pg para algun ¢

Si en nuestra muestra de n realizaciones del experimento la categoria A; salié n; veces, una estimacién
de p; es su frecuencia n;/n. Por lo tanto a partir de la muestra podemos hacer la siguiente tabla,

nro. esperado nro. observado

npi ni
np2 ng
np ng

Observemos que si estamos bajo Hy ambas columnas deberian contener valores similares. Consideremos
el estadistico de prueba

k
T,=Y (npi = mi)* (4.10)

no.
i=1 Pi

Y la regién critica es {T,, > hy}, donde h,, es un valor que tenemos que hallar para que la prueba tenga
nivel a. Para eso usamos que bajo Hy P(T;, > h) tiende cuando n tiende a infinito (k siempre estd fijo) a
P(x?_, > h) donde x7_, es una variable aleatoria con distribucién chi-cuadrado con k—1 grados de libertad
(Ver% y . Tenemos que hallar & tal que P(x;_; > h) = a. Esto se puede hacer en R mediante el
comando qchisq(1 — a, k — 1). Esta prueba tiene, asintéticamente cuando k estd fijo y n — oo, potencia 1,
esto implica en particular que el error de tipo II tiende a 0. Veamos un ejemplo concreto:

Ejemplo 4.10. Se dispone de datos genéticos de determinada poblacién referidos a dos alelos que llamaremos
A y a. Se quiere someter a prueba la hipdtesis de que la proporcién del alelo a es del 30 %. En una muestra
de 200 personas los distintos genotipos se reparten segiin la tabla siguiente:

genotipo | nro. observado
aa 10
Aa 119
AA 71

Denotemos p, a la probabilidad de alelo a, por la informacién geu se nos da p, = 0,3 por lo tanto la
probabilidad del genotipo aa es 0,32 mientras que la del Aa = aA es 2 x 0,7 x 0,3 y finalmente la del AA es
0,72. En este caso k = 3. Los ntimeros esperados son 0,32 x 200 = 18 para el genotipo aa, 84 para el Aa y
98 para el AA. El estadistico Tygp nos queda

(10 — 18)2 N (84 — 119)? N (71 — 98)2
18 84 98

Tr00 = ~ 25,6.

Este valor supera el que arroja el comando qchisq(0,95,2) = 6 y por lo tanto se rechaza Hj a nivel 5 %.
Si hacemos en R chisq(c(10,119,71), p = ¢(0,032, (2 x 0,3 x 0,7),0,7%)) nos da ademés del valor de Ty un
p-valor de 2,792e 5. Y por lo tanto como es menor que « se rechaza H.
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Datos continuos
Veamos con un ejemplo como se construye el test y la regién critica.

Ejemplo 4.11. Se tiene una muestra que registra la altura en centimetros de 100 ninos de siete anos de
determinada poblacién. Se intenta ver si es razonable afirmar que la misma corresponde a una variable
aleatoria normal con media 118 centimetros y desvio estandar o = 5 centimetros. Para ello, se resumen en
una tabla las observaciones:

altura en cm. n. observado (0;)
menos de 111 7
entre 111 y 115 17
entre 115 y 119 29
entre 119 y 122 30
méas de 122 17

Suponer que los datos tienen la distribucién de una variable X ~ N(118,25) significa, por ejemplo, que
la probabilidad de que la altura de un nino sea menor que 111 es P(X < 111), andlogamente la probabilidad
de que la altura de un nifio este entre 111 y 115 es P(111 < X < 115), etc. Observemos que estos valores los
podemos calcular a partir de la tabla de la distribucién normal, o usando la funcién gnorm. Esto nos dice
que, si dicha hipétesis fuese cierta, deberiamos tener, entre las 100 alturas, aproximadamente:

» 100 x P(X < 111) = 100 x 0,0808 alturas menores que 111.

(
» 100 x P(111 < X < 115) = 100 x 0,1935 alturas entre 111 y 115.
100 x P(115 < X < 119) = 100 x 0,305 alturas entre 115 y 119.
(

100 x P(119 < X < 122) = 100 x 0,2088 alturas entre 119 y 122.

100 x P(X > 122) = 100 x 0,2119 alturas mayores que 122

Por lo tanto una idea intuitiva para testear si los datos de la tabla provienen efectivamente de la distri-
bucién N(118,25) es compararlos con las frecuencias anteriores. Por ejemplo considerar

(100 x 0,0808 — 7)% 4 (100 x 0,1935 — 17)% + (100 x 0,305 — 29)*+
(100 x 0,2088 — 30)2 + (100 x 0,2119 — 17)%,

Donde las diferencias, al igual que en el caso de la definicién de la varianza, se elevan al cuadrado para que los
valores més grandes pesen mds que los mas chicos. Para darle mayor peso a las diferencias correspondientes
a intervalos de probabilidad pequenia vamos a dividir cada sumando por la frecuencia tedrica del intervalo,
es decir consideraremos

(100 x 0,0808 — 7)? N (100 x 0,1935 — 17)2 N (100 x 0,305 — 29)?
100 x 0,0808 100 x 0,1935 100 x 0,305
(100 x 0,2088 — 30)2 N (100 x 0,2119 — 17)2
100 x 0,2088 100 x 0,2119

=5,315. (4.11)

Observemos que si llamamos I; al intervalo (—oo, 111], I3 al intervalo (111, 115], I3 al intervalo (115, 119],
I, al intervalo (119, 122] e I5 al intervalo (122, +00] y n al niumero de observaciones (en nuestro caso n = 100)
lo que calculamos en (4.11]) no es otra cosa que

5 ) )
Z x P(X eI;)— de ob I
3 (n ( ;) — [nro de observaciones en Z]) |

nxP(X €

(4.12)
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La regién critica, es decir los valores de X7, ..., X,, que hacen que rechazemos la hipétesis nula de que la
muestra tiene distribuciéon N (118,25) seran aquellos que hacen que T, sea grande, por lo tanto es razonable
plantear una regién critica de la forma RC = {T,, > h} donde h es un valor que se determina en funcién
del nivel de confianza a € (0,1) en el que estemos trabajando. Es decir, queremos que encontrar h tal que
a = Py, (T,, > h). Se puede demostrar que si los datos efectivamente provienen de la distribucién N (118, 25)
entonces

P, (T, > h) — P(x3 > h)

donde 7 fue definida en (12.37)), con k = 4. Por lo tanto para determinar h tenemos que plantear
X4
o= P(X?L > h).

Por tiltimo determinamos el valor de h a partir de la tabla de la distribucién x3. Por ejemplo si estamos tra-
bajando a nivel a = 0,05 (95 % de confianza) y k = 4 la tabla nos dice que h = 9,488 (esto se puede calcular
también con el comando qchisq(0.95,4), que arroja el valor 9,487729), como 5,315 < 9,48 no rechazamos la
hipétesis de que los datos provengan de una variable con distribucién N (118, 25).

La prueba que explicamos a partir de un ejemplo se conoce como Prueba chi-cuadrado de Pearson,
veamos ahora la explicacion general. Supondremos primero que tenemos k intervalos Iy, ..., I; que forman
una particién de todos los nimeros reales, es decir I} = (—o00,a1], Is = (a1,a9], Is = (a2, as] hasta I, =
(ag—1,+0), con a3 < ag < ag < ... < ax_1. Vamos a suponer que tenemos una variable X de la cual
queremos saber si tiene una cierta distribucién conocida, que denotaremos Fj o no, es decir, la prueba que
planteamos es

(4.13)

Hy: Fx=F
H FX?éF()

Vamos a llamar p; a la probabilidad de que X pertenezca al intervalo I; si es cierto Hy es decir p; =
Pr, (X € I;). Asumiremos que los intervalos son tomados de forma tal que p; > 0 para todo 7. Es importante
observar ademds que como estamos suponiendo que Fy la conocemos (por ejemplo es N(118,25) los valores
p; se pueden calcular. Construimos ahora el estimador que usaremos, que serd la generalizacién del T;, que
definimos antes:

k . 2
X p; — |nro de observaciones en I;
T, — Z (n x p; — [nr rvaciones en I;]) . (4.14)

n X p;
i=1 pi

Nuevamente la regién critica es RC = {T,, > h}. Por tltimo, para determinar h de modo tal que RC' tenga

nivel o usamos el resultado
Py, (Ty, > h) — P(xi_; > h),

del cual se sigue que h es el valor (obtenido mediante el uso de la tabla de la distribucién Xzfl) que deja
probabilidad « a la derecha de h, es decir:

a=P(xi_ > h).

Test x> con parametros estimados

Al igual que como hicimos con la prueba de Lilliefors para el caso de que en que la prueba
Fy dependa de, por ejemplo r pardametros y estos se estimen por el método de maxima verosimilitud, el
estadistico que se usa es el mismo T;, que antes, pero la distribucién limite en el caso en que se hayan usado
k > 7+ 1 intervalos es una x2 con k — 1 — r grados de libertad.

En R

Para este test existe la funcién chisq.test, le tenemos que dar dos vectores: x=c(7,17,29,30,17), y por
otro lado el vector de probabilidades p=c(0.0808,0.1935,0.305,0.2088,0.2119). Y hacemos chisq.test(x,p=p),
esto nos devuelve el valor del estadistico, en este caso devuelve X-squared=5.3155, los grados de libertad, en
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nuestro caso 4, y el p-valor, que para esta prueba da 0.2564. Como es mayor que « no rechazamos (ver la
explicacion de la implementacion en R del test de Kolmogorov-Smirnov, para una explicacion detallada del
p-valor).
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Test de aleatoriedad

5.1. Introduccion

Para calcular intervalos de confianza, hacer pruebas de hipdtesis o pruebas de bondad de ajuste hemos
asumido que los datos son independientes e idénticamente distribuidos. Sin dicha hipétesis muchos de los
célculos que hemos hecho hasta ahora no son validos. En éste capitulo veremos primero algunos test que
permiten chequear cudndo una muestra Xy, ..., X, cumple esas hipétesis. El primer test que veremos es el
test de correlacion de Pearson que usa como estadistico una funcién de . Si bien lo que mide es si existe
o no una relacién lineal entre las variables (ya que en el caso de méxima correlacién una variable es una
combinacién lineal de la otra), bajo la hipétesis de independencia dicha relacién no existe. Por lo tanto es
una forma indirecta de medir dependencia. Luego presentaremos el test de rachas el cual se basa en la forma
en que la muestra estd ordenada, es decir, las variables crecen o decrecen. El segundo test, de Spearman, es
similar, en el sentido de que permite testear si existe una relacién monétona en la muestra (una tendencia
creciente o decreciente) o entre dos muestras (al crecer una crece la otra). Bajo la hipétesis de que la muestra
es iid (o si son 2 muestras, que son independientes), dicha relacién no deberia existir. Tanto el test de rachas
como Spearman son formas de testear dependencia en la muestra o entre las muestras.

Al final del capitulo veremos la prueba y? de independencia para datos categéricos, esto quiere decir
que tenemos por ejemplo una poblacién de n individuos a los cuales hemos medido ciertas caracteristicas
que representamos por dos variables aleatorias X e Y. Por ejemplo X puede ser el género del individuo
(hombre o mujer), e Y si es fumador, si fumé y ya no lo hace, o si nunca fumdé, y queremos determinar si hay
dependencia o no entre sus habitos como fumador o no fumador y su género. Se llaman categdricos porque
la X representa una caracteristica o categoria, y la Y otra, y se quiere ver si son independientes.

5.2. Test de correlaciéon de Pearson

Como dijimos antes, el coeficiente de correlacién de Pearson (ver es un numero entre —1 y 1 que

mide si existe o no una relacién lineal entre las variables X e Y. Bajo la hipétesis de que son independientes,
dicha correlacién deberia dar 0. Por lo tanto testar correlacién (dependencia lineal) es una forma indirecta
de medir grado de dependencia, pero hay que tener presente que las variables podrian ser dependientes con
una dependencia que no es lineal. En esos casos el test no rechaza. Esto implica que la potencia de la prueba
en muchos casos puede no ser alta, (y por lo tanto el error de tipo II, 8, no ser bajo).
Vamos a explicar como es el estadistico, cual es la regién critica y como se calcula el p-valor. Para eso
supongamos que tenemos dos muestras X, ..., X, con la misma distribucién que una variable X e Y7,...,Y,
de Y (por ahora no supondremos que las muestras son independientes). Primero calculamos el coeficiente
de correlacién estimado p, segin la formula Luego el estadistico de prueba es

n—2
T=p—— 5.1
Se puede demostrar que, bajo la hipétesis nula de que p(X,Y’) = 0, para valores de n grandes
PHO (T > t) ~ P(Tn72 > t), (5.2)
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donde T}, es una variable aleatoria con distribucién 7' de Student con n — 2 grados de libertad (ver .
La regién critica es de la forma RC' = {|T| > t,} y t, se calcula usando (5.2), es decir fijado a € (0,1),
P, (|T| > t) = P(|Ty,—2| > t) = . Recordemos que la distribucién 7;,_2 es simétrica respecto del origen
y hay que tomar t = #;_, /9, €l cuantil 1 — a/2 de la distribucién T),_5. Por lo tanto rechazamos Hy si
|T| > tl—a/Q'

En R

Para realizar el test de correlacién de Pearson creamos dos vectores, u y ¢ con los datos, luego ejecutamos
el comando cor.test(t,u,method="pearson” ), esto nos da el valor del estadistico, el nimero df de grados de
libertad (n —2) y el p-valor para el test. Como siempre, rechazamos a nivel « si el p-valor es menor que a.

5.3. Test de Spearman

5.3.1. Test de Spearman de una muestra

La aleatoriedad esta relacionado con la presencia o no de comportamiento monétono en la muestra (es
decir, si es creciente o no) ya que si es iid entonces no existe un comportamiento monétono. Esto se puede
ver de manera intuitiva de la siguiente forma, si tenemos dos datos X; y Xo de modo que son iid, el suceso
X1 < X, tiene la misma probabilidad que el suceso Xo < X; ya que por ser iid son intercambiables. Eso
implica en particular que cualquier ordenacién de esos datos es igualmente probable, y lo mismo pasa si
tenemos 3 o mas, es decir no deberiamos tener un comportamiento monétono en la muestra. Por lo tanto
si construimos un estadistico que bajo Hp (iid) da un valor préximo a 0, y que si hay comportamiento
monotono toma un valor grande, podriamos decir que rechazamos Hy si el estadistico supera un valor critico
que tenemos que hallar. El estadistico de Spearman lo que hace es medir si hay o no un comportamiento
mondtono en la muestra. Por lo tanto bajo Hy no deberiamos rechazar (ya que da valores préximos a 0).
El problema que tiene es que una muestra puede no ser iid (es decir estamos bajo Hp), pero no tener
comportamiento monétono, en cuyo caso el estadistico igual va a dar un valor préximo a 0, y por lo tanto
no rechazariamos Hy, y estarfamos decidiendo erroneamente que es iid cuando en realidad no lo es. Es decir
la potencia que tiene este test no es muy alta en ciertos casos, o lo que es lo mismo, el error de tipo II tiene
una probabilidad que puede no ser chica.

El estadistico de Spearman calcula el coeficiente de correlacién de Pearson [2.46] entre los rangos de la
muestra (la posicién que ocupa cada dato en la muestra, ver [5.3)) y el vector ordenado (1,2,...,n). Como el
coeficiente de correlacion de Pearson mide dependencia lineal, si el coeficiente de Pearson entre los rangos
y el vector ordenado (1,2,...,n) es préximo a 1 o -1, lo que estamos diciendo es que la muestra original es
monoétona y por lo tanto no es iid.

Veamos como se construye el estadistico que usaremos. A partir de una muestra Xy, ..., X, ordenamos
los datos y obtenemos X(;) < --- < X(;). Por ejemplo supongamos que tenemos las siguientes mediciones
de temperatura (en grados celsius),

1[2267] 6 | 17,88
221,66 | 7 | 23,17
311631 | 8 | 24,85
411595 | 9 | 15,17
5| 15,15 | 10 | 23,19

los datos ordenados son

Xy = 15,15 X9 = 15,17 X(3 = 15,95 X(4 = 16,31 X(5)= 17,88 X(5) = 21,66 X(7) = 22,67 X(g) =
23,17 X(g) = 23,19 X(10) = 24,85
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Construimos los estadisticos de rangos Ry, ..., R, donde
n
Ri= 3 Lix<xy: (5.3)
j=1

Es decir, para cada dato X;, R; cuenta la cantidad de datos menores o iguales que X;. En lo que sigue
vamos a asumir que no hay datos repetidos en la muestra. Recordar que esto pasa si la variable X es
absolutamente continua, es decir tiene densidad.

Como X; = 22,67 = X(7) tenemos que Ry = 7, como X = 21,66 = X5 R2 = 6 y asi sucesivamente,
obtenemos que

Ry =7,Ry=6,R3=4,R4=3,Rs=1,Rg=5,R7 =8, Rg =10,R9g =2,R1p =9
Se puede demostrar aunque no lo haremos que el coeficiente de correlacién de Pearson (ver [3.3]) entre

Ri,...,R, vy (1,...,n) se puede calcular como

6D

-1
Ps n(ng _ 1)7
con D =3""  (R; —i)% En el caso de nuestro ejemplos es

1 6D
10 x 99

Ps = (5'4)

y
D= (T-1)?+(6-2)2+4-3)*+B3-4)*+(1-5)2+(5-6)2+(8—T7)2+(10—-8)*+(2—9)*+(9—10)® = 126

Es decir, p; = 0,2364.

Se sabe, aunque no lo veremos aqui, que ps es una variable aleatoria discreta que tiene una distribucién
simétrica y toma valores entre —1 y 1. Se puede demostrar ademés que E(ps) = 0y Var(ps) = 1/(n — 1).
Definimos la regién critica RC' = {(X1,...,Xy) : |ps| > ¢}, tenemos que determinar (al igual que como
haciamos en el test de rachas con f{n) el valor de ¢, que dependera del nivel de significacién de la prueba.
Para valores de n menores o iguales que 10 existen tablas con la distribucién de ps que nos dan, para
diferentes valores k; de ps entre 0 y 1 (en el caso de que el estadistico de un valor negativo usamos la
simetria de ps) la probabilidad de obtener un valor mayor o igual que k;, es decir P(ps > k;). En el caso por
ejemplo de n = 5 la tabla es la siguiente

n R P

5 1.000 0.008
0.900 0.042
0.800 0.067
0.700 0.117
0.600 0.175
0.500 0.225
0.400 0.258
0.300 0.342
0.200 0.392
0.100 0.475
0.000 0.525

Esta tabla nos dice en particular que sin =5 P(ps > 1) = 0,008, P(ps > 0,900) = 0,042, P(ps > 0,800) =
0,067 etc. Si tomdramos « = 0,1 y tuviéramos 5 datos, la regién critica es entonces RC' = [—1, —0,9]U]0,9, 1].
rechazamos a nivel « si nuestro estadistico ps calculado mediante nos da mayor o igual que 0,900 o
menos que —0,900. En el caso de n =10 y a = 0,1 la region critica es

RC = [—1;—0,564] U [0,564; 1]
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Como obtuvimos ps = 0,2364 no estamos en la region critica y por lo tanto no se rechaza la hipétesis de que
los datos son %.7.d.

Ejercicio 5.1.

= Usando la tabla de ps demostrar que la regién critica para o = 0,10 y n = 7 datos es

RC = [-1;-0,714] U [0,714; 1]

= Usando la tabla de ps demostrar que la regién critica para o = 0,05 y n = 9 datos es
RC =[-1;0,683] U [0,683;1]
De n =11 a n = 30 la forma de la tabla cambia, veamos como es para algunos valores de n

n 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005 0.001
11 0.427 0.536 0.618 0.709 0.764 0.855
12 0.406 0.503 0.587 0.678 0.734 0.825
30 0.241 0307 0.363 0.426 0.467 0.548

Supongamos que n = 12, esta tabla nos dice que P(ps > 0,406) = 0,1, P(ps > 0,503) = 0,05,...,
P(ps > 0,825) = 0,001. Por lo tanto nuestra regién critica si « = 0,1 es RC' = [—1;—0,503] U [0,503, 1]. Si
fuese n =30y a = 0,1 es RC = [-1;—0,307] U [0,307; 1] mientras que si n = 30 y o = 0,05 la regién critica
es RC = [—1;-0,363] U [0,363; 1]. Obsérvese que para el mismo « a medida que n crece la longitud de la
region critica crece, jpor qué?.

Para valores grandes de n (n > 30) usamos que, si la muestra Xi,..., X, es iid,
P(Vn—1ps <t) — ®(t)
por lo tanto vamos a rechazar que la muestra es iid si

‘Vn - 1Ps} > Z1—qa/2

En R

Para realizar el test de Spearman de 1 muestra primero tenemos que crear un vector con los datos,
en nuestro ejemplo anterior creamos t=c(22.67,21.66,16.31,15.95,15.15,17.88,23.17,24.85,15.17,23.19). Luego
ejecutamos el comando cor.test(t,sort(t),method="spearman"), eso da el valor del estadistico ps, en nuestro
caso da 0,2363636 el valor de D (que en R se llama S), en nuestro caso 126. Y el p-valor para el test, que da
0.5139. Como ya sabiamos, no se rechaza Hy.

5.3.2. Test de Spearman de dos muestras

El coeficiente de correlacién de Pearson (ver [2.46]) mide en cierto modo si existe o no una relacién lineal
entre las variables X e Y, en el caso de maxima correlacion una es una funcién lineal de la otra. El coeficiente
de correlacién se Spearman lo que hace es medir si existe o no una relacién moénotona (lineal o no) entre las
variables (y al igual que en el caso de 1 muestra, si son independientes dicha relacién no deberfa existir).
Esto significa que si tenemos dos muestras Xi,...,X,, de X e Y1,...,Y,, de Y, valores grandes de X; se
corresponden con valores grandes de Y;. Y valores chicos de X; con valores chicos de Y;. Si pasa eso lo que
sucede es que los estadisticos de rangos de los X;, definidos como en [5.3] estdn en relacién lineal con los

estadisticos de rango de los Y;. Es decir calculamos parai=1,...,n
n n
RY =) Tix<xy R =3 Iix<xy) (5.5)
j=1 j=1
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y luego calculamos el coeficiente de correlacién de Pearson estimado (definido en (3.3)) p(R*X, RY) de los
vectores (Ri%,..., RX)y (RY,...,RY). Se puede ver que esa cuenta es exactamente igual a calcular

631, (BY — RY)?

n(n? —1) (56)

pszl_

Bajo la hipétesis nula de X e Y son independientes el estadistico ps no depende de las distribuciones
de los datos (ya que cualquiera de las n! posibles permutaciones de los rangos es igualmente probable).
Nuevamente la regién critica es RC' = {|ps| > t,,}. Para valores de n grandes, se puede probar nuevamente
que Pr,(v/n —1ps > t) — ®(t) y por lo tanto vamos a rechazar Hy si

}\/n — 1,05’ > Za)2-

En R

Para realizar el test de Spearman de 2 muestra se procede igual al de una muestra, creamos dos vectores,
u y t con los datos. Ahora tenemos que ejecutar el comando cor.test(t,u,method="spearman”) obtenemos el
valor del estadistico, y el p-valor para el test.

5.4. Test de Rachas

Supongamos que tenemos 10 mediciones de temperatura hechas a la misma hora, durante 20 dias, es
decir tenemos Xi,..., X9 es claro que si los datos son crecientes, no van a ser independientes, ya que
saber el valor de la temperatura en el dia i-ésimo nos aporta informacién respecto de lo que pasard con la
temperatura el dia siguiente, nos dice que sera mayor. Lo mismo dirfamos si los valores son decrecientes o
si alternan (crece:X; < Xo, decrece: X3 < Xo, crece: X3 < Xy, etc). Esta idea intuitiva que relaciona el
crecimiento-decrecimiento de los datos es la que usaremos para testear la alteatoriedad de la muestra. Lo
que hacemos es, dados los datos X1, ..., X, contruir n — 1 variables Y7, ...,Y,_1 donde la variable Y; es 1 si
X; < X411y 0 en otro caso. Por ejemplo, si las X; son mediciones (en grados celcius) de temperatura dadas
por la siguiente tabla:

22,67
21,66

17,88
23,17
16,31 24,85
15,95 15,17
15,15 | 10 | 23,19

QU W N
© 00 3 O

Las variables Y7,..., Yy son

=W N
_ o O O O
© 00 O
— O K~

5

En general, supongamos que tenemos variables aleatorias X1, Xo, ..., X, y queremos testear si son i.i.d,
para eso definimos las variables Y7,...,Y,_1 de la siguiente forma

Y; =

1si X; < Xiqa1
0 en otro caso

Lo que haremos es estudiar el nimero de rachas totales de Yi,...,Y,_1 o lo que es lo mismo

n—2

R” =1+ Z H{Y#Yiﬂ}‘
=1
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Observemos que en general R, <n-—1.

En el caso del ejemplo anterior, verificar que n = 10 y R, = 4. Si n es chico (n < 25) la distribucién
de R, esta tabulada, y rechazamos la hipétesis de ser i.i.d., a nivel «, si el valor observado R, cumple
que ]Rn\ > Ry_q/ donde R;_, /5 se obtiene de la tabla. La tabla nos da, para diferentes valores de n la
probabilidad de que se obtengan k rachas, con k£ de 0 a n — 1 veamos en el ejemplo. En nuestro caso vamos
en la tabla a n = 10 y obtenemos

n R, LefttailP R, Right tail P

0 1 0,0000
2 0,0003 9 0,0278
3 0,0079 8 0,1671
40,0633 7 0,4524
5 02427 6 0,7573

Esta tabla hay que interpretarla de la siguiente manera, si Ry denota la variable aleatoria que indica el
numero de rachas posibles cuando tenemos n = 10 datos (que es un valor como dijimos, que puede ser
1,2,3,...,9), tenemos que la columna Left tail indica las probabilidades hasta ese valor de ];?10, y por lo
tanto va creciendo a medida que Ruo decrece, es decir

P(Ryp < 1) = 0,0000, P(Rip < 2) = 0,0003, P(Rip < 3) = 0,0079, P(R1o < 4) = 0,0633, P(R1o < 5) =
0,2427.

La columna Right tail nos da la probabilidad de obtener valores mayores o iguales que el valor, por lo
tanto va creciendo a medida que Rig decrece, es decir

P(Ry > 6) = 0,7573, P(R1p > 7) = 0,4524, P(R19 > 8) = 0,1671 y P(Ryo > 9) = 0,0278.

Supongamos que nuestro nivel de confianza es « = 0,1. Vamos a rechazar Hy (que los datos son i.i.d) si
obtenemos valores de Rjp muy grandes, o muy chicos. Dado que P(R10 <3)=0,079 < a/2y P(Rw <4)=
0,0633 > /2, la regién critica incluye los valores de R,, = 1,2,3. Por otro lado P(Ryo > 9) = 0,0278 < a/2
mientras que P(Rlo > 8) =0,1671 > «/2. Finalmente, en virtud de esto, la regién critica es

RC =[1,3]U[9]

como obtuvimos Rw = 4 no estamos en la regién critica y por lo tanto no se rechaza la hipétesis (nula) de
que los datos son iid.

Ejercicio 5.2.
=« Usando la tabla de R,, demostrar que la region critica para o = 0,10 y n = 15 datos es
RC = [1,5] U [14,15]
» Usando la tabla de R,, demostrar que la region critica para o = 0,10 y n = 23 datos es
RC =[1,11] U [19,22]
mientras que si tomamos a = 0,05 la regién critica (para n = 23) es
RC = [1,10] U [20,22]

Para valores grandes de n (n > 25) usamos que

R,—(2n—1)/3

16n—29
90

P

<t| — o(¢)
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por lo tanto vamos a rechazar Hy si

R,—(2n—1)/3

> Z1—a)2
16n—29
90

5.5. Prueba x? de independencia, cuadro de contingencia

Como dijimos al comienzo del capitulo lo que queremos es determinar si existe o no relacién de dependen-
cia entre ciertas caracteristicas de los datos. En este contexto lo que tenemos son n pares (X1, Y1), ... (X,,Y},)
donde las variables X; toman una cantidad finita de valores c1, ..., ¢, y las variables Y; toman otra cantidad
finita dy, . .., ds. Queremos determinar si las caracteristicas ¢ son independientes o no de las d. La hipotesis
nula Hy que planteamos es que son independientes, y la alternativa que no. A modo de ejemplo ¢; y ¢o es
el género de la persona (hombre o mujer) y d; es si fuma actualmente, ds es si fumaba y ya no lo hace, y
ds si nunca fumd. Si tenemos 402 individuos de los cuales 193 son hombres y 209 son mujeres, primero se
construye la tabla siguiente, que se denomina tabla de contingencia,

Y|X Hombre | Mujer | Total
Nunca fumd 149 148 297
Fue fumador y no fuma 13 24 37
Fuma actualmente 31 37 68
Total 193 209 402

Esta tabla nos dice por ejemplo que 13 de los 193 hombres fueron fumadores pero no fuman actualmente, y
que 37 de las 209 mujeres fuma actualmente, mientras que 149 nunca fumé. Bajo la hipétesis de independencia
entre los hébitos como fumador o no fumador y el género deberia verificarse que, por ejemplo 149/402 que es
la probabilidad de que nunca haya fumado y sea hombre sea aproximadamente 297/402 que es la probabilidad
de que nunca haya fumado multiplicado por 193/402 que es la probabilidad de que sea hombre, es decir la
probabilidad de la interseccién es el producto de las probabilidades. Y eso para cualquier otra entrada de la
matriz 3 x 2 anterior. El estadistico que se plantea tiene en cuenta estas diferencias de la siguiente forma:
se calculan 6 sumandos uno por cada entrada de la matriz:

149 _ 193207\> (148 _ 209207\> (13 _ 37193)\° (24 _ 37209)\° (31 _ 68 193\* (37 _ 68 2097
402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402
193 297 209 297 37193 37200 T 68193 T .68 209
402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402

Este cédlculo da 0,00789 Observemos que lo que se hizo es a cada entrada de la matriz 3 x 2 anterior se
divide entre el total, este valor lo llamamos o0;; , con 7 = 1,2,3 filas y j = 1,2 columnas, se le resta el valor

( total de la fila i) x (total de la columna j)
(total de datos)?

eij =

se eleva al cuadrado, es decir tomamos (0;; — €;;)? y dividimos entre e;;. Luego se suman los 6 términos.

Esto da el estadistico
nro filas nro col

ey x et
i=1 j=1 €ij

Por lo tanto vamos a rechazar la hipdtesis nula de que son independientes si T;, supera un valor critico
tn. Es decir la regién critica es RC' = {T,, > t,}; para hallar ¢,, tenemos que usar un resultado tedérico que
dice que, si denotamos n al total de datos (en el ejemplo n = 402), R al numero de filas de la matriz (en
nuestro ejemplo R = 3) y C' al niimero de columnas (en el ejemplo C' = 2), bajo la hip6tesis Hy de que X e
Y son independientes, para todo t > 0,
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Es decir la distribucién asintética (para valores de n grandes) de nT}, es una x? con (R — 1) x (C — 1)
grados de libertad. Finalmente fijado o € (0, 1), hacemos P(X%R—l)(C—l) > t) = «a, y despejamos ¢t de una
tabla o usando R. En nuestro ejemplo tenemos que calcular ¢ tal que P(Xg > t) = 0,05. En R si hacemos
qchisq(0.95,2) da 5,99146. Por lo tanto el valor ¢, = 5,99146/402 = 0,01490. Como 0,00789 < 0,01490 no
estamos en la regién critica y por lo tanto no se rechaza Hy a nivel 0,05.
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