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Alcance

Alcance (de Federer) de un conjunto

Sea S C R compacto, Us es el conjunto de puntos con una proyeccién tinica en S.

Alcance(S,x) = sup{r €R :B(r,x) C Us},

Alcance(S) = inf,cg Alcance(S, x).




con otras re

@ Alcance(S) = r > 0 = S es r-convexo. El reciproco no es cierto en general, ver Cuevas,
Fraiman and Pateiro-Lépez (2012).
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Algunas conexiones con otras restricciones de forma
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@ Si OS es una variedad C? con borde vacio o C2= Alcance(S) > 0, Thile (2008).
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Alcance

Algunas conexiones con otras restricciones de forma

@ Alcance(S) = r > 0 = S es r-convexo. El reciproco no es cierto en general, ver Cuevas,
Fraiman and Pateiro-Lépez (2012).

@ Si OS es una variedad C? con borde vacio o C2= Alcance(S) > 0, Thile (2008).

@ Alcance(S) es cota superior del inverso de la curvatura de una geodésica parametrizada
por longitud de arco, Niyogi et al. (2008).

Federer, 1959. Si Alcance(S) = r

d
pa(B(S,e)) =Y @u($)ef,  0<e<r,
k=0

donde p, es la medida de Lebesgue d-dimensional.
o Dy(S) = pa(s)
o 0(8) = pa—1(05)
° D,(S) = wyX(S), donde wy = pa(B(0,1))
ver Federer (1956, 1969)
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Alcance, una definicion equivalente

El Teorema 1 en Boissonnat et al (2019) establece que cuando S es cerrado, alcance(S) es igual
a

—-b
sup {r >0, Va,b € S,|la—b|| <2r= ds(a,b) < 2rarcsin (” ”) } )
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Alcance, una definicion equivalente

El Teorema 1 en Boissonnat et al (2019) establece que cuando S es cerrado, alcance(S) es igual

a
—b
sup {r >0, Ya,b € S, |la—b|| < 2r = ds(a,b) < 2rarcsin (” ”) } (1
r
— 27'arc>in( L] )
Si tenemos X, = X1, ..., Xu, (1) sugiere estimar alcance(S) mediante

— ~ X;
alcance(S) = sup {r >0, VX;, Xj € Xn, [|Xi—X;|| < 2r = ds(X;,X;) < 2rarcsin (H '2 ”) }
-

donde dg es una estimacion de ds.
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Estimacion de dg

Sea X, = {Xi,...,X,} C Sun conjunto finito y G, = (X, E,) un grafo con vértices en X, y

aristas E,,, definimos
p—1

dG,, (x’)’) = Inan Z ||Xj,‘+1 - XI}H»
i=1
donde P = (X;,, ... ,ij) C A, varia sobre todos los caminos en G, que conectan x = X;, con
y=Xj,.
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Estimacion de dg

Sea X, = {X1,...,X,} C Sun conjunto finito y G, = (X}, E,) un grafo con vértices en X, y
aristas E,,, definimos
p—1
dg,,(X,y) = mpinzl ||X]'i+l - in”?
i=
donde P = (X;,, ... ,ij) C A, varia sobre todos los caminos en G, que conectan x = X;, con
y=Xj,.

Definicion
Sea {e, }x tal que €, > 0 para todo n, y G, = (X;,, E) tal que (X;, X;) € Ej siy s6lo si
[1X: — X;|| < en.

dg, (a,b)

J— resin ((le=tll
2rarcsin (T)
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Teorema

Sea S C R4
@ compacto
o geodesicamente convexo,
@ rp := alcance(S) > 0.
Seae, — Otal que &, > O paratodony 7, := dy(Xn,S)/en — 0.
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Estimacion de dg

Teorema

Sea S C R4
@ compacto
o geodesicamente convexo,
@ rp := alcance(S) > 0.

Seae, — Otal que &, > O paratodony 7, := dy(Xn,S)/en — 0.
Entonces, para todo x,y € S,

(1- %(gfg)z)ds(x,y) < dg, (x,y) < (1 +47)ds(x, ¥),

donde dg, (x, y) es la distancia en el grafo construido previamente, pero incluyendo x e y
como vértices, y n es lo suficientemente grande como para garantizar que €, < 2ry.
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The estimator

Seae, talque g, — 0y 6,/) — 0, donde 6, = dy (X, S).
o= sup {7 >0, VX £ X; € X, |X; = Xj| < 2r =

X;
dg,(Xi, X;) < 2r(1 + 6%)arcsin<” 12 H)}
,
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The estimator

Seae, talque g, — 0y 6,/) — 0, donde 6, = dy (X, S).
P =sup{r>o, VX; £ X € X, X — Xl < 2r =

X;
dg, (Xi, Xj) < 2r(1 + sﬁ)arcsin<” 12 H)}
-

Sea S C R compacto, geodésicamente convexo, y ro = reach(S) > 0, para todo n
suficientemente grande, tenemos que

o
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The estimator

Seae, talque g, — 0y 6,/) — 0, donde 6, = dy (X, S).
P :sup{r>o, VX, £ X € X, |IXi — X|| < 2r =

X;
de, (Xi, X;) < 2r(1 +6§)arcsin<” 12 H)}
-

Theorem

Sea S C R compacto, geodésicamente convexo, y ro = reach(S) > 0, para todo n
suficientemente grande, tenemos que

ro iy < ——. )
1—en
Si Xy = {X1,...,Xn} esiid de Px con soporte S'y Px es estandard °, entonces con
probabilidad 1 para n suf. grande
log(n)\ 34
< <ok o( Y, 3

donde g, = c(log(n)/n) £ B, ¢ > (2/(nwy)) /4, 1 es la constante de estandaridad y
Bn — +o0.

dexisten > 0y e > 0, tal que para todo r < & Px(B(x,r)) > nu(B(x,r) N S) paratodox € S
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Recordemos que

Federer, 1959. si Alcance(S) = r

d
pa(B(S;€)) = ®(S)e*,  0<e<r,
k=0
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Recordemos que

Federer, 1959. si Alcance(S) = r

d
pa(B(S;€)) = ®(S)e*,  0<e<r,
k=0

Algunas observaciones

e Parad = 2, 14(B(S, €)) es polinomial para todo & > 0 si y s6lo si S es convexo. No es
ciertoend > 2.
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Recordemos que

Federer, 1959. si Alcance(S) = r

d
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k=0

Algunas observaciones

e Parad = 2, 14(B(S, €)) es polinomial para todo & > 0 si y s6lo si S es convexo. No es
ciertoend > 2.

o Existen conjuntos S tal que 4(B(S, €)) es polinomial para todo r > 0 pero reach(S) = 0.
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@ La cono convexidad no garantiza volumen polinomial.
o Hay conjuntos cuya funcién de volumen no es polinomial.

o Siu(B(S,¢)) es polinomial () = w(S), P1(S) = pg—1(0S), (qué son los otros
coeficientes?
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Recordemos que

Federer, 1959. si Alcance(S) = r

d
pa(B(S;€)) = ®(S)e*,  0<e<r,
k=0

Algunas observaciones

Parad = 2, j14(B(S, €)) es polinomial para todo & > 0 si y s6lo si S es convexo. No es
ciertoend > 2.

Existen conjuntos S tal que p4(B(S, €)) es polinomial para todo » > 0 pero reach(S) = 0.
Ejemplo dos bolas tangentes en R.

La cono convexidad no garantiza volumen polinomial.

Hay conjuntos cuya funcién de volumen no es polinomial.

Si p(B(S, €)) es polinomial ®((S) = u(S), ®1(S) = pa—1(05), {qué son los otros
coeficientes?

Problema: estimar el mayor r tal que 14(B(S, €)) es un polinomio de grado a lo sumo d
para todo € € [0, r| (polynomial reach)
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Ejemplos

Sea S € RYy V(e) := pa(B(S, €)), definimos el alcance polinomial de S, denotado, R, como

R = sup{r > 0: V es un polinomio de grado alo sumod en [0, r]}. “

AR
@

@ (a) (b) (c) (d) tienen alcance polinomial > 0.
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Ejemplos

Sea S € RYy V(e) := pa(B(S, €)), definimos el alcance polinomial de S, denotado, R, como

R = sup{r > 0: V es un polinomio de grado alo sumod en [0, r]}. “
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Algunas ideas

(Como estimar V cuando R es conocido?

SiX, ={Xy,...,Xu} C Sy Vi(e) := pna(B(Xy, €)) en Cuevas and Pateiro-Lépez (2018) se
prueba que
sup [V(x) = Va(x)] = 0 a.s.
x:0<a<x<b< oo

Siempre vale que V,, < V'y se puede probar que si I C (0, +00)

Vi = Vll2y = Odi (R, 5)) = Ollog(n) /m)/*)

=T

iy g
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e
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Algunas ideas

(Como estimar V cuando R es conocido?

Si X, =A{X1,...,Xa} C Sy Vu(e) := pa(B(Xn, €)) en Cuevas and Pateiro-Lépez (2018) se
prueba que

sup [V(x) = Va(x)| = 0 a.s.
x:0<a<x<b<oo

Siempre vale que V,, < V'y se puede probar que si I C (0, +00)
Vi = Vil = O(din (80, 5)) = O(log(n) /m)"/%)




Alcance polinomial
0000080000

Algunas ideas

sup [V(x) = Va(x)| = 0 a.s.
x:0<a<x<b<oco

sugiere que cuando R es conocido, se puede estimar V por
' _ .
Py g = argmin_ oy Ve — 7|2

donde II,(I) denota el espacio (cerrado) de polinomios de grado alo sumo d, I C (0, R].

Siempre vale que si I C (0, R]
||Pll,d - Vn||L2(1) <v- Vn||L2(1) = 0(108(”)/”)1/d)

ya que P, 4 es la mejor aproximacién a V,, y V es otro polinomio de grado d. Por lo tanto
P,.q4 — V cuando n — oo.

Observar que es suficiente tener una cota inferior de R para estimar el polinomio V
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No se ve nada...

20 4
Function
164 — Vnpar
— Vpar
- - pol
12+ - Im3
8-

0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
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Un algoritmo para obtener una cota inferior

Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
de grado alo sumo D € Nen L?(I).

Py p = argmin, cp || Vo — 72y

Inputs del algoritmo:
° Nn = {Xl o 7Xn}
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Un algoritmo para obtener una cota inferior

Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
de grado alo sumo D € Nen L?(I).

Py p = argmin, cp || Vo — 72y

Inputs del algoritmo:
° Nn = {Xl o 7Xn}

o UnagrillaO < rj < r, <--- < rg donde asumimos que R < rg.

1
24" .
o U, = (%) *7 con 7 cualquier valor > 0
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Un algoritmo para obtener una cota inferior
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P = argmin, e o) Ve — 7l 21y,
Inputs del algoritmo:
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-
o U, = (%) " con n cualquier valor > 0

o ¢ >d, !l € N, para las aproximaciones polinomiales.
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Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
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P = argmin, e o) Ve — 7l 21y,
Inputs del algoritmo:
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_ [ logn ﬁ—ﬂ .
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o ¢ >d, !l € N, para las aproximaciones polinomiales.

o Definimos I; = [0,r;] y J; = [ri, r] paratodoi =1,..., K — 1
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Un algoritmo para obtener una cota inferior

Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
de grado alo sumo D € Nen L?(I).
J .
P = argmin, e o) Ve — 7l 21y,

Inputs del algoritmo:

° Nn = {Xl o 7Xn}

o UnagrillaO < rj < r, <--- < rg donde asumimos que R < rg.

25"

o U, = (%) *7 con 7 cualquier valor > 0

o ¢ >d, !l € N, para las aproximaciones polinomiales.

o Definimos I; = [0,r;] y J; = [ri, r] paratodoi =1,..., K — 1

Paso 0. Si ||V, — ;‘d||Lz(,l) > U, entonces el output es R = 0 y el algoritmo termina.
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Un algoritmo para obtener una cota inferior

Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
de grado alo sumo D € Nen L?(I).

Py p = argmin, cp || Vo — 72y
Inputs del algoritmo:
° Nn = {Xl o 7Xn}
o UnagrillaO < rj < r, <--- < rg donde asumimos que R < rg.
_ [ logn ﬁ—ﬂ .
o U= (== con 7 cualquier valor > 0
o ¢ >d, !l € N, para las aproximaciones polinomiales.
o Definimos I; = [0,r;] y J; = [ri, r] paratodoi =1,..., K — 1

Paso 0. Si ||V, — ;‘d||Lz(,l) > U, entonces el output es R = 0 y el algoritmo termina.
Paso 1. Si el algoritmo no termind en el paso 0, definimos parai = 1,...,K — 1

Ve = Pl iz
[ . -
Ve =Pl M2
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Un algoritmo para obtener una cota inferior

Dado un intervalo cerrado I C [0, 00), denotamos II (1) al subespacio de todos los polinomios
de grado alo sumo D € Nen L?(I).

Py p = argmin, cp || Vo — 72y
Inputs del algoritmo:
° Nn = {Xl o 7Xn}
o UnagrillaO < rj < r, <--- < rg donde asumimos que R < rg.
_ [ logn ﬁ—ﬂ .
o U= (== con 7 cualquier valor > 0
o ¢ >d, !l € N, para las aproximaciones polinomiales.
o Definimos I; = [0,r;] y J; = [ri, r] paratodoi =1,..., K — 1

Paso 0. Si ||V, — ;‘d||Lz(,l) > U, entonces el output es R = 0 y el algoritmo termina.
Paso 1. Si el algoritmo no termind en el paso 0, definimos parai = 1,...,K — 1

Ve = Pl iz
[ . -
Ve =Pl M2

Output Sea i el primer indice tal que ¢; > 1. El output es R:=ri_,.
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Teorema de sub-estimacion

Teorema
Sea R el alcance polinomial de S C R¥. Suponemos 0 < R < rg. Consideremos el algoritmo
anterior basado en una muestra iid de n datos con soporte S. Asumimos que
@ § es estandard
e Ly(dS) < oo donde Ly es el contenido de Minkowski de 95.
Existe un grado £ a partir del cual :
© el output R es un sub estimador de R: con prob. 1 para n suficientemente grande R <R.

@ Con probabilidad uno, R es constante para n suficientemente grande.



Simulaciones para el pacman

n = 2000

Alcance polinomial
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n = 3000 n = 4000

grl gr2 gr3 grl gr2 gr3 grl gr2 gr3
Mean 0.6212 0.7692 0.7196 0.606 0.7431 0.7104 0.6024 0.738 0.704
Var 0.0083 0.0225 0.0077 0.0027 0.0224 0.0040 0.0009 0.0223 0.0015

0 2 50 0 0 26 0 0 10
Mean 0.6096 0.7398 0.7096 0.6024 0.7149 0.7044 0.6016 0.6954 0.7024
Var 0.0043 0.0227 0.0050 0.0016 0.0212 0.0023 0.0006 0.0195 0.0009

0 0 24 0 0 13 0 0 6

Cuadro: Pacman: media y varianza en 1000 replicas de R, para 3 grillas y £ = 8 en filas 1,2,3. Filas 4,5,6
¢ = 10. Filas 3 y 6 cantidad de veces que el algoritmo da un valor mayor que R.
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